
บทท่ี  1  ลาปลาสทรานสฟอรม

(Laplace Transform)

ฟูเรียรทรานสฟอรมเสมือนเปนเคร่ืองมืออันหน่ึงท่ีถูกนํ ามาใชเพื่อส ําหรับแทน
ฟงกชัน  )(tf  ใด ๆ ใหอยูในรูปผลรวมเอ็กโปเน็นเชียล  e

jax

 ท่ีตอเน่ือง  ดังแสดงไวใน  [I]*  ซึ่ง
ความถี่เอ็กโปเน็นเซียลนี้  จํ าจํ ากัดอยูเฉพาะในระนาบความถี่เชิงซอนบนแกน    ωj   เทานั้น  แต
อยางไรก็ตาม โดยท่ัวๆ  ไปแลวเราตงอการที่จะแทนฟงกชั่น )(tf    ใหอยูในรูปผลรวมเอ็กโปเน็น
เชียลที่ตอเน่ืองในรูปแบบ  ( )ωδ jse st +=   ซึ่งเปนรูปแบบทั่ว ๆ ไปและเราสามารถนํ าผลที่ไดนี้
ไปใชกับกรณีที ่  ωjs =  ดังน้ันมันเปนไปไดที่จะแทนฟงกชัน  )(tf  ใด ๆ ใหอยูในรูปแบบผล
รวมเอ็กโปเน็นเซียลท่ีตอเน่ืองตามความถ่ีเชิงซอนตาง ๆ ไดกลาวคือ
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ซึ่งสมการที่  (1.1a)  และ (1.1b)  จะพิสูจนใหเห็นจริงดังหัวขอขางลางนี้

1.1ฟูเรียรทรานสฟอรมเชิงซอน  ( Complex  Fourier Transform)
จากเร่ืองฟูเรียรทรานสฟอรมในบทท่ี  3[I]* สมการที่  (3.1.10) **คือ
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สังเกตจากสมการที ่ (1.2)  และ (1.3)  นั้นจะเห็นวาฟงกชันทางขวามือ  ตัวแปร  ωคูณอยูกับตัว ωj

ไดคือ
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ซึ่ง ( )ωF และ ( )ωjF จะแสดงถึงฟงกชันเดียวกัน  [คือฟูเรียรทรานสฟอรมของ ( )tf ]

กํ าหนดใหฟงกชัน  ( ) ( ) tetft δϕ −=

เม่ือ δ  เปนจํ านวนคงท่ีจริง  ดังน้ัน

F    ( )[ ] ( )[ ]tetfJt δϕ =

จากสมการที ่(1.4) จะได

F     ( )[ ]tϕ ( ) dteetf tjt ωδ −−
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∫=
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∞
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เปรียบเทียบสมการที ่(1.4)  กับ (1.6a)  ดังน้ันจากสมการที่ (1.6a) จะได
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เพราะฉะนั้น F    ( )[ ]tϕ ( )ωδ jF +=

และจากสมการที่  (1.5)  กับ (1.6b)  จะเห็นไดวา
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จากที่ก ําหนดให   ( ) ( ) tetft ωϕ −=   ดังสมการที ่(1.7)  คือ
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ซึ่งจํ านวน  ωδ j+  เปนความถี่เชิงซอน  และจากที่ก ําหนดให

ωδ js += ( 1 8 . a )

( ) ωω djjsdds +=+= 0

เพราะวา  δ เปนจํ านวนคงท่ีจริง  ดังน้ัน
ωjdds =



( )dsjd /1=ω (1.8b)

และลิมิตของการอินทิเกรทในสมการที ่  (1.8) ; −∞=ω   จะกลายเปน  ( )∞− jδ   ลงในสมการที่ 
(1.8)  ดังนั้นจากสมการที่  (1.8)  คือ
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และจากสมการที่ (1.6a)  กับ  (1.6b)  คือ
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สมการที่ (1.9)  จะแสดงถึงฟงกชัน  ( )tf   ซ่ึงเปนผลรวมของฟงกชันเอ็กโปเชียลที่ตอเน่ืองตาม
ความถี่เชิงซอน  ωδ js += สังเกตจากสมการที ่ (1.9)  และ (1.10)  จะเห็นวาส ําหรับในกรณีของ
ฟูเรียรทรานฟอรมจะก ําหนดให  0=δ   ดังน้ัน  ωjs =   ซึ่งสมการที่  (1.9)  และ (1.10)  จะเรียก
วา  คูของฟูเรียรทรานสฟอรมเชิงซอน  หรือคูของการแปลงฟูเรียรเชิงซอน  (complex  Fourier  
transform pair)  หรือ  คูของการแปลงลาปลาสท้ังสองขาง  (bilateral  Laplace  transform )

ฟูเรียรทรานฟอรมเชิงซอน  หรือลาปลาสทั้งสองขางจะเขียนแทนดวย

( ) =sF  [ ])(1 tfF −

และ ( ) =tf     )]([1 SFF −



สังเกตวาฟูเรียรทรานสฟอรมเชิงซอนหรือการแปลงลาปลาสทั้งสองขาง  ( )[ ]sF  ของ ( )tf สามารถ
หาไดโดยแทน  ωj จะเรียกวา  ฟูเรียรทรานสฟอรม

พิจารณาฟงกชัน  ( ) ( )1uetf at=   และจากตารางที ่ 3.1 B [1] จะไดวา

F  ( )[ ]tf  F ( )[ ]
ωja

tue at

+
= − 1 (1.11)

ซึ่งฟูเรียรทรานสฟอรมเชิงซอน  หรือลาปลาสทรานสฟอรมทั้งสองขางอาจจะคํ านวณได  
โดยตรงจากสมการที่  (1.10)  หรือหาไดจากสมการที ่ (1.11)  โดยแทน ωj  ดวย s ดังที่ไดกลาวไว
ขางตนคือ

จากสมการที่  (1.11)  จะได   F ( )[ ]
sa

tue at

+
= 1  ซึ่งเปนฟูเรียรทรานสฟอรม

เชิงซอน
หรือลาปลาสทรานสฟอรมทั้งสองขาง

1.2 การเกิดข้ึนของฟูเรียรทรานสฟอรมเชิงซอน

จากสมการที ่ (1.10)  แสดงใหเห็นวา  ฟูเรียรทรานสฟอรมเชิงซอนของ  ( )tf จะตองเกิดข้ึนถา
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−= dtetfsF st   สามารถหาคาได  (1.12)

แตเพราะวา

( ) ( ) tst etfetf δ= (1.12a)
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   ( ) teetf jt ωδ .−=

ซึ่ง  tte tj ωωω sincos −=

( ) ( ) 11sincossincos 22 ==+=−=− tttte jat ωωωω

ดังน้ัน    ( ) ( ) tst etfetf δ= (1.12a)

เพราะฉะนั้น  ฟูเรียรทรานสฟอรมเชิงซอนจะเกิดขึ้นไดอยางแนนอน  ถา
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− dtetf tδ   (หรือสามารถหาคาได) (1.13)

ถามีเลขจํ านวนจริงบวกที่ก ําหนดคาได  (M)  เกิดขึ้น  และ α กับ  β   เปนเลขจํ านวนจริงดวย    ดัง
น้ัน
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(1.14a) (1.14)

(1.14b)

 ซึ่งเงื่อนไขของอสมการที่ (1.13)  จะตองสอดคลองหรือเปนไปตามคา  δ  ที่มากกวา  α  แตนอย
กวา  β  ซ่ึงอินทิกอลของอสมการท่ี  (1.13)  จะลูเขา (converge) อยางแนนอนในชวง



αδβ >>

ซึ่งในกรณีนี้อาจแสดงใหเห็นอยางงาย ๆ ได  โดยแยกอินทิกอลของอสมการที่  (1.12)  ออกเปนสอง
สวนคือ

( ) ( )∫
∞

∞−

= dtetfsF st

( ) ( )∫ ∫
∞−

∞
−+=

0

0
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แทนฟงกชัน  ( )tf   จากอสมการ  (incpuality)ที ่ (1.14a)  ในอินทิกอลเทอมท่ี  2  และแทนฟงกชัน  
( )tf  จาก  อสมการท่ี  (1.14b)ในอินทิกลอเทอมท่ี  1  ของสมการขางบนจะได
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แทนฟงกชัน   ( )tf   จาก  อสมการ  (inequality)  ที ่  (1.14a)  ในอินทิกอลเทอมท่ี  2  และแทน
ฟงกชัน  ( )tf   จาก  อสมการท่ี (1.14b)  ในอินทิกอลเทอมท่ี  1  ของสมการขางบนจะได
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จาก  อสมการขางบนนี้  แสดงใหเห็นวา  อินทิกอลเทอมท่ี  1  จะลูเขาเมื่อ  Re s < β  และอินทิกอล
เทอมท่ี  2  จะลูเขาเมื่อ  Re s> α   ซึ่งบริเวณทั้งสองนี้แสดงไวในรูปที ่ 1.1  และบริเวณอินทิกอลทั้ง
สองลูเขาอยางแทจริง  เปนบริเวณท่ีรวมกันอยู  (common  region)  คือ   αδβ >>

และบริเวณของการลูเขาสัมบูรณตามฟงกชันเวลาตาง ๆ  แสดงดังพื้นที่แรเงาไวในรูปที ่  1.2  จะเห็น
ไดวาส ําหรับทุก ๆ คาของ  s  ที่อยูภายในบริเวณของการลูเขา  ฟงกชัน  ( )sF   โพลของ ( )sF  จะ
อยูภายนอกบริเวณที่ลูเขา  ถา  ( )tf   เปนฟงกชันเวลาที่เปนบวกทั้งหมด  และเกิดขึ้นเฉพาะในชวง 
( )∞,0   ดังน้ันจากรูปท่ี  1.1  โพลของ  ( )sF   จะอยูดานซายมือของบริเวณของการลูเขาเทานั้น

      ωj ระนาบ  s

α 0 β

α

บริเวณของการลูเขาเมื่อฟงกชัน  ( )tf  อยูในชวง  ∞−  ถึง  0  (ฟงกชันเวลาที่เปนลบ)

บริเวณของการลูเขาเมื่อฟงกชัน  ( )tf   อยูในชวง  0  ถึง  ∞  (ฟงกชันเวลาที่เปนบวก)

บริเวณของการลูเขาตลอดฟงชัน  ( )tf

รูปท่ี  1.1



ลักษณะเดียวกันนี ้ ถา  ( )tf   เปนฟงกชันเวลาที่เปนลบทั้งหมด  และเกิดขึ้นในชวง  ( )0,∞−  โพล
ของ  ( )sF   จะอยูดานขวาบริเวณของการลูเขา  ส ําหรับ  ( )tf   ใด ๆ  ที่เกิดขึ้นในชวง ∞∞− ,   

( )sF   ของมันจะมีหลาย ๆ โพล  ซึ่งอยูทั้งดานซายและดานขวาบริเวณของการลูเขา  โดยที่โพลา
บริเวณดานซายจะเกิดขึ้นเนื่องจากสวนเวลาของ  ( )tf   ที่เปนลบ    ซึ่งจากความจริงดังกลาวนี ้  มัน
จะมีความส ําคัญมากในการนํ ามาใชหาทรานสฟอรมกลับ (inverse transform)

สังเกตวาฟูเรียสฟอรมธรรมดา  (คือท่ี  S = ωj   ของฟงกชันที่แสดงในรูปที ่ 1.2c  และ 1.2f  
จะไมเกิดขึ้น  แตส ําหรับฟูเรียรทรานสฟอรมเชิงซอนจะเกิดข้ึน  ในขณะที่ฟงกชันทั้งสองนี้สอด
คลองกับอสมการที ่  1.14  ภายในบริเวณที่ลูเขา  ตามรูปที่แสดงไว  ซึ่งทั้งนี้เปนเพราะวามีตัว
ประกอบการลูเขาเพิ่มขึ้นในบริเวณที่ลูเขา  ตามรูปที่แสดงไว  ซึ่งทั้งนี้เปนเพราะวามีตัวประกอบการ
ลูเขาเพ่ิมข้ึในฟูเรียรทรานสฟอรมเชิงซอน  ส ําหรับฟูเรียรทรานสฟอรมธรรมดาน้ัน  ทรานสฟอรม
จะเกิดข้ึนแนนนอนถา

( )∫
∞

∞−

∞<dttf

หรืออีกนัยหน่ึง  ฟูเรียรทรานฟอรมจะเกิดขึ้นไดก็ตอเมื่อ

( )∫
∞

∞−

∞<dtetf tδ

ตัวประกอบ  re δ−   คือตัวประกอบการลูเขา  (convergence factor)  ซึ่งเราสามารถเลือกคา  δ ได
ตามตองการ  เพ่ือทํ าใหอินทิกอลเขาไดอยางสมบูรณ  เพราะฉะน้ันฟูเรียรทรานสฟอรมเชิงซอนจะ
ครอบคลุมไดกวางกวาฟูเรียรทรานสฟอรมธรรมดา  และตามที่ไดกลาวไปแลววา  ฟูเรียร       ทา
รานสฟอรมเชิงซอน  เม่ือ  0=δ   หรือตัวประกอบการลูเขาเปน  1

บริเวณที่แรเงาทุกรูปในรูปที ่  1.2  เปนบริเวณของการลูเขาแลสํ าหรับกรณีเฉพาะของฟู
เรียรทรานสฟอรมธรรมดาน้ัน  บริเวณของการลูจะเปนแกนจิตนภาพ  ซึ่ง ωjs =   และนอกจาก
น้ัน  ถาบริเวณของการลูเขาของฟงกชัน  ( )tf   ใด ๆ ที่ประกอบดวย
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(f)

ωj

ดังน้ันรูปฟูเรียรทรานสฟอรมธร
ωjs =   ในฟงกชัน  ( )sF สํ า

การลูเขาจะประกอบดวยแกนจิน
ธรรมดาได  แตอยางไรก็ตาม
สามารถสอดคลองกับเงื่อนไข
รานสฟอรมธรรมดาได (แตก็ม
แสดงในรูปที ่ 1.2 c  และ 1.2f  

1.3  ฟูเรียรทรานสฟอรมเชิงซอ
เมื่อไรกตามถาหากทร

และสามารถที่จะหาทรานสฟอร
กํ าหนดไมได  ทรานสฟอรมกล
ถาฟงกชันที่  1;  ( ) uetf at=1

และถาฟงกชันที ่ 2; ( ) etf =2

bte
(g)
   รูปท่ี  1.2  (ตอ)
รมดาฟงกชัน  ( )tf  ก็สามารถจะเกิดขึ้น  และหาไดจ
หรับฟงกชันที่แสดงในรูปที ่ 1.2a  1.2b  1.2d  และ  1
ตภาพ  เพราะฉะนั้น  ฟงกชั่นเหลานั้นจะหาฟูเรีย

  ถาบริเวณการลูเขาไมประกอบดวยแกนจินตภาพ 
อินทิกอลสัมบูรณ  และฟงกชันน้ัน ๆ ก็ไมสาม
ฟูีเรียรทรานสฟอรมเชิงซอนในบริเวณของการลูเขา 
เปนกรณีดังกลาวนี้

นที่เหมือนกัน
านสฟอรมเชิงซอนเกิดขึ้น  บริเวณของการลูเขาจ
มกลับ  (การแปลงกลับ)  ของมันได  แตถาบริเว
ับก็จะหาไมได  ดังการพิจารณาตัวอยางขางลางนี้
( )t

( )tuat   ซึ่งทั้งสองฟงกชันแสดงดังรูปที่  1.3

ate
ไมมีบริเวณ
ของการลูเขา
δ

ากสมการแทน  
.2e  น้ันบริเวณ
รทรานสฟอรม
 ฟงกชันจะไม
ารถหาฟูเรียรท
 ซึ่งฟงกชันที่

ะถูกกํ าหนดขึ้น  
ณของการลูเขา



รูปท่ี  1.3

ฟูเรียรทรานสฟอรมเชิงซอนของทั้งสองฟงกชั่นคือ  ( )sF1   และ ( )sF 2   ซึ่งจะหาไดจากสมการที่  
(1.10)  กลาวคือ
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∞
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และเชนเดียวกัน  จากสมการที ่ (1.10)  และรูปที ่ 1.36  จะได
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จากฟูเรียรทรานสฟอรมเชิงซอน  ( )( sF1 และ ( )( sF 2   ของฟงกชัน  ( )tf 1   และ  ( )tf 2 ที่หา
ไดขางบนนี ้  จะเห็นไดวาเหมือนกันคือ  1/(s-a)  แตบริเวณของการลูเขาของฟงกชันท้ังสองจะแตก
ตางกัน  อยางไรก็ตาม  ถาบริเวณของการลูเขาถูกกํ าหนดไวพรอมกับทรานสฟอรม  ดังน้ัน  ฟงกชัจะ
ถูกกํ าหนดข้ึนไดอยางแนนอน  เพราะฉะนั้นเราสามารถสรุปไดวา  ทรานสฟอรมกลับของ  ( )sF ใด 
ๆ ไมสามารถถูกก ําหนดไดอยางแนนอน จนกวาบริเวณของการลูเขา  จะถูกก ําหนดข้ึน  ซึ่งจะได
กลาวตอไปในตอนท่ี  1.15

1.4  คอชอลฟงกชันและการแปลงความถี่ขางเดียว



จากหัวขอที่ผานมาเราสมมุติใหฟงกชันเวลา  ( )tf   ใด ๆ  เกิดข้ึนตลอดชวงท้ังหมด  
( )∞<<∞− t   แตอยางไรก็ตาม  ในทางปฏิบัติสวนมากแลวจะเกี่ยวของกับฟงกชัน  ซ่ึงเร่ิมตนท่ี
เวลาที่จ ํากัดคือที ่ t  = 0  ซึ่งฟงกชันจะมีคาเปน  0  ที ่ t  <  0  ดังน้ันฟงกชันเชนน้ี  เราจะเรียกวา  คอ
ซอลฟงกชัน  (causal function)  ซึ่งจะก ําหนดไดวา

( )0,0 <= ttf

ส ําหรับระบบทางฟสิกสนั้น  ถาฟงกชันขับ  (driving function)  มีคาเทากับศูนยที่คาของ  t  เปนลบ  
เรซปอนซ  (response)  หรือผลตอบสนองของระบบตองเปนศูนย  ตลอดทุกคาของ  t   มีคาเปนลบ
ดวย  ทั้งนี้เนื่องจากวาระบบไมสามารถตอบสนองตอฟงกชันนั้นไดดังนั้นส ําหรับระบบทางฟสิกส
ตาง ๆ ฟงกชันกระตุน  (exciting function)  หรือฟงกชันขับจะตองเปนคอซอลฟงกชัน

การวิเคราะหปญหาสวนใหญ  ในทางปฏิบัติจะเกี่ยวของกับคอซฟงกชันซึ่งโดยทั่ว ๆ ไป
แลวระบบจะถูกกระตุนที่เวลาจ ํากัด  คือท่ี  t = 0  เพราะฉะนั้นเราจึงสนใจเฉพาะชวงเวลาที ่ 

∞<< t0   แทนชวงเวลาทั้งหมด  ∞<<∞− t   และคอซอลฟงกชันจะทํ าใหการแปลงความถี ่
(frequency  transformation)  งายกวาเดิมมาก  ซึ่งส ําหรับคอซอลฟงกชัน  เมื่อการแปลงความถี่ถูก
กํ าหนดข้ึน  มันจะถูกเรียกวาทรานสฟอรมขางเดียวหรือการแปลงขางเดียว  (unilateral rransforms)  
หรือเรียกวา  single – sided transform  หรือทรานสฟอรมทางขวา  (right – handed transform)  ฟู
เรียรทรานสฟอรมเชิงซอน  (complex fouler transform)  หรือลาปลาสทรานสฟอรมทั้งสองขาม  
(bilateral Laplac transform)  ของ ( )tf  ใด ๆ ท่ีเปนคอซอลฟงกชัน  เราจะเรียกวา  ลาปลาสท
รานสฟอรมทางขวาซึ่งในการพิจารณาฟงกชันนี ้ เราจะเรียกส้ัน  ๆ  วา การแปลงลาปลาส  หรือลาป
ลาสทรานสฟอรม  (Laplace transform)

ส ําหรับ ( )tf   ที่เปนคอซอลฟงกชันนั้น  ทรานสฟอรมของมันจะหาไดจากสมการที่  (1.9) 
และ (1.10)  และสามารถเขียนไดวา

( ) ( )∫
∞

−=
0

dtetfsF st (1.16)

( ) ( ) dsesF
j

tf st
j

j
∫

∞+

∞−

=
δ

δπ2
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สมการที ่  (1.16)  และ(1.17)  คือ  คูของลาปลาสทรานสฟอรม  ซึ่งสมการที่ เปน  ลาปลาสท
ราสสฟอรมตรง (1.16) (direct Laplace  transform)  ของ  ( )tf   และสมการที ่  (1.17)  คือ  ลาป
ลาสทรานสฟอรมกลับ (inverse  Laplace  transform)  ของ  F(s)  ซึ่งเขียนไดวา

( ) =sF L    ( )[ ]tf (1.16a)

( ) =tf  L    ( )[ ]sF1− (1.17)

คาลิมติลางของการอินทิเกรทในสมการท่ี  (1.16)  มีคาเทากับศูนย  แตถา  ( )tf   ในสมการ
ดังกลาวนี้ประกอบดวยอิมพัลสฟงกชัน  (impulse function)  หรืออนุพันธของมันที่จุดก ําเนิด  ( )tf   
ก็จะไมสามารถก ําหนดท่ี  t  = 0  ได ดังน้ันเพ่ือท่ีจะแนใจวาอิมพัลสหรืออนุพันธอันดับสูง ๆ ของมัน
รวมอยูดวย  เราจะเลือกคาลิมิตลางเปน  0-  ถคาลิมิตลางกูกก ําหนดเปน  0+  อิมพัลสและอนุพันธของ
มันอยูที่จุดก ําเนินจะถูกตัดทิ้งไป  โดยท่ัว ๆ ไป   แลวคาลิมิตลางจะถูกก ําหนดเปน  0-  และเชนเดียว
กันนี้คาลิมิตของสมการที ่ (1.16)  จึงถูกก ําหนดใหเปน  0-  ดวยสังเกตวา

( ) =sF  L   { L      -1[F(s)]}

f(t)= L   -1{ L   [f(t)]}

1.5 การเกิดข้ึนของลาปลาสทรานสฟอรม
ลาปลาสทรานสฟอรมที่เกิดขึ้นจะเปนไปตามเงื่อนไขอินทิกอลในสมการที ่  (1.16)  กลาว
คือ

( )∫
∞

−

0

dtetf st    จะตองกํ าหนดคาได

โดยทั้งนี้อินทิกอลขางบนจะก ําหนดไดวา

( )∫
∞

∞<
0

dtetf tδ (1.18)



ถา  M  เปนเลขจํ านวนจริงบวกที่ก ําหนดคาได  และม ี  α เกิดขึ้น  ดังนั้นส ําหรับฟงกชัน  
( )tf   จะก ําหนดไดวา

( )tf  <  Me tω (1.19)

ที่ทุกคาบวก  t ซึ่ง  ( )tf   กลาวไดวาเปนฟงกชันเอ็กโปเน็นเชียลอันดับ  (exponcntial  - 
orderfunction)  หรือ  E- function  สมการที ่  (1.18)  จะสอดคลองกับฟงกชันเอกโปเน็น  
เชียลอันดับเสมอ  ซึ่งสามารถพิสุจนใหเห็นไดงาย ๆ โดยการแทนอสมการท่ี  (1.19 )ลงใน
อสมการท่ี  (1.18)  คือ
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