
อนุพันธชองฟงกชัน
(Derivative of Functions)

ความหมายของอนุพันธของฟงกชัน  จากความสัมพันธระหวางตัวแปรอิสระกับ
ตัวแปรตามในฟงกชัน คือ ถาตัวแปรอิสระมีคาเปล่ียนแปลงไปจะมีผลทํ าใหตัวแปรตาม
มี อัตราการเปล่ียนแปลง (Rate of change) ตามไปดวยเชน
กํ าหนดให     )(xfy =  โดยท่ี x เปนตัวแปรอิสระและ y เปนตัวแปรตาม ถา x เปล่ียน
แปลงคา(อาจจะเพิ่มคาหรือลดคาก็ได) จะมีผลทํ าให y เกิดการเปล่ียนแปลงตาม  ถาให 
x  เปล่ียนแปลงคาจาก x ไปเปน 1x  และให y เปล่ียนแปลงคาจาก y ไปเปน 1y

กํ าหนดให   xxx −=∆ 1  เม่ือ x∆ อานวาเดลตาเอ็กซ(Delta x) ซึ่งคาของ x∆ อาจ
จะมีคาเปน บวกหรือ ลบ ก็ได และ yyy −=∆ 1 อานวาเดลตาวาย(Delta y) อาจจะมีคา
เปน บวกหรือ ลบ ก็ไดเชน

2)( xxfy ==

ให 1)1(:1 === fyx

เปล่ียนคา x ใหเปน 1x

ให 4)2(:2 21 === fyx

ดังน้ัน
1121 =−=−=∆ xxx

และ     3141 =−=−=∆ yyy

ในกรณีของ 2)( xxfy == น้ีจะเห็นวา ถา xมีคาเพิ่มขึ้นคา y กจ็ะมีคาเพิ่มตาม แตใน
กรณีท่ีให  

x
xfy 1)( == แลวถา xมีคาเพิ่มขึ้นคา y ก็จะมีคาลดลงและถา ถา xมีคาลด

ลงขึ้นคา y ก็จะมีเพิ่มขึ้น

ตัวอยาง  กํ าหนดให 22 2 −= xy

จงหาอัตราการเปล่ียนแปลงเฉล่ีย  เม่ือ 1=x และ 2.0=∆x

วิธีทํ า จาก 22 2 −= xy (1)
เม่ือ x  เปล่ียนแปลงไปเปน xx ∆+

และ y  เปล่ียนแปลงไปเปน yy ∆+

ดังน้ัน    2)(2 2 −∆+=∆+ xxyy
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แทนคา 1=x และ 2.0=∆x  ลงใน (4) จะได
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x
y ตอบ

ตัวอยาง  วัตถุหน่ึงเคล่ือนท่ีไปสอดคลองกับสมการ 2340 tts −=  1−ms  จงหาความเร็ว
เฉล่ียระหวาง 0.1 วินาที ถึง 1 วินาที
วิธีทํ า    จาก    2340 tts −= (1)
เม่ือ เวลา t  เปล่ียนแปลงไปเปน tt ∆+  วินาที  และ s  เปล่ียนแปลงไปเปน ss ∆+
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-------------------------------------------------------------------------------------------------
นิยามของอนุพันธ
จาก  )(xfy =

เม่ือ x เปล่ียนแปลงไปเปน xx ∆+

คาของ )(xf ก็จะเปล่ียนแปลงไปเปน )( xxf ∆+

สวนท่ีเปล่ียนแปลงของฟงกชันคือ )()( xfxxf −∆+

และสวนท่ีเปล่ียนแปลงของตัวแปรอิสระ x  คือ x∆



จาก  
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ใกล ศูนย อัตราการเปลี่ยนแปลงก็จะมีคาเขาใกลคาคงท่ีคาหนึ่ง(ถาม)ี เรียกอัตราการ
เปล่ียนแปลงแบบน้ีวา “ อัตราการเปล่ียนแปลงช่ัวขณะ“ (Instantaneous Rate of Change)
เขียนแทนดวย 
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อัตราการเปล่ียนแปลงช่ัวขณะ ในทางคณิตศาสตรเรียกวา “ อนุพันธ” (Derivative)
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กํ าหนดให  )(xfy = (1)
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dx
dy  เรียกวา อนุพันธของฟงกชัน y  เทียบกับ x

ในทํ านองเดียวกัน

dt
di   เรียกวา อนุพันธของฟงกชัน i   เทียบกับ t
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นิยาม กํ าหนดให  )(xfy =  เปนฟงกชันใดๆ อนุพันธของ y  เทียบกับ x  คือ
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 เม่ือ ลิมิตหาคาได
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***  ถา 

dx
dy หาคาไดจะเรียกวา y มีอนุพันธท่ี x

***  ถา 
dx
dy หาคาไมไดจะเรียกวา y ไมมีอนุพันธที ่ x

ตัวอยาง  ให  2xy = จงหาอนุพันธของ y  เทียบกับ x
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ตัวอยาง  ให  132 2 +−= xxy จงหาอนุพันธของ y  เทียบกับ x

วิธีทํ า   จาก     132 2 +−= xxy
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ดังน้ัน                     34 −= x
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dy ตอบ

ความหมายของอนุพันธทางเรขาคณิต
---------------------------------------------------------------------------------------------------------
นิยาม กํ าหนดให )(xfy =  เปนฟงกชันใดๆ อนุพันธของ y เทียบกับ xหมายถึงความ
ชัน (Slope) ของกราฟท่ีสอดคลองกับ ฟงกชัน )(xfy = ท่ีจุดใดๆ และเปนความชันของ
เสนสัมผัสที่จุดสัมผัสนั้น



กํ าหนดให )(xfy =

กํ าหนดใหจุด ),( yxP  เปนจุดใดๆบนกราฟของ  )(xfy =  จุด ),(1 yxP  เปนจุดใดๆบน
กราฟของ  )(xfy =  เม่ือ xมีคาเพิ่มขึ้นเปน  xx ∆+  และ y มีคาเปล่ียนแปลงไปเปน  

yy ∆+  ดังน้ันจุด ),(1 yxP จะอยูท่ีตํ าแหนง yyxx ∆+∆+ ,

ดังน้ันท่ีตํ าแหนง P  จะได  )(xfy =                        (1)
และ   ท่ีตํ าแหนง 1P  จะได  )( xxfyy ∆+=∆+ (2)
(1) - (2) จะได )()( xfxxfy −∆+=∆ (3)
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ดังน้ัน 
dx
dy จะเปนความชันของกราฟท่ีจุดใดๆ และจะเปนความชันของเสนสัมผัสกราฟที่

สัมผัสกับกราฟท่ีจุดน้ันดวย
ตัวอยาง จงหาความชันของเสนโคง 133 +−= xxy  ท่ีจุด (1,1)
วิธีทํ า จากนิยาม
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ดังน้ันความชันท่ีจุด(x,y) ใดๆของฟงกชัน 133 +−= xxy   คือ 33 2 −x

ความชันที่จุด(1,1)  0333)1(3 2 =−=−= ตอบ

การหาอนุพันธโดยใชกฎส่ีข้ัน(Four Step Rule or General Rule)
จากการหาอนุพันธท่ีไดกลาวมาแลวจะเห็นวามีข้ันตอนในการหาอยู 4 ขั้นคือ

ข้ันท่ี 1    จากฟงกชันท่ีกํ าหนดใหแทน x  ดวย xx ∆+ และแทน y  ดวย yy ∆+



ข้ันท่ี 2  หา  y∆ โดยการเอาฟงกชันเดิมลบออกจากฟงกชันใหม โดยเอาเทอมดานซายมือ
ลบกันและเทอมดานขวามือลบกัน
ข้ันท่ี 3  เอา x∆ หารตลอดสมการจะได 

x
y

∆
∆

ข้ันท่ี 4  หาอนุพันธของ  y  เทียบกับ  x  หรือ 
dx
dy  โดยการหาจากการหาคาลิมิตของ 

x
y

∆
∆

เม่ือ 0→∆x

การหาอนุพันธโดยใชสูตร
การหาอนุพันธโดยใชกฎส่ีข้ัน สามารถน ํามาหา(พิสูจน) สูตรได  การหาอนุพันธโดยใช
สูตรจะทํ าใหหาไดเร็วขึ้น
สูตรเบ้ืองตนของการหาอนุพันธ
1.  0=

dx
dc    เม่ือ c  เปนคาคงท่ี

2. 1=
dx
dx

3. 
dx
duc

dx
dcu =      เม่ือ u  เปนฟงกชันของ  x  และ c  เปนคาคงท่ี

4. 
dx
dunu
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du n

n
1−=      เม่ือ u  เปนฟงกชันของ  x

และ n  เปนเลขจํ านวนเต็มและ 0≠n
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การหาอนุพันธโดยใชกฎลูกโซ (Chain Rule)
ถา y  เปนฟงกชันของ u  และu   เปนฟงกชันของ x  แลวเรียกไดวา y  เปน

ฟงกชันของ x  เขียนแทนดวย )]([ xuy =

ถา  )(ufy =  และ )(xgu = เรียกไดวา )]([ xufy =

ตัวอยาง   ถา 22 += uy  และ 2+= xu แลว
y  จะเปนฟงกชันของ x โดยการแทนคา  u



หรือ 442242)2( 222 ++=+++=++= xxxxxy

ดังน้ัน 42 += x
dx
dy

---------------------------------------------------------------------------------------------------------
กฎลูกโซ(Chain Rule)
 ถา  )(ufy =  และ )(xgu = เปนฟงกชันที่สามารถหาคาไดแลว

จะได          )]([ xufy =

และ          
dx
du

du
dy

dx
dy ⋅=

---------------------------------------------------------------------------------------------------------
พิสูจน
ถา )(ufy =

)( uufyy ∆+=∆+

)()( ufuufy −∆+=∆

u
ufuuf

u
y

∆
−∆+=

∆
∆ )()(

 )(xgu =

)( xxguu ∆+=∆+

)()( xgxxgu −∆+=∆

x
xgxxg

x
u

∆
−∆+=

∆
∆ )()(

หาผลคูณทั้ง 2 ขางจะได

x
xgxxg

u
ufuuf

x
u

u
y

∆
−∆+⋅

∆
−∆+=

∆
∆⋅

∆
∆ )()()()(

พิจารณาเฉพาะดานซายมือของสมการจะได

x
u

u
y

x
y

∆
∆⋅

∆
∆=

∆
∆

หา คา lim เม่ือ 0→∆x   ท้ัง 2 ขาง และเมื่อ 0→∆x  แลวจะทํ าให 0→∆u ดวย
ดังน้ัน

x
u

u
y

x
y

xx ∆
∆⋅

∆
∆=

∆
∆

→∆→∆
limlim

00

x
u

u
y

x
y

xxx ∆
∆⋅

∆
∆=

∆
∆

→∆→∆→∆
limlimlim

000

หรือ            
dx
du

du
dy

dx
dy ⋅=

นั่นคือ  ถา  )(ufy =  และ )(xgu = แลวจะไดวาอนุพันธของ y  เทียบกับ  x จะมีคาเทา
กับผลคูณของอนุพันธ y  เทียบกับ u คูณกับ  อนุพันธ u  เทียบกับ x

ตัวอยาง   ถา 32 += uy   และ 1+= xu

จาก 
dx
du

du
dy

dx
dy ⋅=



uu
dx
xd

du
ud

dx
dy 2)01)(02()1(3( 2

=++=+⋅+=

แต   1+= xu  ดังน้ัน )1(2 += x
dx
dy ตอบ

ตัวอยาง  ถา 232 −+= uuy   และ 32 −= xu

จาก 
dx
du

du
dy

dx
dy ⋅=

แทนคาจะได  
dx
xd

du
uud

dx
dy )32()23( 2 −⋅−+=

    64)2)(32( +=+= uu   แต 32 −= xu

แทนคา จะได 6)32(4 +−= x
dx
dy

686128 −=+−= xx
dx
dy ตอบ

ตัวอยาง    ถา ssy 32 +=   และ 2+= ts จงหา 
dt
dy

จากกฎลูกโซจะได

dt
ds

ds
dy

dt
dy ⋅=

      
dt
td

ds
ssd )2()3( 2 +⋅+=

      )1)(32( += s

แทนคา 2+= ts  จะได
3)]2(2[ ++= t

dt
dy

      342 ++= t

      72 += t ตอบ

การหาอนุพันธของฟงกชันอิมพลิซิต(Implicit Functions)
ถาสมการ  x  ประกอบดวยตัวแปร x และ y  แลว  y จะเปนฟงกชันอิมพลิซิตของ x

การหาอนุพันธของฟงกชันอิมพลิซิต
1. หาอนุพันธของท้ัง 2 ขางเทียบกับ x  แลวใชวิธีพีชคณิตแกสมการหาค    

dx
dy

2. หาอนุพันธของท้ัง 2 ขางเทียบกับ  y  แลวใชวิธีพีชคณิตแกสมการหาค   
dy
dx



ตัวอยาง  กํ าหนดให xyx 222 =+  จงหา 
dx
dy  และ

dy
dx

จาก    xyx 222 =+

หาอนุพันธทั้ง 2 ขางเทียบกับ x  จะได

dx
xd

dx
yxd )2()( 22

=+

 222 =+
dx
dyyx

              
y

x
y

x
dx
dy −=−= 1

2
22 ตอบ

หาอนุพันธทั้ง 2 ขางเทียบกับ y  จะได
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