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1 Sistema Dinamico

The infinite! No other question has ever moved so profoundly the spirit of man. David
Hilbert (1862-1943)

1.1 Introduccion

Cuando observamos la naturaleza con detenimiento, nos damos cuenta de que las mon-
tanas no son conos, las nubes no son esferas, las costas no son curvas, etc. Por tanto se
necesita tener modelos matematicos mas aproximados a la realidad. y asi poder modelar
la naturaleza en un ordenador, para poder obtener resultados mas precisos. Este problema
dio origen a lo que hoy se conoce como la Geometria fractal. Descubierto por matematico
francés de origen polaco Benoit B. Mandelbrot.

Se estudiara en particular la funcién definida como f(z) = 2% + ¢ ya que tiene una
representacion grafica muy hermoso cuando el modulo de |¢| < 2, en donde z, ¢ son numeros
complejos.

1.2 Iteracion de funciones no lineales

Definicién 1.1 (Numeros Complejos). Denotemos el conjunto de los numeros reales
con la letra R, Un numero complejo z es de la forma z = x + iy donde z,y € R, i = /1,
denotemos este conjunto con la letra C, la cual tiene una estructura de cuerpo. Asociamos
a cada numero complejo z = z + 4y un un punto del plano (z,y). Mencionamos las
propiedades mas importantes:



e el modulo de z, denotado por |z| es igual |z| = Va2 + b? donde z = a + ib

o 2z =x+iy =r(sinf+icosd) donder esn el modulo de z, y 0 el &ngulo de inclinacién
de z.

® 21+ 290 = (a1 + a2) =+ Z(bl + bg) 2122 = (a1a2 — b1b2> + i(a1b2 + a2b1>

Definicién 1.2 (Sistema dinamico). Un sistema dindmico discreto es un par (X, f)
donde X =R, Cy f: X — X.

Dado un punto x € X el conjunto {z, f(x), f2(z), f3(z), ...} serd llamado orbita de
x, donde f"™(xz) = f(...f(f(x))) denota la composicién de f consigo misma n — veces.
Un punto z € X que satisface f(z) = z se llama punto fijo o ”punto de equilibrio”de la
funcién f.

Ejemplo 1. Sea f la funcién que describe la reproduccién de peces, Si este ano el nu-
mero de peces es x al afio siguiente serd f(z) = y, y el préximo afio serd f2(z) = f(y),
supongamos que f esta dada por la figura 1.1

La figura escalonada indica la orbita de x y se aproxima al punto de equilibrio cuando
el numero de anos aumenta.

2 Conjuntos Julia

Consideremos la dindmica del (C, f) donde la funcién f : C — C es definida como
f(z) = 22, f tiene como puntos fijos al 0 y a todo numero complejo de longitud 1.
Ademsds observamos que si z esta en el circulo unitario su orbita converge a 0, y si esta
fuera del circulo su orbita tiende al infinito. observe la figura 1.2

2.1 Areas de atraccién

Definicién 2.1. Sea (X, f) un sistema dindmico, sea x un punto de X un punto fijo de
f, entonces

Alz) ={y e X, lim f"(y) =z} (1)
Es llamado drea de atraccion de x.

Si y € A(x) entonces contiene la orbita de y.

Si (X, f) es un sistema dindmico, y € X es llamado punto periédico de orden n si
la orbita es finita de orden n + 1. La orbita es llamada ciclo y denotada por la letra c,e.i
c={xz, f(x), f3(x),..., f*(z) = x}. Si x es un punto periédico atractor de f de periodo n
entonces el drea de atraccion del ciclo ¢ es definido como:

n

Ale) = [ A (2) (2)

=0



donde A(fi(x)) es el drea de atraccién del punto fijo f*(z) del sistema dindmico (X, f*).

Una clasificacién que podemos dar a los puntos fijos de acuerdo a sus propiedades es
la siguiente, sea x € X (X =R o X = C) un punto fijo, y consideremos la derivada
de la funcién f en z, si

e atractor siy solosi |f'(z)] < 1
e repulsor siy solo si |f/(z)] > 1
Un ejemplo sencillo cuando X = Ry f(z) = 2 + ¢, sus puntos fijos son 0,1 como

|£/(0)] = 0 < 1 entonces es un punto atractor, y como |f/(1)| = 2 > 1 es un punto repulsor.
y solamente son dos puntos es el plano cartesiano.

Ahora consideremos el caso donde X = C y la funcién es f(z) = 22 + ¢ con ¢ € C. si
c=0

realizando unos célculos sencillos se pendemos determinar el conjunto atractor del 0
y por el criterio anterior |f/(0)| < 1 si y solo si |z| < 3

Definicién 2.2. Sea p: C — C un polinomio. El conjunto de Julia de p, denotado por
Jp, es la cerradura del conjunto de puntos repulsivos periédicos de p.

Proposicién 2.1. Sea p(z) un polinonio de grado n > 2, entonces acurre al menos uno
de los casos

e p(z) tiene un punto fijo q con p'(q) =1,

e p(z) tiene un punto fijo q con |p'(q)| > 1,

De esta forma podemos demostrar que el conjunto de julia es distinto de vacié invari-
ante por p e.d p(Jp) = Jp.

Un buen algoritmo para plotear o gréaficas el conjunto de Julia a través de un ordenador
es la proporcion siguiente;

Proposicién 2.2. Sea zy € Jp. Entonces
(o)
Jp = clausura( U P *(20)). (3)
k=0

Es decir uno simplemente tiene que hallar un punto fijo repulsor y calcular sus preimdgenes.
esta idea es utilizada para describir completamente algunos conjuntos de Julia.

Otro de los conjunto especiales es el conjunto de Mandelbrot que se define como

M = {c|f™ » oo} (4)



3 Aplicacion de los fractales

La geometria fractal no es solamente una idea abstracta. Un litoral, considerado desde el
punto de vista de su irregularidad mas pequena, tenderia hacia una longitud infinita, lo
mismo que ocurre con el “copo de nieve”. Mandelbrot sugirié que las montanas, nubes,
rocas de agregacion, galaxias y otros fenémenos naturales son similares a los fractales, por
lo que la aplicacién de la geometria fractal a las ciencias es un campo que esté creciendo
rapidamente. Ademads, la belleza estética de los fractales los ha convertido en elemento
fundamental de los gréaficos por ordenador o computadora.

Los fractales también se usan en ordenadores para reducir el tamano de fotografias
e imagenes de video. En 1987, el matematico inglés Michael F. Barnsley descubrié la
transformacién fractal, capaz de detectar fractales en fotografias digitalizadas. Este des-
cubrimiento engendré la compresion fractal de imagenes, utilizada en multimedia y otras
aplicaciones basadas en la imagen.

4 Algoritmos en Ordenadores

El siguiente programa es para calcular los puntos fijos de una funcién compleja y repre-
sentarla en el plano cartesiano. el paquete utilizado es Mathematica.

DibujaRaices[polinomio_,var_]:=
Module [{puntos={},lista={},raiz=0},
lista=var /. NSolve[polinomio==0,var];
While [lista!={},
raiz=N[First[listal]l;
lista=Delete[lista,1];
AppendTo [puntos,{Re[raiz] ,Im[raiz] }]
1;
ListPlot [puntos,PlotStyle->PointSize[0.05] ,Axes->False]
]

finalmente representamos la el conjunto de Julia para la funcién f(z) = 22 + ¢ con el
siguiente programa.

Patito=Compile[{{z,_Complex},{c,_Complexl}},
Module [{w,k=0},
w=z; While[Abs[w]<=2.0
&& k<=35,w=w"2"+0.687 + 0.312 I;
k=k+1];k]];

datos=Table[Patito[x+y*I,0.687 + 0.312I]
,{y,-1.1,1.1,0.01},{x,-1.5,1.5,0.01}];



Show[Graphics[({Hue [#], Rectangle[{#,0},{#1+.1,1}]1} &) /@
Range([0,2.5,.1],
AspectRatio->Automatic]]

ListDensityPlot [datos,Frame->False,
Mesh->False,ColorFunction->Hue,
PlotLabel->Julia];

con este sencillo programa podemos generar varios fractales o conjuntos de Julia.
Para distintos valores de ¢ en la funcién cuadrética f(z) = 22 + ¢, mostramos algunos de
ellos a continuacién.

Espero que les haya gustado la lectura, cualquier comentario sugerencia, sera tomada
muy encuentra.
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