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Conceitos basicos 1

1. Conceitos basicos

Os elementos essenciais de circuitos de corrente alternada (c.a.) sdo os Geradores de c.a. e elementos
passivos e linearegue sdo uma combinacéo de Resistores, Capacitores ou Indutores em série ou em
paralelo. Alguns circuitos poderdo ter ainda transformadores, mas excluiremos 0s casos em que 0S
transformadores exibam histerese ou saturagdo, ja que esses seriam elementos ndo lineares; igualmente
excluiremos outros elementos como diodos (que séo ndo-lineares) e amplificadores a transistores (que nao
S&0 passivos).

A Figura 1.1 mostra dois circuitos de corrente alternada simples. O da Figa)aeluq circuito de
uma malhao da Figura 1.1 é deduas malhas
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Figura 1.1. Exemplos de circuitos de corrente alterndgdaZ, e Z; indicam elementos como resistores,
capacitores ou indutores.

Um Gerador de c.a. gera uma voltagem sendifthlque em geral é caracterizada pe&guéncia
angularw, aamplitudeg, (também chamadealor picoou decrista) e afase inicial:

£(t) = & cos(at + @). [1.1]

Para que a amplitude e a fase sejam univocamente definidas, impomos que a amplitude seja positiva e
gue a fase esteja enteeTt

Exercicio 1.1: Escreva as fung¢des abaixo na forma da eq. d,quusitivo e i< @< 1T
1. g(t) =-100V cosft) [Resposta: 100V cas{ + )]
2. E(t) = 10V sint) [Resposta: 10V cosX - 172)]

Muitos osciloscépios modernos possuem recursos para medir automaticamente a amplitude pico-a-
pico &, = 26, e 0 periodd = 2w ou a frequéncif= 1/T. Outros instrumentos, como voltimetros de c.a.

e multimetros, medemalor eficaze,, = €,/ V2. Assim, por exemplo, 110 Volts eficazes correspondem

a uma amplitude de 155.6 V e uma amplitude pico-a-pico de 311 V. O aluno pode medir a voltagem de
linha com um multimetro. A maioria dos osciloscopios medem até 80 V. Para medir voltagens maiores
gue 80 V se utilizam pontas de prova atenuadoras, mas mesmo com uma ponta atenuadora o/a aluno/a
nunca deve intentar medir a voltagem de linha com um osciloscopi®ia primeiro a se¢éo 1.1 sobre a

linha de alimentacéo).
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1.1 Alinha de alimentacéao

Antes de fazer experimentos é importante que o/a aluno/a tenha conhecimentos bésicos do que ha por
trds de uma tomada de alimentacgéo elétrica. Vou discutir aqui a linha de alimentagéo dos laboratérios de
ensino do Instituto de Fisica da Unicamp, que é uma linha de 127 V. O professor de outra regido deve
adaptar esta discussao para o caso da sua sala de aula.

A energia elétrica é produzida em alguma usina hidroelétrica, nuclear o de outro tipo, geralmente
muito remota. A energia é transportada através de linhas de transmissdo de muito alta voltagem (centenas
de quilovolts, pudendo chegar até megavolts). A razdo disto € obvia: a perda nos cabos é proporcional ao
qguadrado da corrente e a resisténcia do cabo e, para uma dada poténcia de consumo, diminuir a corrente
significa aumentar a voltagem. Estas linhas terminam em alguma estacéo distribuidora, onde a voltagem é
reduzida para algo entorno de algumas dezenas de quilovolts e alimenta redes locais, do tamanho de uma
cidade. Subestagdes distribuidoras reduzem a voltagem ainda mais (3 a 11 kV) e alimentam redes
menores, do tamanho de bairros ou de um campus universitario. Transformadores espalhados no bairro
reduzem a alta voltagem para alimentar coteresdo de linhgentre 110 e 220 V eficazes) prédios
individuais ou um conjunto de poucas casas. Destes transformadores saem geralmente dois ou trés fios
“vivos’ e um fio de retorno ourfeutrd que é geralmente aterrado perto do transformador.

“Aterrado” significa exatamente isto: o fio neutro € ligado a uma lanca condutora que esté enterrada a
alguns metros de profundidade na terra, onde a condutividade é alta. Os fios “vivos” sdo também
chamados “fases”. Em alguns casos (Estados Unidos, por exemplo) ha duas fases de 110 V eficazes e a
diferenca de potencial entre elas € de 220 V. Assim, uma casa pode ter 110 V para as tomadas e 220 V
para alguns eletrodomésticos que consomem muito, tais como chuveiro elétrico, fogao elétrico, lavadoras,
etc. (lembre sempre que a corrente deve ser baixa, menor que 40 A; caso contrario havera que instalar fios
mais grossos). Em outros casos (Campinas, por exemplo) ha duas ou trés fases de 127 V, com uma
diferenca de fase entre elas de 120°. A diferenca de potencial entre dois fios vivos quaisquer é novamente
220 V.

Na Europa e alguns paises Latino-americanos (Argentina, por exemplo) o vivo € de 220 V e a
diferenca entre dois vivos (que estdo defasados em 120°) € de 381 V. Isto barateia o custo das instalagfes
das redes elétricas pois os fios sdo mais finos do que em paises com linhas de 110 V, mas encarece as
instalacOes dentro das casas pois € necessario um melhor isolamento e mais cuidados com a seguranca.
Outra diferenga é que a frequéncia de linha nos paises com 220 V é de 50 Hz e nos paises com 110 V é de
60 Hz.

No Brasil a voltagem de linha depende da cidade e até da casa! Por exemplo, em Brasilia uma casa
pode estar ligada em 220 V e outra em 110 V (independentemente da ideologia politica do proprietario,
ndo tem l6gica mesmo!). Em Campinas € 127 V/ 60 Hz. Note que a voltagem pico-a-pico de uma linha de
127 V é de 359 V.

Nas viagens € bom perguntar qual é a tenséo de linha local antes de ligar o seu secador de cabelos ou
o barbeador elétrico. E antes de comprar um aparelho motorizado na Europa, verifique se este ndo tem um
motor sincrono, que funciona em sincronismo com a frequéncia da linha (50 Hz na Europa, mas 60 Hz no
Brasil).

Nos laboratorios existe outra langa aterrada, bem perto do prédio, ligada a um fio chamado “terra” ou
terra de seguranca. A voltagem do “neutro” em relagdo ao “terra” depende da corrente (ou seja, do
consumo) e da resisténcia do fio neutro até o ponto onde ele esta aterrado, e ndo deve ser maior que uns 5
a 10 V (mesmo assim, o fio neutro ndo deve ser tocado!). Normalmente n&o passa corrente pelo fio terra.
Na tomada do laboratério temos entéo (Figura 1.2) um vivo, um neutro e um terra. O gabinete metélico de
todo instrumento, eletrodoméstico ou computador deve estar conectado ao terra, de modo que possa ser
tocado com seguranca.
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Prédio de laboratoérios 4 \
Linha de alta tenséao
) caixa de vivo neutro
transformador vwos distribuicao
o ‘% ¥ terra
"4 O tomada
» O
‘ o
L -\
neutro =0 \___ Tomada (detalhe)
terra
Terra

Figura 1.2. Esquema da linha de alimentacéo elétrica do laboratério. Varias tomadas séo alimentadas por
cada fase. No detalhe, uma tomada com ponto de terra. Uma convencao é que o neutro deve ficar a direita do
vivo e o terra embaixo. Outra convencao é que o fio vivo deve ser preto (cor da morte) o neutro branco e o
terra verde. (Estas convencdes nao sdo muito respeitadas no Brasil).

Alguns instrumentos (como voltimetros, eletrémetros e alguns tipos de fontes) podem ter entrada ou
saidaflutuante que significa que nenhum dos contatos de entrada ou saida esté ligado a terra. Este nao € o
caso dos osciloscépios, que sempre medem em relacdo a terra; powmEspligue a entrada do
osciloscépio a linha (vocé podera estar ligando o terra do osciloscépio ao vivo ou ao neutragémas
sabera se ligou ao vivo s6 depois de ouvir a explogao!

Se nédo suporta a curiosidade e quiser mesmo ver a forma de onda da linha, faga ongeguinte
presenca do professorutilize uma ponta de prova atenuadora de pelo menes(difique que a
impedancia da ponta de prova € alta, maior que2) &hao ligue o terra da ponta de prova (geralmente
um conector tipo jacaré) a nenhum dos pontos da tomada. Assim pelo menos vocé poder4d medir as
voltagens (em relacdo ao terra do osciloscépio) de cada ponto da tomada e descobrir qual é o vivo e qual
0 heutro.

Se quiser medir a diferenca de potencial entre vivo e neutro, vocé deve utilizar um osciloscopio de
dois canais e subtrair os sinais no osciloscépio. Faga o segaiptesenca do professorutilize um
osciloscopio de pelo menos dois canais que tenha modo de soma (ADD) e de inversdo (INVERT); utilize
também duas pontas de prova (ndo ligue os terras das pontas), uma em cada canal do osciloscopio; ligue
uma ponta (Channel 1) no vivo e a outra (Channel 2) no neutro, e faca a subtracdo no osciloscépio (ou
seja, INVERT Channel 2 e coloque o modo vertical em ADD. Se ndo entendeu é porque ainda ndo deve
intenta-lo).

Note que sempre que for medir voltagens de linha devera utilizar pontas de prova atenuadoras para
gue a sendide caiba na tela do osciloscépio (onde geralmente cabem 80 volts). Se a tensédo eficaz € de 127
V, a voltagem pico-a-pico é 359.2 Volts!

1.2 Voltagem e corrente reais

Nos circuitos de c.a. alimentados por um unico gerador ideal as correntes reais que passam pelos
diferentes elementos sdo senoidais. A correntei(tajue passa por um dado elemento de um circuito
esté relacionada com a diferenca de potenciavgtiagen nesse elementet). Tantoi(t) comov(t) sdo
fungdes do tempo com a mesma forma que a eqg. 1.1, cada um com sua amplitude e fase, mas com a
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mesma frequéncia. Sem perda de generalidade podemos escolher a origem dos tempos de modo que a
fase inicial da corrente seja nula:

i(t) = 1o cosfut) [1.2]

V(t) = Vo cos(ut + @), [1.3]
onde@ é a diferenca de fase entre a voltagem e a corrente.

Note que a fase de uma senodide sozinha nio tem muito sentido fisico. E sempre possivel escolher a
origem dos tempos de modo de fazer ela zero. Por outro ldderencade fase entre duas sendides nédo
depende dessa escolha. A Figura 1.3 mostra duas senoides na tela de um osciloscopio para ilustrar como
se mede a diferenca de fase. A corrente pode ser medida com osciloscépio medindo a voltagem sobre
qualquer resistor do circuito, que é proporcional a corrente. Cuidado porém porque o osciloscopio
somente mede em relacéo ao terra e, portanto, o resistor (ao qual ligamos o osciloscépio para medir a
corrente) deve estar aterrado.

cursores L V1 V2 At=3.76 ms

3.7M \ I v \ .I76 gN

m

20mV| Zy K\V lln\ ] ! A ZI/

A
Y

Figura 1.3. Medida da diferenca de fgsentre duas sendide¢;(e V,) com um osciloscépio de dois canais.

Tela da esquerda: Primeiramente medimos o periodo, que neste exdmpl @& ms. A seguir medimos a
diferenca de tempat em que as sendides cruzam, subindo (ou descendo), a linha horizontal de V = 0. Neste
exemploAt = 3.76 ms (alguns osciloscépios, como o ilustrado aqui, dispdem de cursores verticais para medir
diferencas de tempo, a leitura é indicada no canto superior direito da tela). Finalmente, a fase édada por
2MAUT = 2.75 rad oup = 36QA/T = 157°. Tela da direita: Para diminuir a incerteza da medida, podemos
expandir a escala vertical (duas vezes neste exemplo) de modo que apenas a regido central das sendides €
mostrada no osciloscépio. Na regido central as sendides sdo aproximadamente retas e os pontos de
cruzamento com o eixo V = 0 sdo mais evidentes (expandindo ainda mais a escala vertical, a retas viram
quase verticais e a incerteza € a minima possivel).

Vejamos qual é a relagdo entre voltagem e corrente nos trés elementos basicos: resistor, capacitor e
indutor. Em um resistor vale sempre a lei de Ohm

v(t) = Ri(t), [1.4]

ondeR é aresisténciae, no caso de corrente alternada (isto é,i(gma forma da eq. 1.1) obtemos
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v(t) = Rly cos). [1.5]
Em um indutor a relacédo geral enirei €

v(t) = Ldi/dt, [1.6]
ondeL é aindutancia(henry, H). No caso de corrente alternada,
v(t) = ~wLlgsin(t )= wLl g cogut +1). [1.7]

Finalmente, em um capacitor a voltagem é proporcional a carga no capgcitor,
v =¢/C, [1.8]

ondeC € a capacitancidarad, F) e, dado que= dg/dt, a relacdo geral entveei é
v(t) = [[i(t")dt / C+v(0), [1.9]

ondev(0) é a voltagem no capacitor ¢m 0. No caso de corrente alternada,

v(t) =|Eosin(wt)=|—0£:cos§wt—’—;). [1.10]
A Tabela 1-l resume o que acabamos de falar.
Elemento Voltagem real Amplitude Fase
Resistor v =Ri Vo =Ry @=0
Capacitor v=¢gC Vo = ld/wC Q=2
Indutor v = Ldi/dt Vo = wllo Q=172

Tabela 1-1. Relagdo entre a voltagem e corrente reais em elementos de circuito de corrente alternada.






2. Voltagem e corrente complexas

A relacdo entre voltagem e corrente reais em um circuito de uma malha contendo resistores,
capacitores e indutores € em geral uma equacéo integro-diferencial de primeira ordem ou uma equacao
diferencial ordinaria de segunda ordem. Por exemplo, no circuito RLC série (Figrastalequacgéo é

Ri+L9+9-¢ [2.1]
dt C

(que contém a integral da incognitg), dado queq(t) = j;i(t')dt' +q(0)), ou

. 2. .
ﬂ.p E.pl:% . [22]
dt  dt* C dt

Em circuitos conN malhas teremoll equaces diferenciais ordinarias de segunda ordem acopladas.
Para resolver este tipo de equacfes que aparecem frequentemente em circuitos de corrente alternada
utilizaremos o formalismo de impedancia complexa. Apesar do nome, este formalismo ndo tem nada de
“complexo”, muito pelo contrario, como veremos, simplifica muito os problemas de circuitos de corrente
alternada, ja que as equacdes diferenciais se transformam em equac¢des ndo diferenciais.

As equacgdes de malha do tipo da 2.1 e 2.2 podem ser escritas como a parte real de uma equagédo entre
numeros complexos. Utilizamos para isto a férmula de Euler (vide Apéndice A)

e = cosx+ jsinx ,

onde j =+/-1 e introduzimos a voltagem e corrente compfekas

V(t)=\, &+

2.3
I(t)=1,e' 23]

de modo que as voltagens e correntes ref)sei(t), podem ser recuperadas através das relacdes

v(t) = ReV (1)} =Re{V, &9 =\ cof wt+ ¢

_ [2.4]
i(t) = Re{l ()} =Re{l ,&'“} =1, cog at)

O simbolo Re{ } indica a parte real do nUmero complexo dentro de { }.

Trabalhar com correntes e voltagens complexas tem a vantagem de que as equacdes diferenciais que
descrevem os circuitos de c.a. se transformam facilmente em equacdes ordinarias. Para isto basta
substituir

'R.P. Feynman, R.B. Leighton, and M. Saridg Feynman Lectures on Physigsl. 2: Mainly Electromagnetism
and Matter Addison-Wesley, Reading, 1964.

ZH.M. Nussenzveigzurso de Fisica Basi¢d/ol 3: EletromagnetismoEdgar Blicher, Sédo Paulo, 1997.

3FE.N.H. RobinsonElectricity, in The New Encyclopaedia Britannica (Macropaedia — Knowledge in Depth), Vol. 6,
pp 537-610, 18 Ed., H. Hemingway Benton, Publisher (London, 1974).
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Por exemplo, a equagéo diferencial 2.11 vira a equagéo ordinaria (ndo diferencial)
joRI —w?LI +1 /C = joV,,
ondeV, = g,e/(®**%) Resolvendo parhobtemos
I =V, /(juR - w?L+1/C).
Para obter a corrente real basta tomar a parte réal de

WEo

it)=Re{l ()} = o :

i(t) =Re{l )} JoR @ L1 L0 cos(ut +¢)
_ [ w?L-1/LC

b =@ +tan {—R :

A Figura 2.1 mostra a representacdo da voltagem e corrente no plano complexo. A corrente e a
voltagem sdo vetores que rodam com velocidade angulaantendo o angul@ fixo. Em qualquer
instante de tempo os valores reais de corrente ou voltagem podem ser determinados pela proje¢do do
vetor correspondente sobre o eixo real.

(a) N (b )

Vv

Y, DN '
No >/
N wt
()
!

v lo eixo real L v(t) J

N \ v

Figura 2.1. Voltagem e Corrente no plano complexo etr=#) e (b}t #Z 0.

eixo imaginario

AR

Exercicio 2.1. Um prédio € alimentado com trés fios vivos de 127 V (eficazes) eifagesqs. A diferenca de fase entre dois
vivos quaisquer é de +120°. Represente as trés voltagens no plano complexo e mostre que a diferenca de potencial entre dois
vivos quaisquer AV cosut, ondeAV = 311.1 Volts (pico) ou 220 Volts eficazes.



3. Impedancia complexa

A voltagem entre os terminais de um resistor, indutor ou capacitor pode ser escrita na forma
complexa

V=1, [3.1]

onde, nos casos de resistor, capacitor e indutor, respectivamente, temos

“WWN- z=R

L 7= joL = wL el™2 3.2]
|| Z= 1 :ie_jn/z
[ juC  wC

Trabalhar com o formalismo de impedancias complexas tem a enorme vantagem de que podemos
aplicar quase tudo que aprendemos da teoria de circuitos de corrente continua. Por exemplo, a associagdo
de elementos em série ou em paralelo se tratam com as mesmas relagdes que se utilizam para resistores
em circuitos de corrente continua e as leis de Kirchoff se aplicam diretamente para as correntes e
voltagens complexas em cada né ou cada malha. Devemos ter presente apenas duas coisas:

1- O formalismo de impedancia complexa é (til para trafacoes lineares(como, por exemplo

uma equacdo de malha) mas ndo para relagbes ndo lineares, como a poténcia (que é uma fungéo
quadratica da corrente).

2- Este formalismo pode ser aplicado diretamente a circuitos com geradores deabmeste
senoidais (e ndo, por exemplo, se o gerador é de onda quadrada). Para correntes de forma arbitraria
devemos utilizar, em principio, as voltagens e correntes reais. Esta condicdo e menos restritiva que a
primeira. Como veremos na se¢éo 7, se o circuito € linear entdo vale o principio de superposicdo e ainda
podemos aplicar o formalismo de impedancia complexa, mas combinado com séries de Fourier para
expressar as voltagens como soma de fun¢des senoidais.

Do mesmo modo que uma combinacéo de resistores em série e em paralelo pode ser representada por
um unico resistor equivalente, um circuito contendo uma combinacao arbitraria de resistores, indutores e
capacitores pode ser representado por uma impedancia. total

eixo imagindrio

12|

- .
" eixo real

Figura 3.1. Representacéo da impedancia no plano comgléxam ponto neste plano.
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Em geral podemos escrev&na forma cartesiana ou polar (Figura 3.1):
Z =0 +jX =|Z| ei®. Impedancia complexa, [3.3]

ondel] = Re{Z} é a parte real da impedancia compleXas Im{Z}, a parte imaginaria d& é chamada
Reatancia [Z| € o modulo d& (as vezes também chamadardpedancia e @ € a fase d&. Para passar
da forma cartesiana a polar podemos utilizar as relagées

|Z|= V02 + X2 [3.4]

e=tan (X /0). [3.5]

Podemos ver que coincide com a diferenga de fase entre a voltagem fokre corrente, sejam
estas complexas (como na eqg. 3.1) ou reais (como na eq. 22¥ @elizemos que a reatancia € do tipo
indutiva e seX < 0 dizemos que a reatancia é capacitiva. Mostraremos na se¢do 5 que em circuitos

passivos é sempife = 0. A parte real da impedancia pode ser uma funcéo da frequéncia (veja Exercicio
4.1).

A reciproca da impedancia complexa € chamadaldgtancia complexa € denotada com o simbolo
Y:

Y = 1/Z =G +]B : Admitancia complexa [3.6]

A parte imaginéariaB, € chamad&usceptanciae a parte reals, é chamad&ondutancid Esta uUltima
deve ser positiva (ou nula) em circuitos passivos.

A impedancia equivalente de duas associadas em série é simplesmente a soma das impedancias. A
admitancia equivalente de duas impedancias associadas em paralelo € a soma das admitancias (Tabela
3-1). A demonstracéo destas afirmagfes € idéntica ao caso de resistores e corrente continua e vamos
deixa-la como exercicio para o aluno.

E comum abreviar a impedancia de uma associacdo em paralelo como
Z]_// Zz = 2122/(21 + Zz) [37]

As vezes podemos até achar abreviagdes &t L//C, R//L. O significado € obvio.

* A unidade de admitancia, condutancia e susceptancia é o Siemen (@'9.-Afhtigamente se utilizava o “mho”,
gue ndo é um “mili-ho” mas apenas a palavra “ohm” escrita ao contrario.



Associacao em série Associagao em paralelo
Z=Zl+22 1/Z::I./Zl+1/22 (Y:Y1+Y2)
Z
Zl | 22 I—o
Z,

Tabela 3-1. Associacdo de impedéancias complexas em série e em paralelo.

3.1 Equivalente Thévenin

O teorema de Thévenin que o aluno j& conhece de circuitos de corrente continua é valido também
para corrente alternada e € formalmente idéntico ao caso de circuitos de corrente continua mas com
impedancias, voltagens e correntes complexas: todo circuito contendo geradores e uma combinagéo de
impedancias pode ser visto, entre dois pontos quaisquer A e B, como uma “caixa preta” ou “equivalente

Thévenin”, contendo um geradeg, e uma impedancia em séidg, onde€.q = Vag € a voltagem de
circuito aberto (isto é, sem ligar em nenhum instrumento de medicéo) e

Zeq = VAB“CCy

ondel. é a corrente de curto-circuito. Como no caso de corrente corfigymde ser obtida também
como a impedancia que teriamos entre A e B fazendo um curto-circuito em todos os geradores do
circuito.

a) b) z C)
i A I—ll Zeq A
30 ’\) ]Zz E(t) ’\) [Zz lec EedV)
B
B B

Figura 3.2. Um circuito de corrente alternada (a) e seu equivalente Thévenin (c). O circuito intermediario (b)
serve para calcular a corrente de curto-cirdgito

A Figura 3.2 mostra um exemplo de circuito e seu equivalente Thévenin entre os pontos A e B. Neste
exemplo, a voltagem entre os pontos A e B vale

Z
VAB =EeqzziTZZ£1
2

e a impedancia equivalente é
Zeq = Zz// Z]_ = Zl Zz/( Zl + Zz)

A impedéancia equivalente também pode ser calculada achando primeiro a corrente de curto-circuito
(Figura 3.2-b),
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e depois utilizando

Zeq = VAB/ICC-

3.2 Impedancia interna de geradores e instrumentos de medi¢ao

No laboratério devemos sempre ter presente que 0s geradores e instrumentos de medi¢cdo tém
impedancia interna. Em todos os casos, antes de utilizar um instrumento pela primeira vez, o aluno deve
ler o Manual do usuariodo instrumento e entender as especificagdes do fabricante, ou consultar o
professor. Nem sempre o professor sabe o significado de todas as especificacbes técnicas de um
instrumento (principalmente dos sofisticados instrumentos modernos), mas isto ndo deve desanimar o
aluno; se o professor ndo sabe algum detalhe, provavelmente € um detalhe ndo muito relevante.

Os geradores de alta poténcia (incluindo a linha de alimentag&o) tém baixa impedanciadpgerna (|
5 Q) e em geral complexa. Os geradores de fungBes para instrumentacdo tem uma impedéancia interna
geralmente de 5@, real e independente da frequéncia (variacdo dentro de efh toda a faixa de
frequéncias de operacao do instrumento, tipicamente).

Em medidas de voltagem é sempre necessario que o médulo da impedancia Zpterda |
instrumento de medicao seja muito maior que o da impedancia do circuito. Caso contrario dizemos que 0
instrumento “carrega o circuito” e a voltagem medida n&o reflete fielmente a voltagem no circuito sem
estar ligado ao instrumento. Se ligamos o instrumento a um elemento de imp&dduacia parecer a
primeira vista que a condi¢cdo para ndo carregar o circudt@ &% [|. Isto porém ndo é correto em geral.

Entre os pontos em que ligamos o instrumento, todo circuito tem um equivalente Thévenin e a
impedancia que vera o instrumento ségg ndoZ Portanto, a condigdo para que o instrumento néo
carregue o circuito é que

Wind >> Ped| -

O aluno deve ter muito cuidado pois neste ponto os circuitos de corrente alternada sdo diferentes dos
circuitos de corrente continua. Por exemplo, se medimos voltagens com um oscilos@pm HéviQ
sobre um resistor de 47 em um circuito de corrente continua ndo precisamos preocuparmos com O resto
do circuito, j& que “o resto” estad em paralelo com este resistor e a resisténcia equivalente sera sempre
menor ou igual que os 47. Por outro lado, um indutdr = 50 mH a uma frequéncia= 950 rad/s, tem
uma impedancia de médulg| | 47.5Q, mas se este estiver em paralelo com um capdtito22 pF,
entdo 4. = 655 I que é comparavel ao moduly,| do osciloscopio. Em circuitos de corrente alternada
ndo é verdade que a impedancia de dois elementos em paralelo seja menor, em médulo, que a de cada
elemento. Isto € verdade, porém, se um dos elementos € um resistor (vide Exercicio 3.2). Finalmente,
sobre este assunto, o fato de ggf p> K. garante apenas que a amplitude da voltagem serd medida
fielmente, mas ndo necessariamente a fase.

3.2.1 Impedancia interna de voltimetros

Muitos voltimetros de c.a. de agulha sdo na realidade galvanémetros de D’Arsonval em série com
uma resisténcia (para transforma-lo em voltimetro) e um retificador (para transformar c.a. em corrente
continua); a impedancia depende da escala e se especifi€dértpkr exemplo, 10 ®/V significa que
na escala de 3 volts de fundo de escala a impedancia interna € @B.3Bstes instrumentos séo
utilizados para frequéncias baixas (< 1 kHz) pois a impedancia interna depende muito da frequéncia. A
leitura é diretamente em volts eficazes mas é precisa somente se a forma de onda for senoidal. Outro tipo
de instrumento bastante utilizado € o voltimetro eletrénico de precisdo, que pode ter impedancia interna



de 100 M2 e pode medir volts eficazes de formas de onda arbitrarias (em alguns modelos), mas ainda de
baixa frequéncia.

3.2.2 Impedéancia interna de osciloscopios

O instrumento mais utilizado para medir voltagens em circuitos de c.a. é o oscilGs€pio.
osciloscépios tém uma impedancia interna geralmBpte= 1 MQ e uma capacitancia parasita em
paraleloCi,; de uns 20 pF (em osciloscopios de alta frequéncia, > 100 MHz, os valores tipiBassao
50Q eCin; = 7 pF).

Para poder medir sinais alternos pequenos com um nivel de corrente continua grande, o0s
osciloscépios possuem um recurso que é bloguear o nivel continuo. Este recurso cla@olssaento
ac’ (ac = alternate current e consiste em intercalar, na entrada, um capamitosérieCs relativamente
grande (10 a 15 nF). O acoplamento ac ndo deve ser utilizado em medidas precisas. O modo normal de
operacdo de um osciloscopio é cacoplamento d&Vamos comentar sobre alguns cuidados que devem
ser observados no modo normal.

C G
ac s Osciloscopio

o @

dc 1
Rint I Cint

Figura 3.3. Impedancia interna de um osciloscdpio. O osciloscépio mede sempre a voltagem que aparece
sobreRn.. No modo de acoplamento dc o sinal a medir é aplicado diretamentdRgebras ha sempre um
capacitor em paralelGi.. No acoplamento ac o sinal a medir passa primeiro por um capacitor encgérie,

que blogueia frequéncias baixas (< 10 Hz).

No modo de acoplamento dc (Figura 3.3) a impedancia interna depende da frequéncia:
Zint = Rint// Cint = Rint /(1 +j0-RintCint)

e cai em valor absoluto de 1Mw = 0) a menos de 50@Xkpara frequéncias > 7.96 kHz (isto para um
osciloscépio conRy,: = 1 MQ e Ci: = 20 pF). Além disso, para medir precisamos ligar o osciloscopio ao
circuito teste através de algum cabo. Este cabo faz parte do instrumento e devemos incluir a sua
capacitanciaC..” A capacitancia do cabo ligado & entrada do osciloscopio estd em parale@,com
(Figura 3.3) e é geralmente maior (a capacitancia do cabo coaxial normalmente utilizado em
instrumentacdo, o RG-58U, é de uns 100 pF por cada metro de cabo). A impedancia interna do
instrumento (osciloscopio + cabo¥g = Rnt//(C. + Ciny). Com 1 metro de cabo coaxial, esta impedancia
interna do osciloscopio cai de 1Ma frequéncia zero para menos de 5Q0&frequéncias acima de 1

kHz, aproximadamente.

® Para uma infroducdo ao principios de funcionamento do osciloscOpio visite 0 @ site

http://www.if.ufrj.br/teaching/oscilo/intro.html

® dc é abreviatura ddirect current Em portugués é utilizadee (corrente continua), mas se confunde com “curto-
circuito” e “complexo conjugado”. Nestas notas utilizaremos as abreviategis.

" Em principio, devemos considerar também a indutancia do lcabmas na imensa maioria dos casos esta
induténcia é tdo pequena (por exemplo, uns 250 nH por metro para o cabo RG-58U) que nao afeta medidas para
frequéncias de até 10 MHz.
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3.2.3 Osciloscépio com ponta de prova

A presenca de capacitancia na impedancia interna do instrumento faz que a voltagem medida dependa
da frequéncia. Portanto, a forma de onda mostrada na tela do osciloscopio é deformada (no caso de um
sinal ndo senoidal) e imprecisa (ou seja, de amplitude diferente daquela que teriamos se o circuito ndo
estivesse ligado ao osciloscopio). Se utiliza entdo ponga de provajue consiste de um cabo de 1 a 2
metros com um resistor de preci$@e um capacitor variav€l em paralelo corR. Ajustando o valor de
C podemos conseguir que a forma de onda no osciloscopio seja pouco distorcida. Os osciloscOpios sérios
tém um gerador interno que é uma onda quadrada de 1 kHz de alta precisdo. Para o ajuste, ligamos a
ponta de prova na saida do sinal de calibracdo e vari@naié que a forma de onda observada seja
quadrada (Figura 3.2-c). Uma ponta de prova ajustada deste modo é chamada uma “ponta compensada”.
Se a ponta de prova ndo estd devidamente ajustada, a onda quadrada aparecera deformada, como nos
tracos da Figura 3.2-a e -b.

O sinal na entrada do osciloscopio é idéntico ao sinal visto pela ponta de prova compensada e
atenuado por um fator 1R/R; que ndo depende da frequéncia (Exercicio 3.3). Porém, isto ndo significa
gue o sinal visto pela ponta seja igual ao que queremos medir (ou seja, o sinal que temos no circuito sem
estar ligado ao osciloscopio). Para isto € necesséario sempre que o médulo da impedéancia do instrumento
incluindo o cabo ou a ponta de prova:(= RI/C + Rn//(C. + Cint)) Seja muito maior que a do circuito
(Exercicio 3.4).

C C Osciloscépio W)
( 1MQ 20 pF W)
R

Figura 3.4. Ponta de prova atenuadora ligada a um osciloscépio. Na pratica a capacitancia parasita do
osciloscépio varia de um instrumento a ouB@ntao € um capacitor varidvel e se ajusta para dar um fator de
atenuacdao independente da frequéncia. Este procedimento se chama “compensacgao”.

A ponta de prova também facilita medidas em baixa frequéncia com acoplamento ac como, por
exemplo, quando queremos medir o “ripple” de uma fonte de corrente continBa. 5& MQ, uma
ponta de prova de ¥Otem um resistoR = 9 MQ. No acoplamento de entrada ac, os sinais lentos séo
fortemente deformados. A frequéncia de corte (se¢do 6) sem ponta de prova é de 10 Hz tipicamente, mas
com a ponta de prova dex.8 frequéncia de corte cai para 1 Hz.

Os osciloscopios podem medir até frequéncias especificadas pela largura de banda dele, geralmente
escrita no painel. Valores tipicos para osciloscopios d€1s&b 10 ou 20 MHz, podendo chegar a 100
MHz nos modelos mais caros. Osciloscopios de€25podem chegar até uns 50 GHz. Uma pergunta
natural que muitos alunos se fazem é a seguinte: se o osciloscopio do laboratorio de ensino (que
geralmente tém 1 B// 20 pH atenua sinais de frequéncias acima de uns 8 kHz, como é que a largura de
banda do osciloscopio € muito maior? A resposta é que a largura de banda é determinada pelo
amplificador da entrada vertical, que vem logo apés a impedancia de entrada. Qualquer sinal elétrico que
aparecer na entrada do amplificador vertical serd amplificado sem deformacdo até a frequéncia
especificada pela largura de banda. Note bem que isto nédo significa que esse sinal de entrada seja igual ao
que ha no circuito que queremos medir. E responsabilidade do operador garantir que isto aconteca: para
isto ele deve se assegurar de que a impedancia equivalente do circuito teste vista desde a ponta do cabo
(ou da ponta de prova) sejg << K| para todas as frequéncias dentro da largura de banda do
osciloscépio. Por exemplo, se medimos sobre um capacitor de 1 uF (e ndo estiver em paralelo com um
indutor), entdo a capacitancia do cabo e a interna do osciloscépio séo irrelevantes ja que 1 pF em paralelo
com 100 ou 200 pF continua sendo 1 pF. Neste caso a voltagem medida pelo osciloscopio € igual & do



capacitor a qualguer frequéncia alta (exceto talvez a frequéncia 0 ou muito baixa se o capacitor estiver em
série com um resistor de valor > Xy

Exercicio 3.1: Mostre que a impedancia equivalente de um resRtoem paralelo com um indutol &
Z=(Rw? %+ jwLRY /( R+w?19. Este é um exemplo ondedepende de.

Exercicio 3.2: A resisténcia equivalente de dois resistores em paralelo é sempre menor que cada uma das Re8RiénBlas:

e R//IR; < R,. No caso de impedancias complexas o méduld;#&; ndo sempre é menor que 0 mdduloZgeu deZ,. Por
exemplo, um indutor e um capacitor em paralelo tem uma impedancia cujo nodd{d, C — 1|, pode ser muito maior gk

ou maior que 1C, ou maior que ambas, dependendo do valdl&o obstante isso, se uma das impedancias é um résistor
entdo mostre qudRfZ] < min{R, [Z|]}, onde o igual acontece s6 se uma das impedancias é nula. (Nota: na demonstragao é
necessario usar o fato que a parte real de qualquer impedancia éx=6nipste fato sera provado na se¢éo 3.3).

Exercicio 3.3(resolvido)Compensacéo da ponta de prova de osciloscépidsimpedancia de entrada de um osciloscopio é de

1 MQ e tém uma capaciténcia parasita de 20 pF. Uma ponta de prova que atenua por um fator 10 vezes é ligado a este
osciloscépio através de um cabo coaxial de capacit&iycia250 pF. O circuito da ponta de prova é mostrado na Figura 3.4.
Quanto devem sé& e C para que atenue por um fator 10 independentemente da frequéncia?

Solucdo: Suponhamos que queremos medir uma voltagem a uma frequérciamplitudeVe. A voltagem medida pelo
osciloscépio € a voltageM, sobre a sua resisténcia inteRa= 1 MQ, e queremos que s€ya = V. /10 independentemente de

w. Para simplificar o problema notemos que a capacitancia do cabo estd em paralelo com a capaciténcia interna do osciloscopio
de modo que podemos esquematizar o circuito como na Figura 3.5, onde substituimos o cabo e o capacitor parasita do
osciloscépio por um Unico capacitor de capacitd@gia C. + 20 pF = 270 pF.

. 2

veT . VOIT\ 1MQ§+20pF+Ce = VeT Z; TVO
T ——

C

Figura 3.5. Esquema simplificado do circuito da Figura 3.4.

O problema agora é o de um divisor de tensao, ou seja,
Vo = ZZVe/(%"' ZZ)

com impedanciag; e Z, dadas por

_ RjwC _ R
17 R+1/ jwC 1+ juRC
R/jwG _ R

2: =

Ro+1/ jwCy 1+ juR,GC,y
Em geral, o fator de atenuacgao deste divisor,

Zl+22:1+ﬁ:1+ R(1+ Jch’)

Z Z Ry(1+ joR, &)
depende dey; mas sdRC= R,C, entdo esse fator ndo dependextevale
(Zl+ZZ)/ Zz=1+ R/ % :lO

Substituindo pelo valor d&, obtemosR = 9 MQ. O valor deC que satisfaz a condi¢®&C = R,C, € entddC = (1 MQ)x(270 pF)
/(9 MQ) = 30 pF.
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Exercicio 3.4 dnfluéncia da impedancia interna do osciloscépio em medidas de voltage@om ilustrado na Figura 3.3, a
impedancia de entrada de um osciloscépio é formada por um ré&isterl M2 em paralelo com um capacitGp de 20 pF.

Este osciloscopio € utilizado para medir a voltagem de saida de um gerador com impedancia i@igrras0eQ (real e
independente da frequéncia) através de um cabo coaxial RG-58 (100 pF/m) de 30 cm. Para baixas frequéncias o osciloscépio
mede corretamentefam ja queR, >> Z,; (se diz que o instrumento de medic&ad carregd o gerador), porém, a medida que
aumentamos a frequéncia acima de uns poucos kHz a impedancia interna do osciloscopio comeca a céls (Hwde aRy

paraf = 7.96 kHz). A precisdo de um osciloscopio é tipicamente de +1%. Até que frequéncia a voltagem medida no osciloscopio
€ igual afemdo gerador dentro de um erro de 1 %? Quanto se (no lugar do cabo de 30 cm) utilizarmos um ponta de prova
(devidamente compensada) dex20 [Resposta: 80 kHz sem, 800 kHz com ponta de proval].

3.3 Poténcia média
A poténcia instanténea dissipada em um circuito elétrico é sempre dada por

Rnst(t) = v(1)i(t) [3.8]

e deve ser calculada utilizando as correntes e voltagens reais. No caso de corrente alternada a poténcia
instantanea varia periodicamente com o tempo. A poténcia média dissipada em unifpeodoé

p:HOTV(t)i(t)dt:%vo I, COSp. [3.9]

Utilizando os valores eficazes

Vef :VO/\/E €
[3.10]
Ief = IO/\/E’
obtemos
P =V, | cOp=012,=GVZ. [3.11]

Na eg. 3.11 escrevemos a poténcia média dissipada em uma imp&ddmtids formas equivalentes
e que destacam similaridades e discrepancias em relacao as formulas analogas dos circuitos de corrente
continua:

A primeira forma na eq. 3.11 se parece com a exprd3sao/l do caso continuo, exceto pelo
importante fator cag também chamadator de poténcia

A segunda forma na eq. 3.11 é idéntica & poténcia dissipada em um Resi®érno caso continuo
e mostra que a parte realZlé responsavel pela dissipagcéo de poténcia.

A terceira forma na eg. 3.11 mostra uma assimetria em relagdo ao caso de corrente contiRua, onde
V4R. No caso de c.a. a poténcig¥z (e ndoV.a / 0).
A eg. 3.11 nos leva a conclusdes gerais ainda mais importantes: Dado que um elemento passivo sé

pode dissipar poténcia (i.e., ndo podeRer 0, em cujo caso estaria gerando energia), as duas Ultimas
formas da eq. 3.11 nos mostram que sempre deve ser

0=0eGz=0. [3.12]

Ou seja,a parte real da impedancia e a parte real da admitancia de um circuito passivo devem ser
sempre positivagu nulas).

Notemos que indutores e capacitores ideais ndo dissipam poténcia (nos dois casos o fator de poténcia
€ nulo). A poténcia é dissipada sempre nos resistores e pode ser calculada como a soma dos valores de



ngf mas ondé. € a corrente que passa por cada redistdla pratica, tanto capacitores como indutores

possuem resisténcia interna e portanto dissipam poténcia.

E interessante notar que a maxima transferéncia de poténcia de um gerador de c.a. para uma
impedancia de carga ocorre quando a impedancia interna do gerador coincide com o complexo conjugado
da impedancia de carga. Isto é o analogdelmema de maxima transferéncia de potéiaeoria de
circuitos de corrente continua e estd demonstrado no Exercicio 3.5.

Exercicio 3.5resolvido): Um gerador de c.a. possui uma impedancia intemalimenta um circuito com impedéancia tdfal

Mostre que a poténcia dissipada 2@ maxima s& = z* (* indica o complexo conjugado) e que neste caso metade da poténcia

total gerada é dissipada no gerador. Este resultado é o analogo do teorema de maxima transferéncia de poténcia de circuitos de
corrente continua.

Solugéo: O gerador produz uma f.e.exmas devido a queda de tensédozemtenséo aplicada sol#&V = € —zI (Figura 3.6).

\J

i

e (v

O
A

Figura 3.6. Gerador com impedancia interna alimentando um circuito externo de imp2dancia

A corrente no circuito €= € /(z + Z). Portanto, se escrevermos e <jx eZ =[] +jX, a poténcia dissipada efrsera

0g% D€
|z+ZF  (r+0F+ (x+ X?

P=01% =

Esta expressdo é maxima para -X er =[1, ou sejaZ = z* (note que ndo podemos fazer -1 pois a parte real da impedancia
de um elemento passivo é sempre positiva ou nula). Nesté¢ casdr, p = Prax = ggf / 4r, e a poténcia total fornecida pelo

gerador vale
— —_c2 —
|:%otal - 8ef Ief - 8ef 2r = ZamaX'

Portanto, na condicdo de maxima transferéncia de poténcia, 50% da poténcia total é dissipada na impedancia interna do
gerador e 50% no circuito externo.
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4. Filtros

Os filtros elétricos sdo muito utilizados em instalacdes elétricas e equipamentos eletrénicos para
rejeitar ruido e para proteger, por exemplo, contra transientes induzidos pela queda de raios durante as
tormentas. De modo geral um filtro pode ser representado como um circuito com dois terminais de
entrada e dois de saida (Figura 4.1).

Ve H Vs
o—— o

Figura 4.1. Representacéo geral de um filtro. Na porta de entrada aplicamos uma Vdltagae saida
obtemos uma voltageW; que depende da frequéncia.

4.1 Funcéo de transferéncia e Transmitancia

Todo filtro € caracterizado por umang&o de transferéncigoutros nomes empregados sésposta
espectral e resposta em frequéngidH(w) definida a seguir: Suponha que ligamos um gerador de
frequéncia variavel nos terminais de entrada e medimos a amplitude das voltagens de \é&fjtradke (|

saida <) e a fase relativap) entreVs e V. como fun¢do da frequéncia do geradoy. (A funcdo de
transferéncia € entao

H(w) = (@) V(@) giote [4.1]
Ve(00)  [Ve(w)|

A funcéo de transferéncia pode ser definida para frequéncia zero como 0 quociente entre as voltagens
de corrente continua. Neste caso um indutor atua como um curto-circuito e um capacitor como um
circuito aberto. Como consequéndif0) é real e a fas@(0) s6 pode ser (H(0) positivo) ourt (H(0)
negativo).

A importancia do estudo das propriedades gerais de filtros € que todo circuito pode ser pensado como
um filtro no qual a voltagem de entrada € a do gera&ja & de saida € a voltagem sobre um elemento do

circuito. Se o gerador ndo é senoidal ainda podemos es&@veomo uma superposicdo de fungdes
harmdnicas através da decomposicao em série de Fourier (ou através da transformada de Fourier no caso
pulsos e sinais ndo periddicos). A voltagem de saida se obtém multiplicando cada componente de Fourier
pela funcdo de transferéncia calculada na frequéncia correspondente e somando sobre todas frequéncias.
Na se¢do 7 mostraremos como isto é feito.

Na maioria das situagfes de interesse pratico estamos mais interessados na amplitude e menos na
fase. O quadrado do méduloide

T(w) = |[H(w) [4.2]

€ denominadalransmitanciaou Resposta em poténci&eralmente a transmitancia é expressa em
decibéis

T(dB) = 10 log[T(w) 1. [4.3]
Por exemplo, parafdtro RC passa-baixqQgFigura 4.2)
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Hw)=—%C -1
R+l jwC 1+ jwRC
e 1 [4.4]
T(w)= 1+ (wRC)?

Este filtro possui transmitancia méxifiga= 1 paraw= 0 e cai para zero como @RC)? na medida que

W — oo. Paraw = uy = 1/RC a transmitancia cai & metade do méaximo. Este comportamento é mais facil
de se visualizar em um diagrama log-log (também cham@gpama de Bod® como o da direita na
Figura 4.2. Para << wy a resposta do filtro é praticamente plana e a transmitancia é de 0 dB;para

wy a transmiténcia é -3 dB (10 log(*2) =-3.0103...) e paree wy a transmitancia cai a uma taxa de —20
dB/dec (decibéis por década) (10 logiRC)? = -20 log) + const).ay é chamaddrequéncia de corte

ou de cotovelce a faixa de frequéncias entre Qeé chamaddargura de bandado filtro. Note que no

diagrama de Bode a dependéncia coaf Bm alta frequéncia é muito mais evidente do que no gréafico
em escala linear.

1.00 T T T T T T 0 I I
— \ 1 I
I Frequencia de corte:
wy=1RC
0.75F R . 20 i
I | [\ Inclinagéo:
—_ \Y [ V, =] -
2 osof e T s i 'i 40 20 dB/dec
= © 9 g/ Filtro RC passa-baixos:
Diagrama de Bode
0.25 T -60
0.00 L L L L L T T T 80
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 -1 0 1 2 3 4
wRC log(wRC)

Figura 4.2. Filtro RC passa-baixos e Transmitancia como func¢édo da frequéncia em escala linear (esquerda) e
logaritmica (direita).
A transmitancia de outros tipos de filtros, compassa-altose passa-faixaesta esquematizada na
Figura 4.3. A banda passante de um filtro passa-faixa é definida como o intervalo de frequéncias onde a
transmitancia em dB se mantém acima de —3 dB (ou seja, acima de 50 % em uma escala linear) em
relagdo ao maximo.

8 Em memoria de Hendrick Bode (1905-1982) pesquisador da Bell Laboratories (USA) e primeiro a utilizar estes
diagramas nos anos 1930.
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Figura 4.3. Transmitancia de filtros passa-baixos (esquerda) passa-altos (centro) e passa-faixa (direita). O
passa-faixa é caracterizado pela frequéncia cefgyah(largura de bandaf) da faixa passante e as taxas
(em dB/dec) de subidag{l-on) e de descidall-off).

Exercicio 4.1- Filtro passa-altos:Mostre que a fungdo de transferéncia e a transmitancia do filtro da Figura 4.4 estdo dadas por
H(w) = 1/(1 —j/oRO) e T(w) = 1/[1 + 1/RO?. Este é um filtro RC passa-altos com frequéncia de cayte 1RC. A
transmitancia como funcéo deesta representada na Figura 4.4 em escala linear e na forma de um diagrama de Bode. Complete
a informacao levantando um gréafico da faséld®mmo funcao de logRO).

100 T T T T T I
0
-3dB —
0.75 E
-10 Frequéncia de corte: w, = 1/RC -
3 C
~— m L
Foso L | /e— Inclinagao = 20 dB/década
' Ve R V, 20
o
0.25 - i 30 Filtro RC passa-altos L
000 1 " 1 n 1 L 1 n 1 n 1 L 1 n 1 n 1 I '40
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 2 0 2 4
wRC

log(wRC)

Figura 4.4. Filtro RC passa-altos e sua Transmitancia em escala linear (esquerda) e diagrama de Bode
(direita). A transmitancia é -3 dB (em relacahg = 0 dB) paraw = wy.
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5. Circuitos ressonantes

Circuitos contendo indutores e capacitores exibem o fenbmeno de ressonancia. Os circuitos
ressonantes mais simples contém apenas um indutor e um capacitor, além de resistores. A ressonancia é
diferente se o indutor e o capacitor estdo ligados em série ou em paralelo. A ressonancia € coberta em
todos os livros texto e até na Intefn&tamos rever as propriedades gerais destes circuitos utilizando o
formalismo de impedéancia complexa.

5.1 Ressonancia série
A impedancia complexa do circuito ressonante série vista pelo gerador (Figura 5.1) é

T P
Z=R+ J(ooL ooC) [5.1]

e a corrente

VOeJ((*I_(p)

1=V /Z= ,
JR? +(wL-1/ wC)>2

5.2]

ondeV, é a amplitude da voltagem do gerador e

wL -1/ wC

tangp= 5.3
=2 53]
0.10 | §
¢ L I R =10Q (Q = 10) H w, = 150 rad/s| |
T w,L = 100Q
—l 008 F 4
N | |
/ \ 3 006 | i
Vo /\? o Y § R a Aw=RIL

004 R=20Q (Q=5)
R=100Q(Q=1)

002 F R=-2000(©Q=05

0.00 * *
0 50 100 150 200 250 300

w (rad/s)

Figura 5.1. Circuito ressonante série e poténcia transferida por um gersdor deV para varios valores de
R.

® para ver uma animacao grafica do circuito RLC série, brincando com os parametros do circuito, visite o sitio da
Internethttp://jersey.uoregon.edu/vlab/ntnujava/ric/ric.htmi
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A poténcia dissipada no resistor €

IRV?
P = I,V cosp= RIZ = 23 [5.4]
R? +(wL-YwC)
A condicdo de ressonancia é
wW=w,=1/JLC| [5.5]

Na ressonancia série temos que:
* aimpedancia é minimZ(wy) = R),
* areatancia é nuld em série cont age como um curto-circuitoX(wy) = 0),
* acorrente € maxima((w) = Vo/R) e
* a poténcia transferida ao circuito é maxima.

A largura de bandada ressonancia é definida como o intervalo de frequéncia dentro do qual a
poténciaP(w) € maior ou igual que a metade do valor maximo. Em radianos/s é

Aw=RIL. [5.6]

O fator de mérito Q, do circuito ressonante série caracteriza a acuidade da curva de ressonancia
(Figura 5.1):

Q=wl/R=w,/Aw. [5.7]

5.2 Ressonancia paralelo
A impedancia do circuito ressonante paralelodiotuito tanqué visto pelo gerador (Figura 5.2) é

sRe UG gy OL [5.8]
joL +1jaC 1-w?LC
e a corrente
j(ut-0)
=V /z= Voe —, [5.9]
\/RZ + [wl/ (1-0? LC)]
ondeg é a fase da impedandadada por
tang= wk [5.10]
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Figura 5.2. Circuito tanque e poténcia normalizada para varios valoes de

A poténcia dissipada no resistor é

2 3RV
P = 14V COSP= RIG = 5 - [5.11]
R? +[w|/(1—w2 Lc)]
A condicdo de ressonancia é
w=w,=1/vJLC| [5.12]

Na ressonancia paralelo temos que:
* aimpedancia € maxima(fw)| =),
* areatancia é infinita (age como um circuito abeX@) = ),
* acorrente é minimd((y) = 0) e
* a poténcia transferida ao circuito é miniRéug) = 0).
Paraw = 0 ouw — o a poténcia dissipada no resistor € maxima (e iglil =1V, / R). Sew =10
toda a corrente passa pelo indutor e, para o, passa pelo capacitor.

A largura de bandada ressonéncia é definida como o intervalo de frequéncia dentro do qual a
poténcia dissipada € menor ou igual que a metade do valor maximo. Em radianos/s é

AGanque= 1RC. [5.13]

O fator de meérito Qunque que caracteriza a acuidade da curva de ressonancia do circuito tanque
(Figura 5.2) é dado por

Qtanque = 0y RC = 0y /AWanque - [5.14]
Note qu@tanque: 1/Qsérie (Qsérieé 0Q dado DEIa 57)
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5.3 Filtros ressonantes

Os circuitos ressonantes sao utilizados principalmente como filtros. Filtros ressonantes passa-banda
séo utilizados, por exemplo, em circuitos de sintonia de radio e televisdo para selecionar uma estagéo
transmissora e rejeitar as frequéncias dos outros canais vizinhos. Filtros rejeita-banda (também chamados
notch filterg s&o utilizados em instrumentacao cientifica para rejeitar frequéncias indesejaveis como, por
exemplo, a frequéncia de linha (que sempre se acopla aos circuitos através dos cabos). Um exemplo de
filtro rejeita-banda é o circuito tanque (Figura 5.2) com saida no resistor.

Para entender rapidamente o que os filtros ressonantes fazem, é (til imaginar que, na frequéncia de
ressonancia, o capacitor e indutor em série podem ser substituidos por um fio, ou seja, um curto-circuito,
e o0 capacitor e indutor em paralelo podem ser substituidos por um circuito aberto.

0 =
i LA 7 /m\\\ T~
10 B a) / / \\\ N\Q=0.1
0 i ) \ NN N
o} T // / \\
g AN
L /
(% 30 B / / \\\\ N \\\\05
= . C L \ \\\ NN
\\1
% 40 =.;._||_3u”__o N
bt S AN
- 50 [ iE R \\ \\\\\5
7 A O N
o o \\100 N0
60 b2 N
0.01 0.1 1 10 100
ww,
20
[y (hamAjii
m 1
s O SO\ 05
g -10 S
c TR,
g 20F L R \\ \Sf‘?oa@d
\, S~ |
§ 30 o_ﬂ.ﬂ.ﬂl_w_-l-_o N
\
IC—E -40 C KVO
o o) &
-60 | |
0.1 1 10 100

/o,

Figura 5.3. Dois filtros ressonantes série com as suas curvas de transmitancia. a) passa-banda; b) passa-
baixos. Note que o circuito b) € um amplificador de voltage@ sd.

A Figura 5.3 mostra dois filtros ressonantes série com as suas respectivas curvas de transmitancia.
Quando a saida é no resistor (Figura 5.3a) temos um filtro passa-banda. Longe da ressonancia a
transmitancia cai a 20 dB por década. Quando a saida (Figura 5.3b) é no capacitor temos um filtro passa-
baixos. Este filtro rejeita melhor as alta frequéncias do que o filtro RC passa-baixos. Para uma melhor
comparacao entre os filtros passa-baixos RLC e o RC, na linha tracejada de Figura 5.3b representamos
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também a transmitancia do um filtro RC com a mesma frequéncia de corte. No filtro RLC a transmitancia
cai com o logaritmo da frequéncia a uma taxa de -40 dB/dec, enquanto que no RC a queda é de -20
dB/dec.

Note finalmente que no circuito ressonante série, em um faixa estreita de frequéncias em torno da
ressonancia e dependendo do valoQd@ amplitude da voltagem no capacitor ou no indutor pode ser
maior que a de entrada. Isto é ilustrado pelo pico de ressonancia que aparece na Figura 5.8b=no caso
5. Nesse pico a voltagem de saida € maior que a de entrada. De fato, é facil mostrar que, na ressonancia,
a voltagem no capacitor @ vezes maior que a de entrada. Pode parecer a primeira vista que ha algo
esquisito pois esse circuito € passivo, no entanto apresenta ganho. Nado h& nenhum principio fisico
violado, porém. Circuitos passivos podem ser amplificadores de voltagem, embora ndo de poténcia.

Na préatica, o comportamento de um filtro real se afasta do previsto no modelo com elementos de
circuito ideais devido as indutancias, capacitancias e resisténcias parasitas presentes nos elementos e
circuitos de c.a. (sec¢éo 6)

Exercicio 5.1: Mostre que a transmiténcia do filtro ressonante RLC série com saida no capacitor (Figura 5.3-b) é

_ 1
 (WRO)Z+(1- w2LC)2

T(w)

e que na ressonancia valey) = Q%






6. Resistores, capacitores e indutores reais

E praticamente impossivel fabricar resistores, capacitores ou indutores ideais. Os resistores sempre
tem uma reatancia que depende da frequéncia devido a capacitancia e indutancia parasitas, inerentes a
geometria. Por exemplo, se um resistor é fabricado na forma de um arame enrolado, ele terd& uma
induténcia apreciavel. Um indutor tem uma resisténcia série devida a resistividade do fio (e se tiver
nucleo de ferro, ter4 uma resisténcia adicional devido as perdas 6hmicas das correntes de Foucault) e uma
capacitancia entre espiras adjacentes. Um capacitor tem uma resisténcia série devido a resistividade dos
metais das placas e uma resisténcia paralelo devido a condutividade dos dielétricos, etc.. Por outro lado, a
resisténcia depende intrinsecamente da frequéncia devido a dois efeitos nos condutores; um é que a
propria resistividade do material depende da frequéncia e o ougfeiéoopelicularcomentado abaixo.

Vemos entdo que os elementos de um circuito sempre tem impedancia complexa, com partes real e
imaginaria que dependem da geometria e da frequéncia. Para complicar ainda mais a nossa vida, existem
também impedancias parasitas nos fios e conexdes utilizados nos circuitos. Levar em consideracdo todos
os efeitos € teoricamente possivel se conhecemos exatamente as geometrias e as propriedades elétricas e
magnéticas dos materiais, mas € formidavelmente complicado. E mais viavel usar o bom senso e obter
estimativas razoaveis dos parametros relevantes que podem influir em um dado circuito.

Neste curso trabalharemos com frequéncias de até 10 MHz. Vamos entdo comentar apenas o
comportamento tipico de resistores, indutores e capacitores na faixa de frequéncias de 0 at@ 10 MHz.

A Figura 6.1 mostra alguns circuitos equivalentes de capacitores e indutores utilizados geralmente
para entender o comportamento destes elementos a baixa e alta frequéncia. Devido as capacitancias e
induténcias parasitas, os indutores e capacitores reais apresentam ressonancias, geralmente em altas
frequéncias (> 10 MHz).

(c) © (d)
1 If _____ - T T :__" ___':
| : o C!
: irp -—C : i rSi
e T B
(@)

Figura 6.1. Circuitos equivalentes de (a) indutor a baixa frequéncia, (b) indutor a alta frequéncia, (c) capacitor
a baixa frequéncia, e (d) capacitor a alta frequéncia.

Exercicio 6.1 Escreva a impedancia complexa para cada caso da Figura 6.1.

6.1 Resistores

Nas frequéncias que nos interessam, a maioria dos resistores podem ser considerados ideais, exceto
talvez alguns resistores de pequeno valor nomRahas frequéncias mais altas. Os resistores mais
comuns para circuitos de baixa poténcia (< 5 W) séo feitos de filme de carbono depositado em forma
helicoidal sobre um cilindro ceramico (Figura 6.2). A corrente entdo passa por um solendide de
comprimenta e areaA = mr2. SeN é o niimero de voltas, a indutancia parasita é, aproximadamente,

10 Veja por exemplo, B.M. Oliver and J.M. Cad#ectronic Measurements and Instrumentatitdc-Graw-Hill,
New York, 1971.
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ls OpoN 2A/d. [6.1]

Para termos uma idéia concreta, suponhasnesl2 mm, 2 = 4.5 mm eN = 7 (valores tipicos para
alguns resistores de ¥2W). A indutancia sera entdo de 82 nH, que representa uma Xeatérizia 10

MHz. Portanto, s® for pequeno (neste exemplo, menor que @)@, em geral, sB for comparével ou
menor queX), a indutancia deste tipo de resistor deverd ser levada em consideracdo. O valor pkeciso de
depende d&, sendo qué\ varia muito entre resistores de diferentes valoreR deentre resistores de
diferentes fabricantes.

' Filme de helicoidal de
| ( i
carbono depositado

Tampa metalica

Figura 6.2. Resistor de filme de carbono. O circuito equivalente para alta frequéncia é um resistor ideal em
série com um indutor.

Alguns resistores de alta poténcia (> 5 W) séo feitos de arame metalico enrolado sobre uma ceramica;
estes sdo altamente indutivos e ndo devem ser utilizados em frequéncias acima de 1 kHz. Se precisar de
um resistor de baixo valor d® baixa indutancia e alta poténcia, vocé mesmo pode fazer um a partir de
arame. O truque para diminuir a indutancia é dobrar o arame na metade do comprimento e enrolar o fio
duplo sobre a ceramica (tomando cuidado para que o arame “ndo se toque”). Deste modo, o campo
magnético devido a corrente nas espiras tem um sentido até a metade do arame e sentido oposto na
segunda metade.

6.1.1 Efeito pelicular

Para frequéncias acima de algumas dezenas de kHz se observa que a resisténcia dos fios metalicos
aumenta com a frequéncia devido a que quase toda a corrente passa apenas por uma camada fina perto da
superficie. Este fenébmeno se conhece cefaito pelicular™** A amplitude da densidade de corrente no
interior dos condutores reais (resistividade ndo nula) cai exponencialmente a partir da superficie. A
distancia dentro do condutor para a qual densidade de correnteewddevalor na superficie é dada por

o020 /pw , [6.2]

onde p é a permeabilidade magnética (para metais ndo magnéticos, | 410’ H/m) e p a
resistividade do metal a baixa frequéncia.

1 Veja por exemploThe Feynman Lectures on Physigg. cit., vol. 2, sect. 32-11.

125 Ramo and J.R. Whinnemigelds and Waves in Modern Rad®® Ed., Wiley, New York, 1960.
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Figura 6.3. Efeito pelicular. A baixas frequéncias (esquerda) a corrente passa por toda a secao transversal de
um fio condutor, e a altas frequéncias (direita) passa apenas por uma camada de &spessura

A resisténcia de um fio de comprimeht® raioa pode ser estimada como
R=pl/S,

ondeS (a area efetiva da se¢éo por onde efetivamente passa a corrente) é

S=1w’ a baixa frequénciaf( <<p/ unaz) e

S= 2mad a alta frequénciaf{ >>p/ uTl’a2 ).

O efeito pelicular é importante fe<< a, 0 que acontece para frequéncias acima de um certo valor

f=pl/ uT[az, gue depende da condutividade do metal e do didmetro do fio. Por exemplo, para o cobre
(p = 1.8<10® Q-m) temos, de [6.2],

o (m)dJo.07/4 f(H2),

e a resisténcia por unidade de comprimento de um fio de 1 mm de didmetro aumentdXa @.Gaixa
frequéncia (< 500 kHz) até/m a 100 MHz.

Exercicio 6.2: A partir de qual frequéncia o efeito pelicular deve ser levado em consideracdo para um fio de grafite
(condutividade 0.12 S/m) de 1 mm de diametro?

Exercicio 6.3: Para diminuir as perdas 6hmicas em instalacdes de alta poténcia e redes de transmissdo de energia elétrica, se
utilizam cabos de cobre grossos. Se a frequéncia é de 60 Hz, a partir de que valor, aproximadamente, ndo adianta aumentar o
didmetro do cabo?

6.2 Indutores

Os indutores séo confeccionados enrolando um fio de cobre envernizado sobre um objeto de secao
cilindrica ou retangular. A resisténcia do enrolamento representa uma resisténcia série que é relativamente
mais importante a baixas frequéncias (Figura 6.1a). Esta resisténcia série depende essencialmente do
comprimento totall(;) e diametroD) do fio.

Consideremos 0 seguinte exemplo: Um indutor com nucleo de ar, na forma de um solendide de
comprimentad = 3 cm, &rea médid = 1r? = 12 cnid e comN = 1000 voltas, tem uma indutancia

L = poN ?A/d = 50 mH.

O perimetro médio de cada espira® 2 10.3 cm, o que d4 um comprimento tdtak 123 metros. Se o
fio é de cobre (resistividage= 1.8<10° Qcm), de diametr® = 0.25 mm (4rea da secéo transvessal
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nD?/4), entdo a resisténcia série desse indutgr=ép |,,/S = 45Q. Para uma frequéncia de 100 Hz, a
reatancia & = 2nfL = 31.4Q , que é menor que a sua resisténcia interna. Por outro lado, para uma
frequéncia de 10 MH2{_ = 188 MQ >>rs (mesmo considerando o efeito pelicular, que daral30Q).

Apesar disto, em certos casos, principalmente em circuitos ressonantés, podera ser ignorada,

mesmo que a frequéncia seja alta. A frequéncias mais altas é necessario considerar a capacitancia parasita
entre as espiras da bobigg, em paralelo com o indutor (Figura 6.1b).

A relacdo entre a reatancia a uma dada frequéncia de trabalho e a resisténcia série chama-se fator de
meérito ouQ da bobina

Qs =wl/rs. [6.3]

Note que a fase da impedancia complexa de um indutor igeal¥2, enquanto que para um indutor
real ép = tan'Qg.

Indutores com nucleo de ferro possuem uma resisténcia parasita em paralelo que representa as perdas
por correntes de Foucalilte por histerese. O efeito das correntes de Foucault depende pouco da
frequéncia mas depende muito do material, sendo minima em materiais de grdos sinterizados ou
laminados. Ja o efeito de histerese diminui com a frequéncia mas depende da corrente (e é portanto um
efeito n&o linear).

6.2.1 Indutancia interna de fios e indutancias parasitas em circuitos

Para frequéncias acima de 1 MHz é frequentemente necessario levar em consideracdo a indutancia
parasita dos circuitos. Todo fio de se¢éo circular possuingngancia internal, que a baixa frequéncia
vale 50 nH/m vezes o comprimento do fio, independentemente do seu diametro, e diminui com a
frequéncia devido ao efeito pelicular.iddutancia internade um objeto condutor é obtida utilizando a
igualdade para a energia do campo magnético

onde a integral € sobre o volume interno do objdtbéeo campo magnético produzido pela corrénte
No caso de um fio de secdo circular, com a corrente uniformemente distribuida no seu volume e
comprimentd, o resultado é

Lo =pl/8m.

Se o fio for de metal magnético (ferro, aco, etc...) entdo a indutancia interna podera ser grande a
baixas frequéncias, devido ao alto valor de p.

A malha de todo circuito € em si mesma uma espira e portanto possui uma autoindutancia. Esta
indutancia pode ser estimada assumindo uma espira cifcular

L=Ly+prin(sr /e%a),

valida se o quociente entre o raio da espira e o raio do/fo>¢ 1. Assim, por exemplo, uma espira sem
nucleo (4 = i), de diametro 2= 10 cm e feita de um fio de diametm=20.5 mm tem uma induténcia de
uns 0.35 pH.

13 Na literatura inglesa as correntes de Foucault sdo denoméutiasurrents

14 Veja por exemplo a se¢do. 6-18 do livro de Ramo e Whinnery (ref. 12).



6.3 Capacitores

Os capacitores sdo confeccionados geralmente com filmes de aluminio separados por filmes
dielétricos (isolantes), e enrolados para fazer um pacote compacto. A resistividade do Al e a resisténcias
das soldas (entre os filmes de Al e os fios de cobre que fazem os contatos externos) contribuem a
resisténcia sérig,s (Figura 6.1d). Quanto mais finas sdo as laminas de Al, maior € a resisténcia série.
Valores tipicos de; estdo entre 0.1 eQ). A resisténcia série é mais importante a altas frequéncias, ja que
a reatancic = 1/wC pode ser muito pequena.

Para baixas frequéncias a resisténcia série tem pouca ou nenhuma importadncia, mas agora a
resisténcia paralelo,, entra no jogo (Figura 6.1c). O filme dielétrico é geralmente um plastico, mas pode
ser um papel impregnado em 6leo (capacitores para alta tensdo) ou em solucao de eletrdlitos (capacitores
de alto valorC, mas com polaridade). Os capacitores reais apresentam fugas de corrente pela superficie
do isolante (no caso de isolantes plasticos) ou pelo volume (no caso de papel impregnado). A fuga total
pode ser caracterizada por uma condutagcialt, ou pela assim chamadangente de perdaa uma
dada frequéncia (geralmente 60 Hz):

tam = gXc= Liwr,C. [6.4]

Note que a fase da impedancia complexa de um capacitor igeal &2, enquanto que para um
capacitor real @ = - tart(1/tard) = W2 +&. Valores tipicos s > 100 MQ ed < 10° rad @ 60 Hz.

Outro tipo de capacitor muito utilizado pelo seu baixo custo é o capacitor ceramico, feitos de uma
ceramica de alta constante dielétrica na forma de disco. Estes capacitores sdo pouco indutivos mas a alta
constante dielétrica € devida a que o material esta perto de uma transicdo fase, pelo que a capacitancia
varia muito com a temperatura. Sao utilizados em alta frequéncia e alta tensdo, mas ndo em circuitos de
precisdo. A constante dielétrica elevada implica também em alta condutividade, que resulta em tangentes
de perdas altas a baixas frequéncias.

Finalmente, os capacitores apresentam sempre uma indutancia parasita. Esta € preocupante apenas
nos circuitos de alta frequéncia ou nos circuitos de pulsos de curta duragdo. A indutancia de um capacitor
de placas paralelas pode ser estimada como

[s O pold/wy, [6.5]
onded é a espessura do isolanteeav sdo, respectivamente, o comprimento e a largura das placas.

Exercicio 6.4 Estime a capacitanci&;, a indutancials, e resisténcias série;, e paraleloy,, de um capacitor de laminas de
aluminio p = 2.8<10° Qcm) dew = 2 cm de largura, = 5 um de espessuta= 2 m de comprimento separadas por um filme
plastico € = 30 pF/mp = 1.210"® Qcm) de espessuch= 10 um. Note que a indutancia parasita depende de se os contatos
forem soldados as laminas de Al pelos extremos ou pelos lados (ap6s enrolado); caisuleis casos.

6.4 Ressonancias espurias

A indutancia parasita ndo faz muito mal em circuitos ressonantes que ja possuem uma indutancia
grande, mas pode ser terrivel em circuitos que supostamente ndo deveriam ser ressonantes, como 0S
filtros RC. Para ilustrar este fato, suponha um circuito cujos elementos s&o conectados por um fio de 0.5
mm de didmetro formando uma malha aproximadamente circular com 10 cm de diametro. Como
comentamos na segdo 6.2.1, esta “espira” tem uma indutancia parasita de uns 0.35 pH. Suponha que o
circuito é um filtro RC passa baixo cath= 1 uF, entdo haverd uma ressonancia espuria em cerca de

1/(2ri/ LC) =270 kHz ou ainda menor se consideramos a induténcia parasita interna ao capacitor.

Para diminuir a indutancia parasita, deve-se diminuir a area da “espira”, utilizando fios curtos e
grossos, e colocando eles bem perto um de outro, ou trangando-os. No exemplo da “espira” de 10 cm de
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didmetro, o comprimento total do fio (de 31.4 cm) pode ser disposto como um par de fios paralelos de
comprimentd = 15.7 cm separados por, diganmos, 3 mm. Neste caso a indutancia parasitasera

~ K ~
L==21coshp /2a )= 170 nH,

e a ressonancia espuria ocorrerd em 390 kHz. Vemos que “esmagando” a espira diminuimos a indutancia
parasita e levamos o problema para frequéncias mais altas. Mas ndo ganhamos muito: as coisas continuam
da mesma ordem de grandeza. Mesmo utilizando um cabo coaxial do mesmo comprimento, a indutancia
do cabd® sera da ordem de 250 nH{ir5.7cm = 40 nH, levando a ressonancia espuria para uns 800 kHz.

Por mais cuidados que tenhamos, ressonancias espurias séo inevitaveis. Afortunadamente, na maioria
dos casos de interesse neste curso elas ndo sdo um grande problema porque geralmente temos um resistor
em série que faz @ da ressonancia espuria ser << 1. Para ilustrar isto suponhamos que a resisténcia do
circuito € R = 50 Q, entdo no caso da espira cdm= 0.35 pH ef, = 270 kHz, temos
Q=2mfyL/ R=0.012, e no casb = 40 nH &, = 800 kHz, temo& = 0.004.

Circuitos reais estdo cheios de efeitos espurios em altas frequéncias. Projetar circuitos de alta
frequéncia que funcionem bem é uma arte dominada por poucos.

> Nas frequéncias que estamos considerando, o efeito pelicular faz com que a indutancia interna do fio possa ser
desprezada comparada com a indutancia externa.

!0 cabo coaxial que se utiliza geralmente no laboratério, RG-58U, tem 250 nH/m e 100 pF/m. Veja a secdo 10.2.



7. Circuitos de c.a. com gerador de funcao arbitraria

Nesta secdo consideramos um circuito de corrente alternada excitado por uma veltagein,
senoidal, como o produzido por warador de fungbesperando no modo de onda quadrada ou de onda
triangular. Vamos supor qugt) € uma fungdo arbitraria do tempo mas periddica, com pefieddf. A
frequénciaf € chamaddrequéncia fundamental voltagemv(t) em qualquer elemento de um circuito
linear alimentado por este gerador sera também periddica com periodealor médio (ou valadc, do
inglésdirect curren) dev é definido como (Figura 7.1)

V=vee =4 [T v(t)dt. [7.1]

Figura 7.1. Forma de onda periddica genérica.

Frequentemente estamos interessados nas variacdes de voltagem em torno da média. A parte
alternada (ou partec, dealternate currentdev(t),

Vac(t) :V(t)'vdm [7-2]

ou seja, 0 que veriamos num osciloscopio no modo de acoplamento de actiadzarte alternada é
caracterizada pelamplitude pico-a-pico

Vpp = Vmax~Vmin: [7-3]

ondevyax € Vimin SA0, respectivamente, os valores maximo e mininftfleOutra forma de caracterizar a
variacdo da parte alternada deé através do seu valor eficaz (ou valors de root-mean-squane

definido como
=
vﬁzwm:J%kv%om. [7.4]

O valor eficaz é util para calcular poténcias: A poténcia média dissipada em um Fesztoruma
voltagem arbitraria (mas periédica)é= v / R.

O aluno nédo deve confundir os valores eficazes com os valores medidos com um voltimetro de
corrente alternada. A maioria destes instrumentos (principalmente os de agulha) medem My, valor
proporcional @ média do valor absolutov@®: V.. = TV | 1242, onde
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ME %ij(tﬂdt . [7.5]

Somente no caso de um sinal senoidd),€= Ver.
Em geral as fungGes periddicas podem ser representadas através de Séries de Fourier
V(t) = Vg + ) vpcospwt + @y ), [7.6]
n=1

ondew = 2rf e os coeficientes da sérig, € @) estdo definidos no Apéndice B. A frequéniia nf é
chamada dearmoénica de ordem da fundamental.

a) onda quadrada

E()=€gc T €y Y Acoshwt-7)

n=1,impar

b) onda triangular

E()=€ac+Epp Y n;‘n cos(nwt — 11)

2
n=1,impar

c) onda retangular

E(t) = Ege + € pp Y 22D cognent

n=1

d) onda dente de serra

2 T2sin(nm /T)

- n
()= €gc T Epp Zl w2n’t(T-1) cos(wt +-—-7)
n=

e) onda rampa

E(1) = €4c + € pp Y mrcoswt+7)
n=1

| |
0 T

Figura 7.2. Formas de onda ndo senoidais béasicas de um gerador de funcdes e séries de Fourier
correspondentes.

A Figura 7.2 mostra as séries de Fourier das formas de onda gieramor de funcdeipico’. Um
gerador de fungbes produz (além de ondas senoidais) véarias formas de onda peridédicas ndo senoidais tais
como a onda quadrada, triangular, dente de serra, rampa e retangular ilustradas na Figura 7.2. Geralmente

' p. Buchla and W. McLachlarApplied Electronic Instrumentation and Measuremeéviacmillan, New York,
1992. Chapter 1.



podemos controlar o periodo a amplitudeE,,, e 0 niveldc €. A onda retangular e Gtil para estudar o
comportamento de circuitos para pulsos elétricos. Nos geradores de onda retangular podemos controlar a
duracao do pulso, através de um botéo indicado no painel do instrumento casyonmetryyou como

“duty cyclé (que é a fracdo/T em percentagem: um duty-cycle de 20% signifiea0.2T ).

Idealmente, a onda quadrada e a rampa séo funcbes descontinuas, e a onda triangular tem derivada
descontinua (a derivada da onda triangular € uma onda quadrada). Os geradores de fungéo reais, porém,
produzem sempre uma funcdo continua e com derivada continua. Os geradores tém uma impedancia
interna baixa, tipicamente 50, e segundo as especificacdes dos fabricantes, em toda a faixa de
frequéncias de operacdo do gerador a impedancia interna é real e do mesmo valor (dentro de 10%
tipicamente). Sabemos porém que alguma indutancia parasita sempre existe e, por menor que ela seja,
produziria uma voltagem infinita (que nenhum isolante suportaria) se a corrente sofresse uma
descontinuidade. Do mesmo modo, a capacitancia parasita faz impossivel uma descontinuidade na
voltagem.

A eg. (7.6) nos diz que a voltagem no gerador é uma soma de voltagens produzidos por geradores
senoidais de diferentes frequéncias, amplitudes e fases, todos ligados em série. Em virtude do principio de
superposicdo, a resposta de um circuito é a soma das respostas a cada um dos termos da série. A resposta
a cada termo da série pode ser calculada utilizando o formalismo de correntes complexas da se¢éo 2 e a
funcao de transferéncia da secéo 4. Para isto, escrevemos as séries de Fourier do gerador (voltagem de
entrada) e de (voltagem de saida) da seguinte forma

E(t) = €4 + élRe{s elor ] .

V(t) = v+ S RV, @Ot
dc nZl e{ n }

onde V, =vnej‘pn € a amplitude complexa da componente de frequéncia nw. Lembrando o que

falamos na secao 6, a razdo entre as amplitudes das voltagens de saida e de entrada a umaféequéncia
a funcéo de transferéncia do circulttfc); portantoV,, = H(w,,)€,, € V4. = H(0)€ 4.. TEeMOS entéo que

V(D)= H(OE g + T RH @ E 1] [7.8]
n=1

Como exemplo deste tipo de analise, consideremos o filtro RC passa baixos (Figura 4.2) excitado por
uma onda quadrada, cuja expansdo em série de Fourier esta apresentada na Figura 7.2-a. A funcdo de
transferéncia deste circuitol(w) =1/ (1+ jwr) , onder = RC Portanto, a voltagem no capacitor sera

2€ " plont=jm2
V() =Eg+— PRy y [7.9]

n:Limpar(1+ jwnT)n

O analise utilizando séries de Fourier pode decepcionar alguns alunos pois é dificil intuir qual é o
resultado da soma infinita. Por exemplo, no caso particular da eq. M9%<s& entdo para todos os
harmdnicos e a fundamental tema$ >> 1 e como consequéncia

T o
v(t) OE g, ——P2— cosfwt) [7.10]

2
T[2T n=1,impar n
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que ndo diz muito além do que j& sabemos: os termos da série da voltagem de saida caem mais
rapidamente com do que a os termos da funcdo de entrada, como cabe esperar de um filtro passa baixos.
Mas se olharmos as séries de Fourier da Figura 7.2 e notarmoscaogfect) = cosfwt - 1),
perceberemos que a eq. 7.10 coincide com a expansdo da uma onda triangular de amplitude pico-a-pico
Vpp =€l /41 . Note que a onda triangular € proporcional a integral da onda quadrada. Como veremos

na secdo 7.1, o filtro RC passa baixos é um circuito integrador para frequéncias-aia).

Para as fungdes tipicas de um gerador de fun¢des (ondas quadrada, retangular, rampa e triangular) as
equacdes de Kirchoff de circuitos simples de uma malha podem ser resolvidas faciimente integrando uma
equacdo diferencial. Este procedimento leva a solu¢des analiticas mais faceis de analisar do que um série
de Fourier. Como exemplos, vamos resolver a seguir alguns problemas simples mas de grande
importancia pratica.

7.1 Circuito integrador

A Figura 7.3 mostra dois circuitos integradores. O integrador RC € o0 mesmo que o filtro RC passa
baixos da se¢éo 3. O integrador RC é caracterizado pela constante de teRPoem tanto que para o
integrador RL & = L/R. Os dois circuitos séo filtros passa baixos com a mesma frequéncia detworte 1/

Na pratica o circuito integrador RL € pouco utilizado pois os indutores sdo mais volumosos e caros que 0s
capacitores. Além disto, um capacitor € mais perto do ideal que um indutor, j& que é dificil fabricar um
indutor com resisténcia série pequena. O integrador RL encontra aplicacdes apenas em frequéncias muito
altas (> 100 MHz).

Gﬂegrador RC X
T<<T (1 =T/40)
R _________________________________

E(t) C v(t)
1.

K 1=RC /

flntegrador RL \

L
2998 o

£(t) RS v(t)

\_ 1=L/R W 0 772 T

Figura 7.3. Circuitos integradores RC e RL e resposta destes circuitos a uma onda quadrada de amplitude

pico-a-pico€,, para 0s casos em qu& muito menor, comparavel ou muito maior qu@s relagcdes exatas
entret e T para as quais as formas de onda foram calculadas estdo indicados entre paréntesis. Note portanto
que as escalas verticais ndo sao as mesmas). (Veja o Exercicio 7.1)

7

Mostraremos aqui que para frequéncias altas (ou seja quando a voltagem de saida é pequena
comparada com a de entrada) os circuitos da Figura 7.3 se comportam como integradores no seguinte
sentido: em qualquer intervalo de tempo de durdcdg K< T, a voltagem de saida é

v(t) D%jttos(t)dﬁv(to). [t —tol<< T) [7.11]




Vamos demonstrar a eq. 7.11 explicitamente para o circuito integrador RC, no caso do integrador RL
0s passos da deducéo sao diferentes mas o resultado final € o mesmo. A equacgédo de malha do circuito RC
é

£(t) = Ri(t) + (1) . [7.12]

Como v(t) =q(t)/ C e i=dq/dt, temos quei =C% ou Rizr%. Portanto, a eq. 7.12 pode ser

escrita como

€= T% +v. (exato) [7.13]

Mas notemos que o circuito € um filtro passa baixos. Portanto, para frequétiCiasu®o maiores
quewy = 1h a voltagem de saida, é muito menor que a de entrada,Da eq. 7.12 vemos que esta

condigdo implicaRi >>v. Assim, sel << 2it a eq. 7.13 € aproximadamer@tél Ri = T% , OU seja
dv

EDTE. T <<2m) [7.14]

Integrando a eq. 7.7 entre os instatjes obtemos a eq. 7.11.

A eq. 7.13 € vélida no caso geral, mesmo se a condigdot ndo € satisfeita, e para os dois
circuitos da Figura 7.3. Essa equacao pode ser integrada facilmente. O resultado exato é

t-tg)/T

v(t)=1 jtto e(t)e T dt +v(t) el . (exato) [7.15]

A eg. 7.15 se transforma na eq. 7.11t seg] <<T, j& que nesse caso podemos aproximar por 1 as
duas exponenciais que aparecem na 7.15.

A Figura 7.3 ilustra a solucdo exata 7.15, valida tanto para o integrador RC como para o integrador
RL, no caso de uma onda de entrada quadrada. Note como a medida que o periodo diminui em relagéo a
a solucéo se aproxima da integral 7.11.

Exercicio 7.1: Mostre por integracao direta da eq. 7.15 que para uma onda quadrada d§, periodo

£(t) = € min seOst<T/2,
€ Selr/2<t<T

max

a voltagem de saida nos dois circuitos da Figura 7.3 é

v(t) = Vmine_t/T +E€ a1~ e_t/T) ses< t< T/ 2 ’
Vg T g (1- e T2y seT/2<t< T
0NdeVmax = Ve + Vpg/2, Vimin = Ve - Vpp/2, SeNdo/ge = Eqc € Vpp = Exptanh(T/4T1) comEpp = Enax — Emin. Note que o valor ddc de
saida é igual ao de entrada pois os circuitos da Figura 7.3 séo filtros passa baixos. Note tamb@r»quseseja, quando os

circuitos integram) a voltagem de saida é uma onda triangular com amplitude picosgspid,T/41. Esta relagdo entre as
amplitudes pode ser utilizada para médiau C conhecend®.
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Exercicio 7.2: Utilizando a série de Fourier de uma fungdo periédica demonstre a eq. 7.11 (Sugestdo: utilize o fato que

ej Wt

16,

eIJ.wntO )

16,

.
= [ el dt+
to

7.2 Circuito diferenc

iador

A Figura 7.4 mostra dois circuitos diferenciadores. Os dois séo filtros passa altos. Os integradores e
diferenciadores séo caracterizados pela constante de teoup® no caso do circuito RC vale RC, em
tanto que para o circuito RLté= L/R Ao igual que no caso do integrador, o diferenciador RL é pouco
utilizado, exceto a frequéncias muito altas.

Os circuitos da Figura 7.4 se comportam como diferenciadortes<s@ no seguinte sentido: $gt)
“varia pouco” em qualquer intervalo de tempo de dura¢édo mendr, gntdo a voltagem de saida é

v(t)

&)

Ot

K Diferenciador RC

~

N

C
€(t) R v(t)
o)
K 1=RC /
/ Diferenciador RL \
R
—O
E(t) LS vt
=]
O
T=L/R

/

(t << T, &(t) lentamente variavel)

\

[7.16]

T <<T (1t = T/40)

____________

T=T@T=T)
| —
T>>T (1T =400)

T/2

Figura 7.4. Circuitos diferenciadores RC e RL e resposta destes circuitos a uma onda quadrada de amplitude

pico-a-picog,, para 0s casos em que& muito menor, comparavel ou muito maior qu@s relacbes exatas
entret e T para as quais as formas de onda foram calculadas estdo indicados entre paréntesis). (Veja o

Exercicio 7.3)

Vamos demonstrar a eq. 7.16 explicitamente para o circuito integrador RC, no caso do integrador RL
os passos da deducao sao diferentes mas o resultado final € o mesmo. A equagéo de malha do circuito RC

e

e(t) =q(t)/ C+v(1).

[7.17]



Notando que o circuito € um filtro passa altos, para frequénmi@snfiito menores quey = 14, a

voltagem de saida, € muito menor que a de entradlaPortanto, s& << 2rw a eq. 7.17 pode ser escrita
aproximadamente como

e lg/C. T <<2m) [7.18]
Tomando derivadas em ambos lados da eq. 7.18 temos que

dsmldq

[
—O0=——=—. <<2 7.19
dt Cdt C T <<am) [7.19]
Como v(t) = Ri(t) obtemos, finalmente,
de
v RCE . T <<2m) [7.20]

Dado quea =RC a eq. 7.20 é idéntica & 7.16.

No caso geral, mesmo ndo sendo lentamente variavel, a equagédo 7.17 ainda pode ser resolvida em
forma exata: derivando em ambos membros da eq. 7.17 e usan@dqg/ dt obtemos

E_N. NV (exato) [7.21]
dt dt =t

gue é valida tanto para o diferenciador RC como RL. A solugdo exata da 7.21 é

deit’y g -t/
v(t) = jé%e(t Tt +v(0)e | (exato) [7.22]

A eg. 7.21 nos permite entender melhor as condi¢cdes sob as quais a 7.16 é véalida e, em patrticular,
especificar melhor o que queremos dizer com “lentamente variavel’. Para que a 7.16 seja valida é
necessario que

adv

dt

\Y

T

<<

’

ou, usando a 7.16,

de
dt

d?%e

F<<1
t

. [7.23]
T

A relacdo 7.23 especifica matematicamente o significado de “lentamente variavel”.
A Figura 7.4 ilustra a solugéo exata 7.22 para o caso de uma onda de entrada quadrada. Note como a
medida que o periodo diminui em rela¢ém a solugédo se aproxima da derivada @en todos os pontos

exceto nas transicoes @m 0 et = T/2. Nestes pontos especidig) varia muito e a relagao aproximada

7.16 deixa de valer. A onda quadrada ideal, matematicamente falando, tem derivada infinita nesses
pontos. N&o devemos preocuparmos muito com isto j& que um gerador real ndo pode fazer transi¢coes
descontinuas (a voltagem em qualquer indutdncia parasita interna ao gerador seria infinita, o que
produziria um arco em qualquer material isolante). O aluno pode verificar no laboratério —expandindo a
escala de tempo no osciloscopio- que as transicées de um gerador de onda quadrada tem tempos de subida
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e descida ndo nulos. De todos modos, é facil ver da eq. 7.22 que a \Aviag&osofres devida a uma
descontinuidadAE emg(t) € sempre (e ndo apenas no caso de onda quadrada)

Av = At . [7.24]

Podemos entender este resultado lembrando novamente que o circuito diferenciador é um filtro passa
altos e que qualquer variagdo brusca tem um espectro de frequéncias muito altas. Portanto, as variagfes
bruscas passam pelo filtro sem serem atenuadas.

Utilizando este tipo de argumento o aluno pode mostrar que para um circuito diferenciador temos
sempre

VdC:O’ [725]

independentemente do valie de entrada.

E interessante discutir o comportamento dos circuitos integrador e diferenciador em termos da série

de Fourier do sinal de entrada (eq. 7.6). Para o integrader>s€el entdow,t >> 1 para todos 0s
harmdnicos, e o circuito integra todos os termos da série.

Por outro lado, para o diferenciador,tse< T ndo esta garantido qu®t << 1. Neste caso, para que
o circuito diferencie corretamente é necessario que as amplitudes dos termos de alta frequéncia sejam
despreziveis frente aos de baixa frequéncia; ou seja, € necessario que a série convirja rapidamente. Uma
propriedade geral das séries de Fourier (vide Apéndice B) é que quando temos descontinuidades, os
termos sucessivos da série caem lentamente (de fato, caem odpracoldiferenciador néo funcionara
bem nessas descontinuidadese@gefor continua mas com derivada descontinua (como por exemplo no
caso da onda triangular) os termos caem comfp &/o diferenciador ja funciona um pouco melhor mas
ainda a saida € uma fun¢do continua (no caso de una onda triangular de entrada, a saida ndo € exatamente
uma onda quadrada), sendo que na regido onde a derivada do sinal de entrada pula, a saida sobe ou desce
exponencialmente com tempo de subida ou de descida da ordem de

Exercicio 7.3: Mostre por integracao direta da eq. 7.22 que para uma onda quadrada d§, periodo

£(t) = €max sdﬁ)<t<T/27
€min ser/2<t<T

a voltagem de saida nos dois circuitos da Figura 7.4 é

vty = Va1 sO<t<T/2
— Ve TR seT/2<t<T

ondeVmax = €yf(1 —e'T’ZT) €&pp = Emax— Emin. Verifiqgue também que a descontinuidadetenT/2 satisfaz a eq. 7.24. Note que a
amplitude pico-a-pico de saiug, = 2/max tende ao valor&, quandot /T - 0.

Exercicio 7.4: Determine a voltagem de saida de um circuito diferenciador no caso de uma onda de entrada triangular.
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8. Transientes no circuito ressonante série

Na secbes 7.1 e 7.2 vimos exemplos de “transientes repetitivos” na resposta de circuitos RC
alimentados por uma onda quadrada. Uma onda quadrada pode ser pensada como duas baterias de

voltagens€nax € Emin que sdo ligadas alternadamente em cada semiperiodo. Quando alimentamos um
circuito com um gerador de onda quadrada, ap0s cada transicao abrupta da onda quadrada o circuito exibe
a resposta transiente produzida quando ligamos uma bateria mas com condi¢fes inicias determinadas por
como ficou o circuito no semiperiodo anterior. Estes transientes se repetem indefinidamente. Se ligamos
uma bateria e a deixamos ligada para sempre, teremos um “transiente nao repetitivo”. Os transientes néo
repetitivos podem ser estudados no laboratério excitando o circuito com uma onda quadrada de periodo
muito maior que a constante de tempo do circuito. Como veremos nesta se¢do, 0s transientes nao
repetitivos tém grande importancia tedrica.

Vamos analisar aqui transientes néo repetitivos em um circuito ressonante série produzidos apos ligar
uma voltagem constante. O circuito esta representado na Figura 5.1 (pagina 23), onde o gerador fornece

uma forma de onda que vale O ptara0 e uma constant&,,, parat positivo, ou seja
E(t) =€ppU(t),

onde

|0 set<O
u(t)—{1 et > 0 [8.1]

é a assim chamadancéo degrawu funcdo de HeavisideA resposta de um circuito e, mais geralmente,
de qualquer sistema linear, a uma transicdo abrupta é uma caracteristica muito importante na teoria de
sistemas lineares e recebe o nomerdsgbsta a funcdo degraustep function responge

A equacéo de malha do circuito RLC série é

d’q, ,dg
L—+R—+q/C=€_U. 8.2

gz at o PP 18.2]
ondeq = q(t) é a carga instantanea no capacitor. A 8.2 € uma equacédo diferencial de segundo grau e
portanto a solucdo depende de duas condicdes iniciais. No caso da fungdo degrau, onde a voltagem na
posicdo do gerador € zero para tado 0, o capacitor ndo poderia estar carregado nem poderia estar
passando corrente énx 0. Portanto, as condi¢gdes iniciais sao

q0)=0 e K@z%% =0 . 8.3]
t=0

A eg. 8.2 é a equacgdo de um oscilador harménico amortecido, onde a forma da solu¢cdo depende do
fator de mérito do circuit® (definido na secdo 5, eq. 5.7). Qe> ¥ (oscilador sub-amortecido) a
solucdo, com as condices 8.3,

q(t) = Ce pll- €' (coswt+ L sinwt)] Q> %) [8.4]

onde

W= wyy1-1/ 4Q?, [8.5]
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1=2L/R=2Q/ w, [8.6]
w,=1/LC, Q=w,L/R, [8.7]

Se o fator de mérit® > %2 entdo o circuito oscila com a “frequéncia natural de oscilagédbte quew
€ sempre menor que a “frequéncia de ressonangiads oscilacdes sdo amortecidas exponencialmente
com constante de tempo

Se o fator de méritQ < %2 (oscilador sobre-amortecido) entdé imagindario purow =3, onde

1
B:(A)O 4—(22_1, [88]

e, podemos escrever a solugdo da [8.2] como

q(t) = CEppl1— € (coshB t+ g sintB t )] Q< %) [8.9]

No caso de amortecimento critid £ 2) temoso= 0 e a solugdo da eq. 8.2 é

q(t) = CE - (1+ t/ 1) 1| Q=%) [8.10]

Exercicio 8.1 Mostre que a [8.4] representa a solucéo geral, ou seja, € vélida para qualquerQa{@udestdo: para chegar a
[8.9] a partir da [8.4] utilize cox) = coshk) e sifx =jsintx (vide apéndice A); para chegar a [8.10] ache o limite da eq. 8.4 para
w — 0 utilizando a regra de L'Hospital).

Uma vez determinada a carga, as voltagens sobre o rebigton €apacitor\{c) e indutor ¥.) s&o

dadas por

VC :q/ C,
dqg
Vo= R— e 8.11
R at [8.11]
d?q
V, = L—.
T a2

A Tabela 8- mostra explicitamente o resultado das expressfes [8.11] nos trés casos de
amortecimento.
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Sub-amortecido Critico Sobre-amortecido
(Q> %) (Q="1%) (Q< %)
V _ sin i
S_C: 1-e t/T|:C0&L)t+ |w[(kti| 1_(1+t/_[)e—'[/‘l' 1—e_t/T|:Cosmt+SlnhBt:|
pp Bt
VR 2 _t/t; - 2 _titg
— = —e sinwt t/t = T
€ oo o (2t/1)e - e sinhft
Vi _ _t,r[ sinwt] _t/ sinhpt
L = e | cosot - 1-t/1)e" e 7| coshBt-
€pp 0t ( ) it Bt
ot =4/4Q° -1 w=0 Bt = y1- 4Q?

Exercicio 8.2 Demostre cada uma das expressdes da Tabela 8-I.

Tabela 8-1Voltagens transientes no capacitor, resistor e indutor para o circuito RLC série.

A Figura 8.1 mostra as voltagens sobre o resistor, capacitor e indutor nos trés casos de amortecimento
(sub-, sobre-amortecido e amortecimento critico). E interessante notar que no caso de amortecimento sub-
critico, o numero de oscilagBes dentro de uma constante de tempo (T saadeT, = 2wy) €, de
acordo com [8.6]Q/Tt. Ou sejaQ émvezes o niumero de oscilagbes contadas dentro de uma constante de
tempo. Este fato é muitas vezes utilizado no laboratério para estimar rapida@efdecivcuito.

2

Vel €5

0.2

0.0

Vil €5p

-0.2
1.0

0.5

Vg,

0.0

-0.5

10

Q=5 . Q=05
Capacitor I Capacitor
r 05 |- X0=03 p
0.0
| 1 ] L ] L ] | I | I | I | I | I
1.0
/\ A\ A Resistor /Q= 0.3 Resistor
V Vi Ao 05 |-
Q=05
' : ' ! ' ! ' 00 1 : 1 \ I . 1 . L .
10 F
' Indutor Indutor
N 9-03
\/ v Ve /Q:O.s
L 0.0 H NG«
T N I — | = . | . | . | .
0 2 4 6 8 0 5 10 15 20 25
tempo, t/t tempo, t/t

Figura 8.1. Transientes no circuito RLC série para os casos de amortecimento sub-critico (esquerda) e
amortecimentos critico (direit® = 0.5) e sobre-amortecido (direi@= 0.3).

No caso de amortecimento sub-critico a voltagem no capacitor oscila, excedendo a voltagem da fonte.
Em algumas aplicagdes estas oscilacdes sdo indesejaveis (por exemplo, no caso de instrumentos de
medicdo, o instrumento fica oscilando e devemos esperar a sua estabilizacdo) e se evitam aumentando o
valor da resisténcia até matar as oscilacQes ¥2). Como ilustra a Figura 8.1 (direita), p&a % 0
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capacitor se carrega em tempo minimo sem exceder a voltagem de entrada em nenhum instante. Outra
caracteristica interessante do amortecimento critico em compara¢do com o caso sobre-amortecido € que a
corrente (proporcional a voltagem sobre o resistor) é um pulso de duracdo e amplitude minimas; e
representa, portanto, o caso de menor dissipac¢éo de poténcia.

Note na Figura 8.1 que a voltagem sobre o indutor é sempre descontiriua @mEsta € uma
caracteristica geral de todo circuito excitado por uma fungdo degrau: como a soma das voltagens sobre
todos os elementos do circuito série deve ser igual & voltagem da fonte, pelo menos uma das voltagens da
soma deve ser descontinua.

8.1 Estudos avancados

Todo curso basico de fisica experimental o/a aluno/a realiza uma experiéncia que consiste em
observar no osciloscopio os transientes do circuito ressonante RLC série. Geralmente os alunos
descobrem rapidamente as analogias entre esse circuito e o problema de uma oscilador harménico com
amortecimento (mola com atrito) mas poucos percebem a importancia do que realmente estdo
observando. As implicagbes desse experimento se aplicam ndo somente a circuitos e molas, mas a
gualquer sistema linear. Nos sistema lineares existem relacfes gerais entre os transientes e o espectro.
Nesta secéo discutimos estas relagdes.

8.1.1 Resposta impulsiva e Resposta espectral
Consideremos a equacgdo para a corrente no circuito RLC série, que se obtém derivando em ambos
lados da eq. 8.2:
di  _di . du
L—-+R—+i/C=€_,—. 8.12
dt2  dt PP dt 18.12]

A derivada da funcdo degrau vale zero em qualquer instante de tempo extet®geonde tem um
valor muito grande. Esta fun¢dadenotada con(t),

du
o(t)=—, 8.13
(=", [8.13]
aparece em muitos problemas de Fisica e é charfhauzi impulsbou “delta de Diraé. No Apéndice
C discutimos algumas propriedades desta importante funcdo. Utilizando as definicdes 8.5 a 8.7 podemos
rescrever a 8.12 como

2. .
a2d, = Eon 51y, [8.14]
dt= tdt L

Os circuitos elétricos sdo muito utilizados para modelar outros sistemas fisicos lineares, tais como

molas, atomos, lasers e pontes. Na maioria das vezes € mais facil montar circuitos elétricos e medir
voltagens no laboratorio do que montar molas, medir a posicdo do elétron em um atomo, ou medir
oscilacoes de uma ponte. Os sistemas lineares sdo descritos por equacdes diferenciais como a 8.14. O
termo inomogéneo da equacgéo que descreve o sistema se demxwita@@io e a solucdo da equacao € a
respostaa essa excitacao.

'8 Matematicamente falando, a delta de Dirac n&o é realmente uma funcao pois o seu valor ndo esta definido em
0. Nesse instante o seu valor € um infinito muito especial e é tal que a integral sobre qualquer intervalo de tempo que
contenha = 0 é 1. (Veja mais sobre isto no apéndice C).
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Comparando a eg. 8.2 com a eq. 8.14 vemos que a voltagem sobre o capacitor, proporcional a carga,
representa a resposta a uma fungéo degrau, entanto que a voltagem no resistor, proporcional a corrente,
representa aesposta a uma funcdo impuldoSe utilizamos um osciloscépio para observar a voltagem
sobre o capacitor estaremos visualizando a resposta a um degrau, e se observamos a voltagem sobre o
resistor estaremos vendo a reposta a um impulso. A Figura 8.1 mostra o que observariamos na tela do
osciloscopio em cada caso.

A resposta a um impulse aresposta a um degrasfio obviamente equivalentes pois a corrente é a
derivada da carga. Esta relacé@o vale para qualquer sistema linear: a resposta a um impulso é proporcional
a derivada da resposta a um degrau. Qualquer uma delas pode ser utilizada para descrever completamente
as propriedades de um sistema linear e sdo portanto de grande importancia em fisica e engenharia.

Vimos na secéo 4.1 que um circuito elétrico (e, mais geralmente falando, qualquer sistema linear) é
completamente caracterizado pela $fuwacdo de transferéncieou resposta espectralAgora estamos
afirmando que também é completamente caracterizado pela resposta a um impulso. A resposta espectral é
referida como uma descricdo ndominio da frequénciae a resposta a um impulso é uma descricdo no
“dominio do temgo As duas descri¢cdes sédo completamente equivalentes (demonstramos formalmente na
secdo 8.1.2 que a resposta em frequéncia é a transformada de Fourier da resposta a um impulso), o que é
razoavel jA que o espectro de um impulso contém todas as frequéncias. Em circuitos elétricos (e em
muitos outros casos de sistemas lineares) € mais facil medir a resposta a um impulso do que a resposta
espectral.

8.1.2 Andlise de transientes utilizando a Transformada de Fourier

Vimos na sec¢éo 7 que os transientes repetitivos podem ser analisados utilizando séries de Fourier. As
desvantagens desse método sdo que a) somente se aplica a fungbes periddicas e b) geralmente conduz a
expressoes que sao séries de dificil interpretagdo. No caso de um gerador de fungao arbitraria, mesmo se a
funcé@o ndo é periddica, podemos utilizar o métodwastesformada de Fourier

A transformada de Fourier € uma ferramenta poderosa de andlise de circuitos e, em geral, de sistemas
lineares. E muito Gtil em particular para analisar transientes ndo repetitivos em circuitos excitados com
geradores de pulsos.

Funcdes ndo necessariamente peridédicas podem ser representadas no dominio da frequéncia atraves
daintegral de Fourier(vide Apéndice B)

mpﬁfvmﬁ“m [8.15]
ondeV(w) é aTransformada de Fouriedev(t), definida como
Vw»{fvmémdt [8.16]

A funcdoV(w) é chamadespectro continuda funcéov(t), ev(t) € chamada antitransformada de
Fourier deV(w). Note que sg(t) tem unidades de volts, a transformada tem unidades de V/Hz.

Para qualquer circuito linear de impedarcia Z(w) excitado por um gerador de voltag@ft) a
transformada de Fourier da correiftgé simplesmente

l(w) = E(w)/ Z(w) = Y(w) Hw), [8.17]

YA resposta a um impulso é também chamada, em muitos problemas ddufigitade Green
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ondeE(w) é a transformada de Fourier 8@) e Y(w) = 1/Z(w) é a admitancia. Vemos entdo que o
formalismo da impedancia complexa pode ser empregado diretamente a qualquer circuito linear com
geradores de fungfes arbitrarias. Isto mostra o poder da transformada de Fourier.

A corrente real como fungdo de tempo pode ser determinada pela antitransformada de Fourier da
8.17, que da o produto de convolugéo (Apéndice B)

i©)=] eyt

ondey(t) € a antitransformada de Fourier{e).

Como vimos na secéo 4.1, podemos caracterizar um filtro através da fungéo de transf@dgnéia
funcao de transferéncia nos permite determinar a voltagem de saida de um filtro quando na entrada
colocamos um gerador de funcdo arbitraria. Para isto calculamos primeiro a transformada de Fourier de

Ve(t), Ve(w), e utilizamos
Vs(w) = H(w)Ve(w), [8.18]

ondeVy(w) é a transformada de Fouriervdft). A seguir calculamos a antitransformada
vg(t) = 2—1nj_mv3(w)el<*lt o = 2—1nj_m H(0) \L(w) 4 db. [8.19]

Em particular, se a voltagem de entrada tem um espectro independente da fredéhciaconst.
= A, avoltagem de saida{t), € proporcional & antitransformada da fungéo de transferé&(igia,

vg(t) =2—1T[AJ_OO H(w)el do=-1 Alf). [8.20]
ondeh(t) é a antitransformada de Fourier da funcdo de transferéncia:
h(t) = 2—1nj_m H(w)el do. [8.21]

Note queH(w) é adimensional k(t) tem unidades de's

Se utilizarmos um gerador de frequéncia variavel e medirmos a amplitude e fase da voltagem de saida
como funcdo den mantendo a amplitude da voltagem de entrada constante, teremos uma medida da
funcéo de transferéncia. Esta sera uma tarefa demorada, pois deveremos mumiedirVy(w), mudar

w de novo e repetir a medida um grande niumero de vezes até termos uma caracterizagdo completa do
filtro.

A eq. 8.19 sugere uma forma mais rapida de mid(ti)): Para isso excitamos o filtro com um
gerador cuja voltagem seja amtitransformada de uma constante medimos a forma de onda da
voltagem de saida uma s6 vez na tela do osciloscépio. Facil!

Mas o que € a antitransformada de uma constante? Como mostramos no apéndice B, essa funcéo é a
delta de Dirac Sev,(t) = Ad(t), a sua transformada de Fourier sera

Vs(w) = Afmé(t) e dt= A
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OuU seja, 0 seu espectro serd uma constante. Portanto, da 8.20, terenmgét)qa% Ah(t), o que

demonstra que a resposta a um impulso & proporcional a antitransformada de Fourier da funcdo de
transferéncia. Isto significa o seguinte: se excitamos o circuito com um pulso elétrico de duracao
infinitesimal (ou seja, excitamos com uma delta) entdo na tela do osciloscopio teremos uma fung¢éo do
tempo que é a resposta a um impulso. A transformada de Fourier dessa funcdo sera a funcdo de
transferéncia.

Como ja dizemos, no laboratério é mais facil medir a resposta a um impulso do que a resposta
espectral e é por isto que os transientes sdo tdo importantes. Mas convenhamos que medir a resposta
espectral ndo é demasiado dificil. Os circuitos elétricos séo privilegiados no sentido que é facil medir as
coisas tanto no dominio do tempo como no dominio da frequéncia. Em contraposicdo, em Optica é mais
facil medir o espectro do que medir a reposta impulsiva. A dificuldade experimental & que o tempo que
caracteriza a relaxacao € extremamente pequeno (femtossegundos) e deveriamos, entdo, utilizar pulsos de
luz de duragdo menor que esse tempo e algum instrumento (o equivalente do osciloscopio) capaz de medir
a resposta temporal com resolucdo de femtossegundos. Como consequéncia, quase tudo que sabemos das
propriedades Opticas de materiais vém da espectroscopia.
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9. Transformadores

9.1 Generalidades

A corrente que circula pelo enrolamento primérbo,produz um campo magnético na regido do

enrolamento secundario e, se o fluxo deste campo através do enrolamento secundario varia no tempo, se
induz uma forca eletromotrifefr) proporcional & variacdo de corrente no primario (Figura 9.1)

dl,
€,=%M e [9.1]
ondeM é a indutancia matua.
Zp
|
e——
@ | p £S =+M % ,
dt
Figura 9.1 Voltagem no secundério de um transformador.
Em geral, a indutadncia matua é dada por

M=k, L,Ls, [9.2]

ondel, eL séo, respectivamente, as (auto-) indutancias dos enrolamentos primario e secukdario, e

uma constante de proporcionalidade chamidar de acoplamentoSe todas as linhas de campo
produzidas pof, atravessam (ou sdo concatenadas por) as espiras do enrolamento secundékie, entao

1; se nenhuma dessas linhas de campo é concatenada pelo enrolamento secundérioPeBfogeral

k € um nimero entre 0 e 1. Um transformador com ndcleo de alto valor de p (ferro, ferrites, etc.) tem
acoplamento maior que 95 % ( k > 0.95), pois as linhas de campo s&o forcadas a permanecer dentro do
nucleo. O simbolo de um transformador com nucleo é:

£

Figura 9.2 Simbolo de um transformador com nucleo de material ferroso.

Para altas frequéncias (acima de 50 kHz) se utilizam ferrites especiais. Em baixas frequéncias o
material mais utilizado € o ferro laminado. O formato laminado serve para minimizar as perdas 6hmicas
por correntes de Foucault (as laminas sdo envernizadas ou propositadamente oxidadas para isola-las
eletricamente uma das outras).

Na eg. 9.1, o sinal deeminduzida no secundéario vem determinado pelo sentido dos enrolamentos.
Quando necessario, este sentido é indicado com um ponto grosso (Figura 9.3): Se as correntes nos
secundario e no primario saem ou entram ambas pelo ponto, o sinal é positivo, caso contrario o sinal

negativo.



52 Circuitos de Corrente Alternada

® o ®
| dl dl
P _ p | - P
E.=—-M— P E.=M—-
s dt s dt
< ®
Figura 9.3 Convencéo para o sinal tlaninduzida no secundario.
As equacgbes de malha dos circuitos primario e secundario séo:
V=1,Z,+V,
e [9.3]
0=1Zs-Vs,

ondeV, e Vg séo as voltagens nos enrolamentos primario e secundario, respectivamente. Note que a
voltagem entre os terminais do enrolamento secundario ndo coincide, em geréoom a

Zp
V(1) /D 1A § A I's z
4 S

Figura 9.4 Correntes de malha nos circuitos primario e secundario.

9.2 Transformador ideal

Um transformador ideal tem acoplamento de 10k % 1) e ndo tem perdas 6hmicas. O fato de ndo
termos perdas implica que (a) as voltagens no transformador s&o determinadas por:

V, = jwlpl gt joMI

Vs =—joLd sFjMI
e que (b) toda a poténcia entregue ao primario é transferida para o secundario:
[Volp| = Melsl.

Das equacdes acima temos entdo Cill,lgl p|= JL p/LS e, como a indutancia é proporcional ao
quadrado do namero de voltas do enrolamento, obtemos finalmente que

/1 =N/Ng e MYV I=N/IN ., [9.4]

ondeNp e N, séo, respectivamente, os nimeros de voltas dos enrolamentos primario e secundario. Este

resultado pode ser obtido alternativamente utilizando o fato de que se ndo ha perdas de acoplamento, o
fluxo magnético gerado pelo primério é concatenado integralmente pelo circuito secundario.
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9.3 Alguns Tipos de Transformadores

SeN, < Ng temos que a voltagem no secundario € maior que no primario e dizemos que temos um
transformador de altde seN, << N, temos um transformador de alta tensao)Nge Ny temos um
transformador de baixaque utilizam virtualmente todos os aparelhos para transformar os 110 volts de

linha em tensdes compativeis com os componentes eletronicos. Um transformador ideal pode ser ligado
ao contrario, invertendo os papéis de primario e secundario e, portanto, os adjdinina elalta.

Note-se que um transformador de baixa € um amplificador de corrente. Antigamente os aparelhos de
som eram a valvulas (que operam como amplificadores de voltagem, mas fornecem baixas correntes). As
caixas de som sao tipicamente d@ & exigem muita corrente. Por exemplo, um aparelho estéreo de 50
watts por canal implica em 2.5 ampéres. Os aparelhos de som a valvulas utilizavam um transformador de
saida para alimentar cada caixa com a corrente necessaria. (Os aparelhos de som modernos tém
transistores de saida, que operam como amplificadores de corrente podendo gerar correntes de dezenas de
ampéres, e sdo mais baratos e compactos que os transformadores).

SeN, = N; as voltagens primaria e secundaria sédo iguais e temasansformador de isolamento
Os transformadores de isolamento s&o utilizados quando se deseja aterrar um ponto do circuito sem
alterar a tenséo de linha (€ perigosissimo e rigorosamente proibido aterrar um dos pontos da tomada). Em
guase todo transformador os enrolamentos estdo isolados eletricamente, o que permite que um dos pontos
do secundério possa ser aterrado com seguranga.

Porém, cuidado!, nem todos os transformadores tem os enrolamentos isolados. Alguns
transformadores tem um Unico enrolamerdatdtransformadorgscom derivacdes para conectar 0s
circuitos primério e secundario.

Dois exemplos comuns de autotransformadores S&wiac (Que fornece voltagem de saida variavel)

e abobina de ignicadtambém chamadaobina de Rugowskdos motores a exploséo (ex., automoveis).
Estes estéo ilustrados na Figura 9.5.

A

Platinado

Vo —N—
12v

Vela de igni¢édo

Vs (variavel)

»
o o = =

Variac Bobina de igni¢céo

Figura 9.5. Exemplos dmutotransformadores/ariac e Bobina de RugowskBobina de igni¢éo de carros).

s

A bobina de ignicdo é interessante pois ilustra um conceito diferente de funcionamento de um
transformador (vide Figura 9.5): normalmente o platinado esta fechado, deixando passar uma corrente
continua pelo priméridp. Esta corrente cria um campo magnético constante e ndo ha, portanto, voltagem

induzida no secundario. Neste periodo a bobina funciona apenas como um armazenador de energia

magnética. Quando o platinado abre (nos carros o platinado é acionadotgrelaquela peca que gira

dentro do distribuidor), a corrente no primario cai a zero bruscamente e se indudenuha alta

voltagem (tipicamente 30 kV) no secundario. O campo elétrico produzido na vela de ignicdo é maior que

a ruptura dielétrica do ar na camara de exploséo e se gera uma faisca com uma energia praticamente igual
a energia magnética armazenada previamente na bobina. Nos carros modernos a ignigéo é eletrénica (ndo
tem platinado, utiliza-se um transistor para fazer o chaveamento) e a energia para a faisca é armazenada
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na forma de campo elétrico em um capacitor. A Figura 9.6 mostra um esquema possivel de ignicao
eletrbnica. Vocé pode explicar como funciona?

—

-V Vela de ignicao

12V

2
1<

— /
T Chave a transistore

Figura 9.6. Esquema da ignicao eletronica.

9.4 Impedancia refletida
A impedancia vista desde o primario, também charimagdadancia refletidaé dada por

Z' =Vp/lp = Vp/V(IdIp)(Vel9 = NyN9? Z, [9.5]

0 que mostra outra fungédo do transformador ctvamsformador de impedancia®s transformadores de
impedancias sao utilizados para casar impedancias em linhas de transmisséo (evitando assim reflexdes) e
nos casos que se deseja maxima transferéncia de poténcia de um circuito a outro. Um exemplo de
transformador cassador de impedancias € o utilizado para acoplar as antenas de TV, onde o sinal vem por
um cabo de 30@ (no caso de fios paralelos) aos aparelhos de video, que utilizam cabos coaxiais de 75
Q.

9.5 Transformador real

Com o secundario em circuito aberiy € o) a corrente no secundario é zetpX 0). Em um

transformador ideal a corrente no primério € também zero. Em um transformador real, porém, hd uma
corrente de magnetizagdo no material do nacleo e h& perdas 6hmicas por correntes de Foucault.

Analisemos primeiro o efeito da corrente de magnetizagéo, sem considerar perdas 6himica8, Se
a corrente no primario é a corrente de magnetizdgéo|l;, e as voltagens no secundario e primario
valem, respectivamente,

VS:ijwMImeVp:ijplm. [9.6]

Podemos estimar a corrente de magnetizacdo usando a exprebsgaceum solendide de sec¢édo
retaA e comprimentd: L = uN2A/l. Um transformador de= 2.5 cmA = 2 cn?, Np = 500 e material do
nacleo conmu = 1000y, tem uma indutancia do enrolamento primario de, aproximadamgntel,oo&

4mx107 x 50F x (2x104)/(2.5x102) = 2.5 H. Quando ligado erhl0 volts e 60 Hz, a corrente de
magnetizacdo é de uns 120 mA.
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Notemos que a corrente de magnetizacdo estd 90° fora de fase em relacdo a voltagem e, portanto, ndo
dissipa poténcia. Se tocarmos um transformador ligado na tomada, com o secundario em aberto,
perceberemos, porém, que o transformador esquenta.

Isto é devido a trés fatores: (1) ao aquecimento do fio do enrolamento, que tem uma resistividade ndo
nula; (2) as correntes de Foucault (o material do ndcleo também tem uma resistividade ndo nula) e (3) a
histerese da magnetizacao. Os dois Ultimos efeitos aquecem o nucleo.

Podemos representar a perda dhmica como uma resisténcia equivalert® rﬁ,érim;erna ao

transformador, que leva em consideragdo a resisténcia do fio do enrolamento primario. Assim,
escrevemos

Vp=(rp+ joLp)lm (s=0)

e a poténcia média dissipada vale

r
P=V,lcosp=V|——FP
p'm p'm
Vg + (0L p)?

Geralmenterp << wLp e temos
P DVp Imrp/(oLp.

Vemos que quanto maiorad.,, menor sera a perda dhmica. Para uma dada frequéncia, a forma de

diminuir as perdas é aumentar o valor da induténcia. Esta € a razdo pela qual os transformadores tem
muitas voltas nos seus enrolamentos. Isto explica também porque os transformadores das fontes de
poténcia s&do volumosos.

As fontes de poténcia modernas (como as utilizadas nos microcomputadores), chamadas
chaveadastem transformadores relativamente pequenos. O truque € que primeiro transformam os 60 Hz
da linha em uma frequéncia de 10 kHz ou mais (utilizando para isto um circuito de chaveamento... dai o
nome de fonte chaveada) e o transformador agora trabalha em alta frequéndig,rmui@ser pequeno

mantendo o produtal, grande.

Em frequéncias muito altas (VHF, UHF, radio-frequéncias, etc.), a resisténcia do fio dos
enrolamentos aumenta (efeito pelicular) e a indutancia diminui pois a permeabilidade magnética diminui.
Porém, as perdas no nucleo diminuem pois o campo magnético € menor e ndo ha histerese. O efeito
global é que em frequéncias muito altas as perdas diminuem. Por exemplo, um material de Ferro pode ter
i = 1000 | a baixa frequéncia e, para uma frequéncia de 60 MHz, o mesmo material tegn pu=sgja,

mil vezes menor que a 60 Hz (de fato, a 60 MHz tanto faz um nudcleo de ferro como de ar). Porém, a
frequéncia é um milhdo de vezes maior e 0 prodiq;pé mil vezes maior a 60 MHz. Os transformadores

de frequéncia muito alta sdo relativamente pequenos.

2 para uma descricdo mais acurada, a perda em cada enrolamento deve ser representada por uma resisténcia série
(perda 6hmica no fio) e uma resisténcia em paralelo (perda por correntes de Foucault e por histerese).
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10. Linhas de Transmissad

Até agora neste curso temos estudado circuitos a baixas frequéncias, onde seus componentes
(resistores, indutores e capacitores) estdo concentrados em determinados pontos. Os condutores que
conectam esses elementos séo ideais (sem impedancias parasitas) e ndo ha qualquer diferenga de potencial
entre dois pontos de um mesmo condutor. Em altas frequéncias os circuitos devem ser analisados como
circuitos deparametros distribuidgsem contraste com os circuitos de baixa frequéncia, também
chamados circuitos dparédmetros concentrados ou discreté®ara entender esta diferenga devemos
considerar primeiro o fato que os sinais elétricos se propagam de um ponto a outro de um circuito a
velocidade da luz. Um sinal elétrico a uma frequéncia (angwltgin associado a ele um comprimento
de onda\ = 2rc/w, ondec é a velocidade da luz no meio. Se as dimensoes fisicas do circuito sdo maiores
ou comparaveis a, entdo o potencial instantdneo em dois pontos de um mesmo condutor podem ser
diferentes.

Para sinais de 60 Hz o comprimento de onda é de aproximadamente 5000 km; portanto todos os
pontos da fiacdo da rede de energia elétrica de uma cidade estdo instantaneamente ao mesmo potencial.
Por outro lado, para um computador operando a 300 MHz, termo& m; neste caso a diferenca de
potencial entre dois pontos de um mesmo fio é apreciavel se a distancia entre eles for de apenas alguns
centimetros.

Nos casos em que a frequéncia é suficientemente alta, de modo que os efeitos de propagacdo sejam
relevantes, as impedancias dos circuitos devem ser vistas como de parametros distribuidos. Por exemplo,
suponhamos um resistor de€3feito com um arame de comprimento total de 30 cm; se a frequéncia for
de 1 GHz § = 10 cm) um sinal que chega em um determinado instante de tempo ao inicio do arame, nao
vera o fim do fio- e “ndo saberd” que a resisténcia total do arame &de 8té que ndo chegue ao fim.

Em rigor, as impedancias estdo sempre espacialmente distribuidas e é uma questdo da frequéncia ser
suficientemente elevada para que este fato venha a tona.

Nas redes de computadores mais comuns (Ethernet) a taxa de bits é de 10 Mb/&.oGadaibit
nessa taxa € um pulso elétrico de 100 ns que ocupa aproximadamente 25 metros de cabo. A rede inteira
pode ter 100 m (cabo coaxial “fino”) ou até 500 m (cabo “grosso”). Claramente, nestas redes os efeitos de
propagacao séo relevantes.

10.1 Impedancia caracteristica

Os cabos que ligam os computadores de uma rede local e os que ligam a antena de TV ao televisor
sao exemplos denhas de transmissa®@ualquer par de condutores utilizado para transportar corrente de
alta frequéncia é uma linha de transmissdo. Devido aos parametros distribuidos (principalmente a
indutadncia e a capacitancia por unidade de comprimento), existe uma relacdo entre a voltagem e a
corrente de um sinal elétrico viajando na linVia;, Zol, ondeZ, € chamadampedancia caracteristicda
linha.

O cabo coaxial mais utilizado em laboratério é o cabo RG-58U, que temimpmancia
caracteristicade 50Q. Isto significa o seguinte: A impedancia em alta frequéncia vista desde qualquer
ponto da linha (isto é, o quociente entre a voltagem e corrente viajando em uma mesma direcdo) é, por
definicdo, ampedancia caracteristicajue denotamos COHj.

2L 0 autor agradece a colaboracdo de Guilherme Rios (aluno de Engenharia de Computagcdo, Unicamp, turma de
1997) na elaboracao deste capitulo.

22 A redes locais estdo evoluindo rapidamente. No novo p&@rstoEtherneta taxa de bits € de 100 Mb/s. Para
taxas mais elevadas, como no padsigabit Etherne{1.25 Gb/s), é necessario utilizar fibras épticas.
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Vamos relacionakZ, com os parametros distribuidos da linha. Para isto vamos supor que a linha nédo
tem resisténcia distribuida, apenas indutancia e capacitancia. Cada comprimento infirdsedamaina
linha de transmissdo tém associado a ele uma capacitancia e uma indutancia (Figura 10.1). A impedancia
série desse comprimento é

dZ, = joldx, [10.1]

ondeL é a induténcia por unidade de comprimentoaefrequéncia (angular). A admitancia em paralelo é
devida a capacitancia e pode ser escrita como

dY, = jwCdx [10.2]

ondeC € a capacidade da linha por unidade de comprimento.

Figura 10.1. Linha de transmisséo formada por indutores e capacitores uniformemente distribuidos ao longo
do comprimento da linha.

Podemos calculaZ, com ajuda do circuito equivalente da Figura 10.2. Nessa figura substituimos a
linha menos um elemento de comprimento infinitesichalpela sua impedéancia equivaleni®, A
impedéancia vista quando incluimos o elemehté novament&,. Temos portanto que

Zo=dZ + @AY, + 1/Zy) ", [10.3]
cuja solucéo é
ZO:%(dZSi\/ (dz)?+4 dzy/ de). [10.4]
Z,
o——— e
: Yoo
% v By
) DU E—

Figura 10.2. Circuito equivalente para o célculo da impedancia de uma linha de transfniesgoséao,
respectivamente, a impedancia série e admitancia paralela de um elemento da linha de comprimento
infinitesimal dx.

Substituindo as egs. 10.1 e 10.2 na eqg. 10.4 e fazkndo 0 obtemos, no limite,
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A
Zy= ,d_\ﬁ)_\g' [10.5]

Note que, na aproximacao de linha sem perdas, a impedancia caracteristica ndo depende da frequéncia.
Se incluirmos resisténcias série e paralelo para levar em consideragdo a atenuac¢ao de sinais ao longo da
linha (vide secéo 10.5), veremos que a impedancia caracteristica depende ligeiramente da frequéncia.

10.2 Impedancia Caracteristica de um Cabo Coaxial

O exemplo tipico de linha de transmissdo é um cabo coaxial (Figura 10.3). A capacitancia e
indutancia por unidade de comprimento sdo dadas por

C = 2re/In(b/a) [10.6]
e
L = (/2 In(b/a). [10.7]
Substituindo em (10.5) obtemos
Zo= (Ho/2TE) In(b/a). [10.8]

b

Figura 10.3. Cabo coaxial. O condutor central (diametéorodeado por um isolante de constante dielétrica
€ e didmetrd. Sobre o dielétrico tem um segundo condutor de blindagem de espessura fina (geralmente uma
malha) e, sobre este, uma camada plastica isolante para protecao.

No caso do cabo RG-58U as dimensdes do fio condutor interno e da malha s&o, respectavamente,
0.9 mm eb = 2.9 mm; o isolante € polietileno, com constante dielétric®.1, e, substituindo em (10.6-
10.8) obtemod. = 250 nH/m,C = 100 pF/m eZ, = 50 Q. O cabo RG-58 & o mais utilizado em
instrumentac&o e redes de computaddres.

Exercicio 10.1: O cabo coaxial RG-59U (utilizado em TV a cabo) € idéntico ao RG-58U exceto pelo diametro da malha externa,
b =4.5 mm. Determink, C e Z,.

10.3 Coeficiente de Reflexdao

As reflexdes em linhas de transmissao de dados digitais produzem pulsos espurios que causam erros
nas redes de computadores. Para evitar reflexdes deve-se colocar um resistor de impedanda igual a

% Embora o cabo RG-58 pode ser utilizado em rédlesrnet ele ndo é recomendado. Os cabos coaxiais d& 50
especiais pargthernetpossuem blindagem dupla e capa plastica com baixa produgdo de fumo durante um incéndio.
Geralmente o dielétrico é de polietileno celukes(= 1.64) e a capacitancia é de 82 a 86 pF/m. O Edernet

fino, com atenuacéo de 4.6 dB/100m @ 10 MHz, é usado para distancias de até 100nktfeoadtogrossocom

1.7 dB/100m @ 10 MHz, pode ser usado até 500 m.
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Neste caso a linha se diz “terminada”. Nesta se¢cdo vamos analisar o caso geral de uma linha terminada
com uma impedancia de valor arbitradig Quando um sinal elétrico atinge o fim de uma linha de
transmissédo ele pode se refletir. A reflexdo de um sinal elétrico depende da impedancia engpntrada,

|+

|
y

a % y

Figura 10.4. Linha de transmisséo terminada em uma imped&neiginais elétricos viajando em direcdes
opostas.

Consideremos entdo o caso em que enviamos um sinal na direcAp6s um tempo teremos
também um sinal viajando na direc&oEm geral, em qualquer ponto da linha, temos que a voltagem e a
corrente sao dadas pela soma algébrica de duas ondas viajando em dire¢c6es opostas:

V=V +V el=1"-1", [10.9]

Onde os supraindices + e — indicam sinais elétricos viajando nas dirgghes tespectivamente. A
raz&o entre as amplitudes destes dois sinais detioefwiente de reflex&do

p=V /V" [10.10]
Da propria definicdo de impedancia caracteristica temos que
Zy=N*11"=Vv" 11" [10.11]

De modo que o coeficiente de reflexdo pode ser escrito alternativamentg@ eoimpl *, ja que

No fim de uma linha terminada com uma impeda#gjaemos

V.V AV, 1%p [10.12]

Z:_
Tt o 1-p

Resolvendo a eq. 10.12 pgrabtemos

_4 4
p= Z, + 2, . [10.13]

Podemos ver da eqg. 10.13 que, para uma linha terminada em um curto drcai® (emop = -1.
Isto pode ser entendido se pensamos que o0 sinal passa do “fio vivo” para o “neutro” e retorna,
efetivamente invertendo-se. No caso de circuito abgste (o) temosp = 1: o sinal volta pelo mesmo
fio, sem inversdo. Quandt = Z, temosp = 0, ou seja, ndo hé sinal refletido. Neste caso a linha se diz
“terminada”. Podemos pensar que quagfe Z,, a impedanci@s se comporta como uma “continuagéo”
da linha; ou seja, é equivalente a terminar a linha com outra linha idéntica e de comprimento infinito.
Neste caso tudo acontece como se o sinal nunca encontrasse o fim da linha de transmisséo.
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10.4 Propagacao de ondas em linhas de transmissao

E instrutivo mostrar que tanto a corrente como a voltagem que se propagam em uma linha satisfazem
uma equacao de ondas. Consideremos uma linha alimentada por um gerador de fregdératagem
(complexa) no pontx da linha tera a forma/(x)é‘*‘. Podemos construir a equacao p¥(g do

seguinte modo: no elemento diferenaixl (Figura 10.1), a queda de voltagem no indutqroédxl,
portanto, escrevendo a voltagememdx comoV(x + dX) = V(x) + dV, temos quelV = —jwlLdxl ou

?j_v = —jodl [10.14]
X

A corrente que passa pelo capacitolV é @V)jwCdx= VjwCdx portantodl = -VjwCdxou

% = —juCV . [10.15]
X

Derivando a (10.14) em relacda aovamente e usando a (10.15) obtemos

2
aV L wev=o. [10.16]
dx?

A correntel(x) também satisfaz a eq. 10.16. Esta equacdo mostra diretamekteigjgecomo uma
onda. A solugéo geral de 10.16 é uma superposi¢ado de duas ondas contrapropagantes, da forma

V(x, 1) = V@) 4\ dlet+k) [10.17]
onde
k=wn/LC [10.18]

é a assim chamadanstante de propagacaA velocidade de propagacéo €

v=w/k=1/+/LC . [10.19]

No caso do cabo coaxial, substituindo as egs. 10.6 e 10.7 em 10.18, obtemesldyep, =c/ n,
ondec € a velocidade da luz no vacume \/e/ g, € o indice de refracéo do isolante.

E interessante notar que a velocidade de propagacdo é independente da frequéncia (uma linha de
transmissdo com esta propriedade se denolinha ndo dispersivg’. Dado que um pulso é uma
superposicdo de ondas de diferentes frequéncias (transformada de Fourier), concluimos que, em linhas
nao dispersivas, 0s pulsos elétricos se propagam sem deformacao.

10.5 Atenuacao

No caso de linhas muito compridas ou frequéncias muito elevadas, a atenuagéo da linha deve ser
considerada. Se a linha tém uma resisténcia isérieondutancig por unidade de comprimento, entdo a
impedancia série e a admiténcia paralela de um elemento de linha de comptis@atodadas por

4 Em rigor, o indice de refracdo depende da frequéncia. Mesmo assim, o conceito de linha n&o dispersiva ndo é uma
utopia ja que, na pratica, a variacao do indice de refracdo dos dielétricos utilizados em linhas de transmisséo, na
faixa de frequéncias necessaria para descrever pulsos elétricos de duracao razoavel, é desprezivel.
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dZs = (r +jol)dx [10.20]

dY, =(g+ PO dx [10.21]

Neste caso, seguindo o mesmo argumento que nos levou a deduzir a eq. 10.5, obtemos que a
impedancia caracteristica € complexa e depende da frequéncia segundo

r+job

Por outro lado, seguindo o mesmo argumento da secdo 10.4, obtemos uma constante de propagacéo
complexa

k =/w?LC- rg— jo(Lg+ rC), [10.23]
gue pode ser escrita na forma
k=K -ja/2. [10.24]

Em contraste com o caso sem perdas, a parte rkald@eé mais proporcional a frequéncia e, portanto,

a linha se torna dispersiva; ou seja, a velocidade de propagacao depende da frequéncia. Em consequéncia,
0s pulsos se deformam ao se propagarem na linha.

Da eg. 10.24 vemos gque a amplitude de um onda viajando na direcao exponencialmente com a
distancia devido ao fat@ . A poténcia transportada, sendo proporcional ao quadrado da amplitude da
onda, cai come ™. O coeficienten é chamadaoeficiente de atenuacZ®geralmente é expresso em
unidades de decibéis por cada 100 m de cajae/{oom = aim? 10° loge O 434 agm?). *° Valores tipicos
paraf = 10 MHz s&o de 1 a 10 dB/100m.

Fazendo << wlL eg << wC obtemos, para o coeficiente de atenuacéo,
o Or/Zy+9Z,, [10.25]

ondeZ, é a impedancia caracteristica sem perdas (eq. 10.5).

Na maioria dos casos de interesse pratico a condutgrpdme ser desprezada. O coeficiente de
atenuacgao é entdo

a Or/Ze. [10.26]

A eg. 10.26 indica que ha vantagem em utilizar linhas com impedéancia caracteristica grande, mas isto
implica quase sempre em cabos mais grossos.

A resisténcia série aumenta aproximadamente em forma proporcional a raiz quadrada da frequéncia
devido ao efeito pelicular (se¢éo 6.1.1), o que limita grandemente o uso de linhas de transmisséo elétrica
para comunicagdo em altas taxas. Se um cabo de um determinado comprimento atenua 3 dB (50 %) a 1
MHz, entdo a 100 MHz a atenuacdo serd aproximadamente 10 vezes maior, ou de 13 dB. Com outras
palavras, 13 dB de perda significa que apenas 5 % da poténcia injetada é transmitida ao fim do cabo.

% E comum em engenharia elétrica expressar o coeficiente de atepasgaovoltagema/2, em neppers/metro
(Np/m).
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Cabos coaxiais e cabos de par trangado especiais podem ser utilizados até umas poucas centenas de
Mb/s em distdncias menores que 100 m. Para taxas de dados mais altas e/ou distancias mais longas, a
fibra Optica € a unica tecnologia disponivel.

A atenuacgdo de uma fibra éptica de comunicacéo de dados € menor que- ou da ordem de 1 dB/km, e
ndo depende da taxa. A capacidade de transmissdo das fibras Opticas €é limitada por disperséo, nao por
atenuacgdo. Nas redes locais de computadores (como a do Campus da Unicamp) se utilizam fibras Opticas
chamadagnultimodq que permitem taxas de uns poucos Gb/s (Giga-bit/segundo) para distancias da
ordem de 1 km. Ja em telecomunica¢des de longa distancia se utilizam fibras cmaommasdponde
as perdas sdo menores que 0.5 dB/km e possuem pouca dispersao, permitindo teoricamente enlaces de
mais de 100 km a taxas de dezenas de Tb/s (Tera-bit/s). O aproveitamento da imensa largura de banda
fornecida pelas fibra Opticas é atualmente (1998) motivo de intensas pesquisas em Fisica e Engenharia.






APENDICES

A. A Formula de Euler

A formula de Euler
e = cosx+ | sinx
pode ser demonstrada facilmente considerando a fungao
f(x) =cosx+ j sinx.

A derivada dé é

%:—sinx+j009(=j(j sik+ cog ¥ jf X )
X

e portanto
ﬂ = Jf
dx
ou
dr = jdx.
f

Esta equacéo pode ser integrada facilmente e obtemos
In[f(x)] —In[ f(O] = jx.
Mas de (A.2) é(0) = 1 e, como In(1) = 0, temos
In[f(x)] = jxO (3 =€*,

0 que prova a formula de Euler.

(A.1)

(A.2)

(A.3)

Como para qualquer nimero complexiemosz + z* = 2 Re{z} e z — z* = 3Im{ 2, aplicando estas

identidades a = f(x) temos as formulas

ejx + e_ jX
COSX=———

(A.4)

(A.5)
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Note que na deducdo ndo falamos nada sobeg real ou ndo. Portanto, as férmulas A.1, A4 e A5
séo validas também paxaomplexo. Em particular, se escrevemesju, entdo obtemos

—U+U

cosju = — = coshu (A.10)

—U ]

sinju= % = j sinhu. (A.11)



B. Série e Transformada de Fourier

Uma funcdo periddica com um numero finito de descontinuidades no interf&d/@) pode ser
representada como uma série de Fourier

v(t)=1ay+ i a, cos@nf,t)+ b, sinernf,t) (B.1)
n=1

ondef,=nf=n/T e

T/2
a, = %J_lev(t) cos@rt,t )t

T/2 (8-2)
b, = %J_lev(t) cosQ, t Xt

Obviamente, o valor médio da fung¢éo (ou pddee
Vdec = aO/2

e a parte alternada é
Vac(t) = z apcos@t )+ by sinfnt )
n=1

ondew, = 2rt,.

Se a funcéo é impav(t) = -v(-t)] entdo os coeficientes se anulam e a série vira uma série de senos.
Se a fungéo é pav(t) = v(-t)] entdo os coeficientds, se anulam e temos uma série de cosenos. A parte
ac de algumas funcdes pode ser par ou impar dependendo da escolha da origem dos tempos. As ondas
triangular e quadrada sédo exemplos deste tipo de fungdes.

No caso geral (mesmo se a patada fungdo ndo é impar nem par) ainda podemos represétar
como uma série de cosenos defasados:

[ee]

v(t)=vp+ z Vv, cos@pt + @, ) (B.3)
n=1

onde o termo com frequéncia zer@gé& vyc €, paran=1, 2, ...,

Vn =Jan + by (B.4)

¢, =tan' (o, /a,)

Esta forma (B.3) de representar a série de Fourier tem a vantagem de que as amplitddes
dependem da origem dos tempos. O conjunto dos coeficieﬁntmo funcdo dé, n =10, 1, 2..) é
chamadaespectro de poténciaiscreto)da fungao.

Ainda outra forma de representar a série de Fourier € através de coeficientes e exponenciais
complexas
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vit)= § c e/t (B.5)
2
onde
T/2 .
c, =+ _lev(t)e Jent (g, (B.6)

O conjunto de coeficientes como fungéo dev, é oespectro (discretodla funcaov. O espectro de
uma funcao real é, em geral, complexo, mas é redt)séreal e par.

Note que a série B.5 inclui termos com “frequéncias negativag’s — wn. Para uma fungauo(t)
real, temosc_,, = C.,

Co = Vo =Vdc (B.7)

c,=1v, e, (B.8)

O andlise espectral é tal vez a ferramenta de andlise de fungcBes mais poderosa que existe. A maioria
dos grandes avancos cientificos dos ultimos dois séculos foram devidos as véarias formas de
espectroscopia experimental.

Relacionar fungbes do tempo aos espectros correspondentes era antigamente uma tarefa ardua e
demorada mas se transformou em uma tarefa simples e corriqueira com a ajuda dos computadores. Os
programas de calculo cientifico para computadores incluem sempre um algoritmo muito eficiente de
calculo do espectro discreto de uma funcdo qualquer, chamad&&stFurier Transform

Um instrumento muito Gtil em laboratorio de eletronicaAnalisador de Espectroparecido a um
osciloscépio mas que mostra na tela diretamente o espectro do sinal de entrada. Atualmente a maioria dos
osciloscépios digitais sdo também analisadores de espectro, ja que estes possuem um computador interno
gue utilizam rotinas de FFT para calcular rapidamente o espectro discreto do sinal de entrada.

E interessante mostrar para o aluno como é o espectro de duas funcbes particulares: uma fungio
constante e uma co-sendide pura. No caso de uma funcéo constante,

V(t) = Ve
temos
Ch = VdcOno, (B.9)

onded,m € a assim chamadielta de Kroenechedefinida como
Om=0senZm, e

Onn = 1.

Ou seja, 0 espectro discreto de uma constante é uma delta de Kroenecher na frequémei@xero (
No caso de uma funcéo coseno,

v(t) = Vo cos(ut),



Ch = 3Vo(Bng +8n-1)- (B.10)

Ou seja, o espectro discreto de uma fungdo coseno puro tem duas deltas de Kroenechen (malgm
e outra entw (n =-1).

O interessante destes espectros contendo deltas de Kroenecher é que eles facilitam o entendimento de
uma das fun¢des mais Uteis em fisica e engenhat@ltaade Dirag discutida no Apéndice C.

As séries de Fourier ndo fazem sentido para fun¢des ndo periddicas. Fungdes ndo periddicas podem
ser representadas no dominio da frequéncia atravégedeal de Fourier

v(t) = 2—1nf V(w)el™ do (B.11)
ondeV(w) é aTransformada de Fouriedev(t), definida como
V(w) = f v(t)e 4 dt, (B.12)

A funcdoV(w) é oespectro continue M(w)* é oespectro de poténcida funcaor(t). A funciov(t) é
a Transformada de Fourier Inversau Antitransformadade V(w). Um espectrémetro éptico mede o
espectro de poténcia de uma fonte de luz.

Note que a transformada de Fourier se define para frequéncias positivas e negati{ths al,
entéo

V(-w) = VHw), (sev(t) é real)

onde * indica o complexo conjugado.

Obviamente, a transformada de Fourier faz sentido se a integral B.12 existe. Nao vamos discutir aqui
as condigBes matematicas de sua existéhBlara algumas fungdes simples, tais como uma constante ou
um coseno, a integral C.2 parece ndo existir.

Por exemplo, se(t) = const. =vq4, a B.12 parece ndo existir. Porém, olhando para a B(@)] deve
ser tal que se anula para tadexceto enw = 0 e que a sua integral deve valev@ Esta “funcdo” é

V() = 21V S(w) (B.13)

onded(w), que “definimos” (veja o Apéndice C para uma defini¢cdo rigorosa) como
— 1 (® jut
3(w) = ﬁj_me dt, (B.14)

€ a assim chamadtelta de Dirac A eq. B.13 € o analogo continuo do resultado (B.9) para o espectro
discreto.

Do mesmo modo, a transformada de Fouriev(e= V, cos(ut) parece ndo existir. Mas se notamos
que cos@t F €9F + €19 )p, entdo

% 3.B. Arfken and H.J. Webelathematical Methods for Physicist ed., Academic Press, San diego, 1995.
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V(w) =1V [&(w=wg) + X w+wg)] - (B.15)

Ou seja, 0 espectro de um coseno puro com frequépciantém uma delta em = wy, e outra enw =

—-wy. Isto se deve a que a transformada de Fourier é definida para frequéncias positivas e negativas.
Comparando a (B.15) com a (B.10), vemos que a delta de Dirac é de certo modo anéloga a delta de
Kroenecher no caso discreto.

A antitransformada de uma func¢éo espectral constante € proporcional a delta de Dirac no dominio do
tempo:

8(t) =L J:oej“ o . (B.16)

Em teoria de circuitos elétricos e, em geral, de sistemas lineares, € importante conhecer a resposta a
um “impulso” ouresposta impulsiveou seja, a resposta de um circuito ou sistema linear a uma excitagéo
na forma de um pulso muito curto, idealmente representado como uma delta de Dirac no tempo:

v(t) = A3(1), (B.17)

ondeA é a “area do pulso” de excitagdo. As vezes a delta de Dirac como funcdo do tempo é chamada
também “funcado impulsiva”. A transformada de Fourier do pulso BM(@)g= A. Ou seja, 0 espectro da
delta € uma constante: O espectro de um pulso muito curto contém todas as componentes de Fourier.

A antitransformada de Fourier de um produto de fungdes de
H(w) = F(w)G(w), (B.18)

ondeF(w) e G(w) sao, respectivamente, a transformada de Fouriit) éxg(t), € dada por
h(t)y=[" f(t)g(t-t)dt. (B.19)

Esta integral se conhece como produto de convolucdicede O contrario também € verdade: se uma
funcéoh(t) € o produto de convolugdo i comg(t), entdo vale a B.18. Este resultado se conhece como
Teorema da Convolucdou Teorema déd-altung (que ndo € o nome de nenhum matematico famoso; é
apenas uma palavra do aleméao, que significa “dobra”).

Este teorema tem muitas aplicagdes. Em particular, a lei de Ohm generalizada para uma impedancia
Z(w) tem a formaV (w) = Z(w) I(w) e, portanto,

vy =0 Zt)it-t)dt, V(w) = Z(w) (w) (B.20)

ondez(t) é a antitransformada da impedancia. A B.20 nos da a voltagem sobre Z para umairrente
arbitraria (ndo necessariamente senoidal).

Outro exemplo é a determinagdo da voltagem de saida de um filtro elétrico com funcdo de
transferéncid(w) para um sinal de entrada arbitrari¢t): dado queVg(w) = H(w)V(w), temos que

vs() = [ vet)h(t-t)dt ,

ondeh(t) é a antitransformada ¢ w).



C. Funcao delta de Dirac

A funcdodelta de Dira¢d(x) é definida em termos de suas propriedades:

o(x) =0, (x#0), (C.2)

[3(x) f(x)dx="1(0). (C.2)

ondef(x) é qualquer fungdo bem comportada e a integral inclui a origem.

Como caso especial de C.2,
[a(x)dx=1. (C.3)

Note que nado definimos o valor da deltayem0 mas apenas o qo&) faz dentro de uma integral.
No sentido matematicamente estrito da palavra, a delta de Dirac ndo é realmefutecéo@orque nao
esta definido o seu valor numérico &m 0. Nao é correto dized(0) = «”, j& que € um infinito muito
especial: é tal que a C.2 deve valer.

A delta de Dirac é utilizada para expressar matematicamente uma excitagdo impulsiva, tal como a
forca de uma raquetada sobre uma bola de ténis, uma fonte pontual de luz, ou a densidade de carga de
uma particula pontual. A forca de uma raquetada aplicada no instadte€F(t) = &(t)Ap, ondeAp é a
variacdo de quantidade movimento da bola de ténis, e a densidade de carga de um elétron na posicao
(vetor)r = 0 ép(r) = —ed(r) = —ed(x)d(y)d(2).

Como funcéo do tempo, a delta de Dirac € muito conveniente para descrever a resposta de um sistema
a interacdes que acontecem em uma escala de tempo grande comparada com a duracdo da interacdo. Por
exemplo, em uma tacada numa bola de bilhar ou uma raquetada em uma bola ténis, a for¢ca pode ser
representada como uma delta de Dirac ja que geralmente estamos interessados nos efeitos dessa forga
apos a interagdo. Se olharmos a interagdo em camara lenta veremos deformagdes tanto na bola como no
taco de bilhar ou na raquete, responsaveis pela transferéncia de momento e energia, e constataremos que
em nenhum instante a for¢a € infinita ou descontinua. A delta de Dirac é um artificio muito Gtil para
descrever matematicamente a resposta impulsiva, seja porque ndo estamos interessados nos detalhes da
interacdo ou porque ndo dispomos de instrumentos com a resolucdo temporal necessaria para ver a forma
do pulso.

Do mesmo modo, uma estrela distante pode ser pensada como uma fonte de luz pontual, e
representada como uma delta, mesmo que, na realidade, a estrela em questdo possa ser muito maior que o
nosso Sol.

A delta de Dirac pode ser introduzida rigorosamente como o limite de uma sequéncia de funcdes (os
matematicos chamam uma sucesséo de funcdes comdlistribuicdg. Consideremos por exemplo
pulsos de duragdfyn e amplituden/T:

0 sdt|>T /2n

. =1, 2,... CA4
n/T sefti<T/2n’ © ) c4

On(t) :{

Estes pulsos estdo mostrados na Fig. C-1mpard, 5 e 20. Quandn — o a duracao tende a zero e a

amplitude tende a infinito mantendo a “area” dos pulsos consﬁtéh(t)dt =1.
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Fig. C-1.Pulsos definidos na eq. C.4 paral, 5 e 20. Para muito grande teremos uma representacdo da
delta de Dirac.

A sucessao de fungdégt), d.(t),... “tende” a delta de Dirac, no sentido que, para qualquer fungéo
f(t) bem comportada,

lim jesn(t)f(t)dt: f(0). (C.5)
n— o
No limite, d,(t) se comporta como a delta de Dirac e escrevemos
o(t) = lim d,(t) . (C.6)
n— o

A sequéncia (C.4) ndo é a Unica que se comporta como uma delta no limite. Outras sequéncias de
fungdes que tendem a delta de Dirac sao:

—n2x2

Sp(x) = ﬁ e ; (gaussiana) (C.7)
n .
O,(x) = ——— ., (lorentziana) (C.8)
T(1+ n“x~)
On(X) = % sectfnx; (secante hiperbdlica, sech 1/costx) (C.9)
5,02 = 2% (sinc) (C.10)
TX

.
5, (X) = 2—1nj_nel’“ dt; (C.11)



0 (x<0) : .
On(Xx) = 0™ ( x> 0)’ (exponencial de um lado s6) (C.12)

Ao longo de sua carreira, o/a aluno/a de fisica ou engenharia vera que estas funcdes aparecem em
muitos problemas. A gaussiana (C.7) e a lorentziana (C.8) aparecem por exemplo na espectroscopia
atbmica. A funcao sinc (sinc= sinx/x) aparece na difracdo por uma fenda e no espectro de um pulso
guadrado. A secante hiperbdlica ao quadrado (C.9) é utilizada para representar um pulso curto realista, ja
gue como funcao do tempr € t) é continua e decai exponencialmente dprte|ha boas razbes para
esperar gque isto aconteca no sinal elétrico produzido por um gerador de pulsos realista ou um pulso de luz
emitido por um laser).

E interessante notar que a transformada de Fourier do pulso quadrado (C.4) é proporcional & funcéo
sinc (C.10) e que a transformada da exponencial de um lado sé (C.12) é proporcional a lorentziana (C.9).
Isto ndo é casualidade: se uma sequéncia de funcbes representa a delta, entdo a sequéncia formada pelas
transformadas de Fourier também representa uma delta. A gaussiana e a sech (secante hiperbdlica) ndo
fogem desta regra (a transformada de Fourier de uma gaussiana € uma gaussiana e a de uma sech € uma
sech).

A C.11 é essencialmente a transformada de Fourier de um sinal continuo:
= i ® - ](*I
8(w) =L j_me dt, (C.13)

ou a antitransformada de um espectro constante:

3(t) = 2—1n£°mei“ . (C.14)

Muitas fun¢des descontinuas podem ser representadas como “limite” de uma sequéncia de funcbes
continuas. Um exemplo importante é a funcédo degrau ou funcéo de Heaviside

uy=]0 <O (C.15)
11 set>0’ '

gue pode ser representada como

u(t) = lim u, (1),

Un(t) = [L+tanh(nt)]. (C.16)

A C.17 é empregada na analise de circuitos excitados por um degrau realista, ja que é impossivel no
laboratério gerar uma forma de onda idealmente descontinua. A derivada de

O:j—tr =0 sectnt=5,(1). (C.17)

€ uma representacao da delta de Dirac (veja a C.9) e escrevemos entao

3(t) = % (C.18)
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Ou seja, a derivada da funcao degrau é a delta de Dirac. A Fig. C-2 mostra as sequéncias C.9 e C.17.

a) b)

10 ~
1 —

—_—

U,(X) = 3[1+tanhnx S I
5 (X)—L
08 — n 2cosit nx
7 —
06 — N=20 6 —
5 —
n=20—»
0.4 4 =
3 - N=5
A
0.2 2 —
n=1
1 — \

O ' L
2.0 -1.0 0.0 1.0 2.0 -2.0 -1.0 0.0 1.0 1.0
X X

Fig. C-2. a) Representacdo da funcdo degrau como sucesséo tangentes hiperbdlicas (eq. C.16) e b) da delta de
Dirac como sucesséo de secantes hiperbdlicas ao quadrado (eq. C.17). Para cada woibde 20, a
funcdo em b) é a derivada da funcdo correspondente em a).

Na C.15 nao definimos o valor do degrau de Heavisidé ). Na sucessdo C.16 temos sempre
un(0) = %, razdo pela qual algumas pessoas defii@* 2.

A derivada dadelta de Dira¢d'(x), é definida em termos de suas propriedades:
d'(x) =0, (x#£0), (C.19)
ja'(x) f(x)dx= f(0). (C.20)

ondef(x) é qualquer funcdo bem comportada, continua e derivavel=ef) e a integral inclui a origem.
Como caso particular de C.20,

Jé'(x)dx:O. (C.21)

E interessante ver qual € a antitransformada de Fourier de uma impedancia. No caso de uR) resistor
temosZ(w) =Re

z(t)Ez—lnjj; Z(0)d® do= R( }. (C.22)

No caso de um indutor&w) =jwl e



(1) = 1j jwLel™ do = 1n|_ j el = 15'(1). (C.23)
No caso de um capacitoZéw) =1/juC e
z(t)EZ—ln Lo dy=_L U d’ g ) dt= 1j 31y d=2 (). (C.24)

Nos trés casosR( L e C) temos quez(t) = O parat < 0. Esta € uma propriedade geral de um tipo
importante de sistemas lineares que representam sistemas fisicos: obegeiceipio de causalidade

Na lei de ohm generalizada (eq. B.20) a voltagem no instadgpende em geral da corrent#) em
todos os instantes anteriored,anas ndo pode depender dos valores da corrente em tempos futuros;

portanto, na eq. B.20, deve gért') = 0 para’ >t.



