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“O Universo nao é uma idéia minha.

A minha idéia do Universo é que é uma idéia minha.
A noite nao anoitece pelos meus olhos,

A minha idéia da noite é que anoitece por meus olhos.
Fora de eu pensar e de haver quaisquer pensamentos
A noite anoitece concretamente

E o fulgor das estrelas existe como se tivesse peso.”

Poema de Alberto Caeiro, um dos ‘outros eus’ de Fernando Pessoa.

Introducao

A cosmologia & um ramo da ciéncia preocupado com a descri¢cdo do universo.
Nela, assume-se atualmente que o universo segue o modelo do Big Bang [1]:

“O universo comecou em uma violenta explosdo que ocorreu ha

cerca de 15 bilhGes de anos atras: esta é a hipétese moderna

que tomou o lugar dos mitos cldssicos da Grécia e de Roma, das

antigas China e India. (...) Talvez daqui a mil anos no futuro,

a teoria do Big Bang serd ela mesma vista como um mito do

século vinte.”

Apesar de algumas (poucas) criticas e problemas, o atual status da teoria
do Big Bang pode ser avaliado, por exemplo, pela seguinte citacdo, retirada de
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um livro de divulgacéo cientifica, “As sete maiores descobertas cientificas da
historia™ [2]:
“Este livro identifica as maiores dentre essas descobertas — sete

achados t3o fundamentais que quase todo o resto do que a hu-
manidade conhece da ciéncia se baseia neles:

1. A gravidade e as leis basicas da fisica

2. A estrutura do dtomo

3. O Principio da Relatividade

4. O Big-Bang e a formagdo do universo

5. A evolucao e o Principio da Selecdo Natural
6. A célula e a genética

7. A estrutura da molécula de DNA

Essas sdo as descobertas do que é (...)."

Por qué? O que ha neste modelo do Big Bang que o faz ser o modelo padrédo
da cosmologia? Na verdade, ha 6timas indicaces observacionais a favor do mo-
delo do Big Bang. Tais indicacBes comecaram na década de 1920, quando a
teoria ndo existia de forma organizada, com a descoberta, pelo astronomo Edwin
Hubble, do desvio para o vermelho das galéxias, efeito conhecido hoje pelo nome
genérico de lei de Hubble. Outra observagdo importante para o modelo, a des-
coberta da radiagdo cosmica de fundo, ocorreu na década de 60, feita por Arno
Penzias e Robert Wilson. Mais recentemente, diversas leituras de quantidades (ou
abundancias) de elementos quimicos leves — 2H, 3He, *He, Li — aumentaram a
confianca na teoria por estarem de acordo com os valores por ela preditos [3]:



“Presentemente ha bom acordo entre as abundancias primordiais
preditas de todos esses 4 elementos e suas abundancias obser-
vadas (...). Este é um feito verdadeiramente notdvel, e forte
evidéncia de que o modelo padrao é valido em tempos t3o inici-

ais quanto 1072 sec apds o bang.”

Dada a importancia cientifica e filosofica de se ter um modelo teb6rico da
evolucdo do universo, baseado em idéias matematicas e fisicas bem estabelecidas,
e que condiz com a realidade até onde se pode observa-la, & importante, entdo,
divulga-lo. Esta € a idéia basica deste texto. No entanto, a intencdo aqui nao
é apresentar o0 modelo cosmolbgico padrdo de forma completa ou atraente, mas
apresenta-lo de forma introdutoria, e com certo rigor matematico. Mesmo assim,
esse papel & cumprido muito mais eficientemente do que poderia ser feito aqui em
uma infinidade de textos escritos por diversos autores, com diferentes enfoques e
profundidades. O que ha neste texto & apenas o vislumbre de alguns resultados
gerais que podem ser Gteis numa primeira visdo da cosmologia, como, por exem-
plo, a deducdo de forma simplificada das equagfes que governariam a evolugédo
do universo e a obtengd@o de solugdes simples dessas equacdes.

2 Contracao e expansao

Num sistema em contrag¢do ou expansdo homogénea (i.e., igual em todos os pon-
tos) e isotropica (i.e., igual em todas as dire¢des) pode-se definir o vetor posicao
7, que indica a distancia entre dois pontos quaisquer, como sendo uma fun¢ao do
tempo ¢,

7 (t) = a(t) ror, (1)

onde ro & uma constante, 7 & o vetor unitario (ou seja, o versor) na dire¢do radial,
e a (t) € uma funcdo chamada de fator de escala, que contém a informacao sobre
a dependéncia no tempo do vetor posicdo®. Derivando esta expressdo em relagdo

1Pode-se notar que o vetor posicdo pode ser escrito assim mesmo num sistema que ndo esteja
em contragao ou expansdo, bastando fazer a (¢) uma constante. Deve-se notar ainda que a (¢) €
uma quantidade adimensional.



ao tempo obtem-se que

dr da d

V= — = —rof =a— 2
dt — dt "’ a’ @)
onde & significa a derivada da funcdo « (¢) em relacdo ao tempo. Deste Gltimo re-
sultado pode-se notar que, num sistema em expansao a distancia entre dois pontos
aumenta ou diminui com uma velocidade de aproximacdo ou afastamento dada

pela relacdo linear

v=Hr, 3)
onde H = H (t) = a/a @ uma fungdo que indica o afastamento ou a aproximagédo
entre os pontos?. Na cosmologia, esta relagdo foi verificada pelo astronomo ame-
ricano Edwin Hubble, em 1929, que notou que todas as galaxias estudadas por
ele se afastavam da nossa galéxia, a Via Lactea, com H > 0. Tal descoberta foi
vista como indicacdo de que o universo esta se expandindo de forma homogénea e
isotropica. O valor atual da fungdo H, que se escreve® H,, & hoje conhecida como
constante de Hubble, e a relacdo linear (3), com H, no lugar de H, é conhecida
como lei de Hubble.

O que Hubble observou, na verdade, foi o desvio para o vermelho do com-
primento de onda da luz emitida pelas galaxias. Tal efeito pode ser entendido
lembrando que o comprimento de onda A e a freqtiéncia » de uma emissao lumi-
nosa sdo tais que A\v = ¢, onde ¢ & uma constante, a velocidade da luz, que vale
aproximadamente 300.000 km-s~. Num universo em expans&o um comprimento
de onda A\, que & uma disténcia, é ‘alongado’ de acordo com a relacdo

At) = a(t) Ao, (4)
enguanto uma freqiiéncia v, vai ser ‘comprimida’ de acordo com
Yo
t) = ——. 5
v () = o )

Se dois objetos luminosos idénticos vao se separando devido a expansdo do uni-
verso a luz de um deles, tal como vista pelo outro, vai estar ‘desviada’ para o
vermelho.

2E importante perceber que 1/H tem dimensdo de tempo.
3Em cosmologia & comum usar o indice 0 subscrito a uma quantidade que varia no tempo para

indicar seu valor atual. Assim, se f = f (t), fo & 0 valor atual de f, no tempo atual ¢,.
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Um modo de se quantificar esse desvio consiste em usar o redshift, z, definido

como

)\observado - /\emitido /\observado
- 1. (6)

z

/\emitido /\emitido
Num universo em expansdo nota-se que num tempo ¢; tem-se A\; = a;\o € num
tempo ¢, tem-se Ay = as\g, OU S€ja,

AL A
a2 7
oo (7)
Assim,
o4 1 = Qobservado ’ (8)
Qemitido

0 que permite avaliar a evolucdo do fator de escala e, consegiientemente, a ex-
pans&o do universo, por meio de medidas do redshift de fontes luminosas distantes
que sejam semelhantes a fontes luminosas proximas.

O conceito de redshift aparece na fisica classica associado ao efeito Doppler,
que é um efeito ligado a aparente distorcdo das ondas ondas emitidas por uma
fonte em movimento. De acordo com o efeito Doppler cléssico, z = v/c, onde
v & a velocidade de movimento da fonte emissora das ondas. Assim, a relacdo
observada por Hubble foi

2= Hy-, (9

que equivale a equacdo (3).

3 Gravidade e cosmologia

A lei de Hubble, quando usada em conjunto com no¢@es basicas da fisica classica,
Newtoniana, leva a uma equacdo diferencial descrevendo o comportamento do
fator de escala em funcéo do tempo. Nesse tipo de analise considera-se um sistema
em que a Unica forgca em atuacdo é a gravidade. Nesse sistema a energia potencial
E, de uma particula de massa m, sob a influéncia de uma outra particula de massa

M, é dada pela expressao

B, - —cMm (10)




onde r é a distancia entre as duas particulas e GG é a constante da gravitacdo uni-
versal de Newton. A energia cinética F. deste sistema, por sua vez, depende das
velocidades de cada uma das particulas ou, tomando a particula de massa M como
estando imovel no centro do sistema [4],

L2

2mr?’

1 1
E. = 2™ (vf + 7“21)3) = amvf +

(11)

onde v, € vy S80, repectivamente, as componentes radial e angular da velocidade
da particula de massa m, e L € o momento angular da particula m.

Pode-se considerar agora que a velocidade radial € a soma da velocidade radial
propria vy, da particula m com uma velocidade radial de afastamento ou de apro-
ximacdo das particulas devida a contra¢do ou expansdo do sistema. Assim,

v = Vo + Hr. (12)

Logo, a energia total £ do sistema é

1 L? Mm
E:E6+Ep:§m(UOT+Hr)2+2mT2 —G——. (13)

Os termos desta expressdo podem ser reagrupados, de modo que se pode escrever

H+ o = - (14)

vor\2 2E 2GM L?
( > o2 r3 m2rt’
A energia total do sistema pode ser negativa, nula ou positiva, de forma que é
conveniente usar a parametrizagdo k = —2F/mr2, com k sendo uma constante
que pode ser negativa, nula ou positiva. Ja a densidade total de matéria, p, deste

sistema é
B M +m M+m

= 15
P 1% 473 /37 (19)
ou seja,
M Amp m
A= T (10
Substituindo esses resultados em (14) tem-se entdo que
vor\2 12 8nGp 2Gm L2
H+ — k— = — — : 17
<+7’>+r2 3 r3 m2r4 (17)



Se, finalmente, a distancia r & grande o bastante em relagdo a v, L € Gm —em
outras palavras, se as distancias envolvidas sdo muito grandes (que & o que acon-
tece em cosmologia) — pode-se desprezar os termos envolvendo estas quantidades®
e escrever-se somente

+o =", (18)

a? 3

Esta equacdo diferencial de primeira ordem, ndo-linear, obtida aqui por consi-
deraces simples®, para um sistema de apenas duas particulas, & a versdo New-
toniana de uma equacdo relativistica chamada de equagdo de Friedmann. Uma
deducdo mais adequada é feita usando-se todo o aparato da Relatividade Geral,
onde se tem uma reinterpretacdo de cada um dos termos presentes. Por exemplo,
na Relatividade Geral p representa a densidade de matéria e energia do sistema,
que pode ter uma dependéncia funcional em «a bastante diferente da densidade
de matéria do sistema em consideragdo, que é proporcional apenas a » 3 e, por-
tanto, proporcional a a3, ou seja, na Relatividade Geral, & importante saber qual
a forma da funcdo p = p(a). Uma explicacdo mais detalhada de como pode
ser essa dependéncia funcional de p pode ser obtida através de consideracdes ter-
modinamicas.

Por fim, na Relatividade Geral faz sentido considerar uma constante cos-
molbégica A, devida talvez a uma densidade de energia do vacuo, enquanto a
constante k, conhecida como pardmetro de curvatura, é reinterpretada em termos
geomeétricos.

<d>2 k887G

a

4 Uma equacao de segunda ordem

Como uma espécie de exercicio matematico, pode-se buscar uma equacgédo en-
volvendo a segunda derivada do fator de escala, que talvez seja mais facil de se

4Qutra possibilidade de resultado semelhante é que se tenha vy, = L = 0e M >> m.
SOutras maneiras mais rigorosas de se obter a versio Newtoniana da equagdo de Friedmann,

envolvendo um ndmero grande de particulas, podem ser encontradas na literatura, como, por
exemplo, no livro classico de cosmologia de D.W. Sciama [5], ou no texto mais moderno de
R. D’Inverno [6].



resolver ou traga novas informacdes. Partindo da equacéo de Friedmann, multipli-
cada por a2, e derivando em relagdo ao tempo os dois lados, obtem-se a expressao

. 8rG /. 2 .
2aaG = 3 (pa + 2aap) . (29)

Multiplicando este resultado por a2 e reagrupando os termos, vem que

é_S?TG]_Sﬂ'G
a 3 3

onde H = a/a = a~* (da/dt). Logo,
a 8rG ArG dp a

2H

P (20)

- — = 21

o 37T T3 ard )
ou seja,

a 8nG ArGa dp

Assim, aqui também & importante obter a dependéncia funcional de p com o fator
de escala a. Portanto, deve-se estudar como a termodindmica permite que seja a

funcdo p = p(a).

5 Nog0Oes de termodinamica

A descricdo fisica de um sistema €, em geral, feita através de equacdes que mos-
tram relacdes existentes entre as quantidades mensuraveis que podem ser usadas
na caracterizagdo do sistema®. Em termodinamica, as grandezas usadas para tal
descricdo podem ser divididas em dois grupos: o das variaveis extensivas, que
variam em proporcdo direta @ massa do sistema, e 0 das variaveis intensivas, que
ndo seguem esta proporcao.
As variaveis extensivas mais importantes sdo a entropia S, a energia interna
U, o volume V' e o nimero de moles N do sistema. Uma relagdo entre estas
quantidades é do tipo
S=S(UV,N) (23)

5Deve-se ressaltar que uma explanagdo mais detalhada dos conceitos de termodinamica usados
aqui pode ser encontrada em varios textos [7]-[9].
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ou
U=U(S,V,N) . (24)
Como essas variaveis sao extensivas pode-se notar que, por exemplo, vale a rela-
¢do
S(AU,\V,AN) =AS(U,V,N) , (25)
onde )\ é uma quantidade escalar (um nimero) qualquer. Derivando esta expressao
em relagdo a A obtem-se que

s = (Z) v+ (Z) ve(L) W
au),y  \av),. \onN),,

_ 1l p,n
= ZU+ 5V - 5N, (26)

valendo as defini¢des

(5’_5> _1 (3_5> _r <3_5>
o)y T \oV), T \oN),,

onde 7' é a temperatura, p é a pressdo e x 0 potencial quimico do sistema. Esta
ultima expressao, conhecida como relacdo de Euler, pode ser reescrita usando-
se as definicdes de entropia por mol, s = S/N, energia por mol, v = U/N,
densidade molar, n = N/V, e densidade de energia do sistema, p = U/V, ou
seja,

L

nsT =p+p—pun. (28)
Da equacdo (23), em conjunto com (27), pode-se obter a diferencial da en-
tropia,
as = <@> au + <§> dv + <§> dN
oU )y n V) un ON )y
1
= 7 (dU + pdV — udN) , (29)
ou
Td(snV)=d(pV)+pdV — pud(nV) . (30)



Expandindo e reagrupando os termos desta Ultima expressdo e usando (28), tem-se

entdo que
1

T
Esta relagdo bastante geral & conhecida como lei de Gibbs. Note que nela a en-
tropia molar s é vista como uma funcdo das variaveis independentes p e n, ou seja,
s=s(p,n).

No entanto, pode-se considerar também uma descri¢cdo termodinamica que
use como variaveis independentes outros conjuntos alem das variaveis extensivas
e quantidades ligadas a elas. Por exemplo, pode-se usar a temperatura como uma
variavel independente, de modo que passa-se a ter o sistema de equacdes

{s:s(n,T) . (32)

ds

n

Pp—@+pfm]- (31)

p=pnT)

Nesse caso, a temperatura pode ser vista como um parametro que rotula diferentes
estados do sistema, e o0 sistema acima pode ser visto com um sistema de equagdes
paramétricas da equacdo mais geral s = s (p,n).

De qualquer modo, pode-se escrever

s=s(n,T), (33)
e, assim,
0s 0s
ds = (a—n>Tdn+ (8_T>ndT’ (34)
ou ainda
p=pnT), (35)
com 5 5
_ (9 ap
dp = <an>Tdn+<8T>ndT' (36)
Substituindo (36) em (31), e comparando o0 que se obtem com (34) vem que
ds\ 1 (dp
(or), = (a7, 0
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Os 1 Op
(), =z 2 (5r), -] 9
Como deve-se ter
0 (0s\_ P50 0 (0s )
on\oT )  ono0T 0Ton 0T \on)’
consegue-se finalmente que
op\ dp
(r), - oen o (G), “

Esse & um exemplo de uma manipulacgdo algébrica que leva a relagdes conhecidas
como relagBes de Maxwell.

6 Entropia e niumero de particulas

Até aqui tudo que foi escrito é bastante geral, valido para um sistema qualquer. No
entanto, ha sistemas fisicos de interesse em que ndo ha variacdo de entropia. Tais
sistemas sdo ditos isoentropicos e neles dS = 0. Outros sistemas interessantes
sdo 0s em que ha conservagdo do nimero de particulas, ou seja, dN = 0. Num
sistema que a0 mesmo tempo seja isoentropico e tenha conservagédo de particulas
vale entdo que

{Vdp+pdV+pdV:O:>Vdp:—(p—l—p)dV )
Vdn +ndV =0= Vdn = —ndV
Partindo de (36) pode-se, entdo, escrever para esse sistema que

2Py = - (%‘;)T%dv+ (%)ndT, (42)
ou seja,

(@)-b@), ool e
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Substituindo (40) nesse resultado vem que

op B dp av
(o) =) )%
ou simplesmente
dl" dp\ dV
T <3p>n v )

7 Equac0es de estado

Uma equacdo que relacione as variaveis intensivas p, x4 e 7' com as variaveis
extensivas U, S, V e N é conhecida genericamente como equagdo de estado do
sistema. Sdo exemplos as relacdes

p=p(p,n). (47)

Uma forma simples de equacdo de estado é do tipo linear, isto &, por exemplo,

p=wp, (48)

onde w @ um nimero. Em geral, ha apenas duas equagdes de estado indepen-
dentes definindo as propriedades de um sistema. Para o gas ideal, por exemplo, a
equacao mais conhecida é pV = N RT, onde R & uma constante. Notando-se que
0 produto pV tem dimensdes de energia, pode-se supor que pV = NRT = AU,
onde A\ & uma constante numérica. Assim, as duas equacdes independentes que
descrevem o gas ideal podem ser

{T:)\u/R | (@9)
p = Anu

de onde sai também que p = Ap. Na verdade, consideracdes fisicas mais cuida-
dosas levam a se concluir que para o gas ideal p = 2p/3.
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Usando a relagdo linear (48) em (45) vem que

dT dV
ou
VY =TV, (51)

onde T; e V, sdo constantes. Agora, combinando (41), (45) e (48), com w # 0,
pode-se escrever ainda que

T 1+1/w
P = Po (TO) (52)
e Y
T w

onde py € ng sdo constantes de integracao.

O caso w = 0 merece uma observagdo: nesse caso a equagado de estado linear
(48) fornece p = 0, enquanto que a equacéo (51) fornece T' = Ty. Isto significa
que tal sistema, em que w = 0, ndo apresenta mudanca de temperatura num
processo isoentropico. Na pratica, isso & 0 que ocorre com matéria comum, ou
seja, para a matéria comum w = 0.

Ja no caso da radiacdo emitida por um corpo negro vale a lei de Stefan-
Boltzmann,

u(T) oc T*. (54)

Assim, comparando este resultado com a expressdo (52) nota-se que, para a ra-
diagdo, w = 1/3.
8 Contracao e expansao revisitadas

Um sistema em contragdo ou expansdo uniforme, homogénea e isotropica pode
ser descrito pelo vetor posicédo

r=a(t)rer, (55)
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onde 7 & o vetor constante unitario na direcdo radial e a (t) € uma funcdo que
varia no tempo, conhecida como fator de escala do sistema. Assim r = a (t) rg e,
portanto, V' oc a®. Substituindo este resultado em (52) e usando (51) nota-se que,
para um sistema em contracdo ou expansdo homogénea, isotropica, isoentropica e
com conservacgdo do nimero de particulas, obedecendo a equagdo de estado linear

(48), vale a relagédo
ag 3(1+w)
b= () (56)
a
onde a( € uma constante.
Para matéria comum w = 0 e, assim,

a 3
Pmat = PO (_0) s (57)
a
enquanto que para radiacdo w = 1/3 e, portanto,
a 4
praa =0 (22) (58)
a

9 Densidade de energia e o fator de escala

Num sistema isoentropico com conservagdo do nimero de particulas vale que

dU + pdV = 0, (59)
ou dv
dp:—(p+p)7- (60)

Deve-se notar que esta relagdo ndo é alterada se s@o feitas simultaneamente as
substituicdes p — p + A e p — p — A, onde A é uma constante arbitraria. Agora,
como V = 4rr®/3er = a(t) ro entdo pode-se escrever que

da

dp==3(p+p)—. (61)

Usando-se neste Gltimo resultado a equacdo de estado linear p = wp, tem-se a

relacao

d d
Do 31+uw) (62)
p a
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que pode ser facilmente integrada para obter-se
3(1+w)
Qo
p=m () (63)
a
que & um resultado ja obtido anteriormente.

10 Equag0es para o fator de escala

Substituindo o resultado obtido na equagédo (61) na equagdo de segunda ordem
para o fator de escala, equagdo (22), verifica-se que

a 8rG
5=TP—4WG(P+P), (64)

ou seja,
a e

EZ—T(/H‘?UU) : (65)

Multiplicando esta equagéo por 2 e somando o resultado com a equacdo de Fried-
mann original, obtem-se por fim que

a

.o . 2 k/‘
2% 4 (9) + 2~ —snGp. (66)
a a

Logo, em resumo, ha duas equacdes diferenciais ditando o comportamento do
fator de escala a (¢), uma envolvendo a densidade de energia p,

a\? k 81G
e BNl 67
(a) + a? 3 7 (67)
e outra envolvendo a presséo p,
. L2 k’
2% 4 (9> +— = —87Gp. (68)
a a a

Tais equagOes podem ser generalizadas substituindo-se simultaneamente p por
p+ Aepporp— A onde A éuma constante arbitraria. Pondo A = 87G ), onde
A leva o0 nome de constante cosmologica’, tem-se assim que

-\ 2
a k 81G A

+ == + = ) 69

( ) 2 3773 (69)

"Note que a constante cosmolégica tem as mesmas dimensdes do quadrado da constante de

Hubble, isto &, s—2.

a
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.. ) k
2 <9> + o= —8rGp+A. (70)
a a a

Para resolver estas equacdes é necessario fazer uso de consideracdes termodi-
namicas que liguem a densidade de energia e a pressao. Quem faz isso & uma
equacdo de estado do tipo p = p(p), cujo exemplo padrdo & dado pela equacéo
linear p = wp.

11 Modelos cosmologicos simples

O ponto de partida para a maioria dos modelos cosmolégicos modernos consiste
em um conjunto de equacdes envolvendo a pressdo p e a densidade de energia p
de cada um dos componentes do universo, e o fator de escala a, que representa a
evolugdo do espacgo [12]. Sumariamente estas equacdes s@o a equacdo de Fried-
mann com constante cosmologica,

]<da>2 ko 8rG A

day Lo 2 71
@) e 3Ty (1)

a?
obtida das equac¢des cosmolodgicas da Relatividade Geral com o0 uso de umas pou-
cas condic0es gerais,

d (pa®) + pd (a*) =0, (72)
que representa a conservacdo de energia, € uma equacdo de estado, i.e, uma
relacé@o entre p e p, que nos modelos mais simples consiste da relacdo linear

p=wp=(y—1)p, (73)

onde v = w + 1 &, tal como w, um pardmetro que indica o tipo de fluido em
consideragdo. Usando esta forma linear, com um nico fluido, em (72) obtem-se

p=r () (74)

Qo

A partir deste resultado pode-se obter expressdes para o fator de escala a por
substituicdo em (71).

16



Quando A = 0 é atil definir o tempo conforme 7 pela relagdo adn = dt, para
obter-se a equacdo diferencial

1 (da\® &k 887G a\ 3
~ () B e (e 75
a* <d77> T 3 <a0) ’ (75)

com a solugdo geral

exp | (22Epoag — k) n) , 1=2/3
(76)
Para alguns valores de ~ ndo é dificil converter esta solu¢do para outra em termos
do tempo cosmolbgico t. Por exemplo,

1/2
2t /225 poag — kt? =4/3
a(t) . |: 3 Polg } y / (77)

N (%poag—k)lmt , 7=2/3 .

a(n) =

Quando A > 0 é possivel obter solugdes analiticas também apenas para alguns
valores de ~, usando-se, por exemplo, a substituicio z = «*'/2, que fornece a
equacdo diferencial

dz\> 9%k , 2 372A
<E> + = =61y Gpoag + = 2

(78)

Deve-se notar que essa substituicdo ndo é valida para v = 0. Outra substitui¢do
interessante & a = 1/u, que leva & equagéo diferencial
du\’ 8rG 4 A

Assim, pode-se obter como solucBes para o fator de escala

N -\ 2 1/2
8rG CL4 (senh2t\/§) _k <senht\/;) ] : — 4/3
[V (= Vi V=Y

- senht4/2
—ggcpoa%—k( \/%/;) , 7=2/3
3

N&o é dificil perceber que tais solugdes, no limite A = 0, recaem naquelas obtidas
para a equacao de Friedmann sem constante cosmologica.

alt) = (80)
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As solugdes analiticas apresentadas acima — equacdes (77) e (80) — ndo repre-
sentam soluc@es totalmente corretas, pois 0 universo ndo possui um Gnico tipo de
fluido, mas podem servir de guia para modelos mais realistas. Deve-se notar, no
entanto, que em todas estas soluctes

lin%a (t)=0, (81)

ou seja, de acordo com estas soluc¢des o universo teria comec¢ado de um ponto sem
volume®. Esta & a esséncia da teoria do Big Bang.

12 Parametros cosmologicos

Diversas quantidades que podem ser medidas em observa¢Bes cosmologicas sdo
definidas a partir do fator de escala e da equacdo de Friedmann. Tais quantidades
sdo conhecidas como pardmetros cosmologicos. Por exemplo, o parametro de
desaceleracdo ¢, é definido como
i

t=to aH?
Tal pardmetro aparece a partir da expansdo em série de Taylor do fator de escala
ao redor do tempo atual #:

(82)

t=to

d?a

t—1t —_—

t=t ( o) ¥ dt?
=10

da t—to)?
a(t) =al(ty) + — %

- T (83)

t=to

Assim, lembrando que H, é a constante de Hubble medida no tempo atual ¢,, vem

que
a(t) 1\ (d2a (t —to)?
o (to) =1+ Hoy(t—1) + [(a) <E>LZWT+~- (84)
ou seja, “ : )2
t L(t—t
5@0) — 14 H, (t—to)—quoTO+... (85)

8Deve-se notar, porém, que a equacdo de Friedmann com constante cosmologica e equagio
de estado linear também aceita solu¢Bes estaticas (i.e, que nao variam no tempo) para o fator de
escala a (t).
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Note-se que a equagdo envolvendo a segunda derivada do fator de escala,
equacdo (65), generalizada para conter a constante cosmologica,

a 4rG A
-—=—— 3 = 86
- 5 (p+3p)+ 5, (86)
vale para qualquer tempo, incluindo o tempo atual ¢, e assim,
4G
QHG = 3 (po + 3po) — 3 (87)

onde po € po Sdo, respectivamente, os valores atuais da densidade de matéria-
energia do universo e da pressdo. Usando a equagdo de estado linear p = wp,
e supondo que pode haver diferentes tipos de matéria e energia no universo, tal
relacdo pode ser escrita como

47TG A

22 + 3W) puwo — 3H§' (88)

E interessante notar que a quantidade H?/G tem as dimensdes de uma densidade
e, por isso, define-se a partir dela uma densidade critica, p., tal que

3H2
. 89
Pec0 = ek (89)
Logo, definindo® A = 87Gp,, tem-se que
1 pw 0o PA
= 1+ 3w . 90
a0 2 Zw: ( ) oo Peco Pco 50)

Por fim, a razdo entre uma densidade atual qualquer p,, o € a densidade critica
atual p. o recebe o nome de parametro de densidade, €2, o, Ou Seja,

Qo = 200 (91)
pc,O

Substituindo essa defini¢cdo na Gltima expressao para g, vem que
1
qo = 52(1+3w) Qo — Q. (92)

w

SLembre que A tem as mesmas dimens@es que H?2 e, portanto, a quantidade A /G também tem
as dimensdes de uma densidade.
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Se 0 universo, por exemplo, contiver apenas matéria comum, com w = 0, e
radiacdo, com w = 1/3, além da constante cosmologica, tem-se que

1
do = Q7‘ad,0 + §Qmat,0 - QA' (93)

\oltando agora a equacdo de Friedmann, nota-se que ela pode ser escrita
usando-se a densidade critica p., pois

s\ 2
<9) +£:H2+%:H2<1+ i ) (94)
a a

ou seja,
k 8rG A p A
1 = =—4+—. 95
tem T 3m T m T . T 3me (%)
Lembrando das definicdes do pardmetro de densidade e da densidade associada a

constante cosmologica vem, por fim, que

k
a’H?

=30, + Q) — 1. (96)

Tal expressao mostra que o valor do parametro de curvatura esta diretamente liga-
do & soma das densidades das diferentes componentes do universo. Por exemplo,
se 0 universo contiver apenas matéria comum, radiacdo e a constante cosmolégica,
tem-se que

k= agHy (Qmato + Qrago + 2 — 1) . (97)

E possivel ainda definir uma densidade de curvatura, tal que

k

Outra definicdo bastante encontrada na literatura das observa¢es cosmologicas
é a do parametro de Hubble A, que envolve a ‘normaliza¢do’ da constante de
Hubble,

h = Hy/100, (99)

valida quando H, & medidaem km - s~ /Mpc.
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Quantidade Simbolo Valor Fonte
constante de Hubble Hy 70 £ 7kms~! Mpc! [13]
pardmetro de desaceleracdo Qo —0,55+£0,2 [14]
idade do universo to (13,5 + 1,3) x 10% anos [13]
distancia de Hubble dpy (to) 4300 + 400 Mpc [13]
temperatura da RCF T 2,725 +0.001 K [13]
razdo barions-fotons n 5,5 x 10710 [13]
densidade critica Pe (8,3+£1,7) x 107 Im=3 | [13]
(9,241,8) x 1072 kgm=> | [13]

parametro de densidade total | €2y ou Q1 1,00 £ 0,02 [13]
1,11+0,07 [14]

radiaco Qo 8,4x107° [13]

barions My 0,04 + 0,01 [13]

matéria Qo 0,3+0,1 [14]

‘energia escura’ Qa0 ~ 0,7 [13]

Tabela 1: Tabela de algumas quantidades observaveis da cosmologia, com 0s va-
lores medidos recentemente.

Quantidade Meétodo Referéncia
Qum fracdo de barions em aglomerados [14]
razdo entre luz e massa em aglomerados [14]
espectro das flutuagGes de densidade [14]
evolucgdo do nimero de aglomerados [14]
velocidades peculiares [14]
9o diagrama de Hubble para supernovas [14]
Qp anisotropias da radia¢do cosmica [14]

Tabela 2: Tabela citando alguns métodos de determinagdo de pardmetros cos-
mologicos [14].
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13 Curvatura

O conceito de curvatura é bastante intuitivo: a superficie de uma esfera é en-
curvada, enquanto uma folha de papel é plana, sem curvatura. Assim, quando se
representa a superficie da Terra, que é esférica, em mapas, que sdo folhas de papel,
ocorrem deformacdes, que podem ser quantificadas. Para se mapear a superficie
de uma esfera num plano pode-se, por exemplo, colocar a esfera sobre o plano.
O ponto de contato entre a folha e o plano passa a ser o polo inferior enquanto o
ponto oposto na superficie da esfera fica sendo o polo superior. A correspondéncia
de cada ponto da superficie da esfera com pontos do plano é feita a partir das re-
tas que saem do polo superior da esfera, pois cada reta que sai desse polo em
direcdo ao plano intercepta a superficie da esfera em um Gnico ponto e prossegue
até alcangar um Gnico ponto do plano. Tal tipo de mapeamento é chamado de
projecdo estereografica da esfera e, nesse caso, a distancia entre dois pontos na
superficie da esfera é diferente da distancia entre os pontos equivalentes no plano.
Para uma esfera de raio R a superficie obedece a relagdo

o2+ 7 4 2% = R?, (100)
que é satisfeita pelas equacdes paramétricas
x = Rsenfcosp

y= Rsenflseny |, (101)

z = Rcosf

de modo que a superficie da esfera, que é bidimensional, & descrita por duas co-
ordenadas, 0 e ¢.

A esfera, entretanto, é tridimensional. Assim, a esfera vive imersa no espaco
tridimensional euclidiano, onde a distancia infinitesimal d¢ entre dois pontos é
dada por

d* = da® + dy* + d2° . (102)

Usando nessa relacdo as equacdes paramétricas da superficie da esfera, a distancia
infinitesimal entre dois pontos na superficie da esfera &

de* = R* (d6” + sen® 0dip”) . (103)
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No caso da projecdo estereografica, usando os dois polos da esfera, P;, que é
0 ponto de contato entre a esfera e o plano, e Ps que & o polo superior, o ponto
central da esfera, C, um ponto P qualquer da superficie da esfera e seu equiva-
lente P’ no plano, pode-se construir dois tridngulos, um isosceles, PsC' P, e outro
retangulo, PP, P'. O angulo central P<C' P do triangulo isosceles & 6, enquanto
0 angulo superior PPsC' é o mesmo que o angulo P’ P P; do triangulo retangulo
PsP; P'. Das relacdes entre esses tridngulos sai que a distancia, no plano, do ponto
P’ a0 polo P; é proporcional a cotangente de 6/2. Explicitamente, rotulando as
coordenadas do plano de v e v vem que

u:2Rcot§cosgp (104)
v =2Rcot 5 sengp
de modo que, apbs alguma matematica, obtem-se
du® + dv?
a2 = R? (d6% + sen? fdp?) = 2 (105)

u?4v2 2

(1+ %)
A superficie de uma esfera & uma versao bidimensional da circunferéncia,
que & uma linha fechada. Do mesmo modo pode-se construir uma superficie
hiperbolica, que é o equivalente bidimensional de uma hipérbole. No entanto, en-

quanto a esfera vive no espaco euclidiano tridimensional, a superficie hiperbolica,
representada pela equacéo

o+ — 2= —R?, (106)
vive num espaco ndo-euclidiano, onde a distancia infinitesimal d/¢ é
di? = da® + dy* — d2* . (107)
As equacOes paramétricas da superficie hiperbolica podem ser

x = Rsenhf cos ¢
y = Rsenhfseny (108)
z = Rcoshf
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de modo que a superficie hiperbolica, que é bidimensional, & também descrita por
duas coordenadas, ¢ e ¢, com o elemento de linha

de* = R* (d6” + senh”6dp?) . (109)

Analogamente ao que é feito com a superficie esférica, pode-se também proje-
tar estereograficamente a superficie hiperbolica num plano, usando-se as equagtes

u=2Rtanh§cosg@ (110)
v = 2R tanh ¢ sen ¢
0 que, novamente ap06s alguma matematica, leva a
du? + dv?
d* = R? (d6? + senh?gdi?) = % (111)

u2 02 2
(1 T 4R? )
Os resultados para as projecdes no plano das superficies esférica e hiperbolica
podem ser generalizados numa (nica expressao,

du® + dv?

di? = ————,
(14 k22)

(112)

onde k = 1/R? para a superficie esférica e k = —1/R? para a superficie hiperbo-
lica. Esta quantidade, &, & denominada a curvatura da superficie. Logo, uma esfera
tem uma superficie com curvatura positiva, constante, enquanto uma superficie
hiperbolica tem uma curvatura negativa, também constante. O caso em que k£ = 0
é 0 do plano, que ndo possui curvatura.

Outro modo de escrever o resultado genérico dado pela equagdo (112) é obtido
a partir do uso de coordenadas polares no plano, dadas pelas equacdes paramétri-
cas

u = pcosf) (113)
v=psen{) ’
que levam a
2 2 Q2
d£2:%. (114)
(1+%2)
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Uma outra transformacio,

2\ —1
r:p<1+%> , (115)
equivalente a
2
p=1 (1= VIi=kr?), (116)
produz, por sua vez,
2 dr? 2 1092
Al = s (117)

Assim, esta & uma expressdo bastante geral para a distancia infinitesimal entre
dois pontos de uma superficie bidimensional de curvatura constante, seja essa
curvatura positiva, negativa ou nula. Fazer a generalizacdo desta expressdo para
uma hipersuperficie tridimensional & bastante simples:

de? + 7 <d92 + sen 2(9dg02) . (118)

r

T 1 k2
Na teoria da relatividade da-se ao tempo um status equivalente ao das di-

mensdes espaciais. Assim, medem-se distancias ndo mais no espago, mas no

espaco-tempo, de forma que tem-se o intervalo infinitesimal ds entre dois eventos

dado como?®

ds® = dt* — di*. (119)

Num universo em que 0 espaco esta em expansdo ou contra¢do as distancias es-
paciais variam como o tempo, e deve-se levar em conta o fator de escala a (¢), ou
seja, nessa caso a expressao do intervalo invariante passa a ser

ds* = dt* — a® (t) di?. (120)

Substituindo nesse resultado a expressdo para d¢ da equagdo (118) vem que

dr?
1 —kr?

ds® = dt* — a® (1) [ +1? (do? + senQHdch)] . (121)

1ONote que aqui esta se usando que ¢ = 1.
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Tal expressdo leva o nome de métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson Walker
(FLRW), em homenagem aos pesquisadores que a utilizaram independentemente
em seus trabalhos pioneiros sobre cosmologia.

Um outro modo de se apresentar esse resultado consiste em colocar-se em
evidéncia o fator de escala e definir-se um tempo conforme 7, de modo que tem-

se
dr?

1 — kr2

ds* = a* (n) |dn* — —r? (d02 + sen 20d902)] : (122)

onde dt = adn.

14 As solugOes de de Sitter

Um bom exemplo, de importancia historica, da relevancia da curvatura no estudo
de possiveis solucBes cosmologicas é dado pelas assim chamadas solucGes de de
Sitter, que representam solucGes simples das equacOes de Einstein da relatividade
geral (ou, equivalentemente, da equacdo de Friedmann) na auséncia de matéria,
isto &, no vacuo, e com constante cosmoldgica A positival?,

A forma mais comum dessa familia de solugdes é representada pela expressdo
do elemento de linha do espago conhecido como espago de de Sitter,

ds® = dt* — V'3 [dr? + 12 (d6® + sin® 0d?)| (123)

Tal expressdo nada mais & que o caso plano, sem curvatura (isto é, em que k£ = 0),
da expresséo tradicional

dr?
1 — kr?

ds* = dt* — a® (t) l + 72 (d02 + sin® Hdgpz)] : (124)

No caso de uma constante cosmologica negativa a solugio & conhecida como anti-de Sitter,
representada pelo elemento de linha [15]

ds? = dt? —y 2 cos® t [dx2 + sinh? ¥ (d92 + sin? 9d<p2)] ,

representando um espaco hiperbélico, de curvatura negativa.
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com?®?
at)= ——— (125)

ev? =A/3.

Uma forma comum de representar tal solugdo &€ como um hiperbolbéide, isto
e, uma superficie hiperbolica num espaco ficticio 5-dimensional, superficie essa
dada por um vinculo [16],

1
P4y w -0 == (126)

sendo que o espago 5-dimensional possui uma geometria ndo-euclidiana®, com
elemento de linha'®

ds* = dv® — dw® — do* — dy® — d2* . (127)

Diferentes foliacBes ou cortes deste hiperbol6ide podem ser parametrizadas de
diferentes modos, representando diferentes espacos cuja métrica obedece as equa-
cOes (124) e (125).
Como primeiro exemplo as coordenadas (t,r, 6, ») podem ser introduzidas

nesse hiperboldide através das equacdes
v = %sinh vt + Lr2et
w = %cosh vt — Lr2e

x=e"rsinfcosy , (128)

y = e'rsinfsin @

z=ercosh

12Note-se que se k = 0, aparece em a (¢) um fator extra (2y) " n&o presente na expressio do

intervalo. Tal fator pode ser facilmente eliminado por um reescalonamento das coordenadas.
13Em termos mais técnicos, pode-se dizer que tal espago possui uma métrica lorentziana.
140 espago anti-de Sitter também pode ser imerso num espago de 5 dimensdes, so que agora

num hiperboléide com o vinculo [15]
x2+y2+227w27v2:77*2

e 0 elemento de linha
ds? = dv? + dw? — da® — dy? — dz?
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com0 < <21, 0 <0 <70<r < oo —o00 <t < oo, dando o ele-
mento de linha da equacdo (123). Neste caso & facil ver que a parametrizagcdo do
hiperbolbide é incompleta, pois w + v > 0.

Outra parametrizacdo bastante comum é dada pelo elemento de linha

— 1 . . .
ds? = di* — ? (cosh2 ’yt) [dxz + sin? x (d<92 + sin® 9dg02)} (129)
que segue as relagdes

v = % sinh vyt
1

’Y —
xr = % cosh~ytsin ysinfcosp . (130)

Y= % cosh ~yt sin x sin 6 sin ¢

w = = coshyt cos y

z = % cosh ~yt sin x cos ¢

Tal parametriza¢do, com os limitess 0 < ¢ < 27,0 < 0 < 7, 0 < x < T,
—00 < t < oo, representa um espago com topologia global R x S3, ou seja,
representa um espacgo fechado, esférico, e 0 seu elemento de linha é obtido das
equacdes (124) e (125) fazendo-se &k = +1 e r = sin . Outra parametrizacédo
semelhante, mas representando um espagco hiperbolico, de topologia R x H3, é
obtidacom k£ = —1 e r = sinh x:

ds? = dt* — % (sinh® %) [dx® + sinh® y (d6” + sin®0dp®)| ,  (131)

onde
v = % sinh vt cosh

w = %cosh ~t

T = % sinhyfsinh ysinfcosp (132)

Y= % sinh ¢ sinh  sin 6 sin ¢

z= % sinh v sinh y cos 6

comP0<p<27,0<0<m0< <00, —00<t< 0.

15Qualquer um, ao ver tantas diferentes parametrizagdes de um mesmo espago, pode ficar um
tanto quanto desconfiado sobre a validade destas parametrizacbes e sobre o que elas representam.
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E importante citar que originalmente, em 1917, de Sitter [17] apresentou uma
forma estatica de um universo plano e vazio,

2 1
ds* = cos® y7d P o—dr? — > sin? 47 (d02 + sin® 9dg02) ; (133)

tal forma aceita a parametrizacao

1 .. N —
v = ;smh”y t cosNT

w = %cosh’y @ cos YT
xr = % sinyTsinfcosp - (134)
Yy = % sin 47 sin € sin ¢

z

% sin 47 cos 6
Eddington reapresentou esta solu¢do de outro modo,
2

A
2 2 2
ds? = <1 — 27 > dt —%— F(d6? +sin?0dg?) . (135)
1—~%r

~ AN _1 . _ - age
usando a transformacédo r= ~~" sin <7, 0 que possibilita escrever

/ 2
’U:% 1—72¢sinh”y@

/ 2
1—724’\ coshv@

sin f cos ¢ (136)

1
5
A
x =r
A .
y =7 sinfsin p

AN
z =7 cosf

Na verdade ha um livro, “Expanding universes”, de E. Schrédinger (Cambridge University Press,
1956), onde aparece no prefacio o seguinte texto:

“O universo de de Sitter é tratado [neste livro] em grande extens3o. Partindo
do fato de que seu tensor de matéria se anula, este universo permite diversas
igualmente simples representacgdes, as quais sdo t3o diferentes que qualquer
um se surpreende por elas representarem o mesmo objeto geométrico.”

Nesse livro h4 uma tentativa cuidadosa de mostrar graficamente algumas caracteristicas das para-
metrizacOes permitidas pelo espacgo de de Sitter e, assim, este & um texto bastante recomendavel
para quem quiser comprrender mais profundamente a geometria das soluces de de Sitter.
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Esta nova parametrizagdo representa um universo estatico®, e pode ser obtida
diretamente de (123) ou (128) através das transformacdes

P et (137)
t=t— LIy —2%emt
ou de (130) e (132) por meio das relacdes
A
P= VT T 2+ 22 = [y 2 — (w? — 02
2+ y’+z \/7 (w? —v?) (138)

A )
— ~—1 jwtv
= Y In w—ov
aparecendo nela a idéia de um horizonte de eventos cosmologico, idéia essa que

fica patente quando se compara a equacgéo (135) com a expressao do intervalo para
a solugdo de buraco negro de Schwarzschild?’,

2 dr?
ds? = (1 _ _m) At — g = (407 + i’ 6dg?) . (139)
; ~om

16Também o espaco anti-de Sitter, hiperbolico, pode ser posto numa forma estatica, através das
transformacOes
5=~ "!cosvytsinhx
u = vy~ arctan [tan vt sech x|

que levam aos elementos de linha
ds?

d2: 1+ 2—2d277
= () -

— 5% (d6® +sin® 0dyp?)

ou
2
ds* = (cosh2 y {9\) du? —d’s —sinh? 5y s (d92 + sin? 9dcp2) ,

onde usou-se que 5 = v~ sinh y 5.

"Note-se que essa solugio é valida para as equacBes de Einstein sem constante cosmologica.
Uma forma mais geral dessa solugdo, obtida das equacgdes de Einstein com constante cosmolbgica,
e conhecida como solugdo de Schwarzschild-de Sitter [18], é representada pelo elemento de linha

2

T
ds = 1 (m ) dt* = 5

—7? (d92 + sin? 9dg02) ,

onde 5
flmy)=1- 022
T
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Tal solucdo representa um espago com um horizonte de eventos para r = 2m; no
. . A _1
caso do espago de de Sitter o horizonte de eventos aparece em r= ",

15 Breve historia do universo

O universo ndo possui um Unico tipo de componente. Na verdade sabe-se que ha
pelo menos trés tipos diferentes de materiais no espaco: matéria comum, radiacdo
e, é claro, o vacuo. Cada uma dessas componentes comporta-se diferentemente
com a expansdo do universo. Explicitamente, a densidade de matéria p,, decai
proporcionalmente ao inverso do cubo do fator de escala a (), isto &, p,,, o< a3,
enquanto que a densidade de radiagcdo decai com o inverso da quarta poténcia do
fator de escala, p, < a~*, e a densidade do vacuo é constante, py oc A. Assim,
pode-se notar que em diferentes fases do universo havera a preponderancia de
um diferente componente do universo. Como a radiagdo decai mais rapido, ela
é mais importante apenas nos momentos mais iniciais do universo, sendo depois
suplantada, respectivamente, pela matéria e finalmente pelo vacuo.

Um modelo de universo mais completo deve levar em conta essas diferentes
fases do universo. Por exemplo, em tal modelo a equacgdo de Friedmann deve ser

a\? k 8«
- — = . 140
<a) + 5 =5 (et putpa) (140)

Em termos dos pardmetros cosmolégicos tal equacado se escreve como

HN? Qo Qg 1 -
— ) =— ~+Q 141
(Ho) a* a? + 30+ a? (141)
0 que pode ainda ser transformado em uma integral,
a ada
H()t - / 1/2 I (142)
0 [QﬁO + Qm700, + QA70&4 + (1 — Qo) a2]

que ndo pode ser resolvida analiticamente, mas pode ser calculada com métodos
numeéricos usando-se os valores medidos atualmente dos parametros cosmologi-
cos. Supondo que 2,9 >~ 0, 2,0 ~ 0,3, Qx 0 ~ 0,7 e y ~ 1 e a normalizagdo
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em que ap = 1, vem que
to=0,964H;" ~ (13,54 1,3) x 10 anos . (143)

Esse valor é a idade aproximada do universo hoje, e que o erro presente vem do
valor dos pardmetros cosmologicos, em especial do valor de H,.

Nao é dificil notar que como o universo passa por fases, cada fase é limitada
por um instante em que ha uma igualdade da densidade de dois determinados
componentes, aquele que é o dominante e 0 que vai passar a ser dominante. Assim,
ha um momento de igualdade entre a radiagcdo e a matéria, chamado de ¢,.,,, € outro
entre a matéria e o vacuo, chamado de ¢,,5. Calcular esses tempos é facil. Por
exemplo, basta notar que sempre valem as identidades

pma3 = ,om,oaﬁ , p,«a4 = p,«yoaé. (144)

No momento de igualdade entre radiagcdo e matéria tinha-se p,,, = p,, e dai

Pr0 Qo 8,4x107°
—_= ao —= an =

=2.8%x 10y . 145
o Qm,o 0 0,3 Qg ) Qg ( )

a’T’m
De modo similar pode-se calcular que a,,» = 0, 75ay.

Para calcular a que tempo esses valores do fator de escala correspondem, pode-
se usar que proximo ao instante de igualdade entre a radiacdo e a matéria apenas
estes dois componentes podem ser considerados importantes na equacdo de Fried-
mann. Assim, a equacao a se resolver é

2

H Qr 0 Qm 0
AN : 146
<H0> a* * a? ’ ( )
ou seja,
a ada
Ht:/ . 147
o Q0+ Quoa] (147)
Usando agora que a,,, = (£2,.0/S2m.0) ao Vem que
a ada
Ht:/ . 148
0 0 [Q0(1+ aao/a,«m)]l/2 (148)
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Tal integral produz como resultado

242 3/2 1/2
Ht = ——rm_ l2+ (1 + 0 a) -3 (1 + 0 a) ] . (149)
a%QnO Arm Qrm

Pondo a = a,.,,, € usando novamente como normaliza¢do que ay = 1 vem final-
mente que
tom = 3,34 x 107Hy ™ ~ 47.000 anos . (150)

Outra fase importante é a aquela em que o vacuo passa a ser dominante. Tal fase
ocorre a partir do tempo de igualdade entre a densidade de matéria e a densidade
do vacuo, t,,, que pode ser calculado como sendo

ta = 0,702H; " ~ (9,8 £1,0) x 10° anos, (151)

ou seja, a dominagdo pelo vacuo é um processo recente na historia do universo.

A cada fase do universo a radia¢ao presente tem uma temperatura e uma ener-
gia média diferentes. Lembrando que para a radiagdo p, « a~* e a0 mesmo
tempo, pela lei de Stefan-Boltzmann, p, oc 7%, vem que para a radiagdo

T=1,2 (152)
a

onde 7Ty = 2, 73K & a temperatura atual da radiagdo presente no universo. Por
exemplo, no instante de equilibrio entre radiacdo e matéria pode-se estimar que
a temperatura da radiacédo era 7,,, ~ 9800 K. Tal temperatura corresponde a
uma energia média de aproximadamente 1 eV. Para tempos anteriores a ¢, a
temperatura da radiacdo era muito maior. Por exemplo, para um tempo de 10~ s
a temperatura era de aproximadamente 1,5 x 10'2 K, com a energia média corres-
pondente de 130 MeV. Como tal energia & muito grande, nessa época (10~* s) ndo
havia elementos quimicos no universo, pois havia energia demais para permitir a
ligacdo de néutrons e protons.

Na verdade, os primeiros elementos quimicos formaram-se num periodo co-
nhecido como recombinacdo, isto &, quando o principal componenente do uni-
verso, um plasma quente e ionizado, passa a se recombinar, formando um gas
ainda quente, mas neutro, gragas a ligacdo entre protons e elétrons. Ou seja, na

33



época da recombinacdo o plasma, formado por uma sopa de matéria e fotons de
alta energia, esfria 0 bastante para permitir que surjam atomos. Essa fase ocorre
quando a energia média da radiacdo era da ordem de 0, 3 eV (temperatura de 3600
K). Nessa fase, os elétrons e os protons puderam se ligar formando os primeiros
atomos de hidrogénio, ou seja, o hidrogénio primordial. O calculo da energia
necessaria para que a recombinag@o ocorra tem que levar em conta que a0 mesmo
tempo em que h& atomos se formando pode haver a destrui¢cao de atomos forma-
dos, se houver energia livre suficiente no meio, com os dois processos competindo
entre si, de acordo com a equacgéo

H+y=p+e . (153)

Assim, deve-se considerar qual é a fragdo ionizada X dos primeiros atomos for-
mados,
x=_"r (154)
ny +ng
onde n, € o nimero de protons livres (que, por conservagdo de carga, deve ser
igual ao nimero de elétrons livres, n.) € ny € 0 nimero de protons combina-
dos com elétrons formando atomos de hidrogénio. Essa quantidade, X, & uma
funcdo da temperatura média dos fotons e da razdo » entre a quantidade de matéria
(bérions) e de fotons, alem & claro da energia de ioniza¢do () dos atomos for-
mados. O momento da recombinagdo é definido como sendo aquele em que
X =1/2
Considerando como aproximagao valida que proétons, elétrons e atomos de
hidrogénio ndo estdo se movendo relativisticamente tem-se que cada um desses

componentes obedece a distribuicdo de Maxwell-Boltzmann, i.e., eles satisfazem

a relacéo
mkgT]?? mc?
_ _me” 155
" g[waﬂ] SPTLT (155)

onde g € uma constante ligada ao spin das particulas descritas pela relacdo, m é a
massa de cada uma dessas particulas, e 7" & a temperatura. Para elétrons e protons
g = 2, enquanto que para o atomo de hidrogénio g = 4. A massa do proton e do
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atomo de hidrogénio s@o praticamene iguais, com uma pequena diferenca presente
na energia de ligacdo do atomo de hidrogénio,

Q= (m,+m.—my)c®=13,6eV. (156)

Usando esses dados pode-se escrever que

ng me k?BT —3/2 |: Q ]
= exp | —=
NpMe 2mh? PlksT]

(157)

que & um resultado conhecido como equagdo de Saha. Da defini¢do da quantidade
X e considerando que n, = n. vem que

1-X mokpT]*? Q
——=n, l ] exp [k:B_T] ) (158)

X omh?

O proximo passo neste calculo consiste em notar que a razdo n entre o nmero
de barions e fotons pode ser escrita, no universo primordial, como sendo

77:np%—nH: Ty . (159)

Ny Xn,

Contudo, 0 nimero de fotons 7., obedece a0 vinculo n = n, (T/T})” (equagio
(53) com w = 1/3), e assim

o

— T—03X77T3. (160)

n

Esse resultado combinado aos anteriores produz uma equagao de 2° grau para X,

1— X he ST kT 1%? Q
- V2 — | = 161
X2 o [kBTQ W] [meCQ] P |:k’BT:| 57 ( )
cuja solucdo é
P p— 1+(i)2 (162)
- 28 25)

3 .
Usando agora que n [kg';o \/Qﬂ = 3,84,1n = 5,5 x 1071% e que, na recombina-

¢do, X = 1/2,vem que T,.. ~ 3700 K.
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evento T (K) energia (eV) tempo (anos)
igualdade radiacdo-matéria | 9800 1 47.000
recombinacéo 3700 0,3 240.000
desacoplamento dos fotons | 3000 0,26 350.000
altimo espalhamento 3000 0,26 350.000
igualdade matéria-vacuo 3,6 0,00032 9,8 x 10°
hoje 2,73 0,00024 13,5 x 10°

A fase de recombinacdo é seguida por uma fase de desacoplamento entre
fotons e matéria, isto é, nesta fase os fotons, gracas a expansdo do universo, nao
conseguem mais interagir com os elétrons como faziam antes. Tecnicamente, 0
inicio desta fase é definido como sendo o instante em que a taxa de espalhamento
dos fotons passa a ser menor que a taxa com que 0 universo se expande (menor que
0 parametro de Hubble). Quando isto ocorre 0 universo passa a ser transparente,
pois os fotons — a luz — conseguem caminhar distancias maiores.

A evolucdo da fase de desacoplamento dos fotons com a expansdo do universo
leva, consequentemente, a uma etapa conhecida como Gltimo espalhamento, que
acontece quando os fotons da radiacdo interagem pela Gltima vez com os elétrons.
Essa fase de Gltimo espalhamento cria para cada observador no universo uma
‘bolha’ de transparéncia além da qual nada pode ser visto, pois além dessa “bolha’
0 universo & opaco, com os fotons ‘presos’ a matéria. O limite de tal bolha é co-
nhecido como superficie de Gltimo espalhamento (LSS, do inglés last scattering
surface), e os fotons que vém desta superficie sdo os que compdem a radiacao
cosmica de fundo.

16 Radiagao cosmica de fundo

A radiagdo cosmica de fundo é uma radiagdo na faixa de microondas (compri-
mento de onda da ordem de alguns milimetros a centimetros, ou freqiiéncia na
ordem de centenas de MHz a alguns GHz) que pode ser percebida como preen-
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chendo uniformemente o céu ao redor da Terra vinda de todas as direcdes. A
primeira deteccdo dessa radiacdo foi acidental, e aconteceu nos anos de 1964-
1965, quando Arno Penzias e Robert Wilson, dos Laboratorios Bell, tentavam
construir uma antena na forma de corneta para captar sinais de satélites de comu-
nicacdo. A antena deles, por mais que eles tentassem melhora-la, teimava em
apresentar um ruido muito acima do esperado, ndo importando para que direcdo
eles a apontassem. A melhor explicacdo coerente que eles conseguiram encon-
trar foi a dada por um grupo de cosmologos da Universidade de Princeton, que
indicavam que deveria haver uma radiagdo residual, remanescente de épocas an-
teriores do universo, isotropica, uniforme e ndo-polarizada, com uma temperatura
de uns poucos K. Tanto o artigo da descoberta dessa radiacdo quanto de sua
explicagdo foram publicados num mesmo nimero da revista® “The Astrophysicall
Journal”, e o Prémio Nobel de Fisica de 1978 foi para a dupla Penzias e Wilson*®.

A radiagdo cosmica de fundo é composta pelos fotons que escaparam da su-
perficie de (ltimo espalhamento, ao se de desacoplarem da matéria, e se espal-
haram pelo universo, esfriando com a expansdo. Como essa radia¢do se de-
sacoplou inteiramente da matéria ela apresenta um espectro de corpo negro per-
feito, isto é, a distribuicdo de energia dos fotons dessa radiagdo, n.,, segue uma
funcdo Planckiana perfeita,

1
_hw_

ersT —1

Ny = (163)

Deve-se notar que pode-se medir a temperatura dessa radiagdo em cada ponto
do céu, considerando-se para isso que existe uma esfera celeste ao redor da Terra,
com cada ponto sendo representado pelas coordenadas angulares 6 e ¢, ou seja,
por angulos de latitude e longitude. Assim, a temperatura média (7°) da radiacéo
cosmica de fundo é dada pela integracdo em todo o angulo solido das medidas em

cada ponto,
1

(T) =+ /0 7 e /0 " sen 0d6T (6, $) . (164)

18Astrophysical Journal 142, 1965.
%Uma interessante descrigio desta historia & feita no livro “Coragdes solitarios do cosmo”, de

Dennis Overbye.

37



No entanto, as variagdes em cada ponto sdo bastante importantes e, assim, é (til

definir a quantidade
oT T(0,0)— (T
5T 5.y = T0.0) = (T)
T (T)
Medidas recentes, feitas pelo satélite COBE (do inglés Cosmic Microwave Back-
ground Explorer, ou Explorador da Radiacdo Cosmica de Fundo) indicam que

(165)

(T) = 2,725+ 0,001 K (166)
° 6T
i (0,¢) ~ 1,1 x 1077, (167)

ou seja a radiacdo cosmica de fundo é bastante homogénea, com flutuagGes da sua
temperatura média sendo da ordem de uma parte em 100.000.

Como a radiagdo cosmica é vista como presa a superficie da esfera celeste,
pode-se expandi-la em termos de harmdnicos esféricos Y, (6, ¢), que sdo funcdes
matematicas apropriadas para a descricdo de distribui¢des de simetria esférica.
Logo,

5T S Vo (6,6) (168)

{=0m=—¢
O que é importante analisar ndo é a exata distribuicdo das flutuacdes de temper-
atura, mas sim suas propriedades estatisticas, como médias e correlagbes. Uma
medida estatistica importante & a correlacdo C (0) existente entre as medidas feitas
em duas diferentes direces n; € n, separadas por um angulo ¢, de modo que
Ty - g = cos 6. Assim,

(169)

Usando a expansdo em harmdnicos esféricos e o teorema de adicdo dessas fun¢des
pode-se, apos alguns calculos, mostrar que

4 00

C (0) = Z Z Z a’fmaé’ vam (017 ¢1) n’ (027 ¢2)
=0 m=—L0'=0m/'=—+¢

= %Z 20+ 1) CyPy (cosb) , (170)
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onde P, é o polindmio de Legendre de ordem /¢, e onde usou-se que {(as,a},,) =
Cy0p010pnm, OU SEJA,
Co = (Jam[*) . (171)

A analise estatistica da radiacdo cosmica de fundo em geral indica a existéncia
de um dipolo, com C;/* ~ 3 x 10-3. Tal dipolo é esperado, devido aos movi-
mentos peculiares da Terra (vreqrq ~ 30 km s~1), do Sistema Solar (vgy, ~ 220
km s~!), da Via Lactea (vy;, ~ 80 km s1) e, finalmente, do Grupo Local de
galaxias (vgr ~ 630 km s~1), que causam um efeito Doppler responsavel pela
distorcdo das flutuacdes de temperatura na forma de um dipolo. Como o dipolo é
causado por movimentos da Terra, ele ndo é um efeito real, presente na radiagdo
cosmica de fundo. Assim, o dipolo deve ser descontado para efeitos de tratamento
estatistico da radia¢do cosmica de fundo.

E comum ter-se graficos da quantidade AT = [¢ (¢ + 1) Cy/ (27)]"*(T) em
fungdo dos multipolos ¢. A cada multipolo corresponde aproximadamente uma es-
cala angular 6, ou seja, ¢ ~ 180°/6. As posi¢cdes dos picos e vales que aparecem
neste tipo de gréafico fornecem diferentes informacdes sobre diversos parametros
cosmolbgicos como, por exemplo, a curvatura e a fracdo de barions do universo.
Para ser mais especifico, a posi¢do do pico mais alto, chamado de primeiro pico
acUstico, & bastante sensivel a curvatura espacial do universo. Assim, a leitura ade-
quada deste grafico permite a colocacdo de vinculos sobre grupos de parametros
cosmologicos. O mais comum é usar €2,,, o € {25 o como pardmetros livres e veri-
ficar em que tipo de vinculo isso implica.

A explicacdo fisica detalhada para a origem dos diferentes picos que aparecem
no grafico de AT versus ¢ é bastante complicada, mas pode-se dividir as causas
de tais picos em dois tipos basicos, as de larga escala, com # > 1°, e as de pe-
quena escala, com 6 < 1°. FlutuacBes de larga escala tem origem cosmologica.
No modelo cosmolbgico mais aceito atualmente tais flutuacdes cosmologicas séo
entendidas como estando ligadas ao efeito gravitacional das flutuacdes de den-
sidade da matéria ndo-baribnica, que logo cedo teria se desacoplado da matéria
comum e da radiag¢do, passando a interagir quase que sb gravitacionalmente. As
flutuacOes de densidade de tal matéria escura gerariam flutuagdes d¢ do poten-
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cial gravitacional que levariam a variacdes de temperatura dos fotons da radiagéo
cosmica de fundo por puro efeito Doppler gravitacional. Um calculo mais de-
talhado, relativistico, mostra que, qualquer que seja a origem das flutuacdes do
potencial gravitacional, tem-se

(%T = %i—f (172)
Esse é o chamado efeito Sachs-Wolfe.

Em escalas angulares menores que 1° 0 que ocorre basicamente & a interagdo
dos fotons da radiagdo cosmica de fundo com os elétrons e protons do universo
ainda quente, formando um fluido de barions e fotons. Tal fluido sofre a influéncia
da matéria escura, sendo atraido gravitacionalmente para aglomerados dela. No
entanto, ao se contrair gravitacionalmente o fluido de barions e fotons se aquece
gerando uma pressao térmica que o faz se expandir. Tais oscilagbes acUsticas,
formadas por ciclos de contracdo e expansao em pequena escala, dependem da
velocidade de propagacdo do som no fluido, ou seja, dependem das propriedades
desse fluido de barions e fotons e, assim, fornecem indicagdes das fracGes relativas
de barions e fotons.

17 Nucleossintese primordial

Nucleossintese primordial (ou, em inglés, Big Bang Nucleosynthesis, BBN) é o
nome dado a formagdo de nicleos atdmicos nos instantes iniciais do universo,
quando a energia média da radiacdo permitia unir prétons (p) e néutrons (n), em
processos como

p+n=D+~ (173)

ou
p+p=D+et +1,, (174)

onde « & o simbolo para um foton, D é o simbolo do deutério, um isb6topo pe-
sado do atomo de hidrogénio cujo nicleo contém um préton e um néutron, et é
0 simbolo do positron (antiparticula do elétron), e v, & o simbolo do neutrino do
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elétron, uma particula sub-atbmica neutra e muito leve. O primeiro processo, de
unido de um proton e um néutron para a formacédo de deutério, envolve a liberagdo
de energia na forma de f6tons e, portanto, & um processo favorecido sob condicdes
adequadas em relacd@o ao outro processo, de unido de dois protons, onde se precisa
de grande quantidade de energia para se vencer a repulsdo entre os dois protons.
Além disso o processo de unido de dois protons envolve necessariamente a forca
nuclear fraca, pois ha a producdo de neutrinos, e esses processos tém baixa prob-
abilidade de ocorréncia (tecnicamente, baixa secdo de choque).

Neéutrons e protons ndo estdo interligados apenas na formacgdo de deutério.
Neéutrons livres sdo instaveis e decaem em protons, através do processo

n—p+e +0,, (175)

com um tempo de decaimento para os néutrons da ordem de 890 s (aproximada-
mente 15 minutos). Na presenca de protons e néutrons 0s processos que ocorrem,
alrh da possivel formacdo de deutério, sdo

n+ve=p+e (176)

n+e S p+u,. (177)

Estas Gltimas reagOes permitem a existéncia de um equilibrio entre os nimeros
de protons e néutrons, que pode ser quantificado usando-se a distribuicdo de
Maxwell-Boltzmann para ambas as espécies,

/2 2
mzk:BT 3 m;c
.= 0, - , 178
=g ( o h? ) eXpl kBT] (178)
ou seja, como g, = g, = 2 € (m, —my) > = Q,, = 1,29 MeV,
3/2

Ny, My, Qn

LA - . 179

Ny (mp> P { kBT] (179)

Usando que (mn/mp):s/2 = 1,002 ~ 1, tal relacdo fica bastante simples, e pode-
se notar que para temperaturas abaixo de 10'° K os protons comegam a ficar em
maior quantidade que os néutrons.
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Entretanto, as reacGes de equilibrio entre protons e néutrons s6 sdo validas en-
quanto sua taxa de interacdo I" & maior que a taxa de expansao H do universo. Tais
reacOes sdo processos envolvendo neutrinos ou antineutrinos e, portanto, estao li-
gadas a forca nuclear fraca, cuja secdo de choque &, aproximadamente,

kgT )2

1 MeV (180)

Como I' = n,¢0 fracas nw x a, T o< a~ ', e supondo que na época em estudo
a o t'/2 (universo plano dominado por radiacdo) vem que

O fraca ™ 10747 Hl2 (

I xt™°? Hoxt ™, (181)

de modo que a taxa de interacdo decai mais rapidamente que a taxa de expansao
do universo. O instante exato em que I' = H pode ser calculado usando-se dados
de fisica nuclear, mas de qualquer modo tal identidade ocorre por voltade ¢ ~ 1
s. Esse instante é chamado de tempo de congelamento (em inglés freezeout), pois
nesse tempo 0s néutrons deixam de estar em equilibrio com os proétons e, assim, a
razdo entre o nimero de cada um deles, n,,/n, se congela no valor aproximado de
1/5. Logo, ap0s esse instante resta um excesso de quatro protons em cada grupo
de cinco que ndo pode encontrar néutrons para se unir.

A unido de prétons e néutrons gera deutério, mas este ndo é o ponto final da
nucleossintese primordial. O deutério pode participar de diversos processos:

e producdo de *He através da reacdo D + p = 3He + ;
e producdo de *H (ou tritio) através da reagdo D +n = 3H + ~;
e produgdo de *He através da reagdo D + D = *He + p;

e producdo de *He por fusdo, através da reacdo D + D = 3He + n.

A cadeia de processos nucleares ndo para ai. “He é produzido de diversas formas:

SH4p = “‘He+7,
SHe+n = “‘He+ 7,
SH+D = “‘He+n,
SHe+D = “‘He+p.

i
N



Ou seja, produzem-se nucleos atdmicos com 1 constituinte (atomo de hidrogénio),
2 constituintes (deutério), 3 constituintes (*He e tritio) e, finalmente, com 4 cons-
tituintes (*He). No entanto, ndo ha nlcleos atdmicos estaveis com 5 constituintes,
mas ndcleos um pouco maiores, com 6 ou 7 constituintes, podem ser produzidos
se houver energia suficinte no meio, através das reacdes

He+D = CLi+n,
‘He+ *H = "Li+~,
‘He+ *He = "Be+r.

Em principio a reacdo “He + ‘He = ®Be também poderia ocorrer, mas o berilio
assim formado & instavel e decai rapidamente. Nao ha nicleos atbmicos estaveis
com 8 constituintes e, assim, a nucleossintese primordial finalmente termina.

Resumindo, entdo, a sequéncia de eventos envolvendo protons e néutrons no
universo primordial, pode-se definir trés fases, com diferentes temperaturas carac-
teristicas:

e equilibrio quimico entre protons e néutrons, ocorrendo para temperaturas
maiores que 800 keV;

e decaimento dos néutrons, com congelamento da raz&do entre protons e néu-
trons, quando a temperatura & menor que 800 keV, mas maior que 60 keV;

e nucleossintese propriamente dita, para 1" ~ 60 keV.
As reacdes nucleares primordiais sdo ‘congeladas’ a uma temperatura de cerca
de 30 keV, e assim sdo formadas quantidades consideraveis apenas de atomos de
hidrogénio, deutério, hélio e litio, todos elementos leves.

18 Inflagao

Ao se analisar a radiacdo cosmica de fundo percebe-se que ela é bastante ho-
mogénea. Além disso, tal analise revela que o universo praticamente ndo tem
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curvatura, ou seja, o ~ 1. A primeira vista no ha problema algum com tais
resultados. No entanto, um olhar mais cuidadoso gera davidas: como a radiag@o
césmica de fundo pode ser tdo homogénea em todas as escalas angulares? O uni-
verso foi sempre plano ou so o é hoje?

Para verificar como a radiagdo cSomica de fundo pode ser tdo isotropica é
importante calcular qual era o tamanho do horizonte na época em que ocorreu 0
altimo espalhamento dos fotons primordiais que a formam. O horizonte, dy,,,., &
a distdncia méaxima percorrida por um objeto qualquer desde o tempo inicial do
universo ¢t = 0 até um determinado tempo ¢, ou seja,

() =0We [ =ae [V —ae [Man, a8

0 alt) aa (0)

onde n & o tempo conforme definido pela relacdo adn = dt. Tal distancia, no
tempo em que ocorreu o Gltimo espalhamento, era menor do que é hoje. Para
calcula-la é importante lembrar que o universo primordial, na época do Gltimo
espalhamento, era dominado por matéria e, portanto,

a(n) = %poag sen 2 [\/Eﬂ} . (183)
3k 2
O calculo do horizonte para qualquer curvatura usando essa expressao exata en-
volve fungGes elipticas, mas se simplifica bastante para £ = 0. Na verdade, des-
considerando-se a curvatura e usando um modelo simples de componente Gnica do
universo, onde p = (v — 1) p, ou seja, considerando-se que para qualquer tempo
p = p¢, tem-se que

2c a \37/?
Ahor (t) = —7———= | — . 184
nor (1) Ho (37— 2) (ao) (184)
Para matériay = 1 e, dai,
2¢ [ a\3/?
dhor (1) = — | — 185
hor( ) HO <a0> ) ( )

ou seja, a disténcia do horizonte hoje (a = ag) seria, nesse universo plano e com

matéria, )
C
dpor (tg) = — = 2d 186
hor( 0) HO H ( )
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onde dy = ¢/H, € a distdncia de Hubble. Note-se que essa expressao é exata
apenas para um universo plano apenas com matéria e que, portanto, no caso geral
em que existem curvatura e outras componentes além da matéria, ela vale apenas
como uma primeira aproximacéo. Pensando assim, pode-se aproximar o valor do
horizonte na época do Gltimo espalhamento como sendo

2c
H (trss)

Supondo, por exemplo, que a distancia de Hubble na superficie de Gltimo es-
palhamento era da ordem de 0,2 Mpc (cerca de 20.000 vezes menor do que o
valor atual), vem que dj,, (trss) =~ 0,4 Mpc. Nesse caso, esse seria o tamanho
maximo da regido que enviaria informacdes para uma particula qualquer no tempo
do Gltimo espalhamento. Ou seja, esse seria 0 tamanho maximo das regides fisi-
camente conectadas na época do Ultimo espalhamento.

A relac@o entre o tamanho angular df de uma determinada flutuacdo de tem-
peratura na radiagdo cosmica de fundo e o tamanho fisico d¢ dessa flutuagédo define
uma distancia,

dhor (trss) =~ = 2dy (tLss) - (187)

i4
dy = — 188
A do ) ( )
que leva o nome de distancia diametro-angular. Num universo homogéneo e

isotropico tem-se que

dr?
1 —kr?

e = a*(t) [ + 72 (do* + sen20dc,02)1

2
= a*(1) [dXQ + %\/EX <d02 + sen 29d<p2)] , (189)

ou seja, sem perda de generalidade pode-se considerar dr = dp = 0, e dai sai que

sen Vkx o

dl = a(t) 7

(190)
Logo,

SQI]\/EX_ Qg Sen\/EX
VE 1+ z Vi

da=al(t) (191)
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0 que para k = 0 se escreve simplesmente como

. apX . aog”
‘M_<y+@‘m1+@' (192)

E simples ver que d 4 tende a zero para valores muito grandes do redshift z. Nessas
circunstancias, vale que

dhor (tO)
B .

da(z — o0) ~ (193)
Usando que hoje dp,, (to) ~ 14.000 Mpc, e que z.ss ~ 1100, vem entdo que
da(zrss) = 13 Mpc. (194)

Pela definicdo de distancia diametro-angular fica facil agora notar que as re-
gides fisicamente conectadas na época do Gltimo espalhamento sdo vistas hoje sob
um angulo

dﬁzwz0’4x0,03rad%2°. (195)
da 13
O que isso significa é que apenas regides dessa escala angular na radiagdo cosmica
de fundo deveriam ter o mesmo grau de homogeneidade. No entanto a homo-
geneidade da radiacdo cosmica &€ muito maior, vista em escalas angulares de até
180 graus. Como isso pode ser explicado? Esse enigma & conhecido como o
“problema do horizonte”.
Outro enigma surge do estudo da curvatura do universo. sabemos hoje que ela
é quase nula, de modo que

11— <0,2. (196)

Naturalmente, o universo pode ter sido criado sem curvatura alguma, de modo
que 2 = 1. No entanto, se ele possui alguma curvatura o pardmetro de densidade
total € (¢) evolui com o tempo, de acordo com a equacdo

k
L=Q(t) = =0 (197)
Posto de outro modo,
27172
ayHy
1-Q() = ~ g (1—9Q) . (198)



Como o universo estd em expansdo agHy, > aH e, assim, para t < t, vale que
|1 —Q(t)] < |1 —Qpl|. Alguns célculos podem mostrar que

11— Q| >2x 107, (199)
ou

11— Quue| >3 x 1071, (200)
ou ainda

|1 —Qp| >1x107%, (201)

Ou seja, se o universo tiver algum residuo de curvatura hoje ele teria que ter
comecado com uma curvatura muito, muito, muito pequena, diferente de zero,
mas quase igual a zero. Essa necessidade de uma curvatura inicial muito pequena
do universo é problematica: como o universo acertou um valor tdo proximo de
zero? Esse & o “problema da planura” do universo.

Os dois problemas s&o resolvidos por uma idéia que ficou conhecida como
inflacdo: o universo teria passado por uma fase de expansdo acelerada, exponen-
cial, onde o fator de escala teria sido do tipo a (¢) oc e*’, sendo que o parametro
de Hubble H se mantém constante, H = H,, durante todo a inflagdo. A inflagédo
seria apenas um fase na evolugdo do universo, de modo que ela comegaria hum
tempo ¢; e terminaria num tempo ¢, de modo que

a; (t/t:)"* t<ti,
a(t) =4 aettt) ti<t<ty, (202)
a; e ) ()P >ty

Assim,

alt)| 0 .\
In la(ti)l =H;(ty—t)=N, (203)
onde N é o nimero de “e-foldings” causados pela inflagdo. Logo,

1=Q(tg)| =M1 - Q(t)], (204)

Ou Seja, mesmo que 0 universo tivesse comegado com uma curvatura mensuravel
uma quantidade razoavel de inflacdo a teria apagado. Na verdade, a incerteza atual
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no valor de €, implica que N > 60, se a inflagdo comegouem ¢; ~ 10736 s. Além
disso, teria-se, por exemplo, que
3
dhor (tf> ~ §€Ndhor (tz) ) (205)
ou seja, o horizonte teria crescido exponencialmente durante inflagdo.
O mecanismo fisico usado para servir de base para a idéia de inflacdo envolve
ao menos um campo escalar ¢ (t), chamdo de inflaton, ao qual se associa a funcéo

de densidade Lagrangeana

£:=:a3[2£03——1/(¢)], (206)

onde V' = V (¢) é o potencial associado ao campo escalar. Tal fungdo serve de
base para a expressdo para a pressdo efetiva p, do campo escalar, isto &, py, =
L/a?. Usando as equagdes de Euler-Lagrange pode-se notar que o campo escalar

obedece a equacdo
. . dv
Hp = —he®— . 207
o+3Ho hc o (207)
Além disso, a densidade de energia do campo escalar pode ser obtida a partir da
funcédo de densidade Hamiltoniana,

oL - $?
H = 3_¢¢ —L=ad [wag + V((b)] = pya’, (208)

que deve dominar a evolugdo do universo de forma que funcione quase como uma
constante cosmoldgica na equagdo de Friedmann, ou seja,

a\? 8xG A,
Z) oy, ~ 209
<a) 3 =73 (209)

Assim, o fator de escala cresce exponencialmente,
\/ it
a(t) =aeV 3

tal qual na solucdo de de Sitter. Para que isto ocorra é necessario que a pressao
e a densidade de energia do campoescalar obedecam a equacdo de estado de uma
constante cosmologica, isto &,

(210)

Y

Po R —Pg 5 (211)
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e, assim, & preciso que
¢ < hePV (9) . (212)

A equacdo obedecida pelo campo escalar, equacéo (207), mostra que 0 campo
evolui de forma que atinge uma ‘velocidade’ terminal

: hic® dV
=———. 213
¢ 3H d¢ (213)
Nesse instante, entdo, vale que
av\®  9H2V
<%> R (214)
Usando que
81G
H? = — 215
5V (215)
as condicOes sobre o campo escalar podem ser reescritas como
Ep dV\”
—_— 1. 216
() < 219

Varios potenciais podem ser escritos satisfazendo tais condi¢des e, assim, diversos
modelos inflacionarios podem ser construidos:

“A exploracdo das variagoes sobre o tema inflacionario tem con-
tinuado, e uma busca na literatura cientifica mostra que ha cerca
de cinquenta formas diferentes de inflacdo que foram nomeadas e
estudadas. A lista inclui inflacdo dupla, tripla e hibrida, para ndo
mencionar inflacao hibrida ‘mutacionada’, inflacdo hibrida des-
balanceada, e inflacdo hiperestendida. Cosmdlogos tem também
estudado inflagdo movida pela gravidade, por spin, por cordas
e campos vetoriais, assim como inflacdo que é quente, suave,

tépida, e natural.”

Qualquer gue seja 0 modelo de inflagdo, porém, deve-se lemvrar que o que a
inflacdo faz & expandir uma regido muito pequena, submicroscopica, do espaco
para uma tamanho macroscopico.
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19 Matéria escura
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