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A - Nao existe sistema logico com forca expressiva maior do que a légica
de primeira ordem, para o qual vale ambos: o teorema da compacidade e o
teorema de Lowenheim-Skolem.

B - Nao existe sistema légico com forca expressiva maior do que a logica
de primeira ordem, para o qual o teorema de Lowenheim-Skolem vale e o
conjunto de sentencas validas ée numeravel.

Definigoes:
Seja L e L sistemas légicos.

e Sentencas logiamente equivalentes.

Seja S um conjunto de simbolos, ¢ € L(S) e ¢ € L'(S)
¢ e 1 sdo denominados logicamente equivalentes sse Mod? (¢) = Mod?, (1)

Obs: Temos um mesmo conjunto de simbolos S em dois sistemas logicos
L e L' diferentes.

o L[

L’ é no minimo tao expressivo quanto £ sse para todo S e para todo
¢ € L(9) existe algum ¢ € L'(S) tal que ¢ e 1) sdo equivalentes
(Modz () = Modz, (v))

o L~ [

L e L' sao igualmente expressivos sse L < L' e L' < L.
Definigoes:

e Boole (£) (£ contém conectivos proposicionais booleanos)

1-Dados Sep € L(S) , existe x € L'(S) tal que para toda S-estrutura
2A:
AEL xsse AFEL ¢



2-Dados Sep, x € L(9), existe x € L(95) tal que para toda S-estrutura
2.

AEL x sse (AFEL pouAF, .

Se vale Boole (£) entao —¢ e (pV1)) estabelecem a férmula y no sentido
de 1) e 2), (¢ A1), (¢ — 1) ... sdo usados analogamente.

e Rel (£) (£ permite relativizagao)
Para S, ¢ € L(S) e U (simbolo de rela¢ao unario), existe ¢ € L(SU{U})
tal que: (A, U4) Bz ¢ sse (A, U4) Ey ¢ para toda estrutura 2 e
todo subconjunto S-closed U4 de A ([U4]* é a subestrutura de 2 com
dominio U4).

e Repl (£) (mathscrL permite ”substituigao” de simbolos de fungao e de
constantes por simbolos de relagao).
Se S é um conjunto de simbolos e S” é fechado para simbolos de func¢ao
e de constantes de S, entao para todo ¢ € L(S) existe p € L(S") tal
que, para toda S-estrutura 2A: A F, @ sse A" E, ¢
Se Repl (£), escreveremos ¢" para a férmula b com a propriedade
acima.

o L éregular.
Um sistema légico £ é dito regular se satisfaz as propriedades Boole

(L), Rel (£) e Repl(L).

e L6Sko (£) (o teorema de Lowenheim-Skolem vale para £).
Se ¢ € L(S) é satisfativel , entao existe modelo de ¢ cujo dominio é no
maximo contavel.

e Comp (L) (o teorema da compacidade vale para L)
Se & C L(S) e se todo subconjunto finito de ® é satisfativel, entao & é
ele préprio satisfativel.

Com esta terminologia o resultado de Lindstrém mencionado em ’A’
formula-se da sequinte maneira:



Se £ é um sistema l6gico regular tal que £; < L, LoSko(L) e Comp(L)
entao L ~ L.

Lema 1: Seja £ um sistema logico regular. Se para todo conjunto se
simbolos relacional S, toda L(S)-sentenga é logicamente equivalente a uma
sentenca de primeira ordem, entao £ < L;.

Sistema légico compacto regular.

Lema 2: Suponha Comp(L), e seja ® U {p} C L(S) e & =, ¢. Entao
existe &y C P finito, tal que ¢ =, ¢.

O lema acima mostra que Comp(L), o teorema da compacidade para sa-
tisfacao implica o teorema da compacidade para a relacao de consequéncia.

Lema 3: Suponha Comp(L) e ¢ € L(S). Entao existe Sy C S tal que,
para toda S-estrutura 2 e ‘B.

s, ~Bs, = A L& B =L )
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Lema 4: Seja S um conjunto de sibolos relacional e ¢ uma L(S)-sentenca
que nao é logicamente equivalente a qualquer sentenca de primeira ordem.
Entao, para todo Sy C S finito e todo m € N, existem S-estruturas 2 e 8B
tais que:

m|So “m %|S()7 2A ):C ¢ e ‘B ):E _‘%U

Lema 5: Para todo m € N existe um modelo € de y no qual o corpo W*¢
de <¢ consiste de exatamente (m + 1) elementos.

Lema 6: Assuma L&Sko(£). Entao uma das seguintes condigdes a) ou
b) vale:

a) Existem S-estruturas 2 e B tais que:

2A ):,C ¢7 ‘B Izﬁ ﬁ@Z) € 2[|So =~ %|SO



b) Em todos modelos © de x, o corpo W¢ de <€ é finito.

Lema Principal: Seja £ um sistema logico regular com £; < L e
L6Sko(L). Alem do mais, seja S um conjunto de simbolos relacional, e seja
1 uma sentenca em L(S) que ndo seja logicamente equivalente a qualquer
sentenga de primeira ordem. Entdo a) ou b) vale.

a) Para todo conjunto finito de simbolos Sy com Sy C S existem S-
estruturas 2 e B tais que.

2 ):l: ?/1; ‘B ):l: _'r(/} € Ql‘So = %‘SQ'

b) Para um simbolo de relagdo undrio W e um dado conjunto de sibolos
ST com SU{W} C ST e finito ST\ S, existe uma L(S™)-sentenca x tal que:

i) Em todo modelo € de x, W€ é finito e nao vazio.

ii) Para todo m > 1 existe um modelo € de x, no qual W¢ tem exata-
mente m elementos.
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Para um sistema légico regular £ com L£; > L o seguinte vale:

(LoSko(L) A Comp(L)) = L ~ Ly

Segundo Teorema de Lindstrom
Nao existe sistema logico com forca expressiva maior do que a logica de
primeira ordem, para o qual o teorema de Lowenheim-Skolem vale e o con-

junto de sentencas validas ée numeravel.

Definicgoes:

e Sitema Légico Efetivo.

Seja £ um sistema logico. £ é chamado sistema logico efetivo se para
todo conjunto decidivel de simbolos S o conjunto L(S) é decidivel, e para
toda ¢ € L(S) existe um subconjunto finito S° de S tal que ¢ € L(Sy).



o L<c L

L <.;r L' sse para todo S decidivel existe uma funcao computével
* que associa para cada ¢ € L(S) uma sentega ¢* € L'(S) tal que
Modz(p) = Modz, (")

o Lorvepr L

,C ~eff ,C/ SSse ,C Seff ,C/ (§] ,C/ Seff E

e Sistema Loégico Efetivamente Regular

Seja L um sistema logico. L é dito efetivamente regular se L é efetivo e
se os seguintes efetivos andlogos de Boole(L), Rel(£) e Repl(£) valem:

Para todo conjunto decidivel de sibolos S:

i) Existe uma fun¢ao computavel que associa para quaisquer ¢ € L(.S)
uma formula —p, e, adicionalmente, uma fun¢ao computavel que asso-
cia para quaiquer ¢ e ¥ de L(S) uma férmula (¢ V ).

ii) Para todo U undrio, existe uma fungao computédvel que associa toda
¢ € L(S) a uma férmula Y.

iii) Existe uma fun¢ao computédvel que associa todo ¢ € L(S) a uma
férmula ¢" € L(S") (onde S™ é escolhido como conjunto decidivel de
simbolos).

Segundo teorema de Lindstrom: Seja £ um sistema logico efetiva-
mente regular tal que £; <.;r L. Se LoSko(L) e se para £ o conjunto de
sentengas validas ¢ enumeravel, entao Ly ~¢s L.



