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beschrinkten Kette eine Teilmenge von Rp, wihrend jede unbe-
schrénkte Kette w in ihrem Triger enthilt. Eine O—Kette“{;o
ist genau dann beschrinkt, wenn*zo w nicht als Element enthdlt.
Sei A ¢ zP (Rp), X £ zP (RP) und‘tk eine k-Kette des Gitters
¢ im zP (RP). _
Die Sprechweisen "x liegt in"fk" bzw. "x liegt nicht in'tk“
bzw. "& ist in 13 enthalten" bzw. "A ist nicht in‘tk enthalten"
bzw. "Tk ist in A enthalten (gelegen)" bzw. “TF besitzt mit A
leeren Durchschnitt" bzw. “tk besitzt mit A nichtleeren Durch-
schnitt"” sollen vereinbarungsgemif soviel, wie xgktk ,}{é!Tklf
Aci<l adxk, | < a, %rkinA=®, % | na # ¢
bedeuten. Wir fithren diese Sprechweisen ein, um mache Formulie-

rungen weniger umsténdlich erscheinen zu zu lassen ("abus de

langage™).

1.41 Bemerkungen

(1) T:k' ist eine abgeschlossene Punktmenge in Zp, bzw. in
Rp, fa115'tk beschriénkt ist. (Alle c?gtk sind abgeschlossene
Mengen in 2P bzw. in RP und es werden nur endlich viele CE

vereinigt. )

(2} Flir je zwei k-Ketten 1?,‘t§ auf G ist't% ="t§ gleichbedeu-
! - . |

tend mit 1;11{ ] = [Y]; * ;311({:1]; gleichbedeutend mit ’-«;]ﬂ (:T_JZ{ r
insgesamnt ist somit‘z?'gjtg gleichbedeutend mit!jJ?lQ!T?_.
Beweis:
,k_k’kh§k|.
L —'tzflzri1 —:Té_ ist klar aufgrund der Definitionen der
Ketten und Trdger. Sei nun Ptk}=ytk =A.

oo k. X ! 2 k K
Wire 1#12, so gdbe es 0.B.d.A. eine k-%Zelle c , die in?f1,
aber nicht intrg liegt. Nach 1.31.1 enthilt ck jedoch Punkte,

die in keiner anderen k-Zelle von G enthalten sind, somit
kann ]zj¥1=ftgi nicht gelten.

Sei —z};gr];. Dann gibt es eine k-Zelle cf, die int¥,
nicht in 7:? liegt; wiederum nach 1.31.1 gibt es in ck

aber

Punkte, die in keiner anderen k~Zelle von G liegen, somit
liegen diese Punkte auch in keiner k=-Zelle von f?, woraus
1k ki

e 3 |¢|'t2 | folgt.

Sei‘nun y:$|c}i§1 .IFaIISft? i‘ig gidlte, gdbe es eine k-Zelle

ck, die in'tﬁ, aber'nicht-in Tg ldage. Wiederum nach 1.31.1

gdbe es Punkte aus Zp, die nur in ck, aber keiner wvon ck

verschiedenen k-Zelle von G ldgen. Somit kdnnte h:?‘ C ijgr

nicht gelten. Somit haben wir:’t? g_xg. Gdlte jedoch
-9r SO hd&tten wir nach (1):{1%7 ='1§

~ k.

-1
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Strenggencmmen haben wir 1.41(2) nur fir den Fall k >
bewiesen, da der Satz 1.31.1, auf den wir uns fortwihrend
berufen haben, nur fiir k~Zellen mit k> 1 gilt. Die Be-
hauptungen von 1.41(2) sind jedoch filir O-Ketten vdllig
offensichtlich, da O-Ketten mit ihrem Triger ﬁbereinstimmeg;
LL l @ ist gleichbedeutend mit‘tk=0k aufgrund der Defi- -

niticen wvon Ok, als dem leeren System von k-Zellen.

1.47.1 Hilfssatz

Jeder Punkt x aus zP liegt in einer geeigneten p~Zelle jedes

Gitters ¢ auf zP,

Beweis:

Da jedes Gitter G mindestens eine unbeschrénkte p-Zelle besitzt,
. P P (1T i

etwa die abgeschlossene Hiille bzgl. %P von X b—ﬁ,d1 !:mq die

kleinste Bestimmungszahl aus'Bi, 1< i< p, liegt w in minde-

stens einer p-Zelle eines jeden Gitters.

Sein nun XEﬁRp. Fir alle i=1,...,p, gilt: entweder x. \d\1,

d\? die kKleinste Gestimmungszahl aus Bi’ oder x> 2, & die

ny i

grofte Bestimmungszahl aus Bi' oder, falls(i?'g_xi'g * gilt,

entweder x.=d%, &%&B. oder x.#&% flir alle d%GB., in welchem
i 7] i i°73 J°71

]
. i T i . ,
Fall es eln;ﬁk aus Bi Elt<ik~\xi<&k+1 gibt. Zi(c) w1rd dann
1 i

i . P
je nachdem als _hi’ +hi , +Qi, +Q§ gewdhlt und M Zi(c) ist
eine x enthaltende p-Zelle. []

17.42 Hilfssatz

k

T tg,'ip seien Ketten auf dem Gitter G.

(1 | Feskle v

g.: die Gleichheit gilt genau danp,
wenn die beidenaKetten keine geﬁeinsame k-Zelle eﬁthalten.

(2) (TP|° = [£P|,

@ |Iv?| = [P {FP° = [|eP

(4) Ist‘*p die Kette der gemeinsamen p-Zellen von-1$ und Lg,
80 gilt: |71 | f\lﬁ;gio JTTPJ

(5) Ist <P die Kette der p-Zellen von G, die eine Menge A C,Zp
treffen, so gilt AC ,tp °.
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Beweis:
~k,.k_ kX _k kK _k kK _k
(M7 + by T T N (Tynty) €TyVT, . Nach 1.41(2) folgt
hieraus:[?‘? + ig| gzﬁt?xjti'. Falls*:% und'ﬁ? keine gemeinsa-

men k-Zellen enthalten, gilt:'{?(ﬂ;g = @, somit haben wir in

diesem Fall:*z? + ig ='i§\rf§; 1.41(2) liefert dann sofort:
-k -k~ kgek

FL‘I +“‘-2 - !'.,T L-2|.

Sei nun umgekehrti}j%\fti‘ = kﬁ%**tg . Gdbe es eine k-Zelle ck,

die sowohl in'ﬁﬁ, als auch in‘;g ldge, so wire ck nicht in

ﬁ.$'+rfg. Nach 1.31.1 besitzt X Punkte auisp, die in keiner
anderen k-Zelle von & enthalten sind, und somit auch nicht in
if ? +1;§!. Da aber ck in’{%‘)ig liegt, sind diese_Punkte in

b ' | i

:i%kiigf enthalten, woraus VE? + fgg # ;T?‘Jig folgt. Wiede-

rum haben wir strenggenommen die letzte Teilbehauptung nur fiir

k > 1 bewiesen, da Satz 1.31.1 nur fiir k-Zellen mit k > 1 gilt.
Die Behauptung {1) gilt jedoch wiederum ganz offensichtlich fiir
O-Ketten, da O-Ketten mit ihrem Trdger Ubereinstimmen.

(2) Aus ‘Ip‘oig ktp{ folgt, weil YEPE abgeschlossen ist,

i

IgPo ¢ TP
Sei nun xe%YpL X#W, etwa xgcp&ip. Die Kugel K(X,¢), ¢»0 beliebig,

enthdlt einen inneren Punkt ¥ von P (I 1.49, cP 138t sich als
ein Intervall des RP auffassen (1.28(2))). Aus y@(cp)o C cP C
< FtPE folgt ygfipjo. ¢, war beliebig, daher muB x Bertihrungs-
punkt wvon ftplo sein.-Falls < P beschrénkt, somit w&cp gilt

fir alle cP aus 1P, haben wir wé¢[tP|. Somit stimmt die Abge-
schlossene Hiille von h:pg bzgl. zP mit der abgeschlossenen Hiille

von Frpi bzgl. R® tiberein ung wir sind fertig.

Sei nun ngtp ; also wecpeip. c' sei die zu P gehdrige Pri-
zelle, die ganz in RP enthalten ist. ¢' ist die abgeschlossene
Hiille bzgl, RP des offenen Xerns O von ¢ bzgl.ERp (I 1.49).
Nach I 3.8 ist dann <P die abgeschlossene Hiille von O bzgl. 2P,
Somit hat jede in 2P offene Menge O', welche w enthdlt, mit O
nichtleeren Durchschnitt. Da wiO, gilt: O'\{wiNO # @, w ist
somit Hdufungspunkt von 0. 0O Cc’ g:cp, deshalb gilt:
O=Oog(cp}ogiip|o. Deshalb ist w Beriihrungspunkt von Vzplo

und wir haben: jeder Punkt aus %tPI ist Berilihrungspunkt von
[~ P|© | |
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(3) |z P! ist abgeschlossen in zP, deshalb ist r“fpj of fen.
Jeder Punkt xef P kann nicht in einer p-Zelle aus 1P liegen.
Somit muB dle p~Zelle C o welche nach 1.41.1 x enthilt, aus

rzp sein. *‘pr ist offen, somit gibt es eine Umgebung U von x,

welche noch ganz in [rxpl enthalten ist, Offenkundig kann auch
kein Punkt y aus U in V:pé liegen und die p-Zelle ¢  welche

ihn wiederum nach 1.41.1 enthdlt, muB ebenfalls in [*’p liegen.

haben somit.hi| pi o ﬁ»rpl

Somit: U < Qi;p’ und daher ist X innerer Punkt von [ﬁipl Wir

-
[
PrAalePoa e

el Pe P ung xecPe P, Jede Umgebung
AN 2

von x hat mit (c2y° ¢ " PI° ung (cpJO ¢ P ° nichtleeren
1 = L = | !

Sei nun

Durchschnitt (I 1.49). Nach 1. 31.1 kann kein Punkt aus (cp)
in einer anderen p-Z2elle als cg liegen, somit kann a forterlorl

kein Punkt aus (cg) in Hg,p| enthalten sein. Somit kann kein

Punkt aus E&Lpfflkﬁpi innerer Punkt von
mus {b;pio < Hﬁp[ gelten.

Summa summarum: ———
[Pl -[l<Plenfrel - [[rplo - |[ce

sein, deshalb

| nach (2).
j'S“flﬁgr r;gg und deshalb haben

(4){{ CZE1, {2. Somit gilt: |
wir: |1 P| ¢ w;p‘r\h:pf - Somit gilt: [TP[C ¢ (2%~ [«;_5})0 =
Andererseits haben wir: ﬁz?lorxkzgfo < ?Z?‘fﬁ}i?'o

= [TP + a%#i%hwkgﬁ’g(h?h4z$+tphn?£$°=
=dmﬂnItgrﬁquz$+tﬂn?251%§ (1P|t By = |tP|.
Denn, wegen L{p| ngtg] ist thLW?i gi = rfpf und wegen
vi +1P o ¢f gile: ¢ P 4 7P il =T 5] = [qxB™.

Deshalb ist PL? + iplfﬁftgio = @.

aus [T71% 0 2510 C 1P forge: [7B]°q [3E]° < |uB[o.
(5) P = {cpeﬂp| cpnA # Q]ﬂ:[ﬁ:p =={cp€9_plcpnA = @’}; sei

xe “}:p' N Xﬁcié [TP; deshalb ist cpnA = ¢ und es gilt: CE c

A.

Daher liegt x in [A und, weil x aus rf*p' beliebig war, gilt:
IEtp](_ [A was scofort A.C_('Etp‘ [ﬂi:% = Fip] impliziert.
) .

[[rzp[_|j:pl » well [LB = B® fiir jede Teilmenge eines topologi-
schen Raumes X glltf - : []
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Aus dem Beweis ergibt sich, daB alle Aussagen von 1.42 auch
im Falle, ¢ ist ein Gitter im RP und alle betrachteten Mengen
sind Teilmengen von!Rp, gilt. Es ist wesentlich, daB die Aus-
sagen fir p-Ketten aufgestellt werden, da jede k-Kette fiir k<p
ganz im Triger von € enthalten ist; |Gl ist aber nun, gleich-
gliltig, ob wir unsere Betrachtungen in RP oder z¥ durchfihren,

" in beiden Riumen nirgendsdicht und deshalb besitzt auch jede

Teilmenge von |G| keine inneren Punkte (1.2, 1.33).

Selbstverstidndlich gelten die Aussagen von 1.42 fir die k-Zellen,

falls k > 1 und k=p ist.

1.432 Hilfssatz

Sel A eine Teilmenge von zP und ©¥ eine Kette auf mit fﬁ%] C A.

Ist C eine Komponente von A und ist'tg die Kette derjenigen

k-Zellen von'Ek, welche C treffen, so gilt’f‘il =(ilkf N C.
Ist insbesondere A = %tkl, SO gilt: Ptgl = C.
Beweis:

Jede k-Zelle ausﬁfg ist eiﬁe zusammenhédngende Teilmenge von A,
die C trifft und ist somit in C enthalten, daher gilt |'>:];] C
< 15X ne. |

Sei ngikfn C, dann haben wir xeckeik und xeC. Somit gilt:

ckeig, was sofort xgﬂtgl nach sich zieht. Deshalb haben wir:

=¥l ncc k. ]

1.44 Definition

(1) Eine Kette Ik auf & heiRt zusammenhdngend, wenn ihr Triger

zusammenhdngend ist.

(2) Die "maximalen" <usammenhdngenden Teilketten einer Kette

Tk # Ok auf G heiBen Komponenten von'ik.
1.45 Hilfssatz
Die Kette‘z? ist genau dann eine Komponente der Kette‘fk} wenn

k

eine Komponente von]j;k| ist.

Beweié:

Seii,? eine Komponente von'{k.

Als zusammenhdngende Teilmenge von Mtké ist yI?’ in einer Kom-
penente C von h:ki enthalten. Nach 1.43 ist mit der dortigen
Bezeichnungsweiseét g' = C. Es folgtgflﬁ} E_TZ§| und weiter

nach 1.41{2):?’? gjig - Ik. Da‘z? eine Komponente von ik ist

und?'g zusammenhdngt, gilt?:? =’E§ .-Daraus ergibt sich mit
k .
1.41(2): 7.1 = 1f§ = C, C eine Komponente von rfkl.
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Sel umgekehrt [f?’ eine Komponente von’ijk%. Wiederum nach
k

1.41(2) folgt: T 1 ¢ 7T . Angenommen, es ist'{% Q‘ZE E:fk,

'Zz zusammenhdngend. Dann folgt:[

k : e ok ....k
1 ¢ ithcitk. Da |7 7]
eine Komponente von]t:k]

k|

ist und dayﬁlg‘ zusammenhdngt, gilt:
PI ! :ITLEI und damit:'ﬂ? ="

§° Folglich muB f? eine Komponente

von fk sein. []

Aus Hilfssatz 1.45 und den bekannten topologischen Eigenschaften

von Zusammenhangskomponenten folgt nun sofort:

1.46 Satz

‘tk sei eine Kette auf G.

(1) Die Triger zweier verschiedener Komponenten von"tk sind
disjunkt.

(2) Jede zusammenhdngende Teilmenge von[f;kf ist im Triger
einer Komponente von ¥ enthalten.

(3) Sind‘i?,ﬂtg,...,Tﬁ dieI(endlich vielen!) Komponenten von
I:k, o) giltﬁ'{k =tk 4ok + ...+ Ik.
1 2 n
Bewels:

(1) folgt aus KUHN, Topologie, 3.2{1}, p. 129 und der Tatsache,
daB die Triger zweier verschiedener Komponenten von‘tk zwei

. k .
verschiedene Komponenten wvon [1 ! sind.
(2) folygt aus KUHN, Topologie, 3.2(2}), p. 129 und der Tatsache,
daB der Trdger einer Komponente von‘fk kl
ist (1.45).

eine Komponenteé vonII

(3) Jede Kette'tk ist eine Teilmenge der endlichen MengeSlk

und daher selbst endlich. Da jede Zelle ckeilk eine zusammen-

hdngende Teilmenge von|ﬁ:kl ist, besitzt eine Kette h&chstens
soviele Komponenten wie Zellen, also ebenfalls nur endlich

viele. Da die Triger der Komponenten vonﬁik nach (1) disjunkt

sind, sind auch die Komponenten von‘Ik untereinander disjunkt

]

und daher gilt die Summendarstellung.
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2. Rinder, Zyklen IT 2

2.1 Definition

Unter dem algebraischen Rand Tjhk einer k- Kette'zk, kK=1,...,p,
auf 6 versteht man das System aller (k-1)-Zellen ck 1, die in
einer ungeraden Anzahl von k—Zellen der Kette"rk enthalten
sind; (fir O-Ketten wird kein algebraischer Rand definiert.)
*aﬁck ist somit eine (k-1)-Kette auf G.

2.2 Bemerkungen

(1) Statt'}{cki schreiben wir einfach Eck. Der algebraische
Rand jeder k-zelle c*, k > 1, besteht somit aus allen in
ck enthaltenen (k-1)-2ellen, d.h. aus allen Zellen, welche
aus ck durch Entregularisierung in einer Regularit&tsachse
von ck hervergehen,

Man kdnnte den algebraischen Rand'Bck einer k-Zelle, k>1,
auch als die Menge aller in ihr enthaltenen (k-1)-Zellen
definieren, Der algebralsche Rand einer k-Kette 1#, k >1,
wdre dann die Summe modulo 2 der algebraischen Rinder

der k-Zellen ck aUS'Ik. Anwendung von 1.39(1) zeigt, daB
der algebraische Rand von'tk aus allen {(k-1)-%Zellen ck 1
besteht, welche in einer ungeraden Anzahl der (k-1)-Ketten
‘{Eck lc%eikg, also in einer ungeraden Anzahl von k-Zellen
von v enthalten sind. Unsere Definition und die eben be-
schriebene sind somit dquivalent,

(2) oF .= ok

(3) Filir die p-~Kette§?_p die aus allen p-Zellen von G besteht,
9i1t2GF = 0P7!, aa nach 1.28(6) jede (p-1)-Zelle in ge-
nau zwei p-Zellen enthalten ist.

(4) Fiir jede k-Kette 1k gilt: kl c rgk[, da jede {(k-1)-Zelle
o1 aus 31X in mindestens einer k-Zelle of aus ﬁﬁ enthalten

ist und daher &7 c X gile.

2.3 Satgz

Sind'z?,ﬂig zwel k-Ketten auf G, so gilt:
'Bhﬁ'+t§)=3t$ +}t§, k=1,...,p.
Bewels:

Zundchst setzen wir voraus, daB'L? und tg keine gemeinsame
k-Zelle enthalten.

Sei ck_1€f%(11 + J oK1 ist in einer ungeraden Anzahl u
von k-Zellen aus ':? +"f§ enthalten; etwa in n1 Zellen von
k . k _

T.T und n2 Zellen von 12, n1 + n2 = .
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Sei etwa n1 gerade, n2 ungerade ( wiren n1 und n2 gerade, so
wdre auch u als Summe zweier gerader Zahlen gerade). Dann
haben wir: ck_19371?, ck_1éﬁ‘ik, somit: ck_1e'aT§ +Bik

X
Sei umgekehrt ck_Tea"z]; +‘e,‘E]; und etwa ck-163t}1(, ck_1é3‘£];,
(wire ck—1é_a"t}1<,31]2{, so gidlte ck_quBT]; +Eﬁ,}2<.) Dann ist ck—1

% und in einer ge-

in einer ungeraden Anzahl von k-%Zellen aus T
raden Anzahl von k-Zellen aus-zg enthalten. Also ist ck"1 in
einer ungeraden Anzahl wvon k-Zellen aus-tT +'§§ enthalten.

{(S5ei n, die Anzahl der k-Zellen aus'i%, in denen ck_1 enthalten
ist. Dann ist n, ungerade. n, sei die Anzahl der k-Zellen aus
~C§, in denen c¢X¥~1 enthalten ist, so ist n, gerade. r sei die An-

zahl der k=Zellen, in denen ck_1 enthalten ist und die ini‘§

und*tg liegen, dann ist r < n1, n2. ck_1 liegt nun in n1~r +
' _ - k k -
+ n,—r = n1 + n, 2r Zellen wvon 1 + 9 n1 + n2 2r > 0 und

ungerade, da r < nyr D0, und 2r gerade, n, + n, jedoch ungerade.)

Es folgt: ck-1_€-. -’3(-1;]1( + 'f];) .

?,Wig gemeinsame k-Zellen, so

g + Ik,’tg = ii + ik, wobei‘fk die Kette

der gemeinsamen k-Zellen vonnz? und-gg bedeutet.gfg ='i$ + Tk,

‘ii =‘i§ + ik.ﬁlg,‘iz, Ik enthalten paarweise keine gemeinsamen

k-Zellen, da T} =*t§{\t§,7ﬁ§ ='1$~\tk und‘zz =‘t§~\tk.'

Enthalten die beiden Ketten-

schreiben wir:'z? =7

Nach dem schon Bewiesenen ist dann:

k k, _ k k k k, _ k k., -k kK _
Oy +N) =R liy v vy 4 1Y) =y +7y) =y +2TN =
3‘1}:; '!‘E'Lk +-a‘5}4( +}ﬁ:k = -a(”‘[]; -+ '\:k) + 3(1}4{ + Tk} =B“E]1{ +'B'Z]§-

[]

Flir endlich viele k-Ketten gilt aufgrund vollstdndiger Induktion:

2.4 Folgerung

k k, _ k k
(1) 8(1:1 ool +T ) =T, + ... +a¢n.
(2) Ist-tk = c? + ...+ ck, 50 gilt insbesondere?ytk=-ac§ + ... +
k n
+'Bcn.

2.5 Satz
Flir jede p-Kette auf 6 ist J[T P =3¢P,

Bewelis:
TP =26 +QP) =3P 438P =3 P+ 0P 234 P,

L]
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2.6 Satz

Ist T,k =WL$ +‘t§ + ... F IE und sind die Triger der‘t%
paarweise disjunkt, so istlaﬂ:gl f’?&gklthiﬁl r J=1,2,...,n.
Beweis:

Ausaﬁk =BT? +aTk + ... +Bt§ folgt nach 1.42(1):

_[.aT ’3“5 i El_klu . l"at}ri , denn wegen gé'f.]j{' < !-;:];‘
sind die Triger der“31§ paarweise disjunkt. Damit isgts
ekt ] = der¥n (24 ooovanlnip R EIAY

U (hvﬁ'ﬂ‘ D J?ﬂ:k’ = 1,2,...,n. [
2.7 Folgerung

Ist I:JO{ eine Komponente von tk, so ist ['B’T.}SI = JB"t:k)ﬂ I‘E}S’.
Beweis:

Aus 1.46(3) folgt, dag tk die Summe modulo 2 ihrer Komponenten
ist. Nach 1.46(1) sind die Trdger dieser Komponenten disjunkt,
somit ist 2.6 anwendbar. []
2.8 Satz

Flir jede p-Kette xF auf @ gllt-‘Bﬁ;pl = Rd sz

Fiir p-Ketten ~P stimmt somit der Trdger des algebraischen
Randes mit dem topologischen Rand bzgl. zP (Rp, falls tp

beschrénkt ist, oder die Betrachtungen in RrP durchgefiihrt
werden) des Trigers von <P iiberein.

Beweis:

Da [‘aq;pl C |~gp] und IB“}:pl [a[tp] C ILTP], ist einerseits
[a"z:p| c [rpiﬂ H}:p| I*Ep‘ A [Tpl = Rd | f

Sel nun x ¢ R4 IEPI Aus den beiden letzten Gleichungen folgt:
xe[tp| e” pj; X 4cp&‘.r,p X€cg e[zp Nach 1.35(2) liegt

X in einer k-gzelle ck, k < p-1. Falls k = p-1, folgt nach
1.28(6), daB cP und cP gie beiden einzigen p-Zellen von G
sind, die cK=cP~] entgalten und somit mus <P~' ein Element
von 3<P sein, da die andere p-Zelle cg auf &, in welcher cph1

ebenfalls enthalten ist, zu D; gehdrt. Sei nun k €< p-2.

: k _ S . . .
Sei c¢° = ;“%Zj(c ), wobei j1<_32<:...<:jp_k die Defgktachsen
von ck sind. Um zu zeigen, daB es eine ck umfassende (p-1)-Zelle
cp_1 gibt, die in genau einer bP-Zelle von 1p enthalten ist, wol-
len wir einige Bezeichnungsweisen einfiihren, die uns das Leben

sehr erleichtern werden.
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Jede ck enthaltende p-zelle c® 148t sich in der Form:
(1,1,e00,1,4,+,...,+4) als p-Tupel darstellen, wobei die ersten
k-mal (p-k}-mal" |
k Einser die reguldren Zellenkomponenten von ck vertreten,
wihrend an der (k+s)-ten Stelle, 1< s <« p-k, des p-Tupels
jeweils entweder + oder - steht, je nachdem, ob <P aus ck
durch Regularisierung nach oben (+) oder Regularisierung
nach unten (-} in der js—ten Achse entsteht. Solche Tupel
wollen wir "regquldr" nennen. Wir sagen, das cP reprédsentie-
rende reguldre Tupel wird in der (k+s)-ten Stelle, 1 < s < p-k,
entregularisiert, wenn wir an der (k+s)-ten Stelle statt +
oder - das Zelchen "O" hinschreiben. Die 0 soll hierbei den

Prinzipal Zj (c ) vertreten. Offenkundig reprisentiert jedes
s
C . k
in der r-ten Stelle {r>Xk) entregularisierte P—-Tupel eine ¢

umfassende (p-1)-Zelle. Solche in einer Stelle ent-
regularisierte p-Tupel wollen wir defekte Tupel nennen.
Umgekehrt wird das defekte Tupel t=(1,...,1,+,+,...,+,0, treen,t)
nach oben regularisiert, falls die O durch +, es wird nach unten
regularisiert, falls die O durch - ersetzt wird. Die aus t der-
gestalt entstehenden reguldren Tupel wollen wir das obere bzw.
das untere Regularisat von t nennen. Falls nun T die Gesamtheit
aller reguldren Tupel bezeichnet und K eine Element der Po-
tenzmenge von T mit folgender Eigenschaft ist: das Tupel
t=01,1,...,1,4,4,...,4) liegt in K und fiir jedes in K gelegene
reguldre Tupel t1 gilt, das, falls t0 ein aus t1 hervorgehendes
defektes Tupel ist, auch das von t1 verschiedene Regularisat

(A)

von t0 zu K gehdrt; dann ist K = 7,

Dies sieht man sehr leicht ein. Sei t2 ein beliebiges regulires
Tupel. Falls an den (k+1 }-ten Stellen, 1<j<m m < p-k,

von t, - steht, so erhalt man t, aus t dadurch, da8 t zunichst

an der (k+i1}—ten Stelle entregularisiert wird; das so entstandene
defekte Tupel t' wird nach unten regularisiert und es entsteht

das reguldre Tupel ti ; das voraussetzungsgemdB8 auch zu K ge-
1
" hdéren mug, ti wird nun in der (k+12)—ten Stelle entrequlari-
1
siert und das so entstehende defekte Tupel nach unten regulari-

siert. Wir erhalten das reguldre Tupel ti usw. Nach m Schritten
2

sind wir somit, in der angegebenen Weise fortfahrend, bei t2

angelangt. Da t., aug T beliebig war, folgt somit die Behauptung.
2
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Falls KT die Klasse aller regulirer Tupel bezeichnet, welche

ck umfassende p-Zellen cFPe¢ ¢P darstellen, K2 diej@nigelKlasse
reguldrer Tupel, welche cX umfassende p-Zellen cfe [P repra-
sentieren, so gilt, wegen ck = cpr&cg, cpe-zp, cge;izp, daB
beide Klassen nicht leer sind und somit keine der beiden Klassen

mit T libereinstimmen kann. Wegen.tp(\fzp = @ gilt: K,OK, = @,

- Da jede p-Zelle, die ck umfaBt, entweder zutp oder DEP gehdrt,

gilt K1Q;K2 = T. Somit enthdlt mindestens eine, etwa K, das
Tupel (1,1,...,1,+,+,...,4). Gdbe es nun keine (p-1)-zZelle,

die ck enthdlt und in genau einer durch ein Tupel aus K, reprid-

sentierten p-Zelle von <P enthalten wdre, so miiBte jede1(p-1)—Zelle,
die aus cpe'tp, cp;g ck, dadurch entsteht, daB <P in einer De-
fektachse wvon ck 50 entregularisiert wird, daB8 an Stelle der
reguldren Zellenkomponente Zj(cp) die Defektkomponente Zj(ck)

tritt, bei der Regularisierung in der j-ten Achse in deren Ver-

lauf Zj(ck) aurch -z (c®) (==0,, falls Zj(cp)=+Qj
Y mit & ¢ cPetP lie-
fern. In die Sprache der Tupel ibersetzt bedeutet dies aber,

daB K1 gerade die Voraussetzungen an K im obigen Hilfssatz (A)

und umgekehrt)
ersetzt wird, wiederum eine p-Zelle c

erflillt und deshalb mit T Ubereinstimmen mifte, im Widerspruch
dazu, dag K1=T-K2, K2#¢.

Es gibt somit eine (p-1)-Zelle cg_1 aus'BIp, die ck umfagt,

woraus x¢ ck C cg_T €d3t P folgt. Somit haben wir x € |B'r.p| '

woraus sich wiederum, da x aus Rd]mpi beliebig war, RA YLP] -
< |31P| ergibt.

Auch hier ist es wieder wesentlich, dagB p-Ketten betrachtet
werden, da flir jede k-Kette, k«p, bgk! eine abgeschlossene
Teilmenge der in %P nirgendsdichten Menge |G| ist. Somit ist
ITFl selbst abgeschlossen und nirgendsdicht und stimmt deshalb
nach I 1.37.2 mit seinem topologischen Rand bzgl. 2P tiberein.
Der Satz 2.8 bleibt auch richtig, wenn wir unsere Betrachtungen
auf RP beschrédnken.

2.9 Definition

G sei ein Gitter in zP (RP).

Ein k-zyklus 3 auf ¢ ist fir k=1,2,...,p eine k-Kette auf G,
deren algebraischer Rand die Nullkette ist;;yik = Ok_1.

Ein O—szlus’5O ist eine O-Kette mit einer geraden Anzahl von
0-Zellen.




2.10 Bemerkung

Jede Summe modulo 2 von k-Zyklen ist wieder ein k-Zyklus
nach 2.3, im Falle k > 1,

Falls'}? und Bg zwel O-Zyklen sind, so enthilt X 1 2n1,

n. e NG {O] und‘%O 2n, 25)N\J{OW O-Zellen., Falls r wiederum
die Anzahl der O Zellen 1n’5 (}52 bezeichnet, haben wir:

. () —
O<r< 2n,, 3 + 32 enthalt O < 2n,+2n,-2 =2 (ngtn,—r)

O-Zellen, ist somit ebenfalls ein C-Zyklus.

2.11 Satz _
Die Komponenten'3§ eines Zyklus Bk sind Zvyklen, k = treessp.

Beweig:
Nach 2.7 und 1.41(2) {3) haben wi;:
1‘33013?] =]3“5kjm h?' = |ok'1]r\1’§]j?] = ¢. Somit gilt: a’%]:‘] = of7 1,

[l

2.12.Satz (Entspricht Theorem 18.1, p. 131, NEWMAN) (Kettenrin-

derzyklensatz) '

(1) Der algebraische Rand jeder k—-Zelle ck, k> 1, des Gitters
¢ in zP ist ein {k-1)~Zyklus,

(2) Der algebraische Rand jeder k-Kette, k> 1, ist ein (k-1)-
Zyklus.

Beweis:

{1) Sei c=c1 eine 1-Zelle des Gitters @ in'ZP, d.h. c1 begitzt
genau ein reguldres Koordinatenintervall K es gilt nun
drei Fdlle zu unterscheiden:

1. Ki ist nach unten unbeschrédnkt, nach oben beschrinkt. In

diesem Fall enthilt ¢ den Punkt w als eine 0-Zelle und die

durch Entregularisierung nach oben in der i-ten Achse entste-
hende 0O-zelle c°. Offenkundig sind w und c® die einzigen O-Zel-
len, die in c1 enthalten sind. Somit ist c1 ein O-Zyklus.

2. Ki ist nach unten beschrinkt, nach oben unbeschrinkt. Gangz

analog, wie im Fall 1 sind w und die durch Entregularisierung

von ¢ nach unten in der i-ten Koordinate entstehende O~Zelle
die einzigen in ¢ enthaltenen O-Zellen; wiederum ist c1 ein

O-Zyklus.

3. Ki ist besc?rénkt. Somit K, =[ ,43+1] 43 ]+1g£B In die-

sem Fall ist ¢ in der i-ten Koordlnate sowohl nach oben, wie

auch nach unten entregularisierbar und wir erhalten wiederum

daR c1 ein Zyklus ist, da ¢ in keiner von 1 verschiedenen Koor-

dinate entregularisierbar ist und somit die aus c¢ durch Entre-
gularisierung nach cben, bzw. nach unten, entstehenden beschrank—

ten O=~ Zellen die einzigen in c enthaltenen 0-Zellen sind.
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Sei nun k 1.

Nach 1.28(5) kann die (k-2)-Zelle c"2 nur dann in o enthalten

sein, wenn ck“2 durch Entregqularisierung in zwei voneinander
verschiedenen Reqularititsachsen von ck aus ck hervorgeht.
sei nun 72 gurch Entregularisierung in der i- ten und der

s-ten , i <s, Koordinatenachse aus ck (ﬁ (C ), k> 2,

k der Z.(ck) regular, hervorgegangen.

D.h. cF 2 (“\z (ck )Nh, N /\ (c )f}h N f\ z.(ck).
Dann sind: = = l+1 J=s+1
1 1 " s-1
C1= (c)r\h q/"'\ (c™), bzw. cz=ﬂZ (CJﬂh f\/\
j 1 J=i+41 3 3=1 j Jj=s+1
nach 1.28(5) zwei (k—=1)-Zellen, fiir welche Ck—2<; c1, czq; ck
gilt. Somit: c s c E'Bck, ck—ze'bcv acz.
i-1 .k Tk 5 k
c;=(’\Z(cmhf\f\ Z.(c)ﬂ(—ZS(C))ﬁf\ Z.{ch),
j=1J | j=i+1 J j=s+1 J
. -0, falls zs(ck) = +Q_
wobeil —2 (cT) =7 . k r 1T< s <p und
+Qs' falls Z (c¢™) = -QS

. ()N -z Fn ﬂ 2.(c®)nn nm z. (c¥)
J=1 ] J=i+1 1 j=s+1 J

sind zwar auch (k—=1}~ Zellen, welche ck—2 umfassen, aber, da
—Z (c ) ¢,Z (c ) und Z (c ) $ —Z (c } fiir alle j,in denen ck

regular 1st, gilt nach 1.22: ci, c2 ¢.c , somit: c;, qééac:.
Jeder von i und s verschiedene Defektindex wvon ck_ ist auch ein
Defektindex wvon ck, so, daB jede aus ck_2 durch Regularisierung
in eiifg von der xi-bzw. xs—Achse verschiedenen Defektachsekxr
aus ¢ hervorgegangene (k-1)-Zelle c! wiederum nicht in c

, k ' : 1
enthalten gein kann, da hr=zr(c )C:zr(c )+ jedoch hi=Zi(c 1C
C23 (), h=z (e ().

Cqs CZE'Bck, c ¢cz, sind somit die e1n21gen (k-=1}-Zellen auf G

flir welche ck 2 - Cyqr ¢, - ck gilt,

Da [}(ack)% C réck|c: :ck{ gilt, muB jede (k-2)-Zelle von'ac
ganz in |ck enthalten seln. Somit gibt es genau zwei verschle—
dene (k~1}-Zellen von Bc, in denen jede (k-2)-Zelle vong(ac )
enthalten ist. Daher lst'ack ein (k~-1)~Zyklus,

(2) folgt sofort aus (1) und 1.39(3) und 2.4, 2.10. [:J

z . (cK)
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Satz 2.12 gilt fiir beschrinkte 1-Zellen, 1~KRetten, deren Triger
in RP enthalten ist und fiir beliebige k=Zellen, k-Ketten, falls
k > 2.

Flhrten wir unsere Betrachtungen nicht in zP aus, 80 wire der
Rand einer unbeschrdnkten 1-Zelle kein O-Zyklus, da jede unbe-

schrinkte 1-Zelle nur eine beschrinkte OC-Zelle enthilt.

2.13 Satz

A sel eine Teilmenge des zP ung Ik, k=1,2,...,p, sei eine
k~Kette auf G mit gtk C A.

Ist Ckeine Komponente von A und‘ig gf$ Kette derjenigen k-Zellen
von ¥ , die C treffen, und ist ’50 die Kette derjenigen

k-Zellen wvon ‘axk, die C treffen, so giltVBT]; =3]o<—-1

Beweis:
Bezeichnen wir mit'z$ die Kette der k-Zellen von Ik, die C
k k k k k k k

nicht treffen, so ist ¢ =T, +'g1 3"IOLJT1, da Zor\f1 = .
Nach 1.43 ist I-g];| = 2%l nc ¢ . somit gilt sicherlich:
h:gl(\|i$' = ¢, da jede k-Zelle ck aus z? ganz in zP < ¢ ent-
halten ist. Nach 2.6 gilt somit:l%izgi = k&tk[q[t g;:

=|EI:k|{\LEk| nCc = P&zklrwc. Anwendung von 1.43 auf?mk liefert:
ST =R ac =2kl 1.4102) 1iefere: T =k u

2.14 Satz

Bilden die beiden voneinander verschiedenen Gitterpunkte x=c?,
y=cg den Rand einer 1-Kette T1 auf G, (x=w bzw. y=w ist auch
zugelassen!), so sind sie zusammenhingend in |T1.

Beweis:

Angenommen, c? und cg sind nicht zusammenhingend in ’11

Als zusammenhingende Teilmenge ven LI1I ist c?-im Trégerli.gl

einer Xomponente T; von TJ enthalten (1.46(2)). Aufgrund der

Antithese ist cg nicht in Lt;l. Nach 2.7 wird daherl%1;;] =

1| 11 _ , 0o o 11 _ , 0 11 0 Thy = &© =
YB't f\LEO! = (c1tfc2)r\|tol = (cqn tO])LJ(czrw’tO[) ¢y

= ‘c?[{}’ig besteht somit nur aus der einen 0O-Zelle c? und ist
somit kein Zyklus im Widerspruch zu 2.12(1). []

2.15 Satz

QP und OP sind die einzigen p-Zyklen auf G. G ein Gitter in zP
cder Rp.
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Beweig:

1. Variante:

AP sei ein p-2yklus auf 6. wegen 33F = oP~1 ist nach 2.8

kA [3P] =123P] = g, Auforund von T 1.15 mus dahes 3P|
gleichzeitig coffen und abgeschlossen sein und, da zP ORP} zu-
sammenhdngt, entweder gleich 7P (Rp) oder gleich ¢ sein.
Somit: entweder rgpl = zP (rP) ='SZPI oder %Epl =@ = éopf;
somit:'bjp =SLP oder'ap = oP,

2., Variante:

Sei TP eine p-Kette auf G, welche von QF und oP verschieden ist.
Dann muB Q(:‘tp[CLZp (rP) gelten. Da zP (RP) zusammenhingt,
gilt: ¢ # Ra [ ®] ={2+P| (2.8), da nach T 1.16 jede nichtleere,
echte Teilmenge eines zusammenhdngenden Raumes nichtleeren Rand
besitzt. Somit haben wir: Opntgé‘Lp. ]

Aus denselben Griinden, aus denen sich Satz 2.8 nicht auf k-Ketten
T k, k < p, verallgemeinern &éﬁf&fléﬁt'sich Satz 2.15 nicht auf
kleinere Dimensionen als p Ubertragen, weil Satz 2.8 in beiden

Varianten ganz entscheidend in den Beweis von Satz 2.15 eingeht,

2.16 Satz
’Z? sei eine p-Kette auf G.

Mit‘[g 1= [‘t%’ und %p-—T :=B"s_£1) -—-3'\112) (vergl. 2.5) gilt dann:

0 rafzil = radef sl < [3algl - 9.

@ [e2l° = T3],

(3) | z8[°, [y P!

(4} 1st A < 2P (RP) eine zusammenhdngende Menge, welche fs
nicht trifft, so gilt: A C |xP|® oder a ¢ <5]°.

’ rzglo bilden eine Zerlegung von zP IrF) .
p-Tl

Beweis:

(1) Unter Beachtung von 1.42(2) und 2.8 finden wir:

Ra [T [ = T8l - 28,1 = =521 - 7821 =
= h?/z‘ - ‘“”'11)/2]0 = Rd h?/zf =hh:?/z[ - [P

R LS < BB w8 - B [P - ra 8.

@[3 = [o8 - |feg) - oo

2
(3) folgt aus dem bereits Bewiesenen, denn bekanntlich bilden
mit A = h:?} die Mengen A®, Rg a, ([AJO eine Zerlegung des zP (Rp};
siehe Kuhn, Topologie, 5.3, p. 36.
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{4) folgt aus (3) und (1), sowie der Tatsache, daB, falls A

sowohl ]T ?fc( als auch ]"Cg;o trdfe, A auch R4 ]I]ﬂo = hp—‘l!

treffen miite, da]z gﬁo - ﬂyiﬁlo); siehe auch: KUHN, Topologie,
1.8, p- 119. !*T

2.17 SchluBbemerkung
Alle Aussagen iiber Ketten, Trdger von Ketten etc., die ab 1.37

bis jetzt aufgestellt wurden, sind giiltig unabhéngig davon, ocb
den Betrachtungen zP oder rP zugrunde liegt, ob die Gitter in
Zp oder RP liegen, mit der Ausnahme, daBR in Satz 2.12 eine
1-Zelle oder eine 1-Kette nur dann in RY einen O-Zyklus als
algebraischen Rand besitzt, wenn die O-Zelle bzw. die O-Kette

beschridnkt ist.
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3. Verfeinerung von Gittern, Nullhomologe Zvklen, Fundamentallemma

3.1 Definition
€ und G* seien zwei Gitter in %P (RP).

Gilt G ¢ G*, SO0 nennen wir G* eine Verfeinerung von G; G wol-

len wir Untergitter von G¥ nennen; im Falle G cG* heipe c*

- eine echte Verfeinerung von §. Da im Falle, daB & und ¢* Gitter
in zP sind, wee, G* gilt, ist €™ eine Verfeinerung von @,

wenn alle Prinzipale von & auch in G* liegen; G* ist echte Ver-
feinérung von G, wenn G* alle Prinzipale aus G enthilt und zu-
sdtzlich mindestens einen, etwa h*, welcher nicht in @ enthalten
ist, umfaBt. Wir sagen dann "G wird durch h in der i~ten Xoor-
dinate (Koordinatenachse) verfeinert" bzw. “G"‘E verfeinert ¢ in
der i-ten Koordinate (Koordinatenachse) "; dieser Sachverhalt ist
offenkundig mit GiC_G? gleichbedeutend. Wegen der Transitivitit
der Inklusion ist jede Verfeinerung von G* auch eine Verfeinerung
von & und, da die Vereinigqng zweler Gitter wiederum ein Gitter
ist, besitzen je zwei Gitter G1, Gz in zP (RpJ eine gemeinsame
Verfeinerung, nimlich G1u GZ.
3.2 Bemerkungen

Seien ¢, o* zwei Gitter in zP (RPJ und 6* eine Verfeinerung
von G.

. & ,
(1) Wenn Bi -{¢1,..., n}g {éTI.."&\'k die Mengen der

Bestimmungszahlen der i-ten Teilgitter von G bzw. € bezeichnen,
$0 haben wir offenkundig: ¢¥ 1st Verfelnerung von G genau
dann, wenn fiir alle i= 14eee,p B ChB gilt; c* ist echte Ver-
feinerung von G genau dann, wenn zusatzllch fiir mindestens

ein j aus {j,...,ﬁK B.c;B. gilt.

{(2) Seien @, G* zwei Gitter in zP {Rp) und sei Bi C B*, dabei
moge B die Menge der Bestlmmungszahlen von G ' B* die
Menge der Bestimmungszahlen wvon Gk bezelchnen (dle Elemente
aus B werden mit " ", dlejenlgen von B mit "B“ bezeichnet;
an dle d bzw. (2 angehdngte Indizes sollen die Ordnungsindizes .
der 4 bzw. (3 bzgl. B, bzw. BT bedeuten, n;, sei der grofte
Ordnungsindex bzgl. Bi' my der gr&Bte bzgl, ét); dann gilt:
By < 3y g‘*ni g_Bmi; falls B=f,, 1<k < m;, aus B, griSer

oder gleich 4, ist, bezeichne —&(ﬁ)=¢j; 1 <3< n,, das
gréRte Element aus B;r das kleiner oder gleich (3 ist. In
diesem Pall gilt: j < k, wobei das Gleichheitszeichen genau
dann steht, wenn (3 in By liegt und fir alle i=1,...,k=j

—P& gilt; im Falle j::1 haben wir: dj -1 —~ﬁk 7-
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Liegt 0>zusaétzlich noch in B§-Bi, so ist 4. Fk 4+ wobei
J
das Gleichheitszeichen genau dann steht, wenn 4. bzgl, B%

der unmittelbare Vorgdnger von{3=ﬁk ist.
= : e . .
Im Falle, daB(?—Pk, 1 <k< m., in Bi liegt und_@:£¢n” gilt,

bezeichne +6(@)=dj, 1 <3< n,, das kleinste Element aus By
das grofier oder gleich (Yist. In diesem Falle gilt: j < k, wo-
bei das Gleichheitszeichen genau dann steht, wenn ﬁ:ln B liegt
und filir alle i=1,...,k=j d ﬁ gilt; auBerdem haben wlr'
Breq < 3 35+1° Gilt zusatzllch. (311egt in Bix B,s so ist

Pk+1 E-&j’ :Obei das Gleichheitszeichen genau dann steht, wenn
d 5 bzgl., B; der unmittelbare Nachfolger von (% ist.

Falls(ﬁzﬁk aus B kleiner alsd\ ist, gilt: [3k+1 <‘¢1, wobei
- Gleichheit genau dann gilt, wenn &1 bzgl. B* der unmittelbare

Nachfolger von P)lSt. Ebenso haben wir im Falle @ Pk>'dn

(Bk—1 > 4, r Wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn & bzgl. Bz
i . i

der unmittelbare Vorginger von {3 ist.
Die Negation'irgendeiner der obigen Aussagen von (2) zdge
sofort die Existenz eines ¥ aus Bi nach sich, welches nicht

(3
zu B?hgehﬁrt, woraus Bi Bi folgte.

10

(3) a) Aus {2) folgt sofort daB das Variationsintervall jeder
Zellenkomponente Z. von G , die entweder reguldr ist, oder
deren Bestimmungszahl nicht zu Bi gehdrt, falls Zj eine Prinzi-
palkomponente ist, im Variationsintervall genau einer‘regularen
Zellenkomponente Zi von & enthalten ist. Wir sagen: "Z bestimmt
gi", bezeichnet mit: 2, = G(Z?}. Falls z* aus ¢ mit einer

Prinzipalkomponente Z von G ﬁberelnstlmmt, setzen wir: Zi =:

=3 G(Z }» gesprochen "Zi wird von Z? bestimmt". Damit kesitzt

die Sprechweise' "Die Zellenkomponente Z* von G* - G* eine Ver-

feinerung von €& - bestimmt die Zellenkomponente Z von G.(Zi=

G(Z*})" Stets eine wohldefinierte Bedeutung.

Im Falle V(Zi) = [ <f,ﬁ1]; (- dﬁP11r [ﬁkrpk+1}'f3k+1 = 34
gilt: V(G(ZI)) = [—tf,ﬁTI bzw. (—*f,@1], je nachdem, ob wir
unsere Betrachtungen in_Zp oder RP anstellen. Entsprechend
haben wir, falls V(z;)zt@mi,ﬁi ' &%mi"PJ’ H}kfﬁk+1], @k >

* 1 . )=
V(G(zZ}))= [&nird’y [95, 77 falls nun VD =[PPy

([Prr 0] e Brgq™> dq wnd By< s n ¢ SOMIE [y 2 aq wnd By ey

. ) Ky oo it
1<y < gger S d-ni) gilt, setze: V(6(21))= [-d (@A), +a(R )]

S (7% )= F-
(V(6{z})) 4 (B340, +=>(f3k)-[ ): die so eingefithrten V(6(Z2D)) er-
flillen offenkundlg die Behauptung. ’ |
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b} Umgekehrt umfaft jede Zellenkcmponente Z von G eine
Zellenkomponente Z. von G Dlese ist, falls Z keine Prinzi-
palkomponente von G ist, im allgemeinen nicht eindeutig be-
stimmt, kann jedech im Falle,Z n reguldr, als reguldre Zellen-
kompon?nte gewdhlt werden; (falls etwa V(Z, )#Léj J+{l' kann
V(Zi)=L&j,ﬁJ, ﬁ der unmittelbare Nachfolger wvon éj bzgl. B
gewdhlt werden.)

(4) Jede k-Zelle ck auf ¢ umfaBft mindestens eine k-Zelle *c K

von &%, da ck der Durchschnitt von k reguldren und (p-k)
Prinzipalkcmponenten ist und jede Prinzipal-komponente von &
auch eine solche von G*, jede regulire Zellenkomponente von &

eine solche von c* umfaft. {({3)b).

(5) Sei*‘ck eine k-Zelle von G und * k - c?, c;' c? und cg
seien k-Zellen von G. Dann gilt c? = cg.
Ware c? # cg, 50 wire @ # C ¢y f\c = ¢¥ eine r-zelle

von € mit r < k-1 (1.35(2)). Semit sind p-r > p-k+1 der
Zellenkomponenten von o Prinzipalkomponenten. Daher mufB

fiir mindestens p-k+1>p-k der Koordinaten Xy jedes Punktes

x aus k& gelten, daB xl—?f im Widerspruch zur Tatsache,
dan, da * o k cine k—-Zelle von G*lst, nur (p-k)} der Kocrdinaten

'%ck konstant sein kénnen, wdhrend die

Xy eines Punktes x aus
ibrigen k Koordinaten in einem in den reellen Zahlen enthal-

tenen Intervall variieren.

......

. . k . s
G* sei eine Verfeinerung von G und T sei elne k-Kette auf G.

Das System*“:k aller k-Zellen * k von G die in elner k-Zelle

K aus’r,k enthalteﬁ sind, heiBft die Verfelnerung von T bzgl. €.

:k
Im Falle-t =~ E e k ckS, spricht man von der Verfeine-

rung der Zelle ck.

Offensichtlich gllt:*“EP ='to fiir jede O-Kette T? auf G.
Die soeben vereinbarten Sprechweisen sind unabhédngig davon,

ob die Betrachtung in 7P oder RF durchgefithrt wird.

3.3.1 Sati

Sei § ein Gitter in AL (mp) &¢* sei eine Verfeinerung von G,
&' sei eine Verfeinerung von c¥ (G ¢ " < &) und 13 sel eine

k~Kette auf G.;*qﬁ'bezelchne die Verfeinerung wvon TF auf G*

'tk die Verfeinerung von 1? auf G6'. Dann gilt:

'(*tk) = 'Tk- {Die Verfeinerung von rzk auf G' stimmt mit der

Verfeinerung von*kf auf @' iiberein.)
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Beweis:

Sei 'ck eine k-Zelle von G' mit 'ck'e'(*tk}. D.h. es gibt eine

k

k-Zelle *c® von & mit *ckeﬁ”ik, 'c g_*ck. Aufgrund der Defini-

tion vonf*yk gibt es eine k-Zelle ck VDH'Ik, ck eine Zelle auf G,

mit *c* C ckggtk. Insgesamt: 1ok c ¥

< ck < ckéjrk, somit ‘ck < Cké
efﬂk und deshalb gilt 'thg'tk- Da 'ck aus '(#1¥) beliebig war,
haben wir: '(*T¥) Ql'tk.
Sei umgekehrt 'ck aus 'Tk. D.h.:Es gibt eine k-Zelle ck auf G

mit 'c® - et®. nach 3.2(4) gibt es eine k-Zelle *cX auf ¢ mit
'ck < *Ck; ebenfalls nach 3.2{4) i=t q""’ck in einer k-Zelle ck von

N kK X kK _w k . k x _ x' k
G enthalten. Da 'c ¢ ¢ und 'c ¢ ¢ C cyr somit ‘¢ < ¢, o

gilt, haben wir nach 3.4(5): c? = Fe X, somit gilt:“cke*TJ(
'ck-g’(*mk) und wegen der Beliebigkeit von 'ck é'i? haben wir:
1_.£ g 1 (*T,k) . D

L

Sei H irgendeine Aussage Uber Verfeinerungen von k-Ketten, Sie
besitze folgende Eigenschafﬁ: Falls TF eine k-Kette auf dem
beliebigen Gitter G in Zp (rP) ist, und Gf aus & durch Hinzunahme
eines beliebigen Prinzipals hd;@ entsteht, dann ist H fiir *Lk,

die Verfeinerung von tk auf G° gliltig.

Dann gilt: H gilt fiir jede Verfeinerung 't} von zk auf ¢', G' eine
beliebige Verfeinerung von 6. |

Beweis:

Sei &' eine echte Verfeinerung von G. Wir beweisen die Aussage
durch vollstdndige Induktion nach n, der Anzahl der Prinzipale
in 6'~ & (n=card(G'< ®)). Wegen der Endlichkeit von G' und G
muf auch G'~ 6 endlich sein und die Behauptung folgt dann aus
dem Induktionsbeweis filir n=card(G' < G).

Falls G' aus G durch Hinzunahme eines einzigen nicht in G gele-
genen Prinzipals entsteht, gilt H nach Voraussetzung filir 'Tk, die
Verfeinerung von t# auf G'; wegen card(G'~ G)=] ist die Induktion
verankert, Sei gleine Verfeinerung von G mit card(Q\-G}=n und
H gelte fﬁr'}i, die Verfeinerung von TF auf G. Da das Gitter G,
welches in der Voraussetzung fiber H auftritt, beliebig ist, mus
H auch fir '(EE)' die Verfeinerunyg von Tk auf g', welches aus G
durch Hinzunahme eines nicht in G gelegenen Prinzipals entsteht,
gelten. Nach 3.3.1 ist jedoch 'TZE) = 'tk, 'T¥ die Verfeinerung
von = auf G'. H gilt somit auch fir 'tk. Wegen card(G'~ &)=n+1
ist somit der Indukticnsschluf erbracht. [:
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3.3.3 Satz

Sei G ein Gitter in zF (Rp) und G*’eine Verfeinerung von G;

ferner sei ck eine k-Zelle auf G. Dann gilt:

ck ist die Vereinigung aller in ck enthaltenen k-Zellen a"*c:k

von ¢, (ck = r*ﬂbkkl).
Beweis:
' Wir beweisen den Satz zundchst fiir den Fall, dag G* aus G durch

Hinzunahme eines einzigen nicht in & enthaltenen Prinzipals
entsteht. Aus 3.3.2 folgt dann der allgemeine Fall.

K P die keine k-Zelle von G- ist, )
Sei alse ¢ = ;f\Zi eine k-Zelle von G fund sei h? ein nicht
i=1

in G enthaltener Prinzipal. Bj sei die Menge der Bestimmungs-
zahlen der Prinzipale aus Gj. Drei Fdlle kdnnen auftreten:

O.B.d.A, kbnnen wir uns auf den dritten Fall beschridnken, da

zum Bewels der beiden anderen Fdlle nur offenkundige Ab#nderun-
gen nétig sind.- h
ralls 7 # +Q§ = —gf*!

5 ist ck ebenfalls eine k-Zelle von G

k k+1 k &
jLu

und wir sind fertig. Sei also Zj=+Q§=+hj(1-hj =({+h., n -k

L,(+h§(\—h5+]).

2 | =03

d

_ _ -
*c? und *cg gind die einzigen k~Zellen von 6 , die in ck ent-
halten sind. Angenocmuen *ck gei eine von,*cﬁ, *cz verschiedene

k-Zelle von G , deren j~te Zellgnkomponente Zj(*ck) von +Q§} h?
verschieden ist, Dann ist jede Zellenkomponente Zi(*ck) auch
eine Zellenkomponente auf G, *cX ist somit eine k~Zelle auf @
und trifft sich, da’“‘ck # ck gilt (ck ist keine k-Zelle von G*!),
mit ck h&chstens in einer -gemeinsamen (k-1)-Zelle von G, kann

- somit nicht in ck enthalten sein.

Wire Zj(*ck)=h§, so mﬁBte*‘ck, da es eine k-Zelle ist, in einer
Defektachse von ck reguldr sein, kdnnte somit wiederum nicht in
ck enthalten sein.
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Sei nun o.B.d.A. z (*c ) +Q&. Dann muf fiir mindestens ein i

k, _ k , k k
aus {‘J,...,p\s fj (*C )V#Z 2”"32)“2.(0 ) sein, da *c™ # “02.
Gilte nun Z (*ck) d’_ Z (”C )= Z (C }, 50 gdbe es eine reelle Zahl
< und mlndestens elnen Punkt y aus *‘ck mit yl—d~, wahrend xl#d\

IT 3

flir alle x aus ck ware. Somit kodnnte ckcck nicht gelten.

Somit muf Z3 (‘*c }cZ (c ) sein. Da aber Z *c )#Z {ck) ist, mus

(*‘c )CZ (c ) sein. Z (”"c ) ist elne Zellenkomponente von G,
da Gi*Gi. Nach 1.17 muB daher Z, ("F‘c ) eine Prinzipalkomponente
undg Zi(ck] eine regulare Zellenkomponente sein, Da nun aber."“ck
eine k-Zelle von G iSt, muB fir irgendein r#i,j, fiir welches c:k

defekt ist,* ck regulir sein. Wiederum kann q"ck o ck nicht gelten.

3.4 Bemerkungen ; | _ _ _
(1) Fiir jede k-Kette Tk gilt: iT_ki = *"a:k , da! '\:k]:_ = Uck =

= \_/ JoEK = URKE = =K Ke £
3.”13.1 Ck6 k% k - - K | * Kk c Cke_tk
{(2) 4 ]1{ < 'g]; ist gleichbedeutend mit *I];‘ &*t }2{ Insbesondere

1st’£k = T,}; aqu:.valent zu *i}: =*'"1];. Denn nach (1) gilt:

= [*<X], <5 =l--z |. Nach 1.41(2) sttt

bedeutend m1t1’£1‘ < 'Lk1 Somit: "L Cm”f.}; ) ’*11 = [11 | C

k k 1.41(2) {1
SIS EVEVE S e
{1) 1.41(2)

¢ 5 gleich-
v

3.5 Satz

G* sei eine Verfeinerung von G und 1}1{, ‘E}zc seien zwel k-Ketten

auf G. Dann gilt:

(1) *"(7;}; + 1}2{) =”’"t}.|‘ + ™

I

(S
?.
o
o.w
1l
L
IIM:‘J
%
H
-

(2)*?7’1 =2 T_,k fiir k> 1.

Beweis:
(1) Sei *ck e_"‘-‘h:].l( +*L}2{). Also: "‘*ck c ckE“Ll,T +~r.k Ist etwa

2
]1{, “T_];, so folgt: *‘ck e_*'tk und "‘ck{*t};. (Gdlte *cke*'z];,

1
so hdtten wir: ?‘ck < cket};, * k C ck‘ . Somit: ai"ck < ck' cl:.'

ckeTl

3.2(2) liefert dann: ck=c}.|(, c:k 4—'_“5}2(, c =C ef.};. Dies ist dedoch
*’cke“'“t}: + 7T

k 2 Kk »

ein Widerspruch!) Somit: g
0.B.d.A. "c e T
k

k %x_k

*
Sei nun ¢ £ I‘I +*T.2. k 'gt'k k k

17 2" D.h. ¢ Cc &
- ":k, aber *ck : ck, ck&ﬁ:k fiir alle ¢ e'tk. Hieraus folgt, daB
1 = 1 1 2 1 2
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ck(ifg, da sonst *ck & ck gelten miiBte. Somit: ckg'tﬁ +'rg,
*ck 4 Cké1:? +'E§, deshalb: *ck_e*{t§ + IE).

Die zweite Behauptung folgt sofort durch vollstdndige Induktion.
(2) Wir beweisen die Behauptung zunichst nur fir filir k-Zellen

mit k> 1 und den Fall, daB G nur durch Hinzunahme eines einzigen
nicht zu 6 gehdrigen Prinzipals verfeinert wird. Wiederum sei

h? der nicht zu @ gehdrige Prinzipal, der ¢ verfeinert und ck =

P
= N Zi(ck) eine k-Zelle auf 6. Wenn Bj die Menge der Bestim-
i=1

mungszahlen der Prinzipale aus Gj bezeichnet, k&nnen wiederum

die Fille d~<oL1, f,-'~>d\nj, dp< & <,°tr+1

schrédnken wir uns auf den dritten Fall. Sofern Z.(ck)#+Q§=—Q§+1,

'auftreten. Wiederum be-

sind alle Zellenkomponenten von ck auch Zellenkomponenten von G*,

ck ist somit eine k-Zelle von ¢* und sdmtliche in ck enthaltenen
k-Zellen von ¢ entstehen aus'ck durch Entregularisierung von ck

in einer Regularitﬁtsachse..Die 50 entstandenen in ck enthaltenen
(k-1)-Zellen besitzen wiederum nur Zellenkomponenten, die zugleich
Zellenkomponenten von & und G*’sind, da auch eine Entregularisierung
in der j-ten Achse niemals eine von h. bestimmte Zellenkomponente
von G* liefert. Deshalb stimmt die Verfeinerung des Randes von X
mit dem Rand von ck Uberein und wir sind fertig.

Sei nun o.B.d.A.'Z.(ck)=+QF. Wiederum, wiekbeim Beweis des Satzes

3.3.1 sei +Q‘;=+h‘; r\—hgﬂ, —Q‘J‘.=—h§n +h§. "‘cT sei ebenfalls die

k-Zelle von G™ mit Zi(*c$)=zi(ck) fir i#j und Zj(*ck)=—Q§,

“cg sei die k-Zelle von @ , deren Zellenkomponenten fiir i#j mit
denjenigen von ck ibereinstimmen und deren j-te gleich +Q% ist.
*x _k

Im Beweis von Satz 3.3.3 haben wir gezeigt, daB ck =*c¥ + Cy-

Somit haben wir:

'B*{ck3= E(“cf + ?cg) ='E“c$ + yuck

2

Sei i*c? i+ 1#J, (wegen der Bezeichnungsweise siehe: 1.28(4))
r

(2.3).

eine in *c% enthaltene (k-1)-Zelle von G + welche aus “c? durch
Entregularisierung in der i-ten Achse hervorgeht (+ bedeutet Ent-
regularisierung nach oben, .- Entregularisierung nach unten), dann
» k , . ow Kk . vk _ w k.
kann + cT,i nicht in ¢, enthalten sein, da Zj(+ c1'i)—zj( c1)—

Qj & +Qj Zj( ¢5y); auch c1;j' die k-Zelle von G , welche aus

*c? durch Entregularisierung nach unten in der j-ten Achse hervor-
geht, kann nicht in‘*cg enthalten sein, da Zj(-*c$ jJ=h§, Zj(*cg)=
r



(b)

{c)

{d)
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=+Q;‘und h§(1+Qj=¢, da dr’ die Bestimmungszahl wvon h?, echt
kleiner als & ist. Somit:

j*c?’i, i#j, und -*c f, € 3%c k’ éa* . Daher sind diese beiden

Zellen aus'a*c? +'§*c§. Genauso erhalten wir:

K

. ' * k * k b b3 k AR k
i i#j, und + Cz’jé?j c2,4”3 c1 und somit £ 9% c op +73 Cye
- j=+ C'l j=: ;("Ck_‘l
F

i#j, ist eine sowohl in ™ c k und * k enthaltene (k-1)-%Zelle und

S €2
liegt somit nicht in—* ? +'a*c§. Aus (b} und (c) folgt:

2
*x _k * k . x k=1, 0’\ w K=1, k s
02 mit Z.( C }=h 5 Zi( c )—Zi(c )y fir

s P +?(ﬁ faCTUQCﬁ\{\C1 .
*ck"1¢2ftck, d.h.: fir jede in Kk enthaltene (k-1)-Zelle ¢
von G gilt:‘*ck_1 $ KT,

Sei etwa ck—1=-c?, SC besitzt Z (— c ) hJ&_G mit Z *e k 1) h?
* k 1 k=-1_

leeren Durchschnitt. Ebenso gllt- ¢,+c?. Falls nun c

-—

= ict, i#j, so ist ck-1 in der i-ten Achse defekt, wihrend

(* k'1)=z (ck) regulédr ist. Hieraus folgt sofort, daB ¢ k=1
in der i~ ten Achse reguldr ist. Wiederum gilt: ™c k= 1$ K- 1.
*{Bcky a*ckkJa‘c J~\(ﬁc —-’ck .z+*ck ).

2,7 1.3
Sei ck_1=ic§, S ein Regularitdtsindex von ck. Falls s=j, gilt:
r+1 % k k, _ k,_ & k=
J -z (+c 2'3) Zi(+cj)~zi(c y=z; (Fc,)
=Z.{*c§ .} fiir 1#3. Ebenso. ~c§—~*ck 5 Falls s#j, gilt: +c§:
!’

* k * k K _ %k _x kK
=t c1,s V¥ €2,8" "% = €1,s J €2,s"
Regularitdtsachse wvon ic? und, da fiir i#j Z.(+ck)=Z +*ck

1,s
zi(i*cg g)r folgt die Behauptung aus Zg (c¥) =+ “'Qr+1"+Q;\J_Q;'
r

dh'— ?Fk = *k : = ‘}i' T :
—Qj = Zj(i c?,s)' +Qj Zj(i CZ,S)' Jede (k=1)-Zelle # *¢ aus,
'B*c? ué?*cg ist somit in einer geeigneten (k-1)-Zelle aus'ack
enthalten. Andererseits umfaBt jede (k-1)-Zelle aus Bck eine
e

k_x k
+cj—+ c2 5 da Z {+c y=h_

Die j-te Achse ist

)=

c verschiedene (k-1)-Zelle von Q*Ck u%”ck.

geeignete, wvon 1 2

Hiermit ist (f) bewiesen.

Falls G aus G dadurch enﬁsteht, daB8 ein einziger Prinzipal, der
nicht zu ¢ gehdrt, zu 6 hinzugenommen wird, gilt fiir jede k-Zelle
ck, k> 1:

'3%{CKS=*(bck3. 3.3.2 liefert dann fiir jede Verfeinerung ¢~ von G:
B*{ck5=*{éck8.
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‘Sei nun Ik = ck + k + ... + ci. Dann haben wir:
*‘TF = f~ 3-+ f k} + ...+ *fciﬁ nach (1) und
53 k2 b*{cks ‘h*J kz + ...-+E%€c§3 nach 2.4, Nach (1) gilt:
* k} = “{ckt = “cj fir alle j=%,...,n und somit ergibt sich:
n
k k
m“lﬁ*{cji At "“Z?w A []
J= J:

3.6 Folgerung

G* sei eine Verfeinerung von € und ©° sei eine Kette auf €.

*T;k ist genau dann ein Zyklus (auf G*), wenn Tk ein Zyklus

(auf G) ist.

Beweis:

Sei’*tk ein Zyklus auf G¥*.

Falls k=0, gilt, da *tP =t° fiir jede O-Kette, daR Tk geradzahlig
viele O-Zellen enth&lt, somit also ein 0O-Zyklus ist.

Sei nun k » 1: X1 =wrk gk g Pagk| o 25l =g (.a).
Deshalb ergibt sich nach 1.41(3) und 1.42(2): 3o = o1, <X
ist somit ein k-Zyklus.

Sei umgekehrt—tk ein k-Zyklus. Falls k=0, haben wir:*‘1°=19.-to
besitzt geradzahlig viele 0O-Zellen, daher ist auch‘ﬁto=§9 ein
O-zyklus. Falls k » 1, gilt: 05 ' =3T¥, peshalb:|*31X]

=[312k} = . Weil Ok_‘t Qkawk =?ﬁ”ik, ist *tk ein k-Zyklus.

[

(1) Sei G ein Gitter in 2P ®P) und G* eine Verfeinerung von G.

rtk sel eine k-Kette auf G, k> O und *Tk die Verfeinerung

von Tk auf G*. Dann gilt fiir alle *cX aus *13; Zi(*ck) ist

3.6.1 Satz

fir alle i=1,...,p kein in G% <~ € enthaltener Prinzipal.

(2) Sei?)k ein k-Zyklus auf @*, fiir dessen s&mtliche k-Zellen
ck gilt, dan Z (ck) fliir alle i= 1,...,p kein in G% ~& enthal-
tener Pr1n21pal ist Dann 1st'5 dle Verfeinerung auf ¢*
eines k-Zyklus 31 auf G. '% = ‘31).

Beweis:

Zundchst entstehe 6™ aus G durch Hinzunahme eines einzigen, nicht
in & enthaltenen, Prinzipals h.=h%§ &ck sei eine k-Zelle von‘*tk
mit Zj(*ck):hﬁL Nach der Definition von.*tk ist * ih einer
» enthalten. Zundchst kann j kein
Regularititsindex von ck sein. Da ck c ck folgt aus 1.31(2):

k=Zelle von 1:k, etwa ckefik

Reg(*ck) < Reg(ck) Wére 3 Regularltat51ndex von ck 50 galte,

da j aus Def(*c )}, Reg(*c | R Reg(c )\*’3J und somit wire der
Regularitdtsgrad von *c

echt kleiner als k, im Widerspruch
zur Voraussetzung. '
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Sei nun j ein Defektindex von cX. Wire Zj(ck)=h5#hjzh§, SO

folgte sofort der Widerspruch: ¢ # a kK c cktﬁ“ck c hﬁr}hgzg'

da zwei zueinander parallele und voneinander verschiedene Prin-
zipale disjunkt sind. Es bleibt somit nur noch ibrig, das
Zj(ck)=h§¢;G. Auch dies ergibt einen Widerspruch. Daher kann
keine k~Zelle von"“T_k h? als j-te Zellenkomponente besitzen.
Die allgemeine Behauptung folgt sofort aus 3,3.2,
(2) Wiederun sei G*=Gun?, hidel. sei ®ea¥. par1s pd
kein Randprinzipal von Z.(ck) ist, ist Z.(ck) auch einejZel—

p k
h i {€7) sowieso eine Zellenkom-—
ponente wvon G ist, ist ¢" somit auch eine k-Zelle von G. Sei

lenkomponente von G. Da Ffiir i#j 2,

nun h; ein Randprinzipal von Zj(ck). (h$ darf voraussetzungsgemin
keine Zellenkomponente von cf sein!) c¢k=1 entstehe aus of gureh
Entregularisierung in der J-ten Achse, dergestalt, dan Z.(ck)
durch h% ersetzt wird. Ergdbe die Regularisierung von ck=1 ip
einer agderen als der j-ten Achse eine in 3k gelegene k-Zelle
'ck, 50 gédlte: Zj('ck)=H#e§G*‘xG, im Widerspruch zur Vorausset-
zung. Andererseits mufB aber ck_1 noch in einer weiteren k-Zelle
von’%k enthalten sein, da sonst ck_Té“}%F = Ok_1 gdlte. Falls
etwa ck aus ck-1 durch Regularisation nach oben in der j-ten
Achse entsteht, muB somit auch c?, welches aus ck“? durch Re-
gularisation nach unten in der j-ten Achse entsteht, zu gk ge-
héren. ijck)kfzj(C?) = +H§U —h% ist dann aber eine Zellenkom-
Ponente von G und cg = ckuvu c% ist dann eine k-Zelle von G,
welche durch ck, c? verfeinert wird. Wir erhalten somit, das

TLk =‘{ck auf Gick ist auch eine k-Zelle von G# und gehdrt als

solche zu'ﬂk, oder ck=c$\Jc§, c? und cg sind k-Zellen von G*

und gehéren zu'ﬁk, Zj(c$)=+ﬁ§, Zj(c§}=—h§} eine k-Kette auf @
ist, deren Verfeinerung beziiglich G*gerade’g ist. Nach 3.6
ist somit auch'gk ein k-Zyklus auf G. ’

Den allgemeinen Fall erhilt man wiederum wie in (1). [j

3.7 Definition

Es seli G ein Gitter in %P (Rp) und G eine offene Menge in zP
(Rp). Ein Zyklus ?F auf G, k=0,...,p-1, heisBt nullhomolog in G
(auf G), geschrieben'}kr»fok in G (auf G), wenn es auf G eine
Gekt)—kette ©*1 gibt, mit oF = 3K ung 1<K ¢ G. Wir wol-
len diesen Sachverhalt auch ncch, wie folgt, bezeichnen:

3% berandet in G (auf @), ¥ ist berandend in G (auf G), 1%

berandet IF+1 in G (auf @).
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oP soll als nullhomeolog auf jeder offenen Teilmenge G C zP ﬂRp)
angesehen werden, da lopl =@ ¢ G und sofern die Betrachtungen
auf Zp+1 0Rp+1) ausgedehnt werden, oP =?i0p+1, Eop+1’ =@ C G gilt,

3.8 Bemerkungen

(1} Der Zyklus Ok, O0<k < p, ist nullhomolog in G, G C 7P (Rp)

beliebig, da OF =20"*", g = |o**1] . g

(2) aus 3% ~ 0F in G folgt: 35 = RFHT) o R C c.

(3) Bus ¢ C H (G, H offen in zP(®RP)) und 2¥ ~ 0K in & folgt:
35~ oK in u, da ¥y Xt R Ry

(4) Ist 6™ eine Verfeinerung von 6 und ?kﬂx Ok in G (auf @), so
istikakfﬂ~0k in G (auf G¥). Denn: 3k=?ﬁ¥+1, f1k+1] < Gy
35 =3 K], (3.a01)), mak ST EFT g k] (3.5(2)),
R L I N E WAL ST TS B eine (k+1)-Kette

auf G , daher gilt:*3% ~ 0% in ¢ (aufr @%).

(5} sind c?, cg zwel voneinander verschiedene 0-Zellen von G
und ist a ein von c?, cg'verschiedener, aber ansonsten be-
liebiger Punkt aus zZP, so gilt:

o ,_ 0O o _ o O .. 0% P
e o] + ¢, {c1, c2}' 0~ in z°\ [a).
Da pr.{a}'g g P ist zotm’oo in z? (3) und, falls c?, cg#w,

gilt: gorx'oo in Zp-{w3 = RP, Aussage (5) gilt auch im

Falle p=1.
Beweis wvon (5):
Zundchst wollen wir den Fall betrachten, daB G ein Gitter des
einfachsten Typus ist, jedes Teilgitter Gi somit aus genau einem
Prinzipal hi=hii besteht. In diesem Fall sind w und der Punkt
co, dessen i-te Koordinate gleich &i ist, die einzigen Nullzellen
von €. Jeder von c© und w verschiedene Punkt a aus 2ZP mus daher
in &P liegen und fiir irgendein Jr 1< 3 < p, muB aj%dj sein.
Falls etwa aj-i&j,bildet diejenige 1-Zelle von @, deren j-tes
Koordinatenintervall mit [dj,QP) und deren {ibrige Koordinaten-
intervalle mit [ék’&k] fﬁr k#j tibereinstimmen eine 1-Kette f?'
auf G mit‘bzﬁ=co+w, [¢1[£ 7P (a}; die Aussage gilt somit in
zP flir jedes Gitter, welches P Prinzipale besitzt. Wir wollen
nun die Aussage durch vollstidndige Induktion nach der Anzahl
der Prinzipale eines Gitters in zP beweisen. Sei also die Aus-
sage bereits flir jedes Gitter G', das n> p Prinzipale enthilt,
bewiesen. G sei ein Gitter mit {(n+1) Prinzipalen. c?, cg seien
zwel O-Zellen von G und a#c?/2 ein Punkt aus Zp. Es kodnnen nun

zwel Fdlle eintreten:
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1) c?, cg sind auch Nullzellen von G', einem n-prinzipaligen
? + cgf\,oo in
Zp\-{aj (auf G'). Somit ist*’%o, die Verfeinerung von ?? auf G°
nullhomolog in Zp\-{a) {auf G} nach (4} ung 3. 3.

Untergitter von G. In diesem Fall gilt: o= oo

2) Mindestens eine der beiden O-%Zellen C?/2 ist keine 0-Zelle
eines n-prinzipaligen Ungergitters G' von G. Dann mus c?/z#w
sein. Denn, angenommen c. = w und flr ein j, 1 < 3 e ist

G., das j-te Teilgitter lon G:“;Qg%%%¥%zipilig,_ais; gtfg

> izj(cg), hig, so widre §'=@G \ﬂhi} ein n—prinzipaligesjUnter~
gitter, welches sowohl w=c?, als auch cg als Gitterpunkte be-
sitzt, im Widerspruch zur Voraussetzung, daf nicht beide O=Zellen
C?/z Gitterpunkte von & sind. Somit c?#w; der Fall cgzw wird

ganz analog erledigt. AuBerdem kann im Fall 2) jedes Teilgitter
Gi héchstens zwei Prinzipale besitze, denn, falls etwa G. D

- fzj(c$)'zj(cg)’h58’ wire G\ {hi} ein n-prinzipaliges Untergit-
ter von €, das sowohl c?, als auch cg'als O-Zellen besitzt im
erneuten Widerspruch zur Voraussetzung. Wi$ kdnnen somit die
Menge M_ = {iew |1 <1< p, 6; = dn], n¥einfunren. M_ ist
sicherlich nicht leer, da MO=¢ sofort "G ist ein Gitter einfach-
sten Typs mit p Prinzipalen® nach sich z8ge, Myo= gi-aMO! Zi(c?)%
#Zi(cg)k ist nicht leer, da M1=¢ cffensichtlich c?=cg impliziert.
1 1 eine nichtleere

endliche Teilmenge der natiirlichen Zahlen ist. Die 1-Kette T? auf G,

g als ihren algebraischen Rand besitzt,

Somit existieren m,:=min M1, m; = max M1, weil M

welche a meidet und }f=c?+c

wird folgendermaBen konstruiert: O.B.d.A. wollen wir annehmen,
. , o, .1 o, .2 .

dan, falls i aus M1 ist, Zi(CTJ_hi’ Zi(cz)—hi. Dann wird, falls

_ s . C . 1 1 . . .
M1 m, 11<f12 ...f(lk~m1 ist, Cj aus T, 1< 3 < my, wie

folgt, festgelegt:

a) Falls a=w oder ai~:<$i =Bestimmungszahl wvon hl =Zi (01)
. j J 2 (o} I .

oder aigb(Bij—Bestlmmungszahl von hij—zij(cz), a, die 1j—te

Koordinate von a, wird Ki (c;), das ij—te Koordinatenintervall

J

von c;,igleich [di 'Bi] gesetzt, wihrend Ffiir i#ij, falls i<m1

333
oder ij( i S‘m;, Ki(c%)=Ki(c§J=i—te Koordinate von cg aus IR ge-
wdhlt wird; offenkundig gilt: a¢c;. _
b} Falls d, < a; < (} - nimmt man anstelle von c; zwel 1-Zellen

1 R U 1 1

c;r1, cj,2' Dabeil wird fiir 1#1j Ki(c§,1):Ki(cj,2)=Ki(cj) gesetzt,
Ki(c;) wie im Fall a) gewidhlt, wihrend Ki (c; })=(-c?,<i.
. ' )

l.]l
J J
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1 . |
Ki.(cj 2)={G.l,cf) wird., Im Falle i .<ar« G. haben wir offen-
j s B
kundig: aé:c1 1,01 5 Sel etwa ai =éi : {der Fall a; —B wirgd
, :
J j 3
ganz analog erledigt.) Offenkundig ist ag el 50 da a.<: R, <
, il i, =
. . 1 . L J1 3
S x, flir alle x aus ¢. .:; ebenso gilt filir alle v aus ¢’ '
- 1. J.2 Je

y#c?, yi,<-&i =a; , widhrend a#c? nach Voraussetzung. Somit gilt
J 373
. 1
guch: a"{‘-cj,‘i'
c? entsteht aus c] (c] 1) durch Entregularisierung nach unten
r

1
© entsteht aus c_, (cT v ) durch Entregularisie-
2 m 1, m

1 1
rung nach oben (nach unten). Jeder Gitterpunkt c® von G, der

(nach oben), c

aus c;, 1<3 <nq, durch Entregularisierung nach unten {(nach oben)
; , (el,,) aurch
Entregularisierung nach oben {nach unten) in der 13—ten

1

in der ijmten Achse entsteht, entsteht aus ¢

(ij+1—ten)Achse von c:J 1 (cj+1), ist somit in zwei 1-Zellen
von T enthalten, widhrend _ c? und cg in genau einer 1-Zelle
aus TJ enthalten sind. Wir haben somit: BTJ = c? + cg, a ¢c1
fiir alle cT aus 11. Somit: a.¢|1:| und deshalb 1;% < Z ~x4a}
Insgesamt: %) = c? + cgfxfo in 2P <\ (a) und die Aussage ist
auch im zweiten Fall bewiesen. Damit ist der Schluss von n auf
n+1 erbracht. []
3.9 Satz

Sei G ein Gitter in zP (®P), . | _

Sind die Zyklen‘B?, g;--- an nullhomolog in ;, S0 gilt das-
selbe fiir den Zyklus k ~'3 ...+ﬁ3i.

Beweig:

Nach Voraussetzung ist 3? = 'BE+1, Lt¥+1[ ¢ G fir j=1,...,n.

Es folgt: 3] + ... +73K =2t R I S A B LU

1 .
ck+1 . rk+1+ c krk+1’u f_k+1‘ n
1 e n - 1 n

3.9.1 Satz

Sei & ein Gitter in 2P (ap) und G% eine Verfelnerung von G. ’3
sei ein k-Zyklus auf G, 1 < k< p und ‘X die Verfeinerung von
-3 auf G¥ sei nullhomolog in G ¢ zP (®RP) (auf G*). Dann ist
auch 3 nullhomolog in G (auf G).

Beweis: (Der Beweis enth&lt eine Liicke fiir den Fall 1 < k < p-2.)
Falls-3p ein p~Zyklus ist, mup %p=0p sein, da nur fir oP die
Nullhomologizitdt definiert ist (3.7). oF ist in jeder offenen
Menge nullhomolog und offenkundig ist,*0p=0p.
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Seli nun 1< k < p-1.

*}f, die Verfeinerung auf G* von‘gk sel nullhomolog in G (auf @¥).
Dies bedeutet nichts anderes als: Es gibt eine (k+1) -Kette

k+1 auf ¢* deren Trdger in G enthalten und deren algebraischer
Rand *?F ist. Wir miissen nun zeigen, daB es eine (k+1) ~Kette
T:$+1 auf & gibt, deren algebraischer Rand ?} und deren Triger

in G enthalten ist. Wir wollen den Satz durch vellstédndige
Induktion nach der Anzahl der (k+1} -Ketten von Ik+1 beweisen,
AuBerdem nehmen wir an, G¥ entstehe aus ¢ durch Hinzunahme

eines einzigen nickht in G delegenen Prinzipals h?. 3.3.2 liefert

dann die allgemeine Behauptung fiir beliebige Verfeinerungen
von G.

Bestehe Tk+1 zundchst nur aus einer einzigen (k+1)-Zelle ck+1
auf G*_'*qﬁ ist in diesem Fall der algebraische Rand von ck+1
und besteht somit aus allen in ck+1 enthaltenen k-Zellen von G¥.
Alle Zi(ck+1) sind flir i%j_auch Zellenkomponenten von G. Ware
Zj(ck+1)= h%,jQ;, SO besdBe mindestens eine k-zZelle von‘*jf die
Zellenkomponente h?} da im Falle Zj(ck+1)=h§‘jede k-Z2elle von

k+1

*3k die Zellenkomponente H% besdBe, im Falle Z.(c )=jQ; die

aus ck+1 durch Ersetzung von Z.(ck+1) durch h? hervorgegangene,
Nach 3.6(1) kann keine k-Zelle von*“gk h? als Zellenkomponente
besitzen, da*’}k die Verfeinerung auf g* von"-}.k ist. Somit ist

Zj(ck+1) nteht von h# bestimmt und deshalb ebenfalls eine Zel-
lenkomponente von 6. ck+1 ist deswegen auch eine (k+1)-Zelle

von &. Es gilt somit: ""'ck+1 = ck+1, alle k-Zellen von G“, die

in ck+1 enthalten sind, sind auch k-Zellen von G, *QF ='Eck+1
stimmt somit mit"-_‘-,k Uberein. Deshalb ist gk in diesem Fall
nullhomolog in G auf 6.

Wir wollen nun annehmen, dag das Theorem bereits fiir alle*“gk,
welche n-zellige (k+1)-Ketten in G beranden, gilt.

n+1
Sel nun 1¥+1 = E c§+1 eine (n+1)-zellige (k+1)~Kette auf G*,
J=1

deren Trdger in G enthalten und deren algebraischer Rand *3k

ist. Es k&nnen nun zweil Fdlle auftreten:

1) Es gibt eine (k+1}-2elle von T$+1, O.B.d.A. ck+1, die auch

1
eine (k+1)-zZelle von G ist. Zj(ck+1) ist somit nicht von h*

bestimmt und alile in c$+1 enthaltenen k-Zellen sind auch k-Zellen
auf G."Ec$+1 ist somit ein k-Zyklus auf @ und G*, deshalb gilt:

'Ec$+1=*Bc$+1 und nullhomolog in G (auf @), da cf+1 - |T$+1f < G.

fg? = ?} +'Bc}?<+1 ist somit nach 3.9 ein k-Zyklus auf G.
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2 XL T st eine n-zellige (k+1)-Kette auf 6* mit

+ .
rr§+11 _ L:k+1 + c? 1( ¢ ’Ik+1| Uck+1 c G,“&1§+1 =~a%k+1 +
D SR A e S T S P L PR
*”5? ist somit aufgrund der Induktionsannahme nullhomolog in G
+
{auf &}. Da c? L ebenfalls nullhomoleg in G (auf G) ist, haben
-wir nach 3.9:

~k _ k k+1 k+1 K, :
y = (y +3cy ) +’ac1 ~ 0 in G (auf G).

+
2} Alle (k+1)-Zellen von qF 1 sind Zellen von G*, aber keine
Zellen von G. Dies bedeutet, daBR die j-te Komponente jeder Zelle
von ¢k+1 von hg bestimmt sein mus.

Leider ist es mit nicht gelungen, einen Beweis dafiir zu finden,

daB die Teilkette 1§+1 von w7

von 7}+1, deren j—te Komponente gleich he igt, ein (k+1)-Zyklus

ist. Falls dies bewiesen widre, hdtte man: {k+1 + tk+1

k+1
o]

, bestehend aus den (k+1)-Zellen

ist eine

von*‘”%k berandete (k+1}-Kette mit [T k+1| C

k+1 k+1
T

k+1 k+1! .
+ o B s
besitzt keine (¥+1)-Zelle von G*, deren
j-te Komponente gleich h ist,

Ganz offenkundig kann man . Jjede- von"g-';k berandete = (k+1)}-Kette
auf G*’mit dem Zyklus'%k+1 aller in h;‘enthaltenen {(k+1)-2Zellen

. k+
von G¥* vereinigen, ohne den algebraischen Rand von 7y L Zu ver-

dndern. ?$+1 ist ganz offenkundig ein (k+1)-Zyklus, da jede in
einer (k+1)-Zelle von‘:sk"_1 enthaltene k-Zelle von G" ebenfalls
in h% enthalten ist und in jeder Defektachse sowohl nach chken,
wie nach unten, regularisiert werden kann, somit in einer gera-
den Anzahl von (k+1)-Zellen von'%k-'-1 enthalten ist. Anschaulich
ist es ganz klar, das jede in h; enthaltene (k+1}-Zelle "zuviele"
hf‘als Zellenkomponenten besitzende k-Zellen von &% enthilt, die
ja nach 3.6(1) niecht in *%F liegen kOnnen, somit entweder in
einer anderen (k+1}=2elle von 3%+1 enthalten sein missen, oder
in einer (k+1)Y-Zelle wvon 1$+1, deren j-te Komponente gleich ij
ist. Man miiBte irgendeine einfache Veranschaulichung des alge-
braischen Randes einer in H@ enthaltenen (k+1)—Ze11e von G*,
analog zu den "Tupeln" aus dem Beweis von Satz 2.8, gewinnen,

k+1

um aus der Tatsache, daB ~ eine in h® enthaltene (k+1)~Zelle

als Element besitzt, abzuieiten, daBl dann tk+1 alle in h; enthal-
tenen (k+1}-Zellen umfaBt. Ich bin an der Uniibersichtlichkeit
diegses algebraischen Randes gescheitert. Zu beriicksichtigen wdre
noch, daB jede in cf'' enthaltene (k+1)-zelle <1 mit z. (cK1)=

=ij, nur eitne in h% enthaltene k-Zelle von &% umfant, wahrend



- 122 - IT 3

Jede in hj enthaltene (k+1)-Zelle von G* mindestens p-(k+1) in
hy
sache, daB jede in h* enthaltene (k+1)-Zelle in einer Defektachse

- Jeder (k+1)-zZelle ck+1 nit Zj(ckH):j-Qj reguldr gein muB, aus-

niitzen.

enthaltene k-Zellen umfapgt. AuBerdem miiBte man noch die Tat-

Im Falle k=p—1,**5k+1 ist dann eine P~Kette auf G*, kann der
eben diskutierte Fall gar nicht auftreten, da keine p-Zelle in
einem Prinzipal des Gitters G enthalten sein kann.
Man sieht jedenfalls sehr leicht ein, daB keine (k+1)-Zelle von
&*, deren j-te Zellenkomponente gleich h& ist, eine k-Zelle von
qk umfassen kann, da aus 3 §3ck g‘ck+1 < h., wegen 1.22

(c ) £ h = Zj( ket
zu 3.6(1).
Im Falle, daﬁrzk+1 nur aus zwei (k+1)-Zellen c$+1, c§+1 besteht,
ist es mir gelungen, zu zeigen, daB, falls_zj(c?+1) = h?, auch
Zj k+1) h& und E{ck+1 + ck+1J = ok sein muB:

2
k“H)=hc?} besitzen alle in c$+1 enthaltenen k~Zellen

die j- te Zellenkomponente h? und k&nnen gemiBf 3.6(1) nicht in
*

), somit Zj(ck) = h;ﬁ folgt, im Widerspruch

Falls Z {c

liegen. Sie miissen somit auch in c§+1 liegen, da “3k =
:a(gf+1 + c§+1). Angenommen: (c§+1) = jQ%. Dann kann nur eine
in c§+1 enthaltene k-Zelle ck h% als j-te Kgmponente beSJ.tzenr
ndmlich diejenige, die aus cg T"bei der Ersetzung von +Q:J durch
h? entsteht. c?+7 umfast jedoch mindestens (k+1} k-Zellen, die
s&mtliche hY als j-te Komponente besitzen. Voraussetzungsgemis
ist k > 1 ugd SOmit k+1 >1, Somit ist der Fall Z (ck+1} +QOL
unméglich. Zj(c2 ) mufl also ebenfalls h? Sein. Deshalb besitzt
jede in c§+1 enthaltene k-zelle hj als j-te Zellenkomponente

und mid auch in c?+1 enthalten sein, da nach 3.6(1) ke<ine k ~Zelle
aus’*gk hj als Zellenkomponente besitzen darf. Somit ist * 'g

= Dk, Ky = ok

Gltter und in jeder offenen Teilmenge von 7P (mpJ nullhomolog.

='3k ist gemdB 3.8(1) auf jedem

Nehmen w1r nun an, es ist méglich zu zeigen, daﬁ’tk L so einge-
richtet werden kann, daB keine (k+1)-2Zelle aus T$+1 h? als j-te
Komponente besitzt,

k+1 . k+1

Sei nun cK*! aus mit Zj(c k+

)=+Q§ 0.B.d.A.. Ware -cft1.=

P
1= My Zl k+1)q Q r\/ﬁ\ Zi(ck+1) nicht in 7k+1, so lidge ck,

i=1 i=3j+1
die k-Zelle von G', die aus ck+1 dadurch entsteht, dan +Qé durch

h? ersetzt wird, in keiner anderen (k+1}=-Zelle von tk+1, da,
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k+1 k+1
C

falls etwa c ; —C » flr mindestens ein i%j,zi(c$+1)#

k+1

#

_ N . . _
#Zi{c ):zi(-ck 1) gilt. Falls nun c? diejenige k~Zelle von G*

bezeichnet, die aus c?+1 dadurch hervorgeht, das Zj(c?+1}=+Q;

durch h? ersetzt wird, gilt: Zi(ck)=Zi(ck+1)#zi(c$+1)=zi(ck),

k+1
1

+ +
woraus c?#ck folgt. Da c% T#Ck }, —ck+1 beliebig war, folgt
daraus die Behauptung.
+qu —Qj ist nun eine Zellenkomponente von G, somit ist

ck+1u ck‘{_‘I eine (k+1)-Zelle c$+1 von G. c$+1 + ?ﬁ ist ein

k-Zyklus auf G und I§+1 t= Yk+1 + ck+1 + {—ck+1) ist eine

(n-1)~zellige (k+1)-Kette auf G5 mit BIE+1 =‘atk+1 + 'a(ck"'1 +

'
+ (—ck+1)) = “Ek + 'Bc¥+1 = *(;k + 3c¥+1). Nach der Induktions-

annahme ist %k + Ec%+1 somit nullhomolog in G (auf G) und wegen

der Nullhomologizitit von'}c$+1 in G jauf G) (c]1{+1=ck+1 U—ck+1 o
. .
= 51?+1} ¢ G) ist nach 3.9 auch %k = (?k + hc?+TJ +’Bc$f1~u 0k

in G (auf G).

Man sieht aus dem zuletzt Gezeigten leicht, daB das Theorem auch
im Fall 2) volstdndig bewiesen ist, falls es in ¢3+1 zwei (k+1)-
Zellen gibt, deren Vereinigung gerade die Verfeinerung einer
{(k+1)~Zelle von G ist,

Falls ?} mindestens eine k-Zelle enthidlt, deren sdmtliche Regu-
larisate in einer Defektachse ebenfalls zu G gehdren, tritt
sicher Fall 1) ein, da aufgrund der Definition des algebraischen
Randes mindestens eines dieser Regularisate zu jeder von *}k auf
G" berandeten (k+1)-Kette gehdért.

Der eben beschriebene Fall tritt ganz of fenkundig ein, wenn %k
mindestens eine k-Zelle ¢ von G besitzt, deren j-te Komponente
reguldr ist. []

3.9.2 Bemerkungen
(1) Aus 3.8(4) und 3.9.1 folgt:
Ein k—Zyklus‘gk, T <k < p~1 ist genau dann nullhomelog in G

(auf @}, wenn jede Verfeinerung von 3k auf G*, einer Verfei-
nerung von G, in G (auf %) nullhonolog ist.

(2) Es ist interessant, zu bemerken, daB die Aussage von Satz
3.9.1, fir O-Zyklen im Allgemeinen nicht zu stimmen braucht.
Sei etwa G in 22, der ALEXANDROFFschen Einpunktkompaktifi-
zierung von Rz, folgendes Gitter: '
x=0 und y=0, also die x- und die y-Achse seien die einzigen

Prinzipale von G¢. &% entstehe aus @ durch Hinzunahme der
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Geraden y=1. G sei J}x,y)e R?

- %<:y< 3?1 Der Ursprung O = c® und w sind die einzigen O-Zellen

von &. Offenkundig ist c®+w nicht nullhomolog in ¢ (auf ¢), da

1 3 ' 2
§<Y<E%Uﬂxq)gﬁ _-1<x<h

weder die x- noch die y-Achse, die Jja offenkundig die einzigen
Trdger von 1-Ketten auf G sein k&nnen, ganz in G enthalten sind.
c®+w ist jedoch nullhomolog in G (auf G*), Die erste i-Zelle 01
der von c®+w in G auf €* berandeten 1-Kette 1; sei die Verbin-
dungsstrecke ‘des Ursprungs mit dem Punkt (0,1) auf der y— Xhse,
die zweite 1-Zelle von 22 sei, je nach Laune, der positive bzw.
negative Halbstrahl der Geraden y=1 vereinigt mit dem Punkt (0,1).

Of fenkundig liegt c:+c; in G und es gilt: cofw = B(c} + c;).

(3) Falls es gelidnge fiir 3.9.1 Gegenbeiépiele fir den Fall 1 < k < p-2
anzugeben, wdre das Fundamentallemma 3.12 und alle seine Folge-
rungen flr den Fall 1 < k < p-2 nicht auf dem von NEWMAN gezeig-
ten Weg zu beweisen, da NEWMAN ganz of fenkundig Satz 3.9.1

voraussetzt. (NEWMAN, Seite 133, Bewels von Theorem 19.1, 3. Zeile.)

3.10 Satz
Ist der Zyklus'gk nicht nullhomolog in G, 0 <k <p-1, so gilt
dasselbe flir mindestens eine Komponente von gk.

Beweisg:

Nach 1.46(3) gilt, daB'%k die Summe modulo 2 seine Komponenten
ist. Nach 2 11 ist jede Komponente von'g ein Zyklus. Also miifte
nach 3.9 3 nullhomelog in G sein, falls alle seine Komponenten
in G nullhomolog wiren. []
3.11 Satz

Seien X, und Xo x1%x2, aus zP URP) und G C 7P 0Rp) offen.

X, und X, sind genau dann in G zusammenh#ngend, wenn ein Gitter
6 in zP (RP) existiert, so, daB x. und x Gitterpunkte sind,

1 2
_ 0 0, 0 . '
x1/2—01/2) und c1+c2 ~ 0 in G (auf ).

Beweis:

(1) Sei X, =W und x2=(x$,x§,...,xé). Falls X, und X, in G zusammen-
hdngen, miissen sie in derselben Kompenente von G liegen. Da nach

I 3.16(3) die Komponenten offener Mengen in 2P selbst wieder offen,
also Gebiete sind, k&nnen wir o.B.d.A. annehmen, daB G ein Gebiet
ist. Da x,=wg£G muB K = RP ~ (G\{w}) aufgrund der Definition der
ALEXANDROFFschen Topologie des 7P kompakt in RP sein. K liegt
somit in einer geeigneten abgeschlossenen Kugel K (0) um den Ur-
sprung, (O) in der euklidischen Metrik geblldet Sei y =

= (y1,...,yp) aus RP \Kr(O), so gilt, falls M—{zgﬁRp‘ y1gz <P,

_ 1
Zi = Y'i, i = 2,.-.;p\ iSt, M\/:{Rp \ir(o) ;‘RP\K_C_ G\{w‘j -C_,G’
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da K¢ Er(o), haben wir:

yélRp\'Er(OJ C Rp\\K =G \{y}. Da G ein Gebiet in zP ist, gilt
nach I 3.25(2), daR G' = G-{yj ein Gebiet in RP jgt, Somit
lassen sich y und X, durch einen ganz in ¢! verlaufenden,
achsenparallelen, einfachen Streckenzug § miteinander verbinden
(KUHN, Topologie, 2.9, p. 25). Das Gitter ¢ in 2P wira SO ge-
wdhlt, dan die Bestimmungszahlen wvon Gi gleich den i-ten Koor-
dinaten der Eckpunkte von S sind. S ist offenkundig der Trdger
einer 1—Kette’t1 auf G, die ganz in RP<K = G~ Yw) < G verlduft
und deren algebraischer Rand gleich {xz,yk ist. Falls Y4 =<$n

ist M eine unbeschrinkte 1-~Zelle c von G, falls RS &n ' 1

]
bilden diejenigen 1-Zellen von &, deren erstes Koordinateninter-

vall gleich [dj,&j+1] ist, y, < 4, <d,

S <y j+1 = @, und deren librige

1
Xoordinatenintervalle gleich [yi,yij, i=2,...,p, gind, eine

1-Kette t;, deren Tr&8ger ganz in !R?'\Er(o) giRp\ K € G ver-
lduft und deren algebraischer Rand gleich {w,y} ist, ~! = t: +
+ —t; ist eine 1-Kette mit '55;1 :'?-z't} +21‘t12 = {w,xz\, [{Ii_c;

¢ Jnlultli ¢ .

Seien nun Xy X, zwei Punkte aus RF. Falls Xy und X, in G zusam-
menhédngen, so liegen sie in derselben Komponente von G und, da
die Komponenten jeder offenen Teilmenge von RP Gebiete sind,
(KUHN, Topologie, 4.3, P. 134, RP ist bogenzusammenhéngend, da
RP ein normierter Raum ist (I 2.23)), k&nnen wir wiederum
©-B.d.A. G als ein Gebiet annehmen. Wiederum sind X, und X,
durch einen ganz in G verlaufenden, achsenparallelen, einfachen
Streckenzug S verbindbar und wiederum wird das Gitter € in RF
50 gewdhlt, dan die Bestimmungszahlen der Prinzipale aus Gi mit
den i-ten Koordinaten der Eckpunkte von 8 {ibereinstimmen. Genau
wie oben ist S der Trédger einer 1-Kette 1? auf G, deren alge-
braischer Rand mit {xT,xéX Ubereinstimmt, so, daB x1=c$, x2=cg,
c? + c;’mo in G gilt.

Die Umkehrung folgt sowohl fiir den Fall X, =W, X, aus#Rp, als auch
fiir Xqs X, aus Rp, sofort aus 2.14. []

3.11.1 Folgerung

Sei G ¢ zP (RP) ein Gebiet .und ?F ein in G gelegener O-Zyklus,
50 ist ?? in G nullhomolog.

Beweis:

30 =~{x1,y1,...,xn,y5% 1é8t sich als Summe modulo 2 der n O-Zyk-
len 3? = Xi + yi, i=1,...,n, darstellen. Nach 3.11 sind diese
aber nullhomolog in G und somit ist nach 3.9 auch 30 in G null-

homolo?. ‘ [:
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3.11.2 Folgerung

Sei G ¢ zP (RP) eine offene Teilmenge und gibt es einen in G
gelegenen, aber dort nicht nullhomologen 0O-Zyklus 30, so ist
G kein Gebiet und besitzt mindestens zwel, hdchstens abzihlbar
viele Komponenten, die sidmtliche Gebiete in zP bzw. RP gind.

Beweig:

Wdre G ein Gebiet, so wire nach 3.11.1 jeder in G gelegene
O-Zyklus in G nullhomolog. Somit muB G mindestens zwel Kompo-
nenten besitzen. Nach I 2.23 bzw. I 3. 16(3) sind alle Komponenten
einer in RP bzw. 2P gelegenen offenen Menge Gebiete. Wegen der
Separabilitit von RP bzw. 2P (I 3.28(1)) kann nach I 1.1 jede
offene Teilmenge von zP (Rp) nur abzdhlbar viele Komponenten
besitzen. []

Wir sind nun in der Lage, das Fundamentallemma auf Zyklen in zP
zu verallgemeinern:
3.12 Theorem (Fundamentallemma; es entspricht Theorem 19.1,
pP. 133 in NEWMAN,)
Sei’% ein k- Zyklus auf einem Gitter @ des zP und sei a ein

Punkt aus Zp, der nicht im Triger von'% liegt. Falls nun O <
< k < p-1, ist 3>f\,0k in zP {ay.
Bewelis:

Sei 1> ein Nullzyklus auf dem Gitter € des Zp, d. h. ? {a1,b1,
2,b2,...,a ' b 3 a bzw. bj eine O-Zelle {(ein Gitterpunkt)

von G, ferner gelte: a¢,130 , also a#a 5 j=?,...,n. Nach

3.8(5) 1st.3 —a +b ~ 0% in Zp\\{aj also gllt nach 3.9 E“-E ’3

fﬂzO in Zpaxﬁé}

Um den Fall, daB k > 1 ist, zu beweisen, wollen wir zunichst
annehmen, daB a selbst ein Gitterpunkt ist. Im Falle a=w ist
dies sicherlich der Fall. Falls arFw, muB @ unter Umstédnden noch
zu einem Gitter ¥, welches jeden Prinzipal h 1 roay die i-te Koor-
dinate von a, enthidlt, verfeinert werden.

Sei nun G das Gitter einfachsten Typs, das a als Gitterpunkt
enthilt, also {wTLJih i, i= 1,...,§B a liegt in jeder Zel-
lenkomponente von G und somit in jeder k-Zelle ck von G mit

k > 1. Daher liegt a auch im Trdger jedes von 0k verschledenen
k-zyklus, k > 1 pa 0 =201, [*] < 2P A, 0¥~ 0 in
zP~Ya], ist oF der einzige k-2zyklus 3%, fiir den T?Fi - prk{aﬁ
gilt. Deshalb gilt das Theorem in diesem Fall.

Nun sei & ein Gitter mit der Eigenschaft, daB die Entfernung
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eines Prinzipals h=h, *hj von &, ein Gitter G D G liefert,
fir welches die Aussage bereits bewiesen 1st (G 1st somit
mindestens zwe1pr1n21pallg') Falls a#w und a(?hj = h J , also
a, #& s Seil 2 dlejenlge hJ zugeordnete Zellenkomponente, welche
in demjenlgen h:J a55021erten Halbraum +hJ —hj enthalten ist,
welcher a nzcht enthalt (0.B.d4.A. falls etwa a;< Aj muf

a= +Q3 gewdhlt werden.) Falls a=w, oder a"hj, werde 2 als eine
hj zugeordnete Zellenkomponente gewdhlt, welche in einem Halb-
raum enthalten ist, der einem zu hj parallelen Prinzipal h'
aus &, h! #hj assoziiert ist. Da Gl mlndestens zwel Pr1n21pale
enthdle, glbt es sicher einen zu hg parallelen, aker von hj
verschiedenen Prinzipal aus G; Z ist somit beschrankt Falls
j=1, wéhle Z=+h1=—h2, falls j =N wdhle Z‘—h Mo +h ! 1. Falls
1<j<n, widhle 2 entweder als +hi oder als —hJ Slcherlich
gilt in diesem Fall fiir Jede k=-Zelle ck einer in prqfa) ent-
haltenen k-Kette 1k mit Z, (c ) > hJ ck(WhJ C Z -ﬂa). Auf-
grund von 1. 28(6) gibt es zZu jeder in gk enthaltenen k-Zelle
ck, welche eine Teilmenge von hi ist, (Zi(ck)=hg), genau eine
{(k+1)-2elle ck 1, fiir welche Zi(ck+1J=Z, da Z genau eine der
hz zugeordneten, regulidren Zellenkomponenten ist.'-gk+1 sel die

(k+1)~Kette aller dergestaltigen (k+1)-Zellen. 3? = 3k + btk+1

ist ein k-2Zyklus, da “tk+1 nach 2.12(2) ein k- Zzyklus und die
Summe zweier k- Zyklen wiederum ein k-Zyklus ist {(3.9). '5? be-
sitzt keine in 1'1:| enthaltene k-Zelle, da jede in tk 1 enthal-

tene k-Zelle ck, welche zuglelch Teilmenge von hJ ist, auch zu

Bk gehdrt und daher nicht in g +'btk ! 11egt 31 1st die
Verfeinerung auf € eines k—Zyklus'30 auf GO (31 —‘*3 ). (3.6.1(2)).
Wir missen nun zeigen, daB r3kl =,*”3g| = r3¥| € zP¥al.

a liegt nieht in | k+”
Falls a#w und agihi, 50 liegt a nicht in 2 {aufgrund der Wahl

von Z!)., Da aber alle {k+1)-Zellen ck+1 aus 13+1 Z als i-te

Zellenkomponente besitzen, gilt:

K+ 1 P K+ k+1

c = M ZJ ) - Z {c ) = 2 fiir alle ck+1eftk+1. Somit
j=1
haben wir: T¥+1 kJ < 2 g_zp~\{a§.
k 1Et$ +1

Falls nun aber a=w, so slnd alle Zellen wvon fk+1 beschrinkt,
denn, da a=w nicht in |3k' liegt s§ind alle k-Zellen von 3k
beschrdnkt; (wire etwa ck aus 3 unbeschridnkt, so hitten wir:

ae;ck C.I3 } bie (k+1)-Zellen von 1¥+1 entstehen aber aus den
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k-Zellen ck von 3k die in h:J liegen, dergestalt, dap Z (c ) hj
durch Z ersetzt wird. Im Falle a=w wurde Z aber als beschrankte

+
Zellenkomponente gewidhlt. Da Z (ck !

)—Z (c® ), fir i#5, Zj(c )
beschrédnkt und auch Z beschrankt ist, muB auch ¢t beschriankt
sein.)

Bleibt noch der Fall: a¢hj. In diesem Fall aber gilt:

+ i k+1 i c k+ j

B 1[r\hig{3kf < 28\ {al. (|r lmhi= ( Ukt )Ah] =
K+1 . ck+‘| tk+1

= {c N hi). €

ck+1e.tk+1
ck+1q hi c ck, ckéfak, fir jede Zelle ck+1@;ik+1 aufgrund der
Definition wvon k+1. (ck+‘| entsteht aus einer in h:J enthaltenen
k-Zelle ck von 3 durch Regularisierung nach oben oder nach unten
in der i-ten Achse. Somit gilt: j(ck+1) = Z (c ) fir i#j.))

Also haben wir erneut: a.&ktk+1[ da a in ff “\ hi lige,

k1 paher gilt:

35 =% vaekt] ¢ '% v R 2 B[ 2 ePva

falls es in ‘Tk+1| enthalten wire. 31 3k +72%¢

Da nun aber 31 =*'3 '3 ein k-Zyklus auf G_ und ‘3k| =’*3k? =
= t}k[ < Zp‘\{éj nach der Induktlonshypothese, gilt also, daB
k in Zp~\{é} auf G . Wir haben: ‘3 —'amk+1 'E§+1J Q.Zp‘\{és,
k+1

*D§+1 eine (k+1)-Kette auf G . Sei *TO die Verfeinerung von

‘C];H auf &, dann ergibt sich: “(~ ket -P""‘C};1L1

. +-'a$k+1 S S .% LK +_3$ S N

+ akH =3k;1tkﬂ N t§+w §’23+”Lw*t§+% =Itk+wultk+w
- Zp\{a\.
Summa summarum: 3er10k in zFP < {a)y auf 6.

Da sich jedes Gitter, welches den Punkt a als Gitterpunkt enthalt,

350

r

) =it +"a“*t}0{+1

durch schrittweise Hinzunahme eines Prinzipals aus G aufbauen
last, haben wir bis jetzt bewiesen:

Sei G ein Gitter in 2zP und a ein Gitterpunkt von . Ferner sei
Bk, 0 < k< p-1, ein k- Zyklus auf G, dessen Triger den Punkt a
nicht enthdlt. Dann gilt: 3 kK ~0® in Zp\\{dx auf G.

Der allgemeine Fall folgt dann aus 3.9.1, da jedes Gitter @,
welches a nciht als Gitterpunkt enthdlt, sich so verfeinern

laBt, das a Gitterpunkt der Verfeinerung wird; (siehe oben.)

[l
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3.13 Bemerkungen

N _ k . :
(1) Da fiir 0 < k < p-1 h I < 16 czP (1.2¢3)), gibt es fir
jeden k—Zyklus‘gk einen Punkt a aus Zp, der nieht in f}k

liegt. Also ist jeder k-Zyklus mit O Sk < p-1in zP puil-
homolog.

{2) Bei 73=-Sk, O < k< p-1, ein beschrinkter k-Zyklus, (d.h
alle ckefgk sind beschrinkte k-Zellen,) dann gilt:
weﬂ%k} , Somit: ’%kmok in zP \'{w\j = iRp.

Da ein beschrédnkter k-zZyklus 3k, 0 <k << p-1, nullhomolog

in R® ist, gibt es eine (k+1)-Kette rk+1 mip 3K+
und |¢F+1I §1Rp. Dies bedeutet aber, daB w in keiner (k+1) -
Zelle von zk+1 enthalten, tk+] daher beschrinkt ist.
("Jeder beschrinkte k-2Zyklus, 0 < k < p-1, bkerandet minde-
stens eine beschrinkte (k+1) -Kette.")

(3) Sei = 3p-1 ein {p-1)-2Zyklus. Aufgrund des verallgemeiner-
ten Fundamentallemmas 3. 12 gibt es eine p-Kette TP mit

Lk
=3

?p—T =31P, tp und [tp sind die beiden einzigen p-Ketten,

die 3p~1 als algebraischen Rand besitzen. Seien r?, fg
zwel verschiedene p-Ketten, die 3p-1 als ihren algebraischen

Rand besitzen. Wegen B("C? + Ig) =?YE$ +—5T§ = %p_1 + 3p~1

p

= Op_1, ist 7t fg ein p-Zyklus. Somit gilt: entweder ist

1:? +‘tg = oF cder [p + :g =SEP {2.15). Da aber aus 1p + P =

1 1 2

= 0P, -s:%’ = (-:EI’ +->:§) +-r§ = oF + b =~512’ folgte, im Widerspruch
P p p P _op ;v <P _o P P_ P
zu11#12,mm3ﬁ_+t2—ﬁ_LmdsmutiT-Q +15 &2

gelten.

{(4) Aufgrund des Fundamentallemmas k&nnen wir den Sachverhalt:
"Der k-Zyklus 3k, 0 <k <p-1, ist nicht nullhomolog in der
offenen Menge G < 2P (RP)", auch, wie folgt, formulieren:
Der Triger jeder von QF berandeten (k+1)-Kette ik+1 (wegen
des Fundamentallemmas gibt es mindestens eine solche) hat
nichtleeren Durchschnitt mit dem Komplement von G.

3.14 Satz

Ist das Komplement [G der offenen Menge G g:zp (RP) zusammenhdn-
gend und ist"sp-1 ein (p-1)-Zyklus, mit kBP_1' C G, so gilt:
3P T oP-1 4 g,

Beweig: .

Nach 3.12 und 3.13(3) gibt es zwel komplementire p-—Ketten“t?/2
mit“kzg/z :'Ip_1. Als zusammenhingende Menge, die |3p—1‘ nicht
trifft, ist G entweder in |f?]o, oder in lf?]o enthalten (2.16(4)).
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Etwa aus (G C [tB[° folgt: G > Hrg’jo = «;ﬁ’f (2.16(2)); d.h.:

p! p-1 m.Op_1 in G. []

3.15 Satz
cg?"T, 35-1 selen zwei (p-1)-Zyklen und A, B seien zwei abge-

schlossene, zusammenhdngende Teilmengen von zP GRp}, die weder
PS?_1’ noch r35"1‘ treffen,

Dann ist mindestens einer der drei Zyklen 3?'1,'3P‘1' ?P

2 1
nullhomolog in DA.UB}-

-1 1

+35

Beweisg:

Nach 3.12 und 3.713(3) ist 3?_1 Rand von zwei komplementdren
p-Ketten. Eine davon muB nach 2.16(4) die Menge A im Innern
ihres Trdgers enthalten. Wir bezeichnen diese p-Kette mit’i?
und haben somit: oxf =377, a ¢ [1P]°, '

e Entsprechend existiert eine p-Kette Tg mit'big =‘%§_1, B C rzgjo.
Wir unterscheiden nun drei Fille:

(1) B¢ [7F]°.

Hier ist A v B < yr?|0, also |Egﬁ) = Byiﬁfo) C I}A\JB). Wegen
(e =20 P =3P qiie damit: 3P 0P g [(auB).
(2 a_ Be

Wie bei (1) findet man ’311"1mop'4t in [(auB).
(3) Es gilt weder (1) noch (2).
Nach 2.16(4) ist dann B ¢ [[£P]°, a ¢ [[tglo.

P die Kette der gemeinsamen p-Zellen von 1? und Etp_ Wegen

<P QI? + 1P, folgt mit 1.42(4): Al ffﬂomj[tgro - [£P|° ¢

<[t 4y Blo,

Sei T

.
Entsprechend findet man: B c Lz? + fglo_
Dies ergive: AV ¢ [28 + 2B 1%, |[? + <B)] [ (| P+ 2B|°)c
< [(AUB) .

P Py _ p ~Py _ P P _ APp-1 p-1 .
Wegen‘BB11«+t2)-—%(11-k12)-—?11 +31y = 3 + 35 ist

somit'%?—1 + gg_1fw'0p—1 in {(ausB). [



4. Trennungssdtze

4.1 Definition

Zwel Punkte x,y eines topologischen Raumes X werden durch die

Menge A [ X getrennt, wenn sie in verschiedenen Komponenten
von [A liegen. Sie werden durch A nicht getrennt, wenn sie in

derselben Komponente won [A liegen,

4.2 Lenma (J. W. ALEXANDER, 1922; entspricht Theorem 20.1,
p. 134, NEWMAN)
Seien F, und F, abgeschlossene Teilmengen von 2zP, P > 2, und

”%k ein k—Zyklug des Gitters G, O < k < p-2, der in den offenen
ﬁengen Zp-Fi, i=1,2, eine (k+1)~Kette‘t?+] berandet.

Falls t;?+] + t§+jrv 0k+1 in S(F1(\F2) ist, gilt:

?k-x'ok in BF1\JF2) {auf einer Verfeinerung G“ von G).

Bewegis:

Da ?k+J :=TT?+] + 3 E*j,x.o in 'aF1rﬁF2) ist, gibt eine (k+2)-Kette

k+2 | k+2

T auf G, deren Trager in RF]erz) enthalten und deren

algebraischer Rand qk+j ist: L1k+2i

< (F nF,) = ]_F]U F,.

[ 13

Hieraus folgt: @ ¢ A, := Fir\,-‘zk”l < Fin(f_F U 'F y =

= (Fyn [F]) ViE A F) =P IF] fir i#j, 1,3=1,2. Es gilt also:
AjNB, O (Fyn Fo) n(F,n Fy) = (B0 [F)n(F,n EFZ) = ¢ng = @.
Nach dem Gittertrennungssatz 1,36 gibt es ein Gitter G' in 2P
dergestalt, daB keine Zelle von G' beide der abgeschlossenen
Mengen Ai (Fi ist nach Voraussetzung abgeschlossen,lilk+2: ist
nach 1.41.(3) abgeschlossen) trifft. ¢* = G'uG ist eine Ver-
feinerung von G, deren jede Zelle in einer Zelle von G' enthal-

ten ist, somit ebenfalls hdchstens eine der beiden Mengen Ai
treffen kann.

*”iﬁ+2 sei die Menge der (k+2)-Zellen von G, die in einer (k+2)-
Zelle von 1k+2 enthalten sind und I:".1 treffen.

“¢:§+] :=‘1:§+1 +"§t§+2 ist eine (k+1)-Kette auf G . Da 7§:§+2
ein (k+1)-Zyklus ist, haben wir: a“-.};“ = oot ke

™ + — - + o '

2 Tg L Ok+] =z tg L. ik, die Verfeinerung von g# bzgl., G .
Ferner gilt:

"m o k+1

o O(F]u F2)=¢. Dies sieht man, wie folgt, ein:
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N S 2 kA1 k20 L kT L k42 L k] L.~ k¥2
o 2 0 — 2 " o [ 2 o .
T K+ k1 _ - -
Da ty = > N zp\F2 nach Voraussetzung, gilt: ,3§+1 < {FZ'
*“:§+2 ist diejenige Teilkette von *jk+2, der Verfeinerung von

_1k+2 bzgl. 6", deren Zellen F, treffen. Es gilt somit fiir jede

* k+2 ~k+2 k+2 k42
*a von *Lo : 7 ¢ NF, L k+2 ) = ¢ aufgrund
k+2 L k+2
Ack+2 c "":k+2
o

e - }cc)+2 KH2E L wirs *1];*2 Lok, f1;+2

N < — o w L KFZ2] o L k42 N _ e« k42
somit: o r F2 = (‘-'do |f, T ])‘in = L ~

Zwischenresultat:

(k+2)-Zelle

der Wahl von G und somit: (?*T )r«(pz ﬁrﬁ =@,

I

und

' k+2 _
{ - f‘Fz)—Q.

.kt 2kt e k2,
<

I i
= I - | & F,. Ferner gilt
"wo k1 okt . ;
%”] = Ty 1 - Zp\F1 = F,. AuSerdem
lwn k41 v k42 "o k+1 . k41 v k+1
= 1 - L = T - ”

. 2 + = o t 1 | + (" 1 + "9
. » o k+] -=-k+2 1 k4] a L k42
=+ > o ) - j ! i ] + - 2 + 'y o . Q;_ﬁ_ + o .

T - o= k+1 - k+1

pa <"1 = 2<%*2 paben wir: = B Tt g
s KD 2 L K2 s K2 oomit dst jede (k47)-Zelle * oK*)

aus
N elner ungeraden Anzahl von (k+2)-Zellen aus ’Tk+2 ent-

nach der Voraussetzung:

haben wir: “1;§+]

i ! 1 |

<+

halten. A forteriori ist jede (k+1)-Zelle aus *ﬁk+], die F1 trifft,

in einer ungeraden Anzahl von (k+2)-%ellen aus *ﬁk+2 enthalten.

Diese (k+2)-Zellen haben somit ebenfalls nichtleeren Durchschnitt

mit F, und gehdren deshalb zur Teilkette-*tk*”z.’“’ckH ist demnach

in einer ungeraden Anzahl von (k+2)-%ellen aus*ﬁii+2 enthalten

und gehdrt daher ebenfalls zu'§”1§+2

aus “;k-ﬂ; die Fj trifft, in *n:k'H + et }é+2 liegen. Alle Zellen
aus *rk+j +’f”lg+2

daher gilt: foF1 = @, somit: B - f?]. Wir haben:

#TZ§+]I { “*:§+j v B L {Fj. Summa summarum: V*tk+] Z 'F]r\[F =

o = _ 2
_ ! . kX ,\k e e k+] k : a L .
- _(F.] A= F2) ? = - 3 “"0 in _'(F:I \JFZ) . 1

 Somit kann keine (k+1)-Zelle

haben somit legren Durchschnitt mit F] und

v

. Somit ist *~F~ 0

4.3 Bemerkungen

(1) Falls F, und F, abgeschlossene Teilmengen von RP sind, von
denen mindestens eine beschrinkt, somit kompakt, ist und =K

ein k-Zyklus des Gitters G im Rp, 0< k € p-2, der in Rp-Fi

eine (k+1)-Kette :t+j berandet, i=1,2, dergestalt, daB

- §+] +'$§+]’x'0k+1 in lkF]erz), so gilt, das fo 0k in

ﬁF]tJFz) {auf einer Verfeinerung G* von G),
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Der Beweils verlduft wortlich so, wie derjenige von Lemma 4.2.
Die Kompaktheitsbedingung wird erforderlich, um den Gittertren-
nungssatz 1. 36 anwenden zu k&nnen.

Falls For Fyo QO RP abgeschlossene und disjunkte Teilmengen von
RP sind, gilt das ALEXANDERsche Lemma auf jeden Fall, da der
Triger jeder in RP enthaltenen k-Kette :k, 0 < k = p, beschridnkt

und abgeschlossen, somit kompakt, ist. Der Gittertrennungssatz
k+2!

wird auf die Mengen Ai = Fih g e i, i=1,2, angewandt; somit gilt:
A,nA, L F, n"F, = @; A, ist fir i=1,2 kompakt, da A, eine abge-

1 2 = 1 2 1 | k+2 1
schlossene Teilmenge der kompakten Menge < ist.

{2) Aufgrund der Dualitdt von Offenheit und Abgeschlossenheit und
der DE MORGANschen Regeln, kann das ALEXANDERsche Lemma auch,

wie folgt, formuliert werden:

Seien G1, G2 zwei offene Teilmengen wvon 7P und ﬁk, O i k < p-2,
ein k-Zyklus, der in Gi' i=1,2, eine (k+1}-Kette 1§+1 berandet.
Falls nun T?+1 + E§+1fm 0k+1 in G1kJG2 ist, so gilt, daB }f-ﬁ-ok
in G1K“G2.

Diese Formulierung ist dquivalent zu derjenigen des Lemmas 4.2.
Dies sieht man sofort, wenn man G1 = zp\.F1, 62 = Zp~\F2 setzt

. ) r . | o - _

und I(F,r F,) = [Fyu F, = G;WG,, (F uF,) = {F,0 F, = G, "G,,
beachtet.

(3} Aus 3.11 und (2) ergibt sich:

Seien x X. zwei Punkte wvon zF (Rp) und G G. zwel offene Teil-

17 72 17 72
mengen von zP (RP}, die, falls die Betrachtung in RP geschieht,

die Voraussetzungen von (1) erfiillen. Hingen X, und X sowchl in

G1, als auch in 62 zusammen, d.h. gibt es ein Gitter G

Xqr X, Gitterpunkte co, cg von G1 sind und, daBf c

{auf G1) bzw. ein Gitter &

so daB

o
~. 0 in

1!
O Q
1 7 ¢

o SO daR X, und X, Gitterpunkte

' c® von € und ¢% % ~0% in G2 (auf Gz) sind und seien

2 2 1 2
er bzw. i; 1-Ketten auf G1 bzw. &

+
. 0, O

o die wvon c1+c2 berandet werden

bzw. 6. enthalten ist. Falls G" = Gy 6

1 2
eine gemeinsame Verfeinerung von €, und G, ist und ’T:, '1;
-1 1

“qr ¥, auf G sind, rnit:“‘?1 +7 ) ~ ol in
o o

1 2
G1:JG2, so folgt: <4 + c, OO in G r\Gz auf G". Somit hidngen

1 und x2 auch in G1F\G2 Zusammen.

und deren Tr&dger in G 2

die

Verfeinerungen von

1
X

(4) Das ALEXANDERsche Lemma ist somit in gewisser Hinsicht ein "Nicht-
77 F2 zwel abgeschlossene Teilmengen von zP
(®P), die, falls unsere Betrachtung in RP geschieht, die Voraus-

trennungssatz": sind F




(5}

(6)
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setzungen von (1) erfillen, kann das Ergebnis von (3) auch,

wie folgt, formuliert werden:

Werden X, und X, weder durch F1 noch durch F2 getrennt und

gibt es ein Gitter &, das %, und X, als Gitterpunkte besitzt
1 1

1!‘ f—2f
algebraischer Rand gerade X, * %, und deren Trédger im Komple-

und gibt es auf diesem Gitter zwei 1-Ketten - deren

ment von F1 bzw. F2 enthalten ist, und berandet ihre Summe

modulo 2 eine 2-Kette 12, deren Trdger im Komplement des Durch-

1 und X, auch
durch die Vereinigqung von F1 und F2 nicht getrennt.

Falls die beiden abgeschlossenen Mengen F

schnitts von F1 und F2 enthalten ist, so werden x

17 F2 < z¥F ('Rp)r P> 2,
disjunkt sind, folgt, daB, falls Xi1 X, aus zP (RP) weder durch

F1, noch durch F2 getrennt werden, sie auch nicht durch F1U F2

getrennt werden. Denn jede 1-Kette ist in Zp-{F r\F ) = gP
(RP \(F1r\F ) = RP) nullhemolog aufgrund des Fundamentallemmas
(Falls wir unsere Betrachtungen in RrP anstellen, kdnnen die

X, und X verbindenden in in RF < Fi dgelegenen 1-Ketten fl, i=1,2,

beschrinkt gew&hlt werden.)
Falls p>2, gilt Theorem V. 9.2 in NEWMAN (Satz. II 1.4 in
KUHN i2j) im Allgemeinen nicht mehr, falls der Durchschnitt

der beiden Mengen Fi+ F, zusammenhdngend und nicht leer ist.
p-1
S

sel die Oberfldche der Einheitskugel des mp, p>2. F., sei

1
17 F2 die "obere
Hilfte" wvon Sp-1, namlich sP~ 1r\+h F, und F, sind in RP kom-

1 2 -
pakt und somit auch in 2zFP abgeSChlossen. F,.AF, = sP 1f\ho. Dies

ist jedoch gerade die Oberfliche der Elnheltskigel des |;p-1’
die, da p > 3 und somit p~1> 2 ist, zusammenhingt. F2
I 3.21(1)(2) ein (p-1)-Element des RP und, da F, = -id(F,), ist
auch F ein (p-1)-Element. Somit gilt nach 4.7(1), daB sowohl
das Komplement von F1, als auch dasjenige von F2 bzgl. Zp, wie
aucthp, ein Gebiet ist. F,u F2 ist aber gerade Sp_1. Nach dem

1
JORDANschen Kurvensatz besitzt aber SP ! zwel Komplement&drgebiete

die "untere Halfte™ wvon Sp_1;.namlich sP~ 1 ~ -h®

ist nach

sowohl in Zp, als auch in RP (4.9.1). Beisgpielsweise werden

~der O-Punkt und x = (2,0,...,0) durch F1k)F2 getrennt.

Auch gegen das Korollar des Theorems V. 16.2 in NEWMAN gibt es
ein ganz einfaches Gegenbeispiel:
Das Gebiet D ¢ Rp, P = 3, sel das Innere der Einheitskugel:

: /™n ' . :
D =~fxE:Rp fix = J Xy 2 <1 3 j X o R x1=0, x| < 1
i=

F ist somit die “Aquatorialebene" der abgeschlossenen Einheits-
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kugel, die in der Hyperebene x1=O liegt. F ist abgeschlossen

in R und zP, da es kompakt ist. Dann gilt: F -Rd D = Fm gP™ ! =
= gP™2 P2

. hdngt zusammen, da p-1 > 2. Als echte Teilmenge
der Hyperebene x,=0 des RP kann F den R® nicht zerlegen. Somit

hdngen je zwei Punkte aus D~ F in SN - Zp\\F zusammen (I 2.20(1)).

D' = D~F = Jx. 'RP: itc1, x #O besitzt jedoch die Partltlon
D'~ x1x.0 D'r\xx1:»0 . Somlt konnen die beiden Punkte (- 2,,0,,.,,,0)1,
(%,0,...,0) aus D' in D' nicht zusammenhiZngen, da sie nicht in

derselben Menge der Partition enthalten sind.

(7) Der Beweis des Thecrems 16.1, Newman, p. 125, ist deshalb nur fiir
den Fall, daB wir (p-2)-2Zyklen verwenden, durchfiihrbar, da die
Summe der von den (p—-2)-Zyklen berandeten (p-1)-Ketten, selbst
eine (p-1)-Kette ist und nur filir solche gemdB 3.13(3) garan-
tiert ist, daB sie, falls sie (p—1)—Zykien sind, genau zwei
p-Ketten beranden. Von dieser Tatsache wird aber gleich zu Beginn
des Beweises Gebrauch gemacht.

Wir wollen das Analogon zu Theorem 16.1 in NEWMAN nun formulieren

und beweisen:

Seien F,, F, abgeschlossene Teilmengen von zP, p> 2, und ?P_z
ein (p-2)-Zyklus, der in den offenen Mengen Zp-xF i=1,2, eine
{(p-1)- Kette'*p T, i=1,2, berandet.

Falls nun =P =-g$"1 + fg‘1rx oP™1 in gP ~(F, ~P) fir jede

Komponente P von F2, dann gilt:
P72 oP7? §p 2P~ (F, UF,).

Beweis:
%P1 ist ein zyklus, da 2z5" VanPT2, iaq,2, ist. 2P < (Fyn P)

ist offen, da P als Komponente von F2 in F2 abgeschlossen ist.

Somit ist P, wegen der Abgeschlossenheit von F2 in Zp, selbst
1r\.P. Da gemdB 3.13(3) genau
zwel p-Ketten vcm'j-)ph1 berandet werden, wollen wir die eine die

"schwarze" (KS), die andere die "weiBe" (Kw) nennen.

in 2P abgeschlossen und somit auch F

Da 3p-1’“ oP~1 in Zp“~(F1F\P) fiir jede Komponente P von Fo, gilt:
P3P'1 '; Zp\\(F1er) und (K . oder {Ks|ist in Zp*\(F1r\P) fiir
Jjede Komponente P von F2 enthalten. Denn, falls es eine Komponente

P' von F, gibe, mit 'K _n2ZP~ (F AP )# @ #[K NP < (F ~P'),

wire ﬁP-1 in Zp-(F1r\P') nicht nullhomolog, da K, und K die
beiden einzigen von 39_1 berandeten p-Ketten 51nd (3. 13(4))
Etwa aus 1K | C Zp‘~(F1F~P) folgt: F1r\P ZZ 7 P \|Ks' < iK -,

wegen 2.16(2) und Kw— LKS {(3.13(3)).
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Wir haben, daf, falls F1 P # ¢, entweder (F1F P} = Kw oder

(F1r P) - 'KS - Wir kdnnen somit diejenigen Komponenten von Fo»
die F1 treffen, "weiBe" oder "schwarze" nennen, je nachdem, ob

F .o P 'Kw’ oder F.rPc K_|. Diese Klasseneinteilung ist
offenkundig disjunkt.

X, die Vereinigung aller "schwarzen" Komponenten von F2 ist
abgeschlossen. Dies sieht man, wie folgt, ein:

Sei a ein Punkt aus X. X4sX,r--+ Sei eine Folge von Punkten

aus X, die gegen a konvergiert. Diejenige Komponente, in der x
liegt, nennen wir Xn' Xn ist offenkundig eine "schwarze" Kompo-
nente. Aufgrund der Definition der "schwarzen" Komponenten liegt
xn(\.F,I in {KSI . Bs gilt also: @ # X N (F1 ~, fKS!) := B,. Sei nun
y, aus B - Da F1“-?KS’ als abgeschlossene Teilmenge des kompakten
Raumes ZP, selbst kompakt, und somit nach I 3.28(2) folgenkompakt

ist, muB die Folge (yn) eine Teilfolge (yn ) N’ die gegen einen

rc
r
Punkt b aus !KSLﬁ FT konvergiert, enthalten. Da auch die Teilfolge
(an}reﬁN von (xn) gegen a konvergiert und xnr,ynr in derselben

Komponente Xn von F2 liegen, somit in F2 zusammenhidngen, miissen

nach NEWMAN, T Theorem IV. 5.7, p. 83, a und b in F F., ist als

2" 72
abgeschlossene Teilmenge des (kompakten!) Raumes 2P ebenfalls
kompakt, zusammenhingen. Da b aus FTFEEKS!, trifft die von b

bestimmte Komponente Pb von F2 sowchl %Ké, als auch F und mupB

'
somit wegen der Disjunktheit der Klasseneinteilung in1"weiB" und
"schwarz", selbst "schwarz" sein. Deshalb liegt a in der "schwarzen"
Komponente P,- Somit, da a aus X beliebig: X2 X< X, X = X.

Genauso zeigt man, daB Y, die Vereinigung der "weiBen" Kompo-

nenten, abgeschlossen ist. Da keine Komponente von F zugleich

X und Y treffen kann, existiert eine Partition Hsinzvon F

dergestalt, daB X HS, Y O Hw' (NEWMAN, IV. 5.6, p. 82).
Nun wird die Methode, das ALEXANDERsche Lemma zu beweisen,

sowohl auf Hs' als auch auf Hw angewandt,

Trivialerweise gilt, das Hsf\HW = @. F1r1(HSr:wa|)=(F1r\Hs)f\'Kwi=

= (F1r\HS)r“?KW o (F1h_X)rﬁle§ = @, da alle "schwarzen" Kompo-

nenten |le nicht treffen. Ahnlich zeigt man: F1r\(wa\!KS:)=¢.
Nach dem Gittertrennungssatz 1.36 wihlen wir zundichst ein

Gitter G1 50, daB keine Zelle von G, zugleich Hs und Hw trifft.

1
Dann ein Gitter G,, das F, und H_ N |ler schlieBlich ein Gitter

2!

G3, das F1 und wa“JKS'trennt. &', ihre gemeinsame Verfeinerung
(&' = G1xJG2\JG3) trennt dann sicherlich sowohl H, von H_, als

~ i ' ] 11
auch F1 von Hw Ks r als auch F1 von Hsrﬁ Kw , da jede Zelle



(a)

-
b
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von G' in einer Zelle von Gl’ G2 und 63 enthalten ist (3.2(4)).

K.I sei die Kette der p-Zellen von 'K (der Verfeinerung von K

auf G'), welche H, treffen, und K dle Kette der p-Zellen wvon 'K '

die H treffen. Dann gilt, daB K = 'Kw + K1 + K2, 'Kw die Verfelne-

rung von Kw auf &', keine p-Zelle enthilt, die HS trifft, da ja
K1 die Teilkette von 'KW ist, deren Zellen Hs treffen. Ferner ent-
hdlt K alle p-Zellen von @', die H, treffen, da keine Zelle von G'

b

zugleich H und H treffen kann, somlt alle Zellen von 'K

treffen, auch in 'K +K1 enthalten sind, 'K ung 'K kelne gemein-

samen p-Zellen enthalten, da aus 'K ‘“'K # @ nach 3.2(5) auch

, die Hw

K r‘K # @ folgen wiirde, im Wlderspruch zu K = ~Ks und alle p-Zellen

aus 'K , die H treffen, gerade K2 bilden. Somit gilt: 'K ”:Fz =
= iK'f\(HSgJHW) = !K:r\Hw. Da aber die Gesamtheit der p-Zellen von

G' eine Uberdeckung von zP bildet (1.41.1}, K jedoch alle Zellen
von G', die H_ treffen, umfaft, gilt: H C X und, da K F, _ H_,

2
gilt somit nach 1.42(5): iKkﬂFz - H < ‘KIO Da nach 2.16 '»K =
R& K = K~ ('K 9, trifft der (p- 1) Zyklus 3K F., nicht.

Wir haben somit: 2K =K+ oK, + 3K, = 3P~ L + 9K, + 2K, =':$_1 +
- p_1 > =
+1 +3K, + 2K,

sei tP7' = <P L 3%, 4 2K,. Dann gilt: <P =PV L D71 +B1
_ 1 1 2 1 2 2

+ 5K1 + cKz. Somit: | \L OP‘1

LR g < Pl

Andererseits: th_1; < ?fp_1jJ NK. + PK

|_> ~ e T !
MK + (‘.Kz = cK.I,

1

Nach der Wahl von G' und der Definition von K

v IRR,) D K, v K.

17 K2 gilt: Jede Zelle
aus K1 hat mit Hsf*wa nichtleeren Durchschnitt und somit mit F.I

leeren Durchschnitt. Jede Zelle aus K2 hat mit erﬂfKS' nichtleeren

Durchschnitt; folglich hat jede dieser Zellen mit F1 wiederum leeren

Durchschnitt. Somit gilt: |K, m F1=Q=5K ™ F,. Aufgrund der Definition

1 2 1
des Trédgers gilt somit: !¢K1 + szg < 1K1'&;§K2- < ZP\F1 und, da
- ?“11 . 2P - F1 {(nach Voraussetzung) und iTP_T Z '1?_1' “?K1 + EKZ ’
gilt: zip—1: zP{F, und somit nach (a): 11P_1! g(sz F1)r‘(Zp-F2) =

= 1
= p 1

Z ‘~(F1VJF2)
~P=1 _ - _p-1
T "3

+ 2(2K;) + 2(2K,) = 3P72 4 oP72 4 oP72 2 2P72) paper

ist‘:_)p_2 in Zp‘w(F1L;F2) nullhomolog. [-l

Falls die Untersuchungen in RP angestellt werden, miissen F1 und F,

als beschrdnkt, somit kompakt, angencmmen werden, da der Bewedls,

daB8 X bzw. Y, die Vereinigungen der "schwarzen" bzw. "weiBen" Kom-

ponenten abgeschlossen sind, auf der Kompaktheit von F, und F, beruht.
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Aus 4.3(5) ergibt sich:
4.3.1 Satz
Falls P

17 F2 zwei disjunkte, nicht leere, abgeschlossene Teil-
mengen von ZP (RP), p > 2, sind und ihre Komplemente bzgl. zP (RP)
Gebiete in zP. (RP) sind, ist auch der Durchscnitt dieser Komple-

mente ein Gebhiet und nicht leer.

Beweis:

Je zwei Punkte ays dem Durchschnitt der beiden Komplemente -
dieser ist nach den DE MORGANschen Regeln das Komplement der
Vereinigung von F1 und F2 -~ hdngen nach 4.3(5) in diesem Durch-
schnitt zusammen und, da beide Komplemente offen sind, ist es
auch ihr Durchschnitt. Wire dieser Durchschnitt leer, so h&tten
wir, daB die Vereinigung von F1 und F2 7 P tRp)wére. F1:F2 wire
dann aber eine Partition der (zusammenhdngenden!) Menge 7P pr).
4.3.2 Folgerung

Sind G

17 G2 zwei nichtleere Gebiete in zP (Rp), P = 2, und ist

7P tRp) die Vereinigung wvon G1 und G2, s¢ ist der Durchschnitt

von G, und G, ein nicht leeres Gebiet.

1 2
Beweis:
Falls X = zP (RP), folgt aus GiU G, = X, daB (X~G,) M (X~ G,) =
= X~\(G1LJG2) = @, X'“Gi’ i=1,2, abgeschlossen und somit aus
4.3.1, daB (X‘R(XH~G1))rﬁ(X~\(X-G2)) = G1f1G2 zusammenhidngt.

eine Partition der zusammenhingen-
I
[
1

Ware G,I"\G2 = @, wire G1 |G

den Menge X.

2

4.3.3 Satz
r # zP (RP), p > 2, sei eine abgeschlossene Teilmenge eines
Gebietes D C 2P (RP) .

Sind D1, D2,... die Komponenten von zP < F ORp‘\F), so sind
D D1, Df\Dz,... die Komponenten von D~ F.
Beweis:

pa zP (RP) lokal zusammenhingt und das Komplement [F der abge-

schlossenen Menge F offen ist, sind die Dj disjunkte, nicht leere

Gebiete und es gilt: [F =L)Dj. Jede Menge [}-Dn = ;;iDj ist

offen. Wire DnND_ = @, so wire D_ | ("F~D_) uD eine Partition

des zusammenh&ngenden Raumes Z° (RP), da D, D # @ und

Dnr“{(ip'\ Dn)uJD¥.= (Dnr\D)\J(Dnr\¥4ij) = @J@ = ¢. Wir haben also:
(@) D_AD# @, n=1,2,.... in

Wir zeigen jetzt, daB DfWDn zusammenhdngend ist:
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Zwei beliebige Punkte x, y aus D-"‘-Dn sind zusammenh&ngend in

D und F, werden somit weder durch F? = {D, noch durch F2 = F
getrennt.
Wegen F, NF, = D"F = ¢, werden sie nach 4.3.1 auch durch

F1E;F2 qicht getrennt, sind somit zusammenhingend in :(F1LJF2)
= LFTP F, = DAIF. Somit existiert eine zusammenhingende Menge
A, mit: X,y¢ A S Dn F. Da A < 'F die XKomponente D von b3
trifft, muB A in Dn enthalten sein, somit: A.ngn. Es feolgt:
AL D;an. D.h. x und y sind zusammenhingend in Dr\Dn und wir
haken: (KUHN, 1.10, p. 120)

(b) DKEDn ist zusammenhdngend, somit als Schnitt der beiden offenen
Mengen D, Dn selbst offen, also ein Gebiet fiir n=1,2,... .
Seil nun C eine Xomponente von D~F = D 'F. Wegen C ¢ 'F muB
C in einer Komponente Dn von {F enthalten sein. Es folgt:
CC DAD C D~ IF und, wegen (b} muB aufgrund der Maximalit3t
von C C = DrﬁDn gelten.
Umgekehrt ist auch jede Menge Dr\Dn e¢ine Komponente von D~ F:
ist némlich Df\Dn ¢ B D~F, B zusammenhidngend, soc muf B
in einer gewissen Komponente DrﬂDrn von D~ F enthalten sein
und es folgt nacheinander: D?\Dn{é_DrﬁDm, m=n (nach {(a)),
somit B = DANDp.

4. 3.4 Folgerungen, Bemerkungen

(1) {F und D> F haben dieselbe "Anzahl" von Komponenten. Denn,
falls der Komponente Dn von F die Komponente DrWDn von D~ F
zugeordnet wird, impliziert diese Zuordnung eine bijektive
Abbildung der Komponenten von EF auf die Komponenten von D~ F.

Falls also F zusammenhdngend ist, daher nur eine einzige
Komponente besitzt, gilt, daB D ~ F ebenfalls nur eine Kompo-
nente besitzt, somit wiederum ein Gebiet ist. Falls insbeson-
dere F ein in D gelegenes k-Element ist (4.4(1)), so ist nach
4.7(1) 'F ein Gebiet und daher ist auch D~F ein Gebiet.

(2) Auch zP~F hat nur abzdhlbar viele Komponenten, da Zp, p=1,
separabel ist (T 3.28(1), I 1.1, I 3.16{(1)).

Das ALEXANDERsche Lemma 148t sich teilweise umkehren:
4.3.5 Satz

F,| und F2 Seien zwel abgeschlossene, zusammenhingende Teilmengen

des zP (rP), P> 2, 6 ein Gitter und-1$-1, 18-1 seien zwei
(p-1)-Ketten mit folgenden Eigenschaften:

__p-1 -1 _ _p- -1 -2 -2
(1) a=¥ =27 =3P %, (@ [“;ﬁ’/; NFyp =8 (3) P74 oP

. - . . -p-1 p=1 __ ~Ap~1 . r
in _(F1‘JF2). Dann ist T3 + 15 0 in ((F,NF,).
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Beweis:

oy ~P=2 _ . _p-] R el T @ -
Nach (3) ist — - mit - (F1_,F2) = _F1.._F2\; LF1-
Fir den Zyklus P’ +-;$—1 hat man: :1p_1 + f$_1! Z Efp—1';i T?_1 <

L 'F,. Nach 3.14 folgt: vP7! 4+ P71 P74y 'F,, da F. zusammen-
hdngt. Wegen rF1 < {F1“lr2 = RF1le2) ist nach 3.8(3) auch

-Ppt t§'1rx 0P~V in T(F1er2). Entsprechend ist Ip,1 +‘i§-1’¥'op-1
in (F, ~F,.).
12 p-1 . _p-1 p-1 , _p-1
Nach 3.9 ergibt sich daraus:'z1 + T2 = + 7 ) o+
D s R T T < ‘
+ (- t s ) ¢ in (F, " F,). i

4.3.6 Folgerung

F1, F2 seien abgeschlossene, zusammenhdngende Teilmengen des 7P

(Rp), P> 2, G ein Gitter und 1$_1, 12“1 seien (p-1)-Ketten auf
G mit folgenden Eigenschaften:
—p=1t _~_p-1 __p-2,
(1)5"}:1 —-__,2 i F
....1 _ .
1

P p-1 B p-1 .
(3) 1 + 12 P{ 0 in Bqu\Fz).

(2)|T;€

Dann gilts: ,%p—2 # oP~2.

Beweis:

Wdre ?P_z

;, S0 wdre ?p—z in i}F1(\F2) nullhomolog, da der

= op_2
Nullzyklus in jeder offenen Menge nullhomolog ist. Somit wiren

alle Voraussetzungen des Satzes 4.3.5 erfiillt und wir hitten:

"C?_1 + I§_1rx—0p_1 in 3F1(\F2), im Widerspruch zu Voraussetzung (3).
Aus dem ALEXANDERschen Lemma kdnnen noch einige interessante
Folgerungen gezogen werden:

4,3.7 Theorem

Sei X = Zp (Rp}, P > 2 und G1, G2 zwel nichtleere Gebiete in X,

Ferner gelte: RdA G, C Rd G

1 2° Dann ist Rd G1 zusammenhdngend.

Beweis:

Da R4 G, als Rand der offenen Menge G, nirgendsdicht und somit

.
eine echte Teilmenge von zP ist, k&nnen wir nach I 3.24 annehmen,
dag8 Rd G, £ RF.

Sei F<f3G1 abgeschlossen. Dann gibt es ein x aus (R4d G, ~ F)

und eine geeignete offene Kugel K

1
£ (x) um x liegt noch ganz in
o

TRP‘xF, da F abgeschlossen,lRp-F somit offen ist. Wegen Rd G1 -

C Rd G, liegt x im Rand von G,. Deshalb gilt: G,y MK, (x) # @ #
o
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: 1 : _ 5 aus G, KQ(X):
o) o o
dann liegt auch die Verbindungsstrecke XX, wegen der Konvexitdt

von K;(X) - X~F, ganz in K;(X) und somit in X~ F. Jeder Punkt
y2 ausOG2 1ldRt sich aber mitox2 durch einen in G2 verlaufenden
Bogen B2 verbinden (X ist lokalbogenzusammenhingend! G2 offen
und zusammenhdngend!). Dasselbe gilt auch fiir jeden Punkt Y4
aus G?’ der sich durch den ganz in G1 verlaufenden Bogen Bqlmit
%, verbinden 1ldB8t. B,u X,X v B, ist dann abexr ein Yy, mit Yo

verbindender Bogen, é] u111d2G2 liegen somit in derselben Bogen~
zusammenhangskomponente von X~F, werden somit durch F nicht
getrennt,

Falls A]?AZ eine Partition von Rd G, wire, so miiSten beide
Mengen A], A2 nicht leere, echte, in der abgeschlossenen Menge
Ra G] abgeschlossene und somit in X abgeschlossene Teilmengen
von Rd G] sein. Nach Obigem wiirden somit GJ und G2 weder durch
AJ noch durch A, getrennt und somit wiirden sie nach 4.3(5), da
AJ und A2 disjunkt sind, auch nicht durch deren Vereinigung,
nédmlich Rd G1, getrennt. G] ist aber eine Komponente von Rd G1
und wir hdtten somit, daB G2 in G] enthalten sein miiRte. Da aber
GJ und G2 disjunkt sind, nuR G2 leer sein. Hieraus folgt aber,
daB der Rand von G2 leer ist, woraus sich,wegen der Voraussetzung
R4 G]<; Rd G2’ ergdbe, daf der Rand von Gj_leer ist. Hieraus
folgt jedoch wegen des Zusammenhangs von X, entweder G]=¢ oder
G]=X. Beide Folgerungen widersprechen jedoch der vorausgesetzten
Nichtleerheit beider Gebiete., Somit kann es keine Partition des

Randes wvon Gj geben, woraus die Behauptung folgt.

P
4.3.8 Theorem
sei x= zP (rP).

Falls G ein nichtleeres Gebiet in X ist, haben alle Komponenten
der offenen Menge X~G zusammenhdngende Rénder.

Beweis:
Fallsg GO eine Komponente von X~G ist, so gilt nach KUHN, 3.6,
pP. 130, daB Rd G_ ¢ RA(X~G) = Rd G ¢ Rd G, da in dem lokal

bogenzusammenhingenden Raum X die Komponenten der offenen Menge

X~-G offen sind. Somit sind die Voraussetzungen des vorigen
Theorems erfiillt. I ----- :
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4.3.9 Theorem

Sei X ein lokalzusammenhdngender Raum, in welchem die Aussage

des vorigen Theorems 4.3.8 gilt. Dann haben wir:
Falls x und y durch die abgeschlossene Menge F, F <. X, getrennt

werden, so werden sie bereits durch eine Komponente von F getrennt.

Beweis:

"x und y werden durch F getrennt" bedeutet: Es gibt zwei vonein-
ander verschiedene Komponenten Dx’ Dy ven X - F mit xtli, y- D .
Diese sind, als Komponenten der offenen Menge X~ F in dem
lokalbogenzusammenhdngenden topologischen Raum X, offen. Wire

y aus Rd Dx' s0 hdtten wir: DX."\Dy # ¢, denn in jedem topologi-

schen Raum Y gilt filir alle offenen Mengen O], 02: Fails (R4 01)’"\02 #
# @ ist, ist auch Oj,"O2 # ¢ (I 1.17).

Also liegt y in X-DX und somit in einer Komponente wvon x-Dx,
die wir D& nennen wollen. Voraussetzungsgemdf ist R4 D'—"zusam—
menhd&ngend, D§ ist als Komponente der offenen Menge X-Dx offen
und somit gilt: R4 D%fﬁni = @. .
Da fir alle wvon D§ verschiedenen Komponenten Di' ic¢cI, von X~-Dx
Dip‘D§ = @, muB, wie oben, Dir\Rd D§ = @ = D&;;Rd Di fiir alle

iz I gelten.

J— : —,
-~ = 1 — * t ¥ : . | S .
X~b, =Dy ui\ZIDi, (% D, 'nRA Dy (1::y v i\ilnl) ~Rd DY @ (siehe

[ - - ' s —_— am '
oben{), somit gilt: R4 Dy ¢ D DXLJRd Dx' Ware Dx:\Rd Dy # @,

it

I

X
wiirde wieder Dx mDé £ ¢ folgen (I 1.17), im Widerspruch zu

D! ¢ X~ B ¢ X~D,. Daher also: Rd D! ¢ Rd D,.

Da Dx eine offene Komponente von X~F ist, folgt: R4 D; C Rd Dxff
¢ RA(X~F) = RAd F ¢ F, da F abgeschlossen ist. Somit ist X~ F

in X~ Rd D} enthalten. _ -

D§ ist eine Komponente von Rd D§ und, da X~F ¢ X~ Rd D&, muB

D, ¢ X~F in einer von D' verschiedenen Komponente C' von

X~ R4 D§ enthalten sein. (C'r\D§ # (0 wirde C' =D§ und somit

kundig ein Widerspruchl!).

¢ #D,cDyC X~D_ ¢ X~D_ implizieren. Dies ist jedoch offen-

Somit werden y und x durch Rd D; C F getrennt. Da Rd D} zusam-
menhdngt, bestimmt Rd D§ die Komponente C von F. Da Rd D&c; Cc F,
gilt: X~ F £ X~ C ¢ X~R4 D%. Somit ist jede Komponente von X~ C
in einer Komponente von X ~Rd D' enthalten. K sei diejenige
Komponente von X~ C, die in D', das ja eine Komponente von

X—Rd4 D§ ist, enthalten ist.

Da XgX~F C X~C, mus8 Dx' als Komponente von X~ F in einer



- 143 - IT 4

Komponente D von X~ C enthalten sein.

Gdlte D K # @, so wdre D = X und somit D, . D=K¢ D;. Anderer-
seits ist aber D' eine Komponente von X Dy o X-Dx. Somit wire

@ # Dy< X-D_, Widerspruchl Somit haben wir: DNK = ¢. x und y
liegen somit in verschiedenen Komponenten von X~ C. X~ C ist
jedoch eine Komponente von F. Daher werden X und y durch eine

Komponente von F getrennt,

4.3.10 Theorem

Sel X ein lokalbogenzusammenhidngender Raum, in welchem Theorem

4.3.8 gilit und F eine abgeschlossene, zusammenhdngende Teilmenge
von X. Dann haben wir:

Jedes Komplementidrgebiet von F hat einen zusammenhdngenden Rand.

Beweis:

Sei D ein Komplementirgebiet von F und sei H][Hz.eine Partition
von Rd D. Wenn wir die offene Menge X~ D betrachten, gibt es
keine Komponente K von X~ D, deren Rand sowohl Hy, als auch H,
trifft, da diese Rédnder voraussetzungsgemdf zusammenhingend sind
und Rd K¢ RA(X~D) = Rd D ¢ RA D gilt, weil K eine offene Kompo-
nente der offenen Menge X ~D aufgrund des lokalen Zusammenhangs
von X ist.

Wir k&nnen somit die Komponenten von X~D in zwei disjunkte
Klassen einteilen: diejenigen, deren Rand in H] und diejenigen,
deren Rand in H2 enthalten ist. Falls nun die Vereinigqung aller
Komponenten der ersten Klasse die offene Menge G] ergibt, so er-
gibt die Vereinigung derjenigen der zweiten Klasse die offene
Menge G,. Offenkundig gilt: G,MNG, = g,

GJLJH] ist abgeschlossen. Denn, falls x ein Punkt aus R4 G1 ist,
enthédlt jede Umgebung von x einen Punkt einer Komponente Dj der
e:sten Klasse, und somit, da x nicht in G] und deshalb auch nicht
in DJ enthalten ist, einen Punkt aus X-D1. X ist deswegen ein
Bertihrpunkt sowohl von Dj, als auch von X~ D, und somit ein
Randpunkt von D, und gehdrt deshalb auch zu H,. Hj ist aber in
der in X abgeschlossenen Menge F abgeschlossen und somit auch

in X abgeschlossen. Es gilt daher: @; = G,JRd G v H, und,

1o 3 1 & 6V By
da Gju HJ < G]\JH] trivialexweise, ist G] H:| als Vereinigung
zweier abgeschlossener Mengen abgeschlossen. Genauso Zeigt man,
dag Géu)HZ abgeschlossen ist,
Somit sind GJLJH] und GZLJH2 disjunkte, nichtleere, abgeschlossene
Mengen, deren Vereinigung (X~ 5)&;Bd D = (X-D)O\JRd(X-D) = ¥X~D

ergibt und die, wegen D ¢ X~F, F ¢ X~D, F enthdlt.
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Und, da By, Hy < Rd F { F, gilt: P, = F (H]l.Gj) ¥ @,
P2 = F'i(Hz"Gz) £ @. P1 gnd P2 sind somit nicht leer und abge-
schlossen in F. ij,P2 = iF.W(H]L)Gj)EL'ﬁF:T(HZKJGji =

= FriH 0 GuuHy) Gy = Fy da FC (HUGH) U (H,vG,). Somit
bildet P !PZ eine Partition der zusammenhingenden Menge F.
4.3.11 Korollar —_

1
Falls X ein topologischer Raum ist, der den Voraussetzungen

des vorigen Theorems 4,3.10 genligt und D ein Gebiet in X ist,
gilt:
Alle Komplementdrgebiete von Rd D, die von D verschieden sind,

haben zusammenhdngende Rénder,

Beweis:

Diese von D verschiedenen Komplementdrgebiete von Rd D sind
genau die Komplementirgebiete der zusammenhingenden Menge D,
da (X~Rd D) = X~ (D~D) = Du{X~D), X-D offen. Somit ist

jede Komponente von X~D ein Gebiet wegen des lokalen Zusam-

menhangs von X.

4,.3.,12 Theorem

Sei X ein zusammenh&ngender und lokalzusammenhdngender topolo-
gischer Raum, in welchem die Aussage des Theorems 4.3.10 gilt.
Fiir jedes Gebiet D < X gilt dann:

Jede Komponente von X~ D enthdlt genau eine Komponente von Rd D.

Beweis:

Da Rd D & X~ D ist jede Komponente von Rd D in einer Komponente
von X~ D enthalten. Es genilgt daher zu zeigen, daB, falls C
eine Komponente von X—~D ist, Rd DNC # § und zusammenhdngend
ist, Wire RA DC keine Komponente von X~D, s0 gdbe es eine
Komponente C] von Rd D, die Rd DNC umfast und mit C', einer
anderen Komponente von X ~D, nicht leeren Durchschnitt besdBe,
Somit wdre aber nach KUHN, 3.12, p. 120, § = Cju Cul' eine
zusammenhidngende Teilmenge von X- D, die echte Obermenge sowohl
von C, als auch von C' wdre, im Widerspruch zur Maximalitdt

von C, C'. o

Nach NEWMAN, 6.5, p. 86, gilt, daB Rd C = CnRA{X~D) = C~Rd D,
da Rd D abgeschlossen und X lokalzusammenhdngend ist. Falls
D=X, stimmt die Behauptung trivialerweise, da Rd D = Rd X = ¢
und X~ D = X~ X = @, Sei also Dc X, somit: ¢ # X~D. Da X
zusammenhdngt, muf Rd C # @ sein, da fiir jede Komponente C

yon X~D @cCcX gilt (I 1.16). Nach NEWMAN, 3.3, p. 78 ist
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X~ C ein Gebiet, da C als Komponente der abgeschlossenen Menge
X~D in X ~D abgeschlossen und somit in X abgeschlossen ist.
X~C ist also in X offen und héngt als Komplement der Komponente
C von X~ D auch zusammen, da D zusammenhingt. Voraussetzungs-
gemdaB hdngt dann auch RA(X~ C) = Rd C als Rand des Komplemen-
tdrgebiets der zusammenhdngenden und abgeschlossenen Menge C
zusammen. Hieraus ergibt sich nach den obigen Ausfiithrungen

die Behauptung. -

4.3.13 Folgerungen

Sel X ein topologischer Raum, in dem die Aussage des obigen

Theorems 4,.3.12 gilt,

(1) Falls Z eine Teilmenge von X, D ein Gebiet von X igt und
C], C2 zwei voneinander verschiedene Komponenten von Rd D,
die Z treffen, sind, dann trifft 2 auch D.

Beweis:

Angenommen: Z C X~ D, Da Zr\C # @ #£ Z2~C C., zwei

27 ]’ 2

Komponenten von Rd D, gilt nach dem obigen Satz: ¢, = Ci,
C,c €y ;, Cé zwel Voneinander verschiedene Komponenten

von X ~D. Hieraus folgt, wie im Beweis des obigen Satzes,

das Ci\JZkJCé zusammenhdngt, im Wlderspruch zur Maximalitédt

1 ]
von C1, C2.

(2) Offenkundig ist in_solchgn Réumen_die Aussage: "Das Gebiet D
hat ein zusammenhingendes Komplement" zu: "Das Gebiet D hat
einen zusammenhingenden Rand" gleichwertig, da in beiden
Fdllen sowohl das Komplement, als auch der Rand nur eine
Komponente besitzen und somit aufgrund des obigen Satzes
aus der Einkomponentigkeit, also dem Zusammenhang, der einen
Menge, die Einkomponentigkeit, somit wiederum der Zusammen-
hang der anderen folgt.

(3} Sei D < ZP, p =2, ein Gebiet und y sei ein Zerlegungspunkt
einer Komponente C von Rd D. Dann muB y auch ein Zerlegungs-
punkt einer Komponente von zZP-~ D sein.

Beweisg: _ ) _ o

Nach I 3.23,_; 3.24 kOnnen wir o;B.d.A. annehmen, daB y=w
ein Zerlegungspunkt von C ist. RP = prh{wﬁ ist immer noch
ein topologischer Raum, in dem Theorem 4.3. 12 gliltig ist

und, da Rd DD = @, weil D offen ist, muB D ganz in zP~ Rg DC

Zp‘\vw\ = RP enthalten sein, Da w ein Zerlegungspunkt wvon

€ ist, muB C~ {w) mindestens zwei Komponenten Cys C, besitzen.
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cr 2P sei diejenige Komponente von zP~ D, die w enthilt.

Wire C'~. w . RP zusammenhingend, so gilte, dag C'- Jw eine
Komponente § von RY . D bestimmt. (Rpm D # @¢. Wdre D =1Rp, 80
gilte: D = Zp, zP- D = 'w . Somit wire Rd D = W, RAD~.w =
W W= @, ¢ hidngt jedoch zusammen! Somit wdre w kein Zerle-
gungspunkt von Rd D, im Widerspruch zur Voraussetzung.) Diese
Komponente kann aber gemdB 4.3.12 nur eine Komponente von RA'D
(Rand von D bzgl. RP) enthalten. Nun gilt aber: C~ 7 f - RA'D,
da jeder Punkt x aus C~ ‘w" in R enthalten ist und somit jede
¢ —Kugel K a_Rp um x sowohl Punkte aus D éer, als auch Punkte
aus RP \ D enthalten muB; (widre K w(Rp‘xD) = @, so gdlte: K Z D.
Somit widre x jedoch Znnerer Punkt von D.)} C-~ \w besitzt jedoch
nmindestens zwei Komponenten, somit enthielte S mindestens zZwei
Komponenten von RA'D, im Widerspruch zu 4.3.12. Somit mus C-{w\

unzusammenhdngend sein!

4 3 14 Bemerkungen

(1) Die Aussagen der Theoreme, Korollare und Folgerungen sind
invariant unter tbpoldgisqhen Abbildungen, da nur topolo-
gisch invariante Begriffe wlie "Gebiet", "Komponente",
"Zusammenhang" usw. in diesen Aussagen ‘auftreten. Da Rp,_
zP sicherlich Riume sind, in denen diese Aussagen gelten,
sind sie somit auch in allen zu RF, p > 2, kanonisch hom&o-
isonormep NLRen E, sowie deren AEPen Ew’ gliltig.

{(2) Falls p = 3, folgt aus der Tatsache, daB das Gebiet GC Rp, 7P
ein zusammenhdngendes Komplement besitzt, keineswegs der
einfache Zusammenhang von G. Beisgpielsweise ist G ='Rp\

\ fx]—Achseﬂ zusammenhidngend, aber nicht einfach zusammen-
hingend, da keine die x]-Achse "umschlieBende" einfach
geschlossene Kurve K innerhalb G stetig in einen Punkt
deformiert werden kann.

{3) Theorem 4.3.8 gilt in Z], der AEP von R1 nicht, da (-1,0),

(1,0) Sj, die Einheitskreislinie dessz, die zu Z1 hom&o~-

morph ist, in zwei offene, disjunkte Kreisbégen B], B2 zer-—
legen. Es gilt sicherlich: Der Rand bzgl. S] von B], als
auch wvon B2, ist {(—j,OJLJ(],O)E := R. R hdngt jedoch in

Sj nicht zusammen!
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(1)

(2)

4.5

Definitionen

Sei G ein Gitter in Zp, das mindestens eine beschrédnkte
k~Zelle besitzt und ck, 0~ k <« p, eine beschrédnkte k~Zelle
von G. Ferner sei A ¢ zP.

Wir sagen: "A ist ein k—Element”{bezeichnet mit Ek), falls

A zu ck bzgl. zP relativ hom&omorph ist; (siehe Definition

I 1.3(2)). Ein Relativhomdomorphismus zwischen A und ck werde

auch als Elementabbildung bezeichnet. P

'Sk :=~£XEHRP X, = 0 fir 1>k + 1, 2{: x,© = Ei% x,” = 1
i=1 i=1

Z zP, o S ks p, ist isomorph zur Oberfldche der Einheits-

kugel im Rk+1 und wird als k-Sphire bezeichnet.

Jede zu 'St beztiglich zP relativ homGomorphe Teilmenge A

von 7P wollen wir eine topologische k~Sphiire nennen (bezeich-

net mit Sk). Jeden RelativhomBomorphismus zwischen rgk und

Sk wollen wir eine Sphérenabbildung nennen.

Bemerkungen

(1)

(2)

(3)

Da nach I 1.30(1) 2zwel beschré&nkte k-Zellen verschiedener
Gitter des zZP zueinander homdomorph sind, sind auch alle
k-Elemente des ZP zueinander relativ homSomorph (I 1.4(5)).
Falls w¢ A stimmt die Spurtopologie von ZP auf A mit der
Spurtopologie von RP auf a Uberein und wir k&nnen in den
Definitionen 4.4 statt "A ist relativ homdomorph bzgl. 2P

ku k

zu ck bzw., 'S “"A ist relativ hom&omorph bzgl. RP zu ¢

bzw. Sk" sagen, da die Spurtopologie von zP auf der beschrink-
ten Zelle ck < RP mit derjenigen wvon RP auf ck lbereinstimmt.
Da jede k;Zelle als abgeschlossene Teilmenge von zP kompakt
ist.(I 3.8.1), muB jedes in zP enthaltene k-Element EX als
stetiges Bild unter der zu E® gehSrigen Elementabbildung
selbst kompakt und somit als kompakte Teilmenge des HAUS-
DORFFraumes zP abgeschlossen sein. Zpa-Ek ist somit als
Komplement der abgeschlossenen Teilmenge Ek offen in zP.

Ist Ek g.Rp, SO muB wegen der Absolutheit der Kompaktheit
Ek auch als Teilmenge von RP kompakt und deshalb beschridnkt
und abgeschlossen sein. Rp\~Ek ist somit eine nichtleere
punktierte Umgebung von w. Somit enthilt die AbschlieBung
von Rp-E bzgl. zP den Punkt w, widhrend die AbschlieBung
von Ek bzgl,. zP wegen der Kompaktheit von Ek mit Ek lber-
einstimmt (I 3.8.2). Ek enthdlt jedoch als Teilmenge von
®rP den Punkt w nicht. Nach I 3.18.2 stimmt somit der Rand

von E bzgl. RP mit dem Rand von Ek bzgl. 7P iiberein.
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Da auch 'Sk als Teilmenge von RP kompakt ist ('Sk ist be-
schrinkt und abgeschlossen), muB auch jede topologische
k-Sphéare Sk als stetiges Bild einer kompakten Menge kom-
pakt und somit als kompakte Teilmenge des topologischen
HAUSDORFFraums 2P abgeschlossen sein. Wiederum gilt, daB
der Rand von Sk bzgl., RP mit dem Rand von Sk bzgl. zP
Ubereinstimmt, falls Sk eine Teilmenge von rP ist und Sk
nicht mit ganz RP Ubereinstimmen kann, da Sk kompakt, RrP
nicht kompakt ist.
(4) Jedes k-Element und jede topologische k-Sphidre sind als
stetige Bilder der zusammenh&ngenden k-Zellen bzw. der
zusammenhédngenden k-Sphidren selbst zusammenhdngend.
(5) Jedes relativ homBomorphe Bild einer topologischen k-Sphire
‘ Sk ist wiederum eine topologische k-Sphédre, da die Hinter-
— einanderausfiihrung zweier Relativhombomorphismen wiederum
einen solchen ergibt.
(6) Der topologische Rand jeder beschrinkten p-Zelle cP ist
eine topologische (p-1)-Sphire. Denn nach I 1.30(1) ist -

jede beschrinkte p-Zelle cP das Bild von K = {xe1Rp I”XImax < 1]
= L—1,£ P unter einer topologischen Selbstabbildung f des
RP. somit geht der topologische Rand R =‘{xéngE x| =1

max
von K in den topologischen Rand von cP {iber. R ist aber

nach I. 2.9 relativ hom8omorph zu 'Sp_1 und somit ist auch

Rd cP nach (5) eine topologische {p—-1) ~Sphire.

4.6 Theorem (Entspricht Theorem 21.17, p. 134 in NEWMAN)
Sei Ek, O < k< p ein k-Element in zP, p 2 2. Dann ist jeder

j—Zyklus’gj, 0 £ J < p, dessen Tr&ger in zP-~ Ek liegt, auch in
zp\.Ek nullhomolog.

Beweis:

Da jede k-Zelle ck, 0 < k < p, mindestens einen Punkt enthdlt,

ist jedes k-Element als bijektiVes Bild einer nichtleeren Menge
selbst nichtleer, Zp“~Ek ist also jedenfalls eine echte Teilmenge
von zP. Es gibt in z¥ nur zwei p-Zyklen, nimlich OP unaQP {2.15).
Da !QP| = 2P, xann zP =iQP C 2P E® ¢ 2P fir kein k-Element
geiten.‘a = oP E_pr\Ek fir jedes k~Element und, da nach 4.5(3)
ZP‘KEk offen in zP ist, ist OF nach 3.7 in Zp‘“Ek nullhomolog.

Nun beweisen wir fir k=0,...,p-1 die Aussage durch Induktion:
Falls k=0, ist jedes 0O-Element E° ein Punkt a aus zP. Aufgrund
des Fundamentallemmas 3.12 ist Jedoch jeder j-Zyklus %j, 0<j gjp—1,
dessen Tr3ger a nicht enthdlt, also jeder j-Zyklus, dessen Trager
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in Zp~xléi enthalten ist, in zP ~ fa\ nullhomolog.

Nun sei O<k = p-1. Wir wollen nun die Annahme, da8 die Aussage
des Theorems fﬂr r-k, re Ny’ O_ bereits bewiesen ist, es aber
ein k-Element Ek und einen in ZP\Ek gelegenen j-Zyklus gj,
der in zP-~ Ek nicht nullhomolog ist, gibt, ad absurdum fiihren.

J ein in Zp~~-Ek gelegener j-2Zyklus,
der in zp-E nicht nullhomolog ist. Zunidchst zeigen wir, daB jeder

Seli nun Ek ein k-Element und

{p-1)-Zyklus in Zp~~Ek nullhomclog ist.

Gidbe es einen in Zp*~~Ek gelegenen, aber dort nicht nullhomologen
(p-1)_zyk1us'}p_1, so miiBten beide wvon 1p-1 berandeten p-Ketten
-_p und rip (3.13(3)) mit Ek nichtleeren Durchschnitt besitzen
(3.13(4)). pa =P = 7P <X, gilt: P71 ~ EX - ¢. Andererseits
gilt nach 2.16(1): 2P71 ='21P - ?tp;rw'"*p Rd [+P =mRra| P
AuBerdem mufl, da qu—l r:Ek = ¢, Ekr | pf # Q und [ Po- )
=( <P ~ 39'1}C;'?p—1_ = ![tp ° Urd ‘T* o= ]*p U Rd ffl
waun,¢¢%EankC§f
{4.5(4)) Menge Ek trifft sowohl !cp: als auch ﬂip', muf daher

gelten, Die zugammenhangende (1)

aufgrund wohlbekannter Sitze aus der Topologie auch R4 '3F =
= “}p_1 treffen. Dies widerspricht jedoch der Tatsache, daB
:p-1- - Zp\~Ek. Somit kann kein (p-1)}-Zyklus ein der Aussage
des Satzes widersprechender Ausnahmenzyklus sein.

Sei nun 1< j .« p-1 und % ein der Aussage des Satzes widerspre-
chender 2Zyklus. Es gelte also: *33‘ - 7P £X, aber jede von
’23 berandete (3j+1)-Kette 2: L sei sowohl mit Ek als auch mit
Zp-Ek konjunkt. Um auch diese Annahme zu widerlegen, miissen
wir etwas weiter ausgreidfen:
¢ sel ein Gitter in 2P mit card (Gi)_2 2 fiir i=1,....,p, ck eine
begschréinkte k-Zelle von G und f eine Elementabbildung zwischen
ck und Ek. Da k - 0O, muB ck mindestens eine Regularitétsachse
besitzen. 0.B.d.A. kdnnen wir annehmen, daB die x1wAchse eine
Regularitédtsachse von X ist. Es gilt somit: 2, (cky= +h%f\ 1'1:]+1
h%, h2+1€ G da ck beschridnkt ist. +' sei das arlthmetlsche
Mittel der Bestimmungszahlen von h? und h? *+ und h' sei derjenige
Prinzipal der Richtung 1, der s' als Bestimmungszahl besitzt.
G' sei diejenige Verfeinerung von G, welche durch Hinzunahme

von h' entsteht c? se1 diejenige k-Zelle von G' mit Z (c ) =

+h% -h', z (c } Z (c )} fiir 1#1, g diejenige k-Zelle von G' -
mit 2 (ck) = e hJ+1, 7,(ch) = z,(c®) fir i#1. & + ok ist

somit gerade die Verfelnerung bzgl. &' von ck.
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k-1 P k k .
o := h'~ « Z (c } ist eine ¢, und C, gemeinsame (k-1)-Zelle
i= 2
des Gitters G': Ck“‘I = c$f“cg. ? = f(C?) und Eg = f(ck) sind
- k
zwel k~Elemente mit: Ek = K L,Eg, E?(\Eg = f(c )f‘f(c ) =
= f(c?ffcg) = f(ck-1): ihr Durchschnltt ist somlt ein (k-1)-Element.

) ; k
Wire 27~ 0 sowohl in Zp‘~E1; als auch in ZP'REE, so gibe es

J+1 L 3+

; : - R ~F T4+
zwel (j+1)-Ketten T 1 T3 mit Chi _ jj' Li

< 2P~ E};, i=1,2.

; 3 +1 . . j - ;

2 I+1 ::'1?+1 +'1% ist ein (j+1)-Zyklus, da'¢13+1 = ct? 1 +ltt%+1=

J+1 I L 4 Nakal P L ERE T
’ P> 20 = 2

). Aufgrund der Induktionsannahme
. k-
~~ 0 in Zp*~f(c 1). Es wdren somit die

Voraussetzungen des ALEXANDERschen Lemmas 4.2 erfillt und wir hit-

= -7 +-;j = oj, Ferner gilt ig

o _FE ¥ E}2< = '_(E]fr\E];) = [g (KT
- J+1

hatten wir aber, dag -«

1My

k
ten:’gjfﬂ O in [jE LJE ) = [E - Dies widerspricht aber der An-
nahme {iiber 33 Somit muB 33-1.0 in mindestens einer der beiden

Mengen zP< Ef, Zp“~E§ gelten.
Nun sei o.B.d.A. *3—1,0 in zP~ E?. Wir setzen E? = 3 {1)Ek
(1)ck := c? und wiederholen die eben beschriebene Unterteilung
von ck an ¢.. Wiederum mufl “J in mindestens einer der beiden
(k' (1) ok (1) k(1) k
Mengen' E1, L 2 nicht nullhomolog seln, wobeli E1, E2
k k

die Rolle wvon E1, E2 in der obigen Unterteilung i{ibernehmen., In-

duktiv so fortfahrend, erhalten wir eine Folge (n) k (n)Ek =

((n) }, mit: (m)ck<g (n) k, 1((m)ck) < 2, ((m) ) fir m > n
und qux,o in zP~ f((n)ck) Die Variationsintervalle von Z ((n) k)

bilden offensichtlich eine Intervallschachtelung, da die Lange

. =+,
des Variationsintervalls wvon Z1((n)ck) kleiner gleich —Jil—ﬁ——l

. . 2
ist, wobeicij+1, &j die Bestimmungszahlen von hj, h:J|+1 sind.

a sel die durch diese Intervallschachtelung eindeutlg bestimmte
reelle Zahl. h? sei derjenige Prinzipal der Richtung 1, dessen
Bestimmungszahl a ist. Dann ist h® < 7, ((n)ck) flir alle ne N,
wegen der Definition der Intervallschachtelung G sel dasjenige
Gitter, das aus G durch Hinzunahme von h entsteht. Dann ist

P

c, = h%~ M2z .(c") eine (k-1)-zelle von G_, die in allen ™)cK
i=2 P &P * 5

enthalten ist. c, = (ﬁ\(n)ck, da (ﬁ\(n)ck = (ﬁ\ Zi((n)ck) =
n= n=1 n=1 i=1

p
= (\ Z ((n)ck)P\(“\Z (c ), (ﬁ\z ((n)ck)n /“\Z (c ) =
n=1 i=2" _7ﬂ~/ n=1 i=2
_ (n) k
zZ, ( c)
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= \r”\Z (c ) =c_. h = g ((njck), da wegen der Definition
a 1=2 a a n=1 1

von & nur ein Punkt dessen erste Koordlnate mit a {ibereinstimmt
in allen Z ((n)c ) enthalten sein kann!

E  := f(c ) ist somit ein (k-1)-Element und aufgrund der Induk-
tlonshypothese ist Tj in 2P~ E nullhomolog.’ 3. ~0 in pr-E
bedeutet: Es existiert eine (j+1) -Kette w3+1, deren algebralscher
Rand ”j und deren Trdger in Zp“~Ea enthalten ist,

Andererseits haben wir, das “J > 0 in pr f{(n) } ist. Somit
muB jede von'ﬁp berandete (j+1) —Kette a3+1 mit f((n)ck) kon-
junkt sein.

(m) k c (M) Xk

(m) pk f((Jm) ) < f((n)ck) -

= (n)Ek fiir m > n. Also: Am 1= |¢]+1hm {m) k < @J+1In (n) k . An'

Da ferner haben wir:

Die A r Ng N, sind als abgeschlossene Teilmengen der kompakten
(n) selbst kompakt und, da zP ein topologischer HAUSDORFFraum
und somit a forteriori ein T1 Raum ist, sind fiir die A die

Voraussetzungen des CANTORschen Durchschnittssatzes (KUHN Topo-

e

logie, p. 111) erfiillt und wir haben: @ # (W\A = y \?ﬁj+1lf\(n)Ek =
n=1 n=1

1+1 = k 1
L3+ + . 4
= edTV A Nk [ I+ A f((\ (n) Ky _ (Injektivitit von f
n=1 n=1
beachtenl!) = hﬁ3+1ir\f(ca} = Uﬁj+1'F\Ea - flir jede von jj beran-

dete (j+1}-Kette ©J+1. Somit auch fiir die von"ﬁJ berandete und
in ZP\Ea gelegene (j+1)-Kette Gg+1. Dies ist aber ein Widerspruch!

Es kann somit keinen solchen Ausnahmezyklus 'g geben. [:]

4.7 Bemerkungen

(1} Seien x,y Punkte aus zP- Ek, P> 2, wobei Ek, 0< k<« p,

ein k-Element ist. Aufgrund von 4.6 ist der O-Zyklus x+y
auf dem Gitter G, dessen jedes Teilgitter Gi, it=1,...,p, die
Prinzipale mit den Bestimmungszahlen x. y. enthdlt, null-
homolog in zP< Ek. Somit hdngen wegen ; 11lje zwel Punkte
aus zZ°- Ek in zP~ Ek Zusammen. ZPH-Ek ist somit zusammenhin-
gend und, als Komplement der abgeschlossenen echten Teilmenge
Ek nicht leer und offen, somit ein nichtleeres Gebiet,

Ist Ek eine Teilmenge von Rp, so enthilt zP < Ek den Punkt w
und nach I 3.23(2) ist auch (Zp-Ek)~‘{wﬂ = RP Ek ein
Gebiet, das nach 4.5(3) nicht leer ist.

(2) Die Voraussetzung p > 2 ist notwendig, um das ALEXANDERsche

N

Lemma anwenden zu k&nnen. 4.6 gilt in ZT, der ALEXANDROFF-

schen Einpunktkompaktifizierung von1R1, jedoch nicht in R1:
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21 ist via stereographische Projektion hom&omorph zu einem be-
‘liebigen Kreis in der x,y-Ebene. Da Kreise zerlegungspunktfrei

sind, ist das Komplement bzgl. Z1 jedes O-Elements, das ja immer

ein Punkt ist, zusammenhingend. ImlR1 gilt dies jedoch nicht mehr,
da bekanntlich jeder Punkt des 81 ein Zerlegungspunkt vonIR1 ist.
Auch ist das Komplement bzgl.'R1 jedes in R enthaltenen 1-Ele-
ments, das ja ein abgeschlossenes und beschrédnktes Intervall des

1R1 ist, unzusammenhdngend in R1.

Die 1-Elemente des 7! sind die relativ homdomorphen Bilder abge-
schlossener, nicht ausgearteter Intervalle, die abgeschlossen

und ian1 enthalten sind. Kein abgeschlossenes Intervall ist zu
einem Kreis homSomorph, da alle Punkte eines abgeschlossenen
Intervalls mit Ausnahme der Endpunkte Zerlegungspunkte desselben
sind. Kreise sind jedoch zerlegungspunktfrei und Zerlegungspunkt-
freiheit ist eine topologische Invariante (I 1.21(1)). Deshalb

ist das Komplement jedes 1-~Elements nicht leer. Enthdlt ein i1-Element
E1 den Punkt w, so kann durch eine Drehung des Kreises erreicht
werden, daB der Punkt w, der auf der Einheitskreislinie der

xy-Ebene dem Punkt (O,1) entspricht, in das Komplement von E1 zu
liegen kommt. Das so gedrehte Einselement gl $3i:d nun in den R
durch stereographische Projektion abgebildet. Das Bild von 'E1
muB als stetiges Bild des Kontinuums 'E1 selbst ein Kontinuum,

somit ein beschrédnktes und abgeschlossenes, nichtausgeartetes
Intervall [a,b] .¢ R, a<b, sein. Das Komplement von [a,bl bzgl. IR

ist die Menge (-o~,a)uJ (b,<®), also die Vereinigung zweier zusam-
menhdngender Teilmengen von R. Werden diese nun auf die Einheits-
kreislinie der xy-Ebene zurlickprojiziert, so besitzen die Bilder

von (-<,a) und (b, ) beide den Punkt w als Beriihrpunkt, da sie
beide unbeschrénkt sind. Die Vereinigung der Bilder von (-<,a)

bzw. (b,<f) mit w ist jeweils zusan™eNhingend in Z1, da diese
Vereinigungen in der abgeschlossenen Hiille bzgl. Z‘I der zusammen-
hédngenden Mengen Bild von (-<°,a) bzw. Bild von (b,< ) enthalten

sind. Das Komplement bzgl. Z1 von 'E1 ist aber gerade das Bild

von (- <=F,a) vereinigt mit {wﬁ vereinigt mit dem Bild von (b,<).

Diese Menge ist zusammenhdngend, da das Bild von (- <P,a) vereinigt
mit{w:und das Bild von (b, ¢*) vereinigt mit {w- zusammenhingen (s.o.!)
und beide Mengen den Punkt w gemeinsam haben. Dreht man nun 'E1
wieder nach E1 zurﬁck; so geht das zusammenhdngende Komplement von
‘E1 in das zusammenhdngende Komplement von E1 iiber. Falls;E1

den Punkt w nicht enthilt, entfallen gieo peiden Drehungen; der Rest

verliuft wirtlich, wie eben!
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Die im Beweis verwendete Konstruktion einer Folge von k-Zellen,
deren Schnitt eine (k-1)-Zelle ergibt, hdtte man auch etwas
anders durchfihren k&nnen:

Anstatt immer das Variationsintervall derselben Regularitdts-
achse zu halbieren, h3tte man auch in zyklischer Reihenfoige
die Variationsintervalle aller Regularitdtsachsen halbieren

kdnnen. Auch dann hidtte J)ft O in Zp ~ f((n) ?) bzw.

7P f((n) 2) gelten miissen, wobei (n) ?, (n) E gerade die
aus (n- 1)ck durch'Halbierung'der sich gerade an der Reihe

befindenden regulédren Zellenkomponente hervorgegangenen k-Zellen

sind. (O)ck = ck sei die beschrinkte Ausgangs-k-Zelle. Als
(M) X wird wieder diejénige der ™ 3, i=1,2, gewihlt, in

deren Komplement‘5 nieht nullhomolog ist. Falls 31, j2""'jk

die Regularltatsachsen von ck sind, bilden die Variationsinter-

((n)

valle der Zj c), s=1,...,k, wiederum eine Intervallschach-

S
telung fiir jedes s=1,...,k, die gegen aj aus IR konvergiert.
5
Das Bild des Punktes 2z unt%r_f, wobei z derjenige Punkt aus RrP

sei, dessen Koordinaten bzgl.Defektachsen von ck mit den Bestim-
mungszahlen der zugehdrigen Defektkomponenten von ck Uberein-

stimmt und bzgl. der Regularititsachsen mit den zugehdrigen aj '
. . s
liegt nicht im Tridger von %3, da 33 in Zp*xEk = Zp“-f(ck)
enthalten ist und 2z e(n)ck g_ck fir alle n¢ N gilt. Nach dem
verallgemeinerten Pundamentallemma gilt wiederum: 33'\10 in
Zp“~f(z) Genauso fortfahrend wie im Beweis wird wiederum

die Unmdglichkeit der Existenz eines solchen Ausnahmezyklus

~J

Y gezeigt.

kémnen wir uns an die Formulierung und den Beweis des Haupt-

satzes der ganzen Arbeit begeben:

4.8

Theorem (Entspricht Theorem 21.2, p. 135 in NEWMAN)

Sei

(1)

(2)

(3)

Sk eine topologische k-Sphire des Zp, O< k = P-1. Dann gilt:
Falls j # p-k-1, ist jeder in zP~sX gelegene j-zyklus in
zP - s¥ nullhomolog.

Es gibt einen in Zp-~~Sk gelegenen und in meSk nicht nullhomo-

logen (p-k-1)- Zyklus'%P_k”1.
Falls sowohl ”? ~k= 1, als auch 3g-k—1' in zP. sk gelegen und

dort nicht nullhomolog sind, so ist ihre Summe modulo 2 in
Zp-nsk nullhomolog.
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Aus Teilaussage (2) folgt insbesondere, daB das Komplement bzgl.
zP jeder topologischen k-Sphidre Sk, O < k < p-1, nicht leer ist.
Somit kann der ganze Raum zP  keine topologische k-Spdre sein.
Wdre n&mlich Zp'“Sk = @ fiir irgendeine k-Sphire Sk, wire der
einzige in der leeren Menge enthaltene (p-k-1)-Zyklus , 0p-k—1’
das leere System von (p-k-1)}-Zellen. oP k-1 . aop"k' loP~k' = @,
somit oP ¥ 1< 0 in 2P~ ¥, im Widerspruch zu Teilaussage (2).
Keine topologische k-Sphére sk des %P kann mit RP ibereinstimmen,
da jede topclogische k—-Sphdre Sk als stetiges Bild der kompakten

Menge sP™1 gelbst kompakt ist. RP ist jedoch nicht kompakt !

Der Fall 3Jj=p-1 dieses Theorems enthdlt eine teilweise Verallgemei-
nerung des klassischen JORDANschen Kurvensatzes: eine topologische
{p—1)-Sphédre besitzt in 2P zwei Komplementdrgebiete. Dies gilt.
wegen Teilaussage (2), da es fiir k=p-1 in 2ZP~ sP™7 cinen dort
nicht nullhomolegen (p-{(p-1)}-1 = 0)-Zyklus ?? gibt. Somit kann

die offene Menge zP- gP~ (Sp_1 ist abgeschlossen nach 4.5(3))

kein Gebiet sein, da in einem Gebiet jeder O-Zyklus nullhomolog

ist (3.11.1). 2P~ P77 pesitzt somit mindestens zwei Komponenten.
Seien nun K,+ K, zwei Kompcnenten von 2P~ Sp_1. ¥, & Ky und X5 € K,
werden somit durch Sp_1 getrennt! ?? = x1+x2 ist daher in

sz-sp“1 nicht nullhomolog: (wire ?? in an-sp_1 nullhomolog,

so ldgen x4 und X, nach 3.11 in derselben Komponente von an‘sp_1.)

Sei nun z ein weiterer Punkt aus Zp-Sp_1, der durch Sp-1 von X,

getrennt wird. Wiederum ist somit z+X,, in zP- gP™1 nicht nullhomolog!

Nach Teilaussage (3} gilt dann aber, daB (x } = x.+2

1 2 1
und z in zP~ sP-1 zusammen-

+x2) + (z+4x
in zP ~ Sp_1 nullhomolog ist, somit X,
hdngen, z deshalb auch in K1 liegt. Genauso zeigt man, daB jeder

von x, durch gP~1 getrennte Punkt v aus zP- sP”7 in K, liegt.

zP- 8P~ hat somit zwei Komponenten, die gem&B I 3.16{3) Gebiete

von zP sind. Falls Sp-1<; RP kann nur eine Komponente den Punkt

w enthalten, aufgrund der Disjunktheit von Komponenten. Diejenige,
welche den Punkt w enthidlt, werde die unbeschrinkte Komponente

von Zp“‘-Sp—1 genannt. Sie bleibt ein nichtleeres, unbeschrinktes
Gebiet des Rp, falls aus ihr der Punkt w entfernt wird nach I 3.25(2).
Wir erhalten somit: Jede topologische (p-1)~Sphédre, die in RP ent-
halten ist, bestimmt zwei Gebiete: ein beschrinktes und ein unbe-
schrdnktes; (da w innerer Punkt der unbeschrinkten Komponente von
Zp‘\sp—1 ist, kann w kein Beriihrpunkt der anderen Komponente von

7P < gP~1 sein. Somit muS diese nach I 3.8, I 3.7(7) als Teilmenge
von RP beschrénkt sein.
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Das Theorem 4.8 enthilt auch noch folgendes Resultat:

Sei T eine JORDANkurve des Z° (eine JORDANkurve ist eine topo-
logische 1-Sphére 51, da sie zum Einheitskreis des1R2 homdo=~
morph ist). Dann enthilt zF< T mindestens einen in ZP- T nicht
nullhomoloéen 1-Zyklus. Dies sieht man sofort ein, wenn man in
Teilaussage (2) k=1 und p=3 setzt.

Auch hier gilt wieder, daB, falls V" in R3 gelegen ist, es min-
destens einen in R3\ V' gelegenen und dort nickt nullhomologen
1-Zyklus ‘% geben muB.

Man sieﬁ&ﬁlﬁie folgt, ein: Angenommen, jeder in R3~EY‘ gelegene,
somit beschrdnkte, 1-Zyklus el seil dort nullhonelog. Dann ist auch
jeder in 23- T gelegene 1-Zyklus 2 in z3 D nullhomoleg. Denn,
wenn 3 ein unbeschrédnkter in Z3\§ﬂ gelegener 1-Zyklus ist, musB
die Anéahl seiner unbeschrdnkten 1-Zellen gerade sein — eine
1-Kette 1? mit ungeradzahlig vielen unbeschré@nkten 1-Zellen be-~
sitzt w als algebraischen Randpunkt, weil w zum algebraischen
Rand jeder unbeschré@nkten 1-Zelle jedes Gitters in 2P gehdrt
und somit in einer ungeraden Anzahl von 1-Zellen wvon 11 liegt,
da keine beschridnkte 1-Zelle wvon °J w als algebraischen Rand-
punkt besitzt."aw;1 ist also von 0° verschieden und somit ist 11
kein 1-Zyklus. Wir k&nnen deshalb die unbeschrinkten 1-Zellen

-, , . 1 1 .
von 4 paarweise zusammenfassen., Sei etwa ¢ c, ein Paar unbe-

'
schrénkter 1-Zellen von?3. Da ' als topolO;ische 1-Sphire kom-
pakt ist, muB8 \' in einer geeigneten abgeschlossenen Nullumge-

bung bezliglich der Maximumnorm des R3 enthalten sein. Solche
Nullumgebungen sind bekanntlich Wiirfel, die sich als 3-Zellen

auf einem geeigneten Gitter des R3 auffassen lassen und somit
3-Elemente sind. Sei nun " g_{inm3 :“x?max <r, r> O\ﬁ= W.
0.B.d.A. kbnnen wir annehmen, dag [a1,cp), [az,cp) die Variations-
intervalle von c: bzw. c; sind. Sei y eine reelle Zahl, die gr&fer
als das Maximum von a, und a, ist. Das Gitter G, auf dem unser
1-Zyklus R liegt, werde nun so zu @' verfeinert, daB zu jedem
Teilg?tter Gyr Gj' i3 e-ﬁ,2,3k, wobei i der Regularidtsindex

von ¢, , j derjenige wvon c; ist, der Prinzipal h{ bzw. hg hinzu-
genommen wird. c: und c; werden nun bzgl. G' verfeinert. Wir
erhalten, daB die Variationsintervalle der 1-Zellen aus 'c1 bzw.

1
1 * = i =1
c, die Gestalt(a,,y], [y,o®) bzw. [a,,y', [y,<?) annehmen.

- 1 . . . . " .
c, bzw. 5 besitzen also jeweils eine beschrinkte und eine unbe-
schrdankte 1-2Zelle als Verfeinerungszellen. Die beiden beschrinkt~

ten O0-Zellen c? und cg, die man erh&dlt, wenn die beiden beschrinkten
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1-Zellen der Verfeinerungen von c:

bzw. c; nach oben entregula-
risiert werden, liegen beide in |R3-W, da y='y ='r und die
Maximumnorm dieser beiden Punkte c? und cg gréser gleich |y, ist.
Nach 4.7{(1) ist 83\ W ein Gebiet, da W ein inIR3 enthaltenes

3=Element ist. Nach 3.11 ist dann aber c?+cg ian3-W nullhomolog.

1 N 3
Es existiert also eine 1-Kette T die in R"~W ¢ ZBx\W verlauft,

somit beschrédnkt ist und c?+c2 als ihren algebraischen Rand besitzt.

Die beiden unbeschrdnkten 1-Zellen der Verfeinerungen von cl und ¢

bilden ebenfalls eine in Z3H~W verlaufende 1-Kette I;, deren alge-

braischer Rand C?+c2 ist. tq = %1 + ﬁ; ist somit ein 1-Zyklus,

der nach 4.6 in Z”'~ W ¢ Z°~1' nullhomolog ist. Falls 'e® bzw. 'c9

_ 1 2
den beschrdnkten algebraischen Randpunkt von c1 !

1 2
s0 bildet die Summe modulo 2 der beschrénkten 1-Zellen der Verfei-

1 1

nerungen von <, bzw. <, und der 1-Kette 11 eine beschridnkte 1-Kette

1

'11, die ianBx " enthalten ist. Es gilt: Qf?} = 'c? + 'cg,
AL '11! = cl + c;,’é('Tj + 11) = 'c? + 'cg, !'11 + 11! - ]'11;J

u»ﬁi c (R%‘ﬁ u(Z3~\W) < Z3~F.

Das eben beschriebene Verfahren wenden wir nun auf alle Paare
unbeschrénkter 1-Zellen von 3 an. Falls Ty die Teilkette der be-
schridnkten 1-Zellen von 3 und Ta die Teilkette der unbeschrdnkten

1-Zellen von < bezeichnet, gilt, das = iu + ib’ Somit: 0° =E?J=

— -, 4 . i . = = T = &%

T + Qib. Hieraus erglbt sich sofort.'ETu TLb b (1.37).

- _ X o} . _

2Ty = Z »Cc = S - C , da w in allen 1-Zellen aus Tu und
Ce€Ty w¥c ¢ S

somit in einer geraden Anzahl von 1-Zellen aus L liegt. Wenn wir

~)

.

die unbeschridnkten 1-2ellen von‘tu zu Paaren zusammenfassen und
zu jedem Paar seine beschridnkte 1-Zelle '11 wie oben bilden, so
ist die Summe modulo 2 aus’Eb und allen diesen beschrédnkten
1-Ketten ein beschrinkter in!R3\~T‘ enthaltener 1-Zyklus, da die
Summe moduleo 2 der Rédnder dieser beschrinkten 1-Ketten gerade

“a:u =?rzb ergibt. Der so gebildete 1-Zyklus ?; ist aber als be-
schrédnkter 1-Zyklus in R3\V‘ C ZB\T‘ dort nullhomolog nach
Voraﬁsetzung. Addiert man noch zu ‘g alle unbeschrinkten 1-Zyklen
die in der oben beschriebenen Art und Weise zu jedem Paar unbe-
schrédnkter 1-Zellen aus ?}gebildet werden, so erhdlt man gerade 3,
da die 1-Ketten"i;, die in der oben gezeigten Art zu jedem Paar

- unbeschrédnkter 1-Zellen exisitieren, in dieser Summe fiir jedes

Paar unbeschrinkter 1-%Zellen zweimal auftauchen. ?gist somit als

1
2

e

-

bzw. c¢. bezeichnet,

1
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Summe modulo 2 von in z3x\Tﬁ nullhomologen 1-Zyklen dargestellt
und nach 3.9 somit in 23“\'\‘ﬂ selbst nullhomolog. Da % ein belie-
biger in 23w~T‘ gelegener 1~Zyklus war, haben wir somit, daR
Jeder in Z -T gelegene 1-Zyklus dort nullhomoleg ist, im Wider-
spruch zur Aussage, daB es mindestens einen in Zaan‘ gelegenen
und dort nicht nullhomologen 1-Zyklus geben muB. Somit muf es
einen in R3~HY“ gelegenen und dort nicht nullhomologen 1-Zyklus

- 3
4 geben, falls V" C R",

Allgemein erh&dlt man aus Teilaussage (2), daB es in Zp, p > 2,
im Komplement jeder topologischen (p-2)-Sphire §P™2 einen in
7P SP‘2 gelegenen und dort nicht nullhomologen 1-Zyklus ?J
gibt (setze k=p-2 !). Genauso, wie eben, zeigt man, dag, falls
Sp_2 g_mp, es ebenfalls einen in RF~ Sp--2 gelegenen und dort

nicht nullhomologen 1-Zyklus ;Q gibt.

Nun aber zum Beweis wvon Theorem 4.8!

Der Beweis erfolgt durch Induktion nach k:

Falls k=0, haben wir, dag s® gerade das homdomorphe Bild von R

's® = {xc RPx =0 fur 1> 2, x12 =1\ = 101,0,...,0), (-1,0,...,0) 1,
somit ein Paar (x1,x2), x1¢x2, von Punkten des %P ist.

Teilaussage (1) bekommt nun folgendes Aussehen:

Falls j#p-O-1=p-1, ist jeder in zZFP~ g° gelegene j-Zyklus %j dort
nullhomolog.

Sei nun Jj#p-1. Falls j=p kann nur 0° ein in 2zP- g° gelegener

p-Zyklus sein, da [S3P| = 2P und oP und QP die einzigen p-Zyklen

sind; OF ist definitionsgemdB8 in jeder offenen Teilmenge des zP
nullhomolog. Sei nun j#p-1,p, somit j < p-2. Setzt man im ALEXANDER-
schen Lemma 4.2 F, ={x{g und F2={x£§ (zP ist T,- und somit a forte-
riori ein T1-Raum), so ist aufgrund des verallgemeinerten Fundamen-
tallemmas 3.12 fiir jedes j, O < j < p-1, jeder in (ZP~F)u (2P~ P, =
= (Zp-{x{g)\q(zp~.ﬁx£}) = Zpa_{x1,x2x = Zp-m(F1L;F2) gelegene

J

j-2yklus ¥ sowohl in Zp~~F1 als auch in ZPHF2 nullhomolog. Es

+1
glbt somit in Zp-Fi, i=1,2, gelegene (j+1)-Ketten Zz . die von

'5 berandet werden. Da F1F1 = @ (% #xz ) gilt, daRB Zp-(F r\F ) =zP
und somit ist der (j3+1)- Zyklus T? +1 4+ f%+1 wiederum wegen des ver-

allgemeinerten Fundamentallemmas 1n Zp nullhomolog. Deshalb gilt
nach dem ALEXANDERschen Lemma: ’g ~ 0:J in zP ~ (F1g)F ) = Zp-\x1,x
= Zp-S da j < p-2. Wir kdnnen die Aussage fiir j=p-1 nicht fol-
gern, das flir j=p-1 das ALEXANDERsche Lemma nicht anwendbar ist.

2)




- 158 - II 4

Aussage (2) liest sich im Falle k=0, wie folgt:

Es gibt einen in 2P~ s° enthaltenen und dort nicht nullhomologen
(p-1)-zyklus P71,

Einen solchen-erhalten wir folgenderart:

pDa 2P ein topologischer HAUSDORFFraum ist, gibt es zwei disjunkte
Umgebungen U1, U2 von x, und Xo- Mindestens einer der beiden
Punkte Xyr X, ist von w verschieden und somit endlich. O.B.d.A.
ké&nnen wir annehmen, dan x1#w. Jede Umgebung U enthdlt

1 bzgl. der
Maximumnorm des RP (I 3.4). Diese ist ja ein Wiirfel und 1#Bt sich

1 VO X1

dann aber eine geeignete abgeschlossene Umgebung von x

somit auf einem geiegneten Gitter als p-Zelle cP auffassen."acp
ist ein (p-1)-Zyklus und berandet nach 3.13(3) genau zwei p-Ketten,

ndmlich <P und [ﬁp. X ist innerer Punkt von cP und x innerer

2
Punkt von 2zP~ cp' weil zP ein topologischer HAUSDORFFraum ist und

es somit eine Umgebung U2 von x., gibt mit: U1f\U2 = (. Somit:

sz_Uz C'prhvjcz Zp~~cP Daher kann weder cp, noch ][c Pi = 2P\ P
(1.42(3), AbschlieBung bzgl. 2P bilden) ganz in zP~g° = Zp~x{x1,x \
enthalten sein.2cP =1 ist somit ein in zP- g° enthaltener und dort
nicht nullhomoleoger (p—-1)-Zyklus.

Aussage (3) lautet jetzt:

Selen’g 35_1 zwei in zP~ g® gelegene, aber dort nicht nullhomo-
loge (p-1)~Zyklen, so 1st”%p 1 +¢3p-1

2
Man erhdlt diese Aussage sofort wenn man in Satz 3.15 A = Ix T und

~ oP™1 in 2P g°

B =Y 28 setzt; (jede einpunktige Menge ist abgeschlossen und zu-
sammenhéngend. }
Wir haben nun alle drei Aussagen fiir den Fall k=0 bewiesen und
somit unsere Induktion verankert. Wir k&nnen daher annehmen, daB
der Satz in allen drei Teilaussagen bereits fiir kleinere Dimensio-
nen, als k>0 bewiesen ist,.
Sei Sk eine topologische k-Sph&re und f: 'Sk~'>Sk eine Sphérenabbil-

k

£ 2 _ B 2

dung zwischen 'sS™ und Sk.

k _r P! _ . _ _ .
={x¢R X; = 0 fir 1 > k+1, if=1 x;© = 12=1 x;“ = 17]. Dann ist
o
'Skf\hk+1 eine (k-1)-Sphidre und S f\+hk+1 bzw. 'Skf\—h§+1 hom&o-
morph zu einer k-Zelle (I 3.21(1))}. Somit erhalten wir, daf die
topologische k-Sphidre Sk aiCh als Vereinigung der beiden k-Elemente
- K _ 2k .

£ S “+hk+1) E1 und f (' S m hk+1) = Ez, deren Durchschnitt gerade
die topologische (k-1)}~Sphire Sk L f('sk(\h§+1) ist, darstellen

ldst. Zundchst wollen wir die Teilaussage (1) beweisen:

Sei ?? ein j-Zyklus in Zpa‘sk und seien'22+1, T%+1 {j+1) -Ketten
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. P. ok : Pk . k
in 2% Ey bzw. in 7 ~Eyr die von X° berandet werden; (nach

Theorem 4.6 miissen solche (J+1)-Ketten existieren, da E?c: sk'
. . o . ,Pp_ <k _ _p X . =

1=1,2, also: |37 & 2%~ s < ZVNES, i=1,2,) Voraussetzungsgemif
ist j#p-k~1, woraus JH1#p-k=p~- (k=-1) -1 folgt. Wegen der Induktions-

. LAy j+1 i+ -
annahme ist der (j+1)-Zyklus t? + T% ! in Zp-~~sk L. zP . (E?f'E;)
berandend. Setzt man im ALEXANDERschen Lemma F1=E¥ und.F2=Ek, S0
2

gilt: 39~ 0 in 2P~F_, 2P F

» 2+ Ferner gilt, daB die Summe modulo 2

der von ?? in Zp-Fi, i=1,2, berandeten (J+1) -Ketten 12+1'~13+1

. k-1 k k
in zP~ g = Zp‘~(E1F\E2) = Zp“~(FTr1F2) nullhomolog ist (s.0.!).
Somit muB wegen des ALEXANDERschen Lemmas 33 in zp~\(p1k;p2) =

= pr-(E?LJEg) = zp*wsk nullhomolog sein. Dies ist gerade die
Behauptung.
Als ndchstes beweisen wir die Teilaussage (3):
p-k-1 p-k-1 . P k
Seien 31 und_B2 zwel 1n Z° -~ S’ gelegene {p-k-1)-2yklen,

die in 2P~ 5" nicht beranden. wir missen zeigen, dag =P k-1 ¢=
p-k-1 p-k-1
1 2

pa zP- gk = zP - (& VES) = (2P~ EX) N zP<E), gile:

in Zp‘“Sk berandet!

=

+ 3

?fB?nk_1' < ZP\Sk . Zp~xE§, r,i=1,2. Nach Theorem 4.6 beranden

sowohl 3871 a1 auch EL T 2P~ EX, i=1,2. Es gibt somit
fiir 1=1,2 eine in Zp-EE gelegene und von'}E_k_1, r=1,2, beran-
ey ~P-k P~k _ ~p-k-1 I~ k=1t . _p k. -
dete (p-k)-Kette Ty tyir,i 3 » i g & BUNES: 1,1=1,2.)
Da k= 1, gilt: -k < -1 und somit: p-k-1 << p-1-1=p-2., Deshalb
148t sich das ALEXANDERsche Lemma auf qP-k_1 und ?E“k_1, r=1%,2,

anwenden. Wére’gghk s= 35:? + Bp:k r=1,2, in 7P gk -
= Zp“\(E$r\E§) = (Zp-E¥)\J(Zp“~E§) nullhomolog, so wdre wegen

des ALEXANDERschen Lemmas 35hk_1, r=1,2, in Zp“~(E$\JE§) = Zp“-sk
nullhomolog, im Widerspruch zur Voraussetzung. Somit: 3E-k_1f%-0
k_1, r=1,2, Da p-k=p-(k-1)-1 und ?ﬁ-k =,?p~(k—1)-1'

°r
nicht nullhomolog in zp-sk_1, folgt aus der Induktionsvorausset-

in ZpHS r=1,2_,

(a) zung, dap ~P7X =Pk, PR 0 an 2Pl KT - gPL (EX ~EX).
P~k _~p-k , -p~k __p-k _ _p~k . _p-k , _p-k =
E 1 T SIS IR PP I TR S
- (-P7k p-k Pk .. pky _-pk __p-k
= wﬁ Yy i) SRy ety
.='§P‘k .; p-k
= =




~ P~k _ ' _p-k +,:p—k
B P 2,1

, ~. P~k -k -k

- - =1,2,. 5~ P7K . P ~ . Pk _

1 r r = e ’ ;‘11 —E'L‘I;l “2,1i
=’f$_k"1 + ig'k_1 = PTRET i, somit: ~P7RT_ o 55 gP E?, i=1,2.

- . . k-1
pa -P K nullhomolog ist in zP~ g = Zp*~(E$r\E§) {((a)) und Summe
k k -k-

modulo 2 zweier im zP- E1 bzw. pr-Ez von';p k=1 berandeter

- - .
(p~k)~Ketten 1? k, tg » muBl, wiederum nach dem ALEXANDERschen

Lemma,_ap_k—1 in Zp*~(E?L)E§) = Zp~~-Sk nullhomolog sein. Dies ist

aber gerade Teilaussage (2).

AbschlieBen wollen wir mit dem Beweis der Teilaussage (2):

Es gibt in zP- gk mindestens einen nicht nullhomologen (p-k-1)-Zyklus.
Aufgrund der Induktionsannahme gibt es einenin Zp*~Sk_1 nicht

nullhomologen p-(k-1)-1=p-k zZyklus >FP7K,

@ g_(E%rngp_k )f“(EngVgp_k') = E?r\Egrw?gp_k, = sk'1r\¥qp"k;‘;
k-1 1

) -k
) = @. Ferner ist F, = E?Fﬁ%}p [ abgeschlossen
fir i=1,2. Wegen des Gittertrennungssatzes 1. 36 gibt es eine Ver-

¢ s57 1~ (gP sX”

feinerung 6* des Gitters G, auf dem wir unsere Betrachtungen durch-

fihren, dergestalt, daB keine Zelle von G* beide Mengen F1 und F

trif:!:'t.-;_p_k sei das Svstem aller Zellen von'“aphk die Eg

treffen.’g;p_k ist dann ein in me-Sk nicht nullhomologer (p-k-1)-Zyk-

2

lus. Denn, angenommen es gibe auf G* eine in pr-sk gelegene und

von'c:p-k berandete (p—k)—Kette'zg_k. Dann trifft der (p-k)-Zyklus

PR PR E' nicht (7% + 7 P g_(Eg(qr\qf“kg)g;(zp~\(Ef;JE§J) C
T e ‘

< zP- ? ) - zp~\E§ < Zp‘\E$

und ist somit nach 4.6 in zP. EX < AL nullhomolog.

)
Der zyklus - D7 4 Pk L Pk 1jepy ES nicht, (|sP7% 4 (PR Pk

Q_fig-k!u;L:p-k + }p_k5'£ szkEg, da alle (p-k)-Zellen von %p-k;

e ¥

P k k P k
<z \.(quJEz) _ %" Ej

. k DL P~k .__.p-k ,.
die E2 treffen wegen der Definition von + in 3 liegen und
somit keine Zelle wvon qp-k' die EE trifft, in-;p'—k + Qp_k liegen
kann) und ist wiederum nach 4.6 in Zp-E§ g.Zp‘~Sk“1 nullhomolog.

Damit aber wire ?P_k = (Tg_k + PRy 4 (1g—k +_1p—k + ?P-k) in

Zp‘~~5k-1 nullhomolog. Dies ist aber ein Widerspruch dazu, daB

~P* 0 in ZP gk

Hiermit ist der InduktionsschluB erbracht und das Theorem bewiesen.

L]
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Um die Gesamtaussage des JORDANschen Kurvensatzes zu erhalten,
milssen wir noch eine wichtige Teilaussage beweisen: Sp—1 ist
der Rand beider Komplementdrgebiete!
4.9 Theorem

. -1 . .
Sei sP elne topologische (p-1)-Sphire in zP. G, und G seien

1 2
ihre Komplementdrgebiete (4.8). Dann ist sP™! gey Rand bzgl. zP

17 als auch wvon GZ'

sowohl von G
Bewelis:
Zundchst k&nnen wir o.B.d.A. annehmnen, daB Sph1 QJRp. Ist ws Sp_1;
S0 kénnen wir, da nach 4.8 Zp"~~Sp_1 # @, durch eine geeignete
Drehung der Einheitskugel des RP+1, die nach KUHN, Topologie,
3.2(3), p. 105, zu 7P homGomorph ist, erreichen, dag ein Punkt

aus sz_sp—1 auf den Nordpol w der Einheitskugel des mp+1 zZu
liegen kommt.

Sei nun Sp_1c;lRp, be&Sp_1 und f: '89"1-4759_1, eine Sphdren-
abbildung zwischen 'Sp_1, der Einheitskugeloberfliche des RP,

und sP1, UL(b) = U (b)n sPT, Uc (b) die offene Kugel mit Radius

< um b in der euklidischen Metrik des!Rp,fQ;.O. Da f stetig ist,
gibt es ein {>0 so, das £(ug(f ' (b)) N'sP )¢ U, () s = vt by,

= U (£ b))

£ () e 'sP77, ug(s7 (b)) die offene Rugel um £ (b) mit Radius &
in der euklidischen Metrik des RP.
Zundchst zeigen wir, daB K=f('Sp_1-Ué(f-1(b)}) C Sp_1 ein (p-1)-Ele-
ment ist. Dies sieht man, wie folgt, ein: Durch eine geeignete Dre-
hung der Einheitskugel des RF kann 'sP™ 1< Ué(f—1(b)) in 'Sp_1“~U&(W),
w der Nordpol von 'Sp_1, Ubergefiihrt werden. Das Bild unter der
stereographischen Projektion von 'Sp_1~ U&(w) ist aber nach I 3.20
eine abgeschlossene Kugel um den Nullpunkt in Rp-1, die Kugel bzgl.
der euklidischen Metrik gebildet. Nach T 3.21(2) ist jedoch eine
solche KRugel relativ homSomorph zu einer (p-1)-Zelle cp_1, somit
also ein (p-1}-Element. Da K durch mehrmalige Schachtelung von
Homdomorphismen aus cp_1 entsteht, ist K ebenfalls ein (p~1)-Element.

Nach 4.7(1) ist deshalb zP- K ein Gebiet, das nach I 3.16(3)
bogenzusammenhéngend ist. Sei V irgendein in 2P~ X verlaufender
Bogen, der X,& G,I'C_ 7P Sp_‘I C zP <K und xzer C prqu < zP . x

verbindet; Wire V"\Sp_1 = @, so hingen X, und X, in Zp“~Sp—1 Zu-

sammen. Dies widerspricht jedoch der Tatsache, da8 X4 und X,

verschiedenen Komponenten von Zp=~Sp_1 liegen. Es muB somit
Vr\Sp_1 7 ¥ gelten. Nach I 1.46 und I 1.47 haben wir, das der

in
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erste Punkt von | auf Sp_Tvon X, aus in der abgeschlossenen

Hiille von G,| und der erste Punkt von i.auf Sp_1 von x, aus in der
abgeschlossenen Hiille von G2 liegt. Da ¥ - zp\,K, muf r,‘SP‘1 in
1

Sph1n f(Ué(fF1(b)) < %;(b) liegen. V' ~ sP~ enthdlt aber nach

Obigem Punkte aus der abgeschlossenen Hiille voﬁ G.I und G2. Da &

beliebig war, enthdlt jede Umgebung von b Punkte aus der abge-
schlessenen Hiille wvon G1, als auch aus der abgeschlossenen Hiille

von G2. Somit gehdrt b sowohl zur abgeschlossenen Hiille von G1,
als auch zur abgeschlossenen Hiille von G2. Andererseits haben wir:

bz Sp-1~; zp-G1, pr‘Gz. pr-Gi, i=1,2 , ist abgeschlossen,
da Gi' i=1,2, offen ist. Somit gilt: bg R4 G1, Rd G.,. Da b belie-

2
big war, haben wir: sP 1 < Rd G1. Rd G2.

Um die Umkehrinklusion Rd G1, R4 G2<£ Sp_‘l zu beweisen, gehen
wir, wie folgt, vor: _

Sei G = G1k,G2. Nach KUHN, Topologie, 5.3(3}, p. 36, bilden die
drei Mengen G° = G, R4 G, (2P~ )° =(Sp_1)0 eine Zerlegung von ZF.

gP~1

ist jedoch im Rand der offenen Menge G, enthalten und somit

1
nach I 1.19%(3) nrigendsdicht als Teilmenge der nirgendsdichten
Menge Rd G1. Daher gilt: (Sp—1)o = @; hieraus folgt jedoch sofort:
Rd G = 2P~ G = sP7!. Nach KUHN, 3.6, p. 130, haben wir: Rd G,

Rd G, Rd G = Sp_1, da G, und G, offene Komponenten von G sind.

4.9.71 Der JORDANsche Kurvensatz in zP, RP, ©P, EE, (p > 2)
(1) Der JORDANsche Kurvensatz in 2P kann, wie folgt, ausgesprochen
werden:
Jede topologische (p-1)-Sphire Sp_1 besitzt zwei nichtleere
10 G, sP7T
mentidrgebiete., (4.8, 4.9),

Komplementdrgebiete G ist der Rand beider Komple-

(2) Falls wir unsere Betrachtungen auf den Rp beschridnken, Sp-1
somit ganz in rP enthalten ist, nimmt der Kurvensatz folgende
Form an:
Jede in RP enthaltene topologische (p-1)-Sphire Spm1 zerlegt
-den Rp in zwei nichtleere Gebiete G1, G2. Eines ist beschrinkt,
das andere ist unbeschrinkt. Sp-1 ist der topologische Rand
bzgl. RP beider Gebiete.

Beweisg:

Der erste Teil der Aussage von (2) wurde in den Betrachtungen
zu Theorem 4.8 bewiesen. Es ist somit nur noch die Aussage, daB
Sp—1 der Rand béider Komplementidrgebiete ist, zu beweisen. Falls

G.I das beschrinkte Komplementdrgebiet wvon Sp“1 ist, stimmt nach
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I 3.18 der Rand von G1 bzgl. Zp, der nach (1) mit Sp_1 zusam-
menfdllt, mit dem Rand von G1 bzgl.iRp iiberein. G2,

schrinkte Komponente von RP~ SP7', entsteht aus einem Gebiet G

die unbe-

des Zp, das Sp_1 als seinen Rand bzgl. 7P besitzt, durch Entfer-
nen des Punktes w. Nach I 3.17(2) stimmt der Rand von G bzgl. gP
mit dem Rand von 62 = G\~{w7 bzgl. RrP iberein.

(3) Sei Eﬁ, peN, p i~ 2, die ALEXANDROFFsche Einpunktkompaktifi-~
zierung eines p-dimensionalen normierten linearen Raumes EF
mit der Norm "+ |. Falls kP™! = Sx exPl  xi = 1 die "Ober-
fldche" der FEinheitskugel in EP bezeichnet, so wollen wir
jede zu Kp_1 relativ homSomorphe Teilmenge B von Ei als
topologische (p-1)-Sphdre bezeichnen. Wiederum gilt:

Jede topologische (p-1)-Sphire B des Eg besitzt zwei Komple-

G,. Es gilt: B = Rd G, = Rd G...

mentdrgebiete G 1 2

17 720
Beweis:

Nach I 2.11(3) sind RF und EP dergestalt zueinander homSomorph,
daB f('Sp-1)=Kp_1, falls f den Homdomorphismus zwischen rP und
P bezeichnet. Nach I 3.13 1liBt sich f dergestalt zu einem Homdo-

morphismuslf zwischen zF und Eg fortsetzen, daR }pr = f. Somit

gilt: £('sP7Y) = £0sP7T) = kP71, kP77 gt somit als homSomorphes
Bild der JORDANmenge 'Sp_1 des RY eine JORDANmenge des Eg (X 1.9).
Falls B eine zu Kp_1 relativ hombomorphe Teilmenge von Eg ist,
besitzt E§‘~B somit zwei nichtleere Komponenten G1, G2, mit

Rd G1 = R4 G2 =B. Da B das relativ hom&omorphe Bild der kompakten
Menge kP! in dem topologischen HAUSDORFFraum Es ist, ist B abge-~
schlossen und Eg‘\B somit offen. Nach I 3.16(3) sind aber alle
Komponenten der offenen Menge Eg ~B Gebiete,

{(4) Falls Ep, PciN, p =~ 2, ein p-dimensionaler NLR ist und Kp“1
wie in (3) erkldrt ist, gilt folgendes Analogon zum JORDAN-
schen Kurvensatz:

Jede zu Kp_1 relativ hom&omorphe Teilmenge B von EP besitzt
z2wei nichtleere Komplementdrgebiete G1, G2, von denen eines

beschrénkt, das andere jedoch unbeschrinkt ist. Rd G, = Rd G, = B.

Der Beweis verlduft v&6llig analog wie der Beweis des JORDAN-
schen Kurvensatzes im RP.

(5) Es ist interessant, festzustellen, daB der JORDANsche Kurven-
satz in unendlichdimensionalen normierten Riumen insofern
nicht zu gelten braucht, daB ein relativ hom&omorphes Bild
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der Oberfliche der Einheitskugel den Raum nicht unbedingt

zu zerlegen braucht.

Um dies zu zeigen, betrachten wir den Raum l2 aller quadratisch
summierbaren reellen Folgen. e1=(1,0,...J, e2=(0,1,0,...),----;

ek=(0;0,---,0,1,0,...,0),_.. usw.  bilden ein vollstindiges
.f'l\
k-te Stelle

Orthonormalsystem des 12, da fir x = (x 2

T

k
e &
undg f;1 (x,ek}2 = E : xk2 =[xl 2 (HEUSER, Funktionalanalysis,
— — &]

65.1, p. 269). Durch f(x) = O-e1 + Eiz (x,ek_T)ek definieren

wir eine Selbstabbildnug des 12. Falls x=(x],x2,...)e512, sOo gilt:

o2 = g 2
£(x)=(0,%,,%,,...) und offenkundig ist /¥ = = =~ x “ = 0% +

» k=T X
+ %;; £(x)y 2 _ 'f(x) %. Die Abbldung f ist somit wohldefiniert

und normerhaltend. Dartiberhinaus ist £(x) linear, da fi{«x +Ry) =
f(*(xk) + G(yk)) = fll=x ) + (Ryy ?) = E0(4x + Ry, )) =

= {0, «~ X, +(§y1,<lx2 +E%y2,...) = (30 + QO,-jX1 + ﬁy1,...) =
G%O,exT,%xz,...) + (GO,Qy1,?y2,...) = A(0yx Xgpena) + B(O,y1,y2,...) =

= :f(x) + 3f(y). Somit ist f stetig, da fiir alle x#0 aus 1°

£ -9 una daher “f = sup iﬁiﬁl— = 1<,
X : 2 pxl
x:1
X#£0

f ist injektiv, da aus f(x}=0 folgt, daf x=0. Dies sieht man, wie
U\_)
folgt ein: (f(x),em) = (5;2 (x,ek_1)ek,em) = (x,em_1) fir alle

m™> 2. Somit muBf fiir alle k=1,2,... (x,ek)=(f(x),ek+1)=(0,ek+1)=0
gelten, falls f(x)=0. Abexr nur der Nullvektor kann auf allen
Elementen eines maximalen Orthonormalsystems senkrecht stehen.
Somit kann nur der Nullvektor auf den Nullvektor abgebildet wer-
den und f ist als lineare Abbildung deshalb injektiv.

Jeder Vektor x aus 12, dessen erste Koordinate gleich O ist, der

also die Form x=(0,x2,x } besitzt, ist das Bild unter f des

3re .-
Vektors x'=(x2,x3,...}. Damit ist f ein Normisomorphismus zwi-
schen l2 und der Hyperebebe H von 12, die aus der linearen Hiille

der (ez,e3,...) besteht. Nach HEUSER, loc. cit., 7.5, p. 57,

ist £ auf H = £(1%) stetig, da llx)j = f£(x)' und somit m=1

eine in Satz 7.5 geforderte Konstante igt
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Falls § = {Xé;lz; Ixt = 1?, gilt, daB-f(8) = ;x4212 X,=0, ”xL=13,
somit gerade die "Oberfldche" der Einheitskugei von H ist. !
£(S) kann jedoch nach I 2.20(1) als echte Teilmenge der Hyper-
ebene H (beispielsweise gilt: (0,2,0,0,...)=z liegt in H,
jedoch haben wir: |lzii = 2 und somit liegt z nicht in £(S)!)
12 nicht zerlegen.
{6) Aus (4) ergibt sich, daB ein normierter linearer Raum E, in
dem irgendeine Teilaussage des JORDANschen Kurvensatzes nicht

gilt, unendlichdimensional sein muB. L.

In den folgenden Sitens 4.9.2 bis 4.9.7 bezeichne XP entweder
Rp zP oder einen p~dimensionalen normierten linearen Raum Ep
bzw. dessen ALEXANDROFFsche Einpunktkompaktifizierung Ep Die
topologischen (p-1)-Sphéren sP~ 1 seien immer Tellmengen von XF.
Die Zitierung von Satz 4.3.3 in Satz 4.9.3 ist dadurch gerecht-
fertigt, daB durch den in I 2.11(3) angegebenen kanonischen
Hombomorphismus zwischen RP und EP bzw. durch seine Fortsetzung
auf 2P una Eg nach I 3.13 die Aussage von Satz 4.3.3 auch fiir

den EP bzw. E& als gliltig erwiesen wird.

4.9.2 Folgerungen

Sei Sp-1 eine topologische {p-1)-Sphire in xP und G + G, die Kom-

_ 1 2

plementdrgebiete von P 1.

(1) G, sP~1, G, bilden eine echte Zerlegung von XP,
~ -1

2) |G =G i sP7 = Go .

(2) 16, ,, 21V 2,1

(3) (@, =6, ),

Beweis:

(1) wegen des JORDANschen Kurvensatzes fiir XP gilt, daB Q#[Sp-1=
G1LJG2, G1#G, GZ%Q. G1F\G2 = ¢ wegen der Komponenteneigen-
schaft von G1 und G2.

(2) folgt aus (1) und der Tatsache, das8 R4 G1 = Rd G2 =.Sp_1,
(KUHN, Topologie, 5.2, p. 36).

(3) pa sP71 = rg G1 = Rd G,, kann kein Punkt aus sP™1 innerer’

= p-1
172 = €295 - Da Gy,
Gebiete sind, ist jeder Punkt von G1/2 innerer Punkt von G1/2.

4,.9.3 Satz
Sind Gl' G2 die beiden Komplementédrgebiete der topologischen
(p~1)}-Sphire Sp_1 und ist Sp“‘I in einem Gebiet G enthalten, so

hat G~ Sp_1 genau zwel Komponenten: nidmlich G(\G1, G NG
=gP~1
Es gilt: RA(G NG,/ )=s" 'y (Gy,,NRA G).

Punkt von G1/2 sein. Nach (2) ist G. ,.

2°
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Beweis:
Dan Gf.G1, G.ﬁGZ die Komponenten von G-Sp_1 sind, folgt aus
4.3.3. Da G offen ist, gilt nach I 1.14(1): Gn R G = @. Anderer-

seits ist Rd G, = 5P7' ¢ G. somit: RAGNRA G, < GNIG = g
Nach KUHN, 5.4(2), p.. 36 gilt daher:

RA(GNG,) = (GNRA G,) U (6, "RA G) = (GASP 1)y (6, ~RA G) =
Sp_11J(G1(\Rd G) ; entsprechend verfahren wir fiir GZ' [i
4.9.4 satz

Zwei disjunkte topologische (p-1)-Sphiren Sq+ S, haben genau
drei Komplementdrgebiete. Diese k®nnen so mit G1, G2, G3

net werden, daf Rd G1 = S1, R4 G2 = 82' Rd G3 = S1u 52 gilt.

bezeich-

Bewelis:

Als zusammenhédngende Teilmenge von [51 muf 52 in einem Komple-
mentdrgebiet G' von 81 enthalten sein. Das andere Komplement&r-
1 bezeichnen wir mit G1.

Entsprechend seien G'' dasjenige Komplementdrgebiet von Sz, das

gebiet von S

S1 enthdlt und G2 das andere.

Nach 4.9.3 hat G'~~~S2 die beiden Kompcnenten G'r\Gz, G'nG'',

Nach KUHN, 3.9, p. 131, sind dann G1, G' r\Gz, G'NG'! = G
= = |

2 = Isynlsy = tsyusy) L

B 2 52' C £ G'; die von G' verschiedene Komponente von [81 1st

1y e

die Kompeonenten von [$1\ S

G1,'die Komponenten von G'-82 sind G'r\Gz, G'™NG'', 5.0.).
entweder in G

Da G, ¢ [S1, muB G oder G' enthalten sein.

2
so folgte G'NG

1

Wire G, ¢ G C G'NG, = @. Somit kdnnte aber

’

G'f\Gz als leere Menge keine iomponente von G"“S2 Sein. Somit

gilt: G, < G'! Deswegen haben wir: G'f\Gz = G,-

Nach dem JORDANschen Kurvensatz ist R4 G1 = 51, Rd G2 = SZ' Die

Rénder S.| bzw. 82 von G' bzw. G'' treffen sich nicht. Nach KUHN,

>-4(2), p. 36, ist somit: Rd G, = RA(G'NG'") = (G'ns,) vlG''ns,) =

= 5,Vs,. [“

Durch vollstZndige Induktion nach n erhalten wir:

4.9.5 Satz

Seien S1,...,Sn, n > 2, paarweise disjunkte topologische (p-1)-Sphi-
n

ren. Dann besgitzt § = :" Sj genau n+1 Komplementdrgebiete.

Beweis: =1

4.9.4 liefert gerade die Induktionsverankerung. Seien S1,...,S ‘

n > 2, paarweise disjunkte topologische (p-1)-Sphidren, fiir die

der Satz bereits bewiesgsen ist. § = U Sj habe somit n+1 Komple-
J=1



- 167 - I1 4

mentirgebiete. Sn+1 sei eine weitere topologische (p-1)-Sphire

mit Snﬂr"‘sj =®, 3=1,...,n. Als zusammenhingende Teilmenge von

- n = -

LS = ¢ '8, muB Sn+1 in genau einer Komponente G von LS enthalten
=1

sein. Die ilbrigen n Komponenten von iS, die mit S leeren Durch-~

n+1

n+1
des JORDANschen Kurvensatzes genau zweli Komplementdrgebiete D

besitzt wegen

17 D2.
G(1D1, G OD2. Wiederum

schnitt besgitzen, wollen wir G1,...,Gn nennen. S

Nach 4.9.3 sind die Komponenten von G~~Sn+1

nach KUHN, 3.9. p. 131, sind die Komponenten von [S~\S =

n+1
n _ _ n+1 _ n+1
= m‘_s.nisn-‘_,l = P‘ ls. =[:v Sj H G'(\ID-IJ' GF|D2I' G,‘;c--;Gn-
j=1 3 - j=1 - J j=1
Somit besitzt S U ... VS VS8 ., n+2 Komplementirgebiete; (A £'s,
a £ e
B = Sn+1, C G ). o
4.9.6 Satz

Seien S1, 52 zwel topologische (p-1)-Sphi3ren. G 17 G bzw. G

12 21’

1
G22 seien die Komplementirgebiete von S, bzw. S Falls eine

1 2°
dieser (p-1)-Sphdren, etwa ST' ganz in einem Komplementirgebiet

der anderen, etwa G21, enthalten ist, muB genau ein Komplementir-
gebiet wvon S1 ebenfalls ganz in G21 enthalten sein.

Beweis:

Angenommen, beide Komplementirgebiete von S, tridfen das Komple~

1
ment von G21, so miiBten nach KUHN, 1.8, p. 119, auch beide Kom-

plementédrgebiete von S, den Rand von G der mit S2 ibereinstimmt,

1 27
T - C ¢

treffen. Somit: G11f\82 F @ # G12r\82. Da aber G11_.@12, musB,

wiederum nach loc. cit., die zusammenhingende Menge 52 den Rand

von G11' der mit S.I zusammenfdllt, treffen. Dies widerspricht

jedoch der Voraussetzung, daB S1 in einem der Komplementidrgebiete

von 82, also ganz im Komplement von § enthalten sein soll!

2!’

. ) s ... oP _ . oP
Wire G11'G12 C G s0 hdtten wir: ZbV = G11LJG12\)S < G,,C 27,

217
US, ¢ G..C RPI
1 &£ Y24

1 21

P _
bzw. R G11\JG12

4.9.7 Bemerkungen

(1} Falls beide topologische (p-1)-Sphdren S S, in 4.9.6 ganz

'
in ®P bzw. EP enthalten sind und 51 in d;r bzschr&nkten Kom-
ponente wvon [82 enthalten ist, muB die beschridnkte Komponente
von [51 in der beschrédnkten Komponente wvon [Sz enthalten sein,
da ja nach 4.9.6 mindestens eine Komponente von [S1 in der
beschrénkten Komponente von LSz enthalten sein muf und keine

unbeschrdnkte Teilmenge eines metrischen Raumes wegen der
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Erblichkeit der Beschrdnktheit, niemals in einer beschrinkten
Teilmenge enthalten sein kann.
(2} 8ind die beiden topologischen (p-1)-Sph&ren S, und S disjunkt,

1 2
SO miissen beide als zusammenhdngende Mengen ganz in einem Kom-

plementidrgebiet der anderen liegen. Wir haben somit nach 4.9.6,
das, falls etwa S1 Q'G21, eines der Komplementidrgebiete von 51,

etwa G11, in G21 enthalten sein muB. In diesem Fall wiirde

82 Q_G11 sofort den Widerspruch ¢ # 82 C fS implizieren, da

2
Gyq & Gy 9'282. Da aber andererseits S, als zusammenhdngende

Teilmenge von [81 eine Komponente von [S, bestimmt, mus S, & Gqp

gelten. Wiederum nach 4.9.6, mu8 fiir ein Komplementdrgebiet
von 52 gelten, daB es ganz in G12 enthalten ist. Widre G C G

21
C G < G MG =

11 & C291 = G0 691M6y,
= G4 # @, G11fWG12 = ¢, wegen der Komponenteneigenschaft

i1
S0 hdtten wir den Widerspruch @ # G

von G11 und G12.

Den ganzen Sachverhalt kann man auch, wie folgt, ausdriicken:

Somit muB G,, £ G,, gelten.

Ein Komplementdrgebiet einer topologischen (p-1)-Sphire S
P
X

in
1
enthdlt entweder ein Komplementdrgebiet einer zu S. dis-

junkten topologischen (p-1)-Sphire 52 oder ist in ein;m Kom-
plementdrgebiet von 52 enthalten. Dasjenige Komplementidrgebiet
von S1, das ein Komplementdrgebiet von 52 umfaft, enthdlt auch
52. Falls S1 und 82 ganz in R® bzw. EP enthalten sind und

das beschrdnkte Komplementdrgebiet von S, das beschrinkte Kom-

1
plementdrgebiet von 52 enthdlt, so enthdlt das beschrinkte

Komplementdrgebiet wvon S1 auch 52. Das unbeschri@nkte Komple-
mentdrgebiet von S1, muB dann im unbeschrédnkten KomplementHr-

gebiet wvon 52, das S1 umfaft, enthalten sein.

Aus dem JORDANschen Kurvensatz in ZzZP bzw. R kénnen wir nun
einige interessante Folgerungen ziehen. Z.B., daB das stetige
und injektive Bild einer offenen Menge des 7P (Rp) in 2P (Rp}
wiederum offen ist. 7P {Rp) besitzen somit die Invarianz offener

Mengen (I 1.1).

4.10 Theorem (Invarianz der Dimensionszahl)
Seien p,qejNLJEOi, P # 4. Dann lassen sich weder R® und Rq,
noch 2P una z9 topologisch aufeinander abbilden!

Beweis:
Falls g=0, so ist R® ein Punkt x der reellen Zahlen, 29 = {XV&J{W;.
Diese beiden endlichen Mengen lassen sich nicht einmal bijektiv

auf Rpc;zp, p = 1, abbilden, somit a forteriori auch nicht topo-
logisch auf RP bzw. zP.
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Sei g = 1, Falls p = 0, gilt das gerade eben Angefiihrte. Sei
also p_‘n1.:R1 bésitzt jeden seiner Punkte als Zerlegungspunkt.
Rp, p>1, ist jedoch nach I 2.21(2) zerlegungspunktfrei. Nach
I 1.21(1}) ist Zerlegungspunktfreiheit eine topologische Invariante,

somit kdnnen RF und R1, P> 1, nicht zueinander homSomorph sein.

Seien nun p,q > 1; gq<«p o.B.d.A..

Aufgrund von 4.9.1(2) besitzt 's9” 1, die Einheitskugeloberfliche
des RY Zwel Komplementdrgebiete, zerlegt somit den Rq, wihrend
die in den RP 1sometrlsch auf kanonische Art und Weise eingebet~
tete Menge 'Sq als echte Teilmenge eines echten Unterraums nach
I 2,20(2}) nur eine einzige Komplementdrkomponente besitzt. Wire
f: RFE.>RY ein Homdomorphismus, so wire Rp\\,sq-1 zusammenhdngend.
@59 = s @P)w £ (59T = 83 £('s97Y) jedoch ist das
Komplement einer topologischen (g—1)-Sphdre des R? und besitzt
nach 4.9.1(2) (JORDANscher Kurvensatz in Rq) zweli Komplementir-
gebiete. Der Zusammenhang ist aber eine stetige und somit a for-
teriori eine homdomorphe Invariante. Deshalb kann es keinen
Hom&omorphismus zwischen RFP und rY geben.

Gdbe es aber einen Homdomorphismus zwischen 2P und Zq, S0 ver-
mittelte nach I 3.13 die Einschrinkung desselben auf RP und rRY
eine topologische Abbildung zwigchen RFP und Y. Dpie Unmdglich-
keit der Existenz einer solchen Abbildung wurde jedoch gerade
gezeigt. Somit kann es auch keine topologische Abbildung zw1-
schen 2P und z9 geben,

—

4.10.1 Folgerung

Wegen des in I 2.11(3) angegebenen kanonischen Homdomorphismus
zwischen E° und RS bzw. E und z° r 8 -1, s£WN, wirde die Exi-
stenz eines Homoomorphlsmus zwischen EP und Eq, p.g9¢ N, p#q,
bzw. Eﬁ und EZ sofort die Existenz eines solchen zwischen RP
und RY bzw. zP una z9 herbeiflihren. bies widerspricht jedoch
dem Theorem 4.10 und somit gilt die Invarianz der Dimensionszahl

auch filir endlichdimensionale lineare Riume.

Zum Bewelis des Satzes iliber die Invarianz offener Mengen unter
stetigen und injektiven Abbildungen, die auf offenen Teilmengen
von zP (Rp) definiert sind und ihre Werte in zF (Rp) haben, ben&-
tigen wir noch einige Sitze:

4. 11 Theorem

Das Komplement eines p-Elements in %P {Rp), p > 2, ist nicht
leer und zusammenhingend.
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Beweis:

DaB das Komplement eines p-Elements EP in zP (RP), p > 2, ein
Gebiet und somit zusammenhdngend ist, wurde in 4.7 (1) gezeigt.
Es bleibt also nur noch zu zeigen, daB zP (Rp) kein p-Element
sein kann. Sei EPF ein p-Element des zP (Rp) und f: cp~vEp

eine Elementabbildung, wobei wir o.B.d.A. cP als beschrinkt an-

nehmen k&nnen. In diesem Fall ist aber cp

ein kompaktes Inter-

vall des Rp, dessen topologischer Rand O nach 4.5(6) eine topo-
logische (p-1}-Sphdre ist. Nun ist cP~0 als die Menge der ineren
Punkte eines Intervalls zusammenhidngend. Wire EP = f(cp} = zP (Rp),
so miiste f£(cP~0) = £(cP)~ £(0) = 2P~ £(0) (RP~£(0)) als stetiges
Bild einer zusammenhdngenden Menge zusammenhidngend sein. Nach

dem JORDANschen Kurvensatz besitzt jedoch pr~f(0) (Rpahf{O))

zwel nichtleere XKomponenten und ist somit unzusammenhéngend.

Somit kann kein p-Element mit zP (RP) ibereinstimmen. T

Entscheidend fiir den Beweis des Invarianz offener Mengen ist das
folgende Theorem:
4,12 Theorem

Sei A eine beschrédnkte p-Zelle, p > 2, auf einem Gitter & des
7P (BP) und £ eine eineindeitige, stetige Abbildung von A nach
zP (RP).

Dann ist f(AO) eines der Komplementdrgebiete des topologischen
(p—1)-Sphidre £(Rd A).

Beweis:

Nach KUHN, 1.11, p. 100, besitzt f eine stetige Inverse, da jede
beschrdnkte Zelle kompakt in RP ist. £ ist somit ein Homdomor-
phismus zwischen A und f(A). Deshalb ist nach 4.5(5) (6) £(Rd A)
eine topologische (p-1}-Sph&dre und f(A) ein p-Element. f(AO)

ist als stetiges Bild der zusammenhingenden Menge a° (A ist ein
kompaktes, nicht ausgeartetes Intervall des RP und somit ist

sein Inneres nicht leer und zusammenhidngend) zusammenhingend

und trifft wegen der Eineindeutigkeit von f die topologische
(p=1)-8phdre f(Rd A) nicht, muf somit in einem der beiden Komple-
17 liegen. Wire f(Ao)ch1,
wdren Punkte aus M=ZP-f(A) (Rp*~f(A)) in beiden Komplementdrge-—
bieten G1, G2 von f{(R3 A) enthalten, aber keiner dieser Punkte
kdnnte in Rd G, = Rd G, = £(Rd A) < f(A) enthalten sein. Dies

1 2
widerspricht jedoch der Tatsache aus Theorem 4.11, daB M als

mentdrgebiete von £{(Rd A), etwa G 50

Komplement eines p-Elements zusammenhingend ist und somit auch
s , . ~
R4 G1 treffen miiRte, weil G2<: [G1 und G1F\M%¢#G2 M, [ﬁ
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4.13 Theorem (Invarianz offener Mengen)

Sei G eine offene Menge des zP {RP), P > 2 und f sei eine stetige,
eineindeutige Abbildung von G auf E zP CRp).
Dann ist auch E eine offene Teilmenge von 7P cRp).

Beweis:

Zundchst wollen wir annehmen, dag Gc;zp. Dann kann durch eine
geelgnete Drehung der Oberfléche der Einheitskugel iniRp+1, die

ja zu 7P homdeomorph ist, erreicht werden, daB eine zu G homdomor-
phe und somit offene Menge den Punkt w nicht enthilt. Wir k&énnen
somit in diesem Fall o.B.d.A. annehmen, dag G QlRp. Sei nun y

aus E, etwa y = f{x), x aus G. Wegen der Regularitdt von RP gibt

es dann eine abgeschlossene Umgebung von x bzgl. der Maximumnorm,
also ein kompaktes Intervall und somit eine beschrdnkte p-Zelle

K, die noch ganz in G enthalten ist. Nach dem vorhergehenden Theqrem
4.12 wird aber das Innere dieser p-Zelle auf eine y enthaltende
offene Menge abgebildet, die ganz in f(K) C £f(G) = BE enthalten ist.
Somit muB E offen sein, da y aus E beliebig war.

Falls nun G = zP und f{G) E nieht offen wire, gilte E # 2P und

wir hdtten, daB f(G~/wl) = £(BRP) = £(G) \ f(w) = E~ £(w) offen

wire, wegen des ersten Teils des Beweises. f(w) wdre somit ein

il

6ffnungspunkt von E. Nach I 1.26(3) kann aber in einem zerlegungs-
punktfreien Raum X (Zp, p > 2, ist zerlegungspunktfrei nach

I 3.12(3)) keine echte, abgeschlossene Teilmenge von X, die mehr

als einen Punkt besitzt (E muB als bijektives Bild der Menge ZPZJRP,
P > 2, die Mdchtigkeit des Kontinuums besitzen!) Of fnungspunkte
besitzen. E ist aber als stetiges Bild der kompakten Menge g P
kompakt und somit als kompakte Teilmenge des HAUSDORFFraums Z?_
abgeschlossen. l_ 

4. 14 Bemerkungen

(1} Im R1 ist jede stetige und injektive Funktion, die auf einer
offenen Teilmenge der reellen Zahlen definiert ist, offen
(I 1.7) und somit gilt die Aussage von 4.13 fiir offene Teil-
mengen von R1. Da 21, die ALEXANDROFFsche Einpunktkompaktifi-
zierung des R1, zu einer Kreislinie der xy-Ebene homSomorph
ist und Kreise zerlegungspunktfrei sind (Satz von WILDER) ,
Z1 somit wegen der topologischen Invarianz der Zerlegungs-
punktfteiheit ebenfalls zerlegungspunktfrei ist, kann beim
Beweis der Aussage von 4.13 wdrtlich S0, wie im zweiten Teil
des Beweises von 4.13 argumentiert werden. Wir haben somit:

Sei x = zP ORP), P >1, und G eine offene Teilmenge von X.
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Ist f eine injektive und stetige Abbildung, die G nach X abbildet,
s0 ist f£(G) offen. Insbesondere ist das stetig-eineindeutige Bild
in X eines Gebietes von G wiederum ein Gebiet.

(2) Der eben festgestellte Sachverhalt darf keineswegs mit der Tat-
sache verwechselt werden, dafB bei topologischen Abbildungen von X
offene Mengen in cffene Mengen iibergefiihrt werden. Diese Tatsache
ist eine einfache Folgerung aus der Definition der topologischen
Abbildung. In (1) wird keineswegs gefordert, daB die stetig-ein-
eindeutige Funkticn f auBerhalb von G definiert ist, noch, das
sie zu einem Homdomorphismus, der X in sich selbst abbildet,
fortgesetzt werden kann, noch, daB f die Einschrdnkung einer topo-
logischen Selbstabbildung von X auf G ist.

4.15 Korollar .
Sei X entweder RP oder Zp, p>1, pe N,

(1) FPalls G X offen und f eine stetig-injektive Abbildung von G

nach X ist, so vermittelt f einen Homdomorphismus zwischen G

und f(G}.

(2) Falls f die Menge E ¢ X stetig-eineindeutig nach X abbildet,
so gilt: £(E°) ¢ (£(E))C. Ist £ | : £(E)—v E ebenfalls stetig,
so haben wir: f(E®) = (£(E))°.

13) Falls die Menge E in (2) abgeschlossen ist und f eine stetige
Inverse besitzt, so gilt: £{(Rd E) = Rd £(E). (Invarianz des Ran-
des.)

(4) zP ist zu keiner echten Teilmenge homSomorph.

(5) Keine nichtleere, offene Teilmenge O von 7P (Rp) kann zu einer
offenen, nichtleeren Teilmenge 0O' von 749 (RY) , P:9e N, P # g,
hom&omorph sein.

(6) Falls eine Teilmenge B von 2P URp) zu einer Teilmenge C von 79 ORq),
P:g N 0, p # q, homdSomorph ist, so gilt: B® = @, falls p>q.

Beweis:

Die Aussagen (1)-(3) folgen wegen der Invarianz der offenen Mengen

fitlr zP (RP), p > 1, sofort aus I.1.13 (1)-(3).

(4) Jede zu 2P héméomorphe Teilmenge muB sowohl offen nach 4.14(1)
und als stetiges Bild der kompakten Menge zP kompakt, somit als
kompakte Teilmenge des topologischen HAUSDORFFraums zP abgeschlos-
sen sein. Da zP zusammenhdngt (I 3.15} gibt es in zP nur zwei
offen-abgeschlossene Mengen, nédmlich 2P und die leere Menge. Da
die leere Menge kein bijektives Bild der iiberabzihlbaren Menge

zP sein kann, kann somit nur 2P eine zu zP homdomorphe Teilmenge

sein.
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(5) Wir zeigen die Aussage zundchst flir Teilmengen von RF und
R9, Da P # 9, k&nnen wir o.B.d.A. annehmen, daB8 p> g. Falls
q=0, soc kann die zweipunktige Menge %RO = xﬁ,Jfﬁf = z° unmég-
lich bijektiv auf eine offene Teilmenge O von RP, p > 1, abgebil-
det werden, da O bekanntlicherweise iiberabzédhlbar ist. Sei nun
q - 1. 89 xann durch
@Rq_*RP
k: "™

X = (x1,x2,.;.,xq)~a (x1;x2,...,xq,0,...,0) = k(x}

stetig und injektiv in den RP eingebettet werden und ist somit in

einem Teilraum wvon Rp, dessen Kodimension mindestens gleich eins ist,

enthalten, Falls nun f: 0-0' ein Homdomorphismus zwischen O und O'
ist, so ist kof eine stetige und eineindeutige Abbildung von O rP
nach k(0') C RP. Da aber @ #£ 0 = 0° und k o f stetig-eineindeutig
ist, muB nach 4.14(1( (k(0"))° = k(0') # @ gelten. Andererseits
gilt aber nach I 2.7(2), daB k(0')=¢, da k(0') in einer Hyperebene
des Rp enthalten ist. Somit ist die Behauptung von (5) flir den
Fall, daB wir uns auf RP, mg beschranken, bewiesen.
Gdbe es einen HombOomorphismus 2zwischen O Q'Zp und O' & Zq, SO
unterscheiden wir zwei Fdlle: erstens 0 = Zp; zweitens Oc:zp.
Im ersten Fall gilt: zP ist homdomorph zur Oberfléche der Ein-
heitskugel des Rp+1, in welche wiederum in geeigneter Weise
die Oberflidche der Einheitskugel des Rg+1, die zu z4 hom&omorph
ist, stetig und injektiv als echte Teilmenge eingebettet werden
kann. Sei k: 29-3zP diese Einbettung. Falls f: 0=zP > 0' der
HomSomorphismus zwischen O und O0' ist, so vermittelt kof eine
stetige und injektive und somit nach (1) hom&omorphe Abbildung
zwischen 0=2ZF und k(0') < ch:zp. Dies widerspricht jedoch (4),
dag zFP zu keiner echten Teilmenge hombomorph sein kann.
Sei nun 0czP. Dann kann aber wiederum wie im Beweis von 4.13
0cC RP o.B.d.n. angenommen werden. z9 ist homomrph zur Ober-
fldche der Einheitskugel von Eg+1 und, da gq<p, gilt: g+1 < p.
Somit ist, wie oben, 79 stetig und injektiv durch k in die Ein-
heitssphire des RrP einbettbar. Diese ist aber als Rand der _
offenen Einheitskugel nirgendsdicht in ®RP (I 1.19(3)) und wiederum
muB, wie gehabt, ¢ = k(0'} # @, Widerspruch!, gelten.
(6) Wire B # ¢, so wilirde der Homdomorphismus zwischen B und C,
eingeschridnkt auf Bo, einen Hombomorphismus zwischen BO und ¢°
vermitteln. Einen solchen kann es jedoch nach (5) nicht geben!

Es ist sehr wohl mdglich, das c® # ¢ (das Innere bzgl. m9 gebil-

det!) ist. Z.B. ist B = {xEJRBE x12 + x22 =1, Xy = 1\ aus
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c - "XG,R3 ;x12 + x22 =1, x5 = 0" durch Translation erzeugbar,

C besitzt Jedoch als Teilmenge von R2 (die x3—Koordinate wird

einfach weggelassen!) genommen innere Punkte.

4.16 Bemerkungen

{1} Aufgrund des Hombomorphismus zwischen rF und einem beliebigen
p-dimensionalen, normierten, linearen Raum Ep, P > 1, bzw.
zwischen deren ALEXANDROFFschen Einpunktkompaktifizierungen,
iibertragen sich die Aussagen von 4.14 nach Ep Ep (X 1,12).
Da die Aussagen von 4.15 aus 4.14 und Sitzen der allgemelnen
Topologie folgen, iibertragen sich auch alle Aussagen von 4.15
auf Ep Ep

(2) Aus 4. 15(4) folgt, das th1, die Einheitskugeloberfliche des

R", n = 2, die zu 2% homBomorph ist, zu keiner ihrer Teil-

mengen homoomorph ,Sein kann, da ein HomSomorphismus zwischen

st L und A s® =1 sofort einen HomSomorphismus zwischen einer

echten Teilmenge von Zn“‘I undg Zn—1 induzieren wiirde. Aus den-
selben Griinden kann keine topologische (n-1)-Sphire s™ 1 zu
einer echten Teilmenge Bc:Sn-1 homdomorph sein.

(3) Aus 4.15(2) folgt, das, falls A,B C zP (RP) zueinander relativ
homBomorph sind und aA° = @, auch B° = @ gelten muB. Insbeson-
dere folgt aus: A ist kompakt und nirgendsdicht (Eo = 29 = @),
daB B kompakt und nirgendsdicht ist.

(4) Seien Ek, Ej, k # j, zwei k-, bzw. j-Elemente in 2zP GRP).

Dann k&nnen Ek und Ej nicht zueinander hom&omorph sein.

Denn ein HomBomorphismus f zwischen ihnen wiirde sofort einen
HomGomorphismus f£' zwischen ihren Urbildzellen ck und cj,

die ja in rP enthalten sind, induzieren. ck und cj sind jedoch
Zu reguldren Intervallen des Rk bzw, c'ieS|Rj isometrisch. f'
wiirde somit einen HomBomorphismus zwischen dem Innern von ck
und cj induzieren. Nach 4.15(5) ist dies jedoch wegen k # 7
unmdglich.

(5) Seien Sj
Dann 51nd SJ und S

Sk zZu 'S hom&omorph ist. 'S:J ist aber zu 23 und Sk zu Z

k, k#j, zwei topologische k- bzw. j-Sphiren in zF (®P).

k nicht zueinander homoomorph da SJ zu 'SJ

k
hom&omorph. Ein Homoomorphlsmus 2zwischen Sk und S3 wiirde somit
einen solchen zwischen ZJ und Zk implizieren im Widerspruch zu
4.10.

(6} Falls E # ng, ein n-dimensionaler NLR iiber C bzw. E  seine AEP ist,

50 ist E bzw. Ew gemdB I 2.15 bzw. I 3.13 zu R bzw 22 hom&o-
morph. Alle Sitze, die im vierten Abschnitt bewiesen wurden und

deren Aussagen unter topologischen Abbildun

gen invariant sind,
gelten somit auch fiir E, da 2n > 2.
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Ac X
card A
A UB

Togologie

C'J\f L f\}/

o)
= 17 o k' o

n,
1

i

ke 3, n

Prinzipale
h

.

i
+h, +h7
1

h

r(h)
b(h), b(if})

nk
ER

k
o(h), o(hy)

37,

53’

53,

37
37

85
38

43

85

53

53
56
56

56

53
53

54
54
54
54

54
54

57

57
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nicht aufgefiihrt!

Gitter

G 56, 85

G' 85
W

G, 56
i

6> 107
|Gl 57, 85

Bi’ Bi(G) 56
e

Bi 107

Zellenkomponenten

p¥ 57
i

x(Q), r(Q) 57
J

Qi 68
J

+Qi 68

_ad

Qi 68

o{Q), O(Qi) 68
o,

+Qi 69
o

-Qi €9

Vi V(Qi) 67

Ii 56

+I, 58
i

-1, 59
1

+m,, +M,. 59

i
3

z & 108

i

Ki(C)' Vi(c)' V(Zi(C)) 74
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Zellen
* T n.<K 90
k
¥ 109 k k
T C;"}, 91
S5ck 97 172
x(c¥) 79 Ko ¥ T
1(ck) 79
l'ﬂ:k- 90
R{c) 78 ' '
D{c) 78 2K g7
Def (c) ' 78 ’a(z}; +‘i];) 107
Reg (c) 78
ke
c, = c, 58 dvk —xr -k 112
c, # c, 58 2vklen
xec °8 3k, 30 101
Ao ¢ 58
= k
c < A 58 ':Sk o 0 116
ANC # @ 58 %qu _ 117
Ereqg (c) 80
Regu (c) 80 k-Elemente, (topologische)
K " k-Sphéren
=-C, 81
. £X 147
+c7 81 y
k 'S 147
—Cm i 81 K
k. s 147
+cm,i 81
Ketten
'fk 89
.k k
- + 12 89
>k 109
["‘Lk 90
-Ik = T.k 89
n
K 89
=1
oK 89
S, ke 79
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NAMENS- UND SACHVERZEICHNTIS

Es wurden nur die speziell filir diese Arbeit entwickelten Begriffe

aufgenommen !
A .
"abgeschloffen" g Bestimmungszahl 54
dhnlich gelagert 2 ocbere - ' 67
Ahnlichkeitstransformation 2 untere - 67
duBerer {'-Ring 18 Bogen 33
ALEXANDERsches Lemma 131
ALEXANDROFF (sche) ¢
Einpunktkompaktifizie- Charakteristische Menge
rung (X ) 37 I, ~1;) >9
Topologie (Xw) 37 D
algebraischer Rand (Etk) 97 defekt (teilweise,
Anfangspunkt 33 total) 78
Defektachse 78
B Defektheitsgrad (D(c)) 78
BAIRE (scher) Defektindex (Def (c}) 78
Dichtesatz 23 Défektkomponente 66
Kategoriesatz 18 £f Qdicht a 15
Raum 20 Dichtesatz (BAIREscher-}23
berandend 116 ' |
beschrénkt E .
k-Kette 90 echte Verfeinerung 107
nach oben (Zellenkompo- : Eipheitssph&re 26
nente) 66 Einpunktkompaktifizie~
nach unten {Zellenkompo- rung (X)) : 37
nente) 66 (k-)Element (EX) 147
Zelle 79 Elementabbildung 147
Beschrankungsprinzipal 66 endlidher Punkt 37
Beschridnkungszahl (obere, Endpunkt 33
untere) 67 Entregularisat .
Bestimmnungsachse 54 {Ereg{(c)) 80, 87
Bestimmungsindex 54 entregularisieren 80
Bestimmungsmenge (B,) 56 erblicher § -Ring 18
Bestimmungsprinzipal 54 erste Kategorie 17
Bestimmungsrichtung 54 erster Punkt 24

efzeugendes Gitter - 85
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F
fett 17 kanonischer (er)
Fundamentallemma 126 Isomorphismus 31
Isonormismus 28
G . Kategofie ' 17
gelegen | 91 Kategoriesatz - 18 ff
getrennt 87, 131 Kette (k—Kette, ik) 89
Gitter (&) Kompaktifizierung 37
in ®° 56 Komplement eiher'k-Kétte
in 2° 85 (9 S e
i -Kompoﬁénte |
h, h% 57 ~ elner k—Ketté 95
+ A . unbeschrinkte - 154
Halbraum (+hy, ~hy) 34 goordinate
homSoisonorm 30 ‘eines Punktes aus RF 53
HomBoisonormismus 30 einer Zelle _ 66
homgomorph (relativ -) Koordinatenintervall |
Homéomorphismus (Relativ-) 2 (Ki(c)) _. 67, 74
. Koordinatenpunkt 79
Indexmenge (Ii) 56 L
innere Punkte (einer Zelle)83 Lemma |
Inneres (einer Zelle) 83 ALEXANDERsches - 131
Invarianz Fundamentallemma 126
der Dimensionszahl 168 £  J.tzter Punkt 24
offener Mengen 6, 171 ££f R :
des Randes T, 172 M
Isonormismus 28 'mager 17
Modellintervall 79
J .
JORDAN N
-abbildung 5 Nadhfolger (unmittelbarer) 57
-bogen . 33 négativer Halbraum (—hi) 54
-menge > _ negqtive Zéllenkomponente
-scher Kurvensatz 162 ££f (4Q?) ' 68
1 . ' _
X _ nicht getrennt 131
ke nullhomolog (Zyklus) 116
Element (EX) 147 5
Kette (z°) 89 obere (r)
Sphére ('Sk) 147 Beschrénkungsprinzipal 66
topologische - (Sk) 147 ZBeschrﬁnkUngSiahl 67
zelle (c®) 78 Bestimmungszahl 67
Zyklus (=K) 101 Halbraum (+h3) 54
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0 (Fortsetzung)

obere(r) (Fortsetzung!l) -
Randprinzipal _
Zellenkomponente (+Qi)

Oberflédche

Oberprinzipal

Offnungspunkt

Ordnungsindex (o{+), o(h),

o(Q}) 56, 57, 68,

P
positive (r)

Halbraum (+h&)

Zellenkomponente (+Q3)
prdkompakt
Prdzellen .
Prinzipal (h, hY, hl)

Cbhber-

Unter -
Prinzipalkomponente
Projektion
Punkt

Anfangs-

End-

endlicher -

erster -

letzter -

uneigentlicher -

punktierte Umgebung von w

R
Rand (algebraischer,?rrk)
Raum (BAIREscher -)
rechtwinkliges Gitter (&)
reguldr
teilweise -~ (Zelle)
total - (Zelle)
Regularisat (Regu(c)) 80,

regularisieren
Regularititsachse

Regularitédtsgrad (R(c))
Regularitétsindex (Reg{c))
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67
68
26
67
11

54
68
39
85
54
67
67
66
53

33
33
37
24
24
37
37

97
20
56
66
78

78

80
78
78
78

£f

relativ homdomorph
RelativhomSomorphismus
Richtungsindex (r(h),

r(Q)) 54, 57, 69, 71
5
Satz
BAIREscher
Dichtesatz 23
KatégorieSatz 18
fGittertrénnunQSSatz_ 87

Invarianz foenér Mengen 171

JORDANscher Kurvensatz 162

Kettenr&nderzyklensatz 102
(k- )Sphére (' S } . 147

tQleogische_* s*) 147, 163
Sphirenabbildung 147
Sﬁreckﬁng . 36
Streckungsfaktor 36
Summe (modulo 2) zweier
k—Ketten (T + ) 89
T
Teilgitter (€;) 56
Teilkette 89
teilweise

- defekt 78

~ reguldr 78
Topologie

ALEXANDROFFsche - (X.) 37
topologische k-Sphare
(S ) 147, 163
total

- defekt (zelle) 78

- reguldr (zelle) 78

Trédger einer k-Kette ( Prki) 90
Trennung |
von Meﬁgen durch ein Gitter 87
von_?uﬁkten 131

£f

ff
£f




U
Umgebung
punktierte - von w
unbeschrénkt{e)
k-Kette |
Komponente
Zelle
uneigentlicher Punkt
unendlicher Punkt
unmittelbar
Nachfolger
Vorgénger
untere (r)

Beschrédnkungsprinzipal

Beschrankungszahl

Bestlmmungszahl

Halbraum (- h¢)

Randpr1nzipa1

Zellenkomponente (-QJJ
Untergitter

v

Variationsintervall

(Vif V{Qi)) -

Verbindungsstrecke (xy)

Verfeinerung. B
eines Gitters (¢*)
einer k- Keﬁté (*Tk)

Vorgdnger (unmlttelbarer)
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37

90

154
79
37
37

57
56

66
67
67
54
67
68
107

67
33

107
109
56

Vorzeichen (eines Halbraums)54

W
w

37, 85

z
Zelle (¢)
in ®P 58
k-zelle (c5) 78
in 2zP - 85
Zellenbaustein (PY) 57
zellenérmﬁglichend 66 .
Zellenkcmponente

Zerlegungspunkt ' 10
zerlegungspunktfrel 10 -
zugeordnet '
Halbraum 54
Zellenbaustein (P ) 57

Zellenkcmponente (+Qg) 68
zusammenhangend (k<Kette) 95
zweite Kategorle T
ZYklus F% ) 101



