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Als ich bei Professor Xuhn ein Thema fiir eine Diplomarbeit
erfragte, schlug er mir vor, die seiner Ansicht nach duBerst
knapp gehaltenen Ausfilihrungen iiber den JORDANschen Kurvensatz
im R", n eine natiirliche Zahl gréBer oder gleich zwei, in dem
Buch von M.H.A. NEWMAN "Elements Of The Topology Of Plane Sets
Of Points", Cambridge University Press 1964, - besagte Ausfiih-
rungen stehen auf den Seiten 128 bis 137 =, in eine besser leshare
Form zu bringen. Ich hoffe, dies ist mir hinreichend gelungen!

Ich m&8chte an dieser Stelle auf die Beweisskizze fir den
JORDANschen RKurvensatz im R2 aufmerksam machen, welche Christian
Pommerenke in seinem Buch "Univalent Functions™, Vandenhoeck &
Ruprecht, Gottingen 1975, auf den Seiten 31 bis 34 liefert.
Unter Verwendung funktionentheoretischer Hilfsmittel wird eine
Rohskizze flir den Beweis des ebenen JORDANschen Kurvensatzes
geliefert. Da jedoch mindestens einmal unverhohlen an die An-
schauung appelliert wird, (auf Seite 33, Teil (b) des Beweises
von Theorem 1.10), ist der Beweisgang noch keineswegs vdllig
korrekt. - Es wdre jedoch der Miihe wert, sich zu liberlegen,
ob nicht doch die M&glichkeit besteht, unter Umstinden auf dem
von Herrn Pommerenke aufgezeigten Weg zu einem eventuell kiirzeren
rigorosen Beweis des ebenen Kurvensatzes, zu gelangen. Da jedoch
Hilfsmittel aus der ebenen Funktionentheorie benutzt werden, ist
es fraglich, ob der Pommerenkesche Weg, selbst wenn es gelinge,
ihn in der Ebene zu einem einwandfreien Beweis des Kurvensatzes
auszubauen, auch fiir gréBere Dimensionen als zwei gangbar ist.
Zumindest dlirfte die Ubertragung in ungerade Dimensionen &uBerst
schwierig werden, da ch als Vektorraum iiber R die Dimensiocn 2n,
2n gerade, besitzt, |

Zum SchluB verbleibt mir noch die angenehme Pflicht, mich zu
bedanken. Zundchst mdchte ich mich bei Herrn Professor Kuhn fiir
die Themenstellung der Diplomarbeit bedanken. Ferner gilt mein
Dank den Herren Dipl.-Math. Hans-Dieter Wacker und Dr. Norbert
Steinmetz fiir den Hinweis auf die Pommerenkeschen Ausfithrungen

Uber den ebenen Kurvensatz.

Frdulein Luzia Kozulins hat dankenswerterweise die Illustration,

die trefflich geeignet ist, die Verzwicktheit mancher JORDANkurven
aufzuzeigen, angefertigt,
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Last, but not least, gilt mein besonderer Dank Herrn Dr. Dieter
Wrase. Als ein Einberufungsbefehl des Bundesamts fiir den
Zivildienst meinen StudlenabschluB gefahrdete, riet er mir zu,
diesen vor dem Verwaltungsgericht anzufechten. Ohne seinen
ermutigenden Zuspruch hédtte ich wohl nicht die Gelegenheit
gehabt, mein Studium unbehindert abzuschliepen! Dariiberhinaus
hat e stets mit groBem Interesse die Entstehung dieser Arbeit
verfolgt. Ich michte sie ihm deshalb widmen!

Karlsruhe, den 4. April 1980

Rudolf Sauner.
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UBERBLICK UBER DIE FRUHE LITERATUR ZUM JORDANSCHEN KURVENSATZ

Diese Aufstellung erhebt keinen Anspruch auf Vollstindigkeit!

Erster Beweis des JORDANschen Kurvensatzes:

(1] O. Veblen: Trans. Amer. Math. Soc. vol. 6 {1905), p. 83.
[2] 0. Veblen: " " " " vol. 14 (1913), p. 65.

Erster Beweis des Kurvensatzes filir den Rn:

[3] E. J. Brouwer: Mathematische Annalen, vol. 71 (1912), p. 134,

{4] J. W. Alexander: Beweis des JORDANschen Kurvensatzes,
Annuals of Mathematics, vol. 21 (1920), p. 180.

[5] J. W. Alexander: A proof and extension of the JORDAN-
BROUWER~-Separation-Theoremn,
Trans. Amer. Math. Soc. vol 23. (1922), p. 333;
in dieser Arbeit steht auch der Alexandersche
Dualitdtssatz (Thecorem Y auf Seite 343). |

[6] E. J. Brouwer: Mathematische Annalen, vol. 69 (1910}, p. 169.

Jerdans Beweisversuch des Kurvensatzes steht in:

C. Jordan: Cours d'Analyse, I, 2™ 2a., p. 91-99.

Beweise des JORDANschen Kurvensatzes unter eingeschrédnkten

Bedingungen wurden erbracht wvon:

[7] L. D. Ames: Bulletin of the American Math. Soc. vol. 10
(1910), p. 301.

[8] G. A. Bliss: loc. cit. Ames ([7]), p. 398.

[9] A. Schoenflies: Nachrichten der G&ttinger Gesellschaft der
Wissenschaften, (1902}, p. 185.

Math. Annalen, vol. 58 (1903), p. 195.

[10] H. Hahn: Monatshefte fir Mathematik und Physik, vol. 19
(1908), pp. 289 - 303.

In dieser Arbeit beweist Hahn den Kurvensatz fiir einfache

Polygone und korrigiert dadurch den Fehler in Veblen [1].

Ferner weist Hahn darauf hin, dal der Beweis von Theorem 28

in Veblens Doktorarbeit (Trans. Amer. Math. Soc. vol. 5 (1904),

p. 365) falsch ist; ebenso ist der Beweis von Theorem 9, p. 63

in Veblen[1] falsch.
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In Osgood, Funktionentheorie, Band 1 (erste Auflage) werden
auf Seite 131 die Beweisversuche filir den Kurvensatz, die dem
JORDANschen nachfolgen und dem Veblenschen in L1J vorausgehen,

aufgezdhlt.

[#1] N. J. Lennes: Amer. J. of Math. vol. 33 (1911), pp. 37-62.
Die folgenden Arbeiten betreffen die Invarianz der Dimensions-—
zahl des Gebietes:

[12] .. E . J. Brouwer: Beweis der Invarianz des n-dimensio-
nalen Gebiets, Math. Anal. vol. 71
(19212), p. 305.

[13] H. Lebesgue: Math. Ann. 70, p. 166 - 168.

[14] H. Lebesgue: Sur l'invariance du nombre des dilmensions
d'un espace et sur le theoréme de M. Jordan

relatif aux variétés fermdes.

Compt. Rend. Acad. Sci. Paris, vol. 152, (1911),

p. 841 - 843,

[15] L.E.J. Brouwer: Math. Ann. 70, p. 161 - 165.

In [2], p. 69 wird die Addition modulo 2 eingefiihrt.

In Brouwer [6] wird das Gebiet genauso definiert, wie es heute
noch iiblich ist. Jordan arbeitet in seinem Beweis des Kurven-—
satzes mit gegen die Kurve konvergierenden Polygonfolgen.

In allen Brouwer [6] bekannten und bis Veblen [1] ver8ffentlich-
ten Beweisen, sowelt sie sich nicht auf Sonderfille beschridnken
oder falsch sind, wird dieses Verfahren beibehalten. Erst von
Veblen [1] wurde ein Beweis gegeben, der die Kurve, statt sie
als Limes von Polygonen aufzufassen, gleich selbst in Betracht
zieht und mittels ihrer inneren Eigenschaften zum Resultat ge-
langt.

Schoenflies beschreibt in [9] die Erreichbarkeit. Brouwer

geht in dem Artikel: Uber JORDANsche Mannigfaltigkeiten,

Math. Ann. vol. 71 (1912), p. 320 weiter auf die Erreichbar-
keit ein und zeigt, daB die Schoenfliessche Erweiterung des
JORDANschen Satzes auch im n~dimensionalen Raum in Kraft bleibt.
Fr gibt jedoch in dieser Arbeit auf Seite 321 ein Gegenbeispiel
fiir den R>, daB die in der Ebene bestehende Umkehrbarkeit

der Schoenfliesschen Erweiterung nicht mehr gilt,

Schoenflies versuchte in den G&ttinger Nachrichten (1896)



Universitat Karlsruhe (TH) 7500 Karlsruhe 1, den 24, 03. 1981

Mathematisches Institut | Englerstrafie 2, Postfach 6380
Professor Dr. Harald Kuhn TE'S?E]WW'N%

Auszug aus dem Gutachten tiber die
Diplomarbeit von Herrn Rudolf Sauer

Thema: Der Jordansche Kurvensatz im RP

: In seinem Buch "Elements of thg_Topo]ogy.of Plane Se;s.of Points", Cambridge
i '\; University Press 1964, gibt M.H.A. Newman mit Hiffe-&Tgebraﬁscher”Méthpden_
einen Beweis des Jordanschen Kurvensatzes im Rz. ES wird erwdhnt, daf3 §iph
der Kurvensatz mit denselben Methoden auch im RP, p > 2, beweisen 14Bt. Da
die diesheziiglichen Angaben bei Newman nur skizzenhaft sind, erSChién es mir
sinnvoll, eine genaue‘Austhrung'déS'BeweﬁSééla1§ D{p1bmafbé1t'zﬁ.vergebeh.
Mit dieser Aufgabe habe ich Herrn Sauer betraut.

Herr Sauer unterteilt seine Arbeit in zwei Kapitel'
Kap. 1 besteht aus Vorbereitungen mengentopo]og1scher und funktionalanalyti-
scher Natur und befaBt sich insbesondere mit der A]exandroffschen Einpunkt-

kompaktifizierung.
In Kap. IT fiihrt Herr Sauer - " 0. Veblen folgend - die Homologie Modulo 2 auf
e einem Gitter des RP ein; definiert Zellen (h1er Punkte, Strecken, Rechtecke, ...},
~ faRt diese zu Ketten zusammen und macht die Menge der Ketten durch eine geeig-

nete Addition zu einer Gruppe. “Nach E1nfuhrung weiterer Begr1ffe wie Rand,
Zykel, Verfeinerung von Gittern kommt er zum Fundamentallemnma,
welches besagt, daf jeder k-Zykel Rand einer (k+1) - Kette ist (k < p). Nun
kann er das zweidimensionale "Alexandersche Lemma" und damit auch den Beweis
des Kurvensatzes in den Rp_ﬁbertragen. |

An den Anfang seiner Arbeit stellt Herr Sauer eine kurze lLiteraturiibersicht,
welche den Werdegang des Jordanschen Kurvensatzes beleuchtet. Er macht darauf
aufmerksam, daf erst durch Veblen 1913 die Addition Mod 2 eingefiihrt und die
Kirve s e T bst mit ihren innéren Eigenschaften in Betracht gezogen wurde -
vorher hat man die Kurve stets‘als Limes einer konvergenten Polygonfolge auf-
qefaBt, was fast zwangslﬁufig zu falschen Beweisen fiihren muBte. Den Erhard

. Schmidtschen:Beweis zitiert Herr Sauer nicht. Dafir erwéhnt er einen kurzen

Beweis von Ch.. Pommerenke-in dessen Buch "Univalent Functions". Dieser, Beweis

o S Peenldh M S Ramnain, ds., Ws\h (st ey
"*X""“""QQ““"’B““ fog W o M«M 5\\.( A Smpeqrodkna (13 AY | FE—G >
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ist nicht korrekt, weil er sich an-entscheidender Stelle auf die Anschauung
oeruft; und wenn er korrekt wiare, TieBe ar sich_woh1 nicht ins mehrdimen-

‘sionale Ubertragen, da er funktionentheoretische Hiltsmittel beniitzt.

Die Schwierigkeiten, welche sich einstellen, wenn man den Jordanschen Satz
in den Rp‘(p > 2) libertragen will, sind durchaus prinzipieller -Art und ent=
sprechen den in def Analysis zu beobachtenden Schwiérigkéiten-beim-Ubergang
vom zwei- zum dreidimensionalen. Wo z.B. beim Fundamentallemma die. Anschau-
ung als legales Beweismittel noch akzeptabel . ist, muB im mehrd1mens1ona1en'
streng analytisch argumentiert werden.

Herr Sauer hat eine bemerkenswerte Arbeit geliefert. Aus ihr sprechen einer-
seits seine ihm eigene Griindlichkeit, andererseits seine Fantasie. Die;Dar-
stellung ist sauber bis ins kleinste Detai] und die-grofen iusammenhénge
sind stets deutlich. Der gelungene Aufbau des. Kalku1s'in Kap. I1 zeugt von
mathematischem Fingerspitzengefiihl und von Befah1gung zu sel bstandIQem Ar-
beiten. Mag sein, daB das vorbereitende Kap. [ etwas zu ausladend aasgefa1-

r

len ist; die Arbeit als ganzes Ubertrifft Jedoch me1ne Erwartungen

Die Arbeit von Herrn Sauer wurde mit der Note 1,0 =.sehr. gut bewertet.
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128 .H.OH.O.H_LOQ# ‘OF 8ETS8 OF POINTS Y. 16
Ezercises. 1. If F is the union of an infinity of simple arcs in X,
with a common end-point but otherwise non-intersecting, €F is
connected, {If x and y are separated by F, cut off the part of F near
the common end-point, a4, by a point near a in each of the arcs, and
apply 162} - N e .

2. Let zand y be points of 23, F, a continuum, and F, any closed
8ot such that no set F, U C separates  and ¥,if Cis a component of F,,
Then F,\sF, does not separate x and y. [Neither F nor (by 14-3) F,
alone separates x and g, Let (¥)+{y) bound x, in ¥F, By 9-4-1
Kbrg~0in Z2-F C] - . o ST

N 3. Deduce 16-2 from .m“?..._..&mo 2. [Since each component of F,
...m meets at most one of F,, each component of F,\UF, is either a
- ...  component of F,, or the union of s component of F, and the com-
e _» Donents of .w._. that meet it. Use mwpﬁwﬁ L, p. 83}
m . 4 '#5. EXTENSION TO SETS OF POINTS IN 7
g : .

»Chapters vrand vir) are not essentially 2-dimensionalin character,

f\.:_.v e . .. - P PR
{ : an " The arguments ”ommm 1-4 (unlike. those that will be.used in
N ~
Qll

, and it will now be shewn how a large part of the theory of these

‘sections may be extended to. p-dimensional space. The definitions

and properties of gratings and celis require more formal treat-
ment, since they can no longer be seen by the inspection of two
or three possible cases in a diagram, but the rest of the theory
E:&m&ﬁu&.

The results of this section are not used in the rest of the book.

17. The inductive proof of the “fundamental lemma” (5-1)
started in two dimensions from a grating consisting of a g
square, but in p dimensions the analogous

“oubs” is already too complicated a figure
to form & convenient starting-point. We
therefore use a grating consisting of complete
linear (p-—1)-spaces, and not merely the
partscut off ina “cube ™. A typical grating
of the new kind in two dimensions is
illustrated in Fig, 41,
We first define gratingsin the open space
R,

ingle

Fig. 41

. . {20
V.17 SEPARATION THEOREMS

. incipal is used 1 f wom.dnm determined by
rincipal is used for a woe of po : )
Hwoﬂwﬁﬂwm = Rw A finite set of wd:a_m,m_.m in Rrisa énﬂuﬂﬁr Mﬁ
oratin, G. if it contains at least one principal (&, = R.L 0 ¢
ww&.«uém.. 3 , hc. We suppose the principals numbered in any way
re= 1,2 0,.,.P e
g .a.H- 3-“# LELS § qa- . . . sy -.». . “. m. a.#ommg oozqm“ mo*mﬁ
inct = termines three
Any principal £ = a de % . o
:gBm.W mrm principal itself, and the two closed M_Mmm MMMHMM <
and £, >a. If, for each principal 7; of G, one o
‘is chosen and called F}, the .ooEEo_n m.mi.m
T PPy... B _ .
t?a&aza is called & cell; and it is a k-cell if just p — kof the Fya

. ed
incinals. Since the P, ate closed convex sets all 8*_.? mnoamﬂwm ”
wﬁa ow.u¢mw.., and gince every point of L.mﬁ belongs, M“. own._om o
Mﬂ._mm.%woum_ o_o.mmﬁ.”bmﬁ.mwmoo determined by m;, the .

. .. -0 .‘mwﬁ.; o ) .

.e&ﬂ%ﬂo@ﬁﬁ% noticed that in a product W_ﬁm.: N:. ?m_.w wﬁw HHM

‘general mdwanmﬁoﬂm factors. For example, if F; i8 & =

_wm is £, < 2, then whatever B, ..., P, may be,

T PBPB..Py= PR Pu A

. tment is : implified by retal
tment is, however, mwowaw simp :

ANB mc“““umﬂnw.mwnﬂ_wpgoa. go that in the m;..o&aoﬂ mmMEmm.ow:M

wmmmmgﬂdwwwtmpum just one factor corresponding to each princip:

e mhmuaww.@on:mbmﬂ ww m equations and anap:mmw, mpaw

" mﬂms_moiw one coordinate, and is therefore the mmn ouﬂ%ﬂ

Bmwnﬁu.a mmmor coordinate range independently nruosmr o oMn am

,Sw Mm “ﬁwamm If the defining relations include m_.mm om t ..wum.o_.cm,_.o:

in . i is only one “ factor G

i = a or £, > &, since there is only ) . "

E&:n._m mmom M .H,Mm range of values of £, cannot ﬂrﬂ.omomm in %M.

@Enﬁﬁwsom ﬂo..n and hence includes at least one value HM WA_: .

Tt w“.n&mu 5._ & p-cell, where all the factors o.m. ﬂar e Mﬁom.

wﬂ m_wcw.ﬁ.:._. LB closed half-spaces, the :vnom..sa_u .c_. N o M_._lmm

?.o&sm open half-spaces—an open set 85@5..& int Moﬂ

mﬁ_ﬂb 1L, and the p-cell itself is the closure of this open set. et

=o?smu=‘oam that, for k> 0, a k-cell is the closure of an ope :

in some [k], and that & 0-cell is a point.

% The intersection or ~-product,

T AT T

IR 3.
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The following are simple consequences of the definitions.

(A) The only cells containing a cell P,F,... B, are those
obtained by replacing certain F, which are principals by corre-
sponding closed half-spaces. For in any other change at least one
half-space £, < a is replaced by £, > a or £, = a, In either case the
set no longer contains a point of £, < a and therefore by the last
paragraph, does not contain the given cell.

In particular, the specification of a cell in the form P, P,... B,
i8 unique,

(B) The only cells contained in P, P, ... P, are those obtained
by replacing half-spaces by the corresponding principals.

(C) If the Jk-cell A® is contained in the principal w there are
Just two (k -+ 1)-cells that contain A* but are not contained tn 7. The
cell A* is of the form n.X, where X is & certain “product”, The
only (%k+1I)-oells containing 4% are those
whosespecificationis obtained by changing
just one factor of #.X from a principal to * *
ahalf-gpace. If the factor = is not changed
the resulting set is in 7, Therefore the only .
cells of therequired typeare P_ X and P_X,
where P, and P_ are the closed half-spaces
determined by 7. Thess cells are different _
from each other, since, as we have geen,
they contain points on different sides of 7, (P=% k=1) X is shaded

In particular, every (p~ 1)-cell is con- Fig. 42
tained in just two p-cells,

Gratings in ZP, A rectangular grating in Z? is, by definition,
a rectangular grating in the subspace R, The k-cells are for k> 0
the closures in Z? of the k-cells in R?, The 0-cells are the finite
0O-cells of the RP.grating and w, the point at infinity. The symbol
P, P,... F,, may still be used to denote any cell except w, and on
this understanding (A), (B) and (C) remain true, except that w
belongs to all infinitet cells and no finite ones.

We now confine ourselves to gratings in Zr,

=l
-

18. A k-chain on a grating G is any set of k-cells of G. The sum
C% +C¥ of the chains CF and Of is the set of k-cells belonging

1 Ses footnote, p 101,

V.18 SEPARATION THEOREMS

to one but not both of them,
eomm

cells contained in wz ] *
.cells of C*. It follows 1mmed
Wom.a@amm is,if k> 0,8 k-chain with zero boundary,

an even number of vertices {0-ce

131

This addition is agsociative and
atative. §2P denotes the set of all p-cells, and
gCcr = Qr +CP.
i tof (k—1)-
k. of a k-cell A% (1 k< p)istheseto
e bt La. Mum (O is the sum of the voﬂ.w&mﬂmm MM. *%M
, o v that (C5+CE)® = CE+CE.
e o bon -p:&‘ ifk=90,
11s). The sum of any set of k-cycles
is evidently & k-cycle. .
18-1. If k>0, Ck is a (k—1)-cycie. .

MMHWOM.MMQES% m:%._omou:o prove the theorem when C¥ contains

only one cell.

:tion that the grating contains
(i) Tet k= 1. From the condition o or amaov o

at least one principsl parallel to (&, = (ome of which may be

that every 1-cell contains two vertices

Su.ﬁwv Suppose k> 1. It follows from remark (B} that if
Akt A¥,

ko X, where 7 and @, are
ther hanwﬂ apuﬂwwmw%mh& 79@%%@8. The only (k- :-oozm
i maﬁH and contained in Q,@. X are 4 @.uN an
aouﬁmpﬁﬁﬂm?.“ m“md« (k— 2)-cell of Ak is contained in just two
M_Mmawgﬁm of A*, which is therefore & cycle.

of C* is the union of ite k-cells. C*is maa;Mnxm
ted. and the components of any chain C* are

are the components of | C¥ - .H.r.mowmam
r) remain true,

The locus | C*}

if | C*| is connec o

hehains whose locl of

MEM M”@ 3.2, and the analogue of 3-3 (Fler|=

and are similarly proved. nemen

ing G* in Z7 is a refine \

i bﬂmwwmsmm a principal of G*. Clearly any two mHm,MEmM ”MMM M

a%mﬁon refinement. Suppose that 7y, Tz, cees T arethe p g

omﬂm and that G* is formed by adding & single sMﬂ %5_. e
. .s&r half-spaces @mi and Q7. The celis of G* (0

t of a grating G if every prin-

o RP, and with it the

fails for chains on B grating o s s of

+ This cass of 181 o e and v % i

important theorem that if
o,
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w} are the non-null sets whose
appending an extra factor 7
a cell of G, and may accordingl
or A*QC . Two of these T
is then A* itself, Thus
k-chain A% ;
ARG+ A*Qr .

m+1

We ma; i i
4 o ¥ write symbolically (in either case)

. , the sum of the mzwmm_ m@w
gtven symbolically by C*(Q4 ., + qu )
mit)

ms)e It
represented by a mhwmm&&m% NWMH%WE ey oo O
%zm of C* and therefore y
early | Qw {={C*], and for any two chains
3 (CY+ 05y = Ch, + Cy.
o %..Vﬁ.u & (k—1)-cell of A*Q+
stituting & principal for a half-

either a factor of A* or ¢ + itself space factor, which may be

Hence
(A4Q8 1) = &
\nd si iy, +1) - 4 ©H+p+hwa.3+_.
BT FRVED LW L
Hence, adding .

k f |
(4%) = me@ﬁtw..* me@ﬂ.iv-
= A%
By s 4 (@h 414+ Qmra) = (49,
ummation we find (C%)* = (¢
= ({*
. mw.www M.om.,.;am. thus mmgwmmwmm for mﬁ re :
»eingle principal may evidently be extended ste
i Hm.uw WH.& we have therefore proved *iop by step to any
. i3 & refinement
. ( mern of G, there
o .WMJO.“ M_: M.u a subdivided chain O mchﬂﬂwmwosmww gy
i Cly+C,, and (if k> 0) (C)* = mwﬁ IlI=ler,
o 1s justifies the introduction of th e
which the subdivided chain O% ;
symbol C* as its original on G "
The definitions of “T*~ F.Q: and “T*~ 1%
u. L)

Bam ' 3 s '
e as for the 2-dimensional case and Humo_.» oy oxo the

corollary still hold, and are similarly proved em 61 and its

finement by adjunction of

convention of pars. 6, b
on G* is denoted by the mm._‘u.._.w

V.18

mﬁom:oﬁ symbols are obtained by
m+1r ¥m41 OF @iy to the s

ymbol of
s &wm denoted by 4¥%n, ., A*Qt
ucts may be empty, and the ﬁwﬂm

T ach 4* of G is re
consisting either of 4* mﬁmﬁm”%a MM MMM M“QM 3.:”
o k-ce

w1 i3, by (B), to be found by
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19, The following lightly stronger form of the 2-dimensional
“Fundamental Lemma” is required (the only gubstantially new
argument in this section).

Theorerm 19-1. Let T* be a k-cycle on a grating in Z®, and let
a be a point not on e Ifogksp—-1, [*~0in ZP — ().

We may suppose k>0, gince the result is obvious if k= 0.
It may also be assumed (by 8 preliminary refinement of the
grating, Gy if necessary) that a is a vertex. The proof is by
induction on the number of principals of G,, and is trivial if
G, is & grating G, of the simplest type, with one principal in
each allowed direction; for G, bas only two vertices, which
belong to every cell, and hence a€| ™| or T* = 0.

Suppose then that the omission of & principal  of G, gives &
grating Gy (itself a refinement of G,) for which the theorem is
known to be true. Let Q. @- be the closed half-planes deter-
mined by 7. If a is & finite point, not in 7, let @ be that one of
Q,,Q_that does not contain a. Ifaemrora = w,let Q be one of -
T4 containing a principal of G, parallel to 7.

RBach k-cell of T*in belongs to just one (k+1)-cell in @, and
therefore if C¥+! is the sam of all such {(k+ 1)-cells, for all k-cells
of M*inm, [*+ (k41 is a k-cycle having no k-cell in 7. It follows
that it is the subdivided form ot G, of a k-cycle I'* on G, For it
could only fail to be so by containing one, but not both, of the
halves A¥Q, and A*Q_of» k-cell on G, Since these are the only
%-cells in G, that contain Akg but do not lie in 7, ib would follow
that the (k— 1)-cell A*r belongs to only one k-cell of T* + e,
which is impossible since this chain is a cycle. ¢+l does not
contain a. Forifais fnite and not in 7, it jsnotin @;ife =, all

cells of O%+! are finite; if aer it is not in Ck+1, since

#Qwﬁ_am_ﬁl.

o on G, not containing a, and so, by the

Thus T§ is a k-cyel
Ck+1 not containing &.

inductive hypothesis, bounds a chain
Hence, on Gy,
O+ + CEH)® = Okt aw+p+ %) = T, ’
fk=p-1,07+C} and its complementary chain are the only
chains bounded by Te-1 {cf. p. 107).
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20, Theorem 29

. -1 {(Alexander’

sels in ZP, and T* er’s Lemma). Let F,

boundsacain &Mﬂ wa,www&w O<ksp-2), sms._nms.w@w»wmnnﬂaw
o0 in €U OF,. i Then if O}14 CH~ 0 in 6(R, )

ﬁ Q*ATM g 8 A\h + N - ¥

by Q%+l Ok )-chain in €(¥, F,), o .

EM@ % i Mm_ Q” m.a. The closed rets _ Qwi_t_ huu ..MH Maﬂomﬁmuﬂv bounded

.ﬁwmc—w meets %3&03 Y mewamze.. Gx M& C oxi _.m_ 2 do not

G* that lie in %MW» these sets. If Cf+2 Mm..suw et MM.MPMO cob of
i and meet F, i : )-cells of

sional case, that the chain , it follows, just as in the 2-dimen-

Chety Cn,

2L »w set of points i

. pointa in Z? which i

Jj-eell i . ch is the home _

vocu&%& .MMMW a j-element, and denoted ﬂ%o%ﬁ o_w»..@ bounded
can be mapped topologically on 8. &?HMN i

“_
Mmm_

in B (Example 4
, p. 62), all j-
homeomorph of the unit .u.-mwrowmomcm are homeomorphic. The

I+1

Z8=1 inkH (j>0)

is called a topological j-sphere, and denoted by J?

Theorem 21-1, 1 ,
L] MM he .
k-cycle in €B/ @0@8&\‘“ tn Mw m_w j-element in 2
The proof is by i ’
¥ induction on j .
p-cycle in Z7 J. There ia onl
ﬂroﬂ_.mg“dw y Jmqu Q7 and therefore there M one b,on-b::
b 101 possible value for kis p— 1. If§ = 0, B0 none in CE:
. uam_u omﬁﬂnﬁ prevent I'* from boundi H._mml , £°18 & point, and
ppose, 1 . . .
¢han j dimen en, that the theorem is proved for elements o
bounaing o w:w.am. for all k less than p, but that H,MJ s of leas
K ombbmd yele in €E7. Then k cannot be p— 1, for th 18 & non-
. Hnbmma both the p-chains bound , 9 continuum
meeting re-1, nded Tu‘ ['*-1 without

V.21
Al on to Ef. A7 can be cut into two equal j-cells, Ala

& commeon {j

133

mHM.PHN.PH.HOZ HHHO?HE&
nd A3, with

~ 1)-cell A1, The seta .
B =fia]) end Ef=fl4)

are j-elements whose union is Ef and whose common part is the

0 both in €] and in ¥ E{—s8y

(j— 1)-element f (4i-1). If T*
bounds C¥+! in € El—the oyele O+t + C§*1 boundsin Z? — f(A"1)
by the inductive hypothesis, and therefore, by Alexander’s

Lemma, I'* bounds in ¢ BV E), ie. in @B}, contrary to the
agsumption. Hence ab Jeast one of the halves Ej} prevents I
from bounding.

The bisection argument used in 101 and again in 12:2 can now
be applied to shew that there is & point @ such that each of a
sequence of sets closing down on & prevents T'* from bounding.
This is impossible, for there is a chain C¥* in 7» — (a) bounded

by T*, and & small enough nwmm.vvoﬁ.roca of @ does not meet

Ox+1, We have thus reached & contradiction.

Theorem 21:2. If Jfisa topological j-sphere in Z°, then
(1) if kp—j—1every k-cycle in €J1 bounds in €J*;
(2) there exists & non-bounding cycle rr-i-1 in €J1;

(3) #f TP and Tp-1-1 are non-bounding in €F their sum
pounds in €J1.4%
The cage j = p— 1 of this theorem contains the direct general-

jsation of the classical Jordan’s Theorem, namely o topological
(p--1)-sphere determines two domaing in Zn», for (2) asserts the
existence of & non-bounding 0-cycle, of which two points must
belong to different residual domains, and by (3), if J22 separates
z from y and y from 2, it does not separate X from z, i.e. there are
at most two dorains. An example of the many other results
contained in the theorem is: in the residual set of a simple closed
curve in Z° there is at least one non-bounding 1-cycle.
The proof is by induction on j. Ifj =9, then the “sphere” J/
is a pair of points, & and b. (1) follows from 19-1 and 20-1,
with Fy = a, Fy = b; (2) states that any pair of points prevents
some (p— 1)-eyele from bounding—the boundary of any suffi-
ciently small p-cell with centre one of the points is such &
(p—1)-cycle; and (3) is the Theorem 6.4, for (p — 1)-cycles in Z#,
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Hun.cd.mnm 5Nm..o$uw 88 on
p. 109, Su
oo%%“a”wﬁ proved for “spheres %wmwmwwwﬁmwrwwmm theorem is
union of ¢ #.w.mwwmo. Ewmrg. of which J7 is s.wo P hmm_@cum. .
mHﬂ—meu GH.O.W: ~ . A o , is o
common part is the (5 C.mww%oum in £>0 and £ <0, whose

41

meﬂ“—. £ =0.

Thus J7 is the unjo:
i n of two j-elem :
wmm.__ws hmm&acwaommg,_ (j— H.W.mganwue.w umm and B, whose common
chaing b Mﬂg mmw-aw&o in €J%, and C¥+! and CF+ the (&
proved in 21-1 Mu ¥H, bounded by I'*, whose nmﬁmguﬁ v
bounds in Q.m?quo b+l *+P—(j—1)=1, the cycle thnmm_”ww
EQH der’ [ .UM.‘ the Enmﬁﬂﬂu.d.m Huuwwo.nmu. . 1+ 2
exander's Lemma, [¥ bownds in €71 o Y
awmmhmﬂﬂhwmﬂqm (). Let Of and C54 be, fori = 1, 2 :
OB 14031 d and ¥Z{ respectively, bounded by ﬁafb@i&.
bound in ,ﬂ.& Mmm_ _M.w bound in €51, for if it did ?UL. ﬂmw
y Alexander’s Lem t WO

Therefore, by the inductive .w%@o&rwm. MMMMHM‘ to hypothesis.

CH7+Op )+ (g% + CE )~ 0

in €J!-1. But thig expression i
Cp-1 - . on is also the sum o ~1 _
W.MM m,.”_% w»ﬂw,. which are chains, bounded by Mm%uf ML.._*.. %ﬁiﬁmdm
rp-i-1.r 1Tmu Hamwmneqo_.ﬂ - Hence, by Alexander’ £, in
(2) By ma : MQ n #J1. vs Lemma,
eyelo [5t in Mw“ Hﬁmﬁ hypothesis there exists 3 non-boundi
do not meet, and .nrmhnﬂohwwmw sets E{| I'>~/| and Ef | _._Mwm_
atin : efore a refinement, G*
M_H._. oo mmo“,mﬂwﬁr no o.a= meets both sets. Let 71 M,m Mum mom the
Co-1 isa 303-?\“«”%%%3& m_m a chain on G*, that meet, B znm” of
i i o bounding cycl in €., For i bownda G- i
€E{, a fortiori in MC«“THQ €8 not meet E{ and therefore bounds i .
Ef and therefore b ; m.Em CP~!+ (CP~1 + T'7~4) does not 8 in
s of thes © bounds in €&, a fortiori in €J/~1. § meet
. e cycles, namely ['v-1, ho . T ence the
hypothesis. » bounds in ¥J#-1, contrary to

This completes the proof of the whole theorem

R
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One part of the original J ordan’s Theorem is not contained in
21-2, namely that JP~1is the frontier of both its residnal domains.
This may be proved by the methods of part III of Jordan's
Theorem in E?, or as follows. Let a be any point of the unit
(p~ 1)-sphere in BEP, and let the points within & small (p—1}-
gphere with centre a be removed from the unit (p— 1)-sphere.
What remains is & (p—1)-element, whose f-image is a (p—1)-
element, E?-1, contained in JP~* and containing all points of it
save those in a small neighbourhood of b, = f(a). Two points,
z and y, that are separated by J?-1 bound a l-chain C' in
@EP-1, but they are not connected in ¢J7-1 and therefore C1
meets JP-1— E¥-1. By a lemma proved in the next chapter,t C
contains a simple arc with end-points z and ¥. The first point
of Jo-1 from z on this arcis & point of closure of the z-domain, and
‘the first from ¢ is a point of closure of the y-domain. Thus an
arbitrarily small neighbourhood of & contains points of both

domains, and therefore b belongs to the frontiers of both.

From 21-2 there follow, just as in §3:

Theorem 21-3, (Invariance of dimension num
R? cannot be mapped topologically on to Riunlessp=4q.

Theorem 21+4. (Invariance of open sets (Brouwer).) If an open
setin B is mapped (1, 1) continuously on lo the set E in RP, Eigan ,
open set, and the mapping i @ homeomorphism. :

" The proofs need only trivial modifications.

Theorem 9-2 fails if p>2, but a gpecial case of Alexander’s
Lemma is still that if Fy and Fy are non-intersecting closed sets in
77 or BP, and if zand y are connected in €F, and €F,, then they are
connecled in €(F, U F,). The proofs of the theorems in para. 14
are therefore valid in p dimensions without even verbal
alterations, .

- A “stronger form”’ of Alexander’s Lemma, analogous to 16-1,

cannot be proved, or indeed even stated, for general values of k

without introducing ideas which are beyond the scope of ﬁEm
through just as before, but

book. Only the case k = p—2 goes
the corollaries do not follow from this case; and indeed 16:2 and

its corollary are not true in R? if p>3.
t vi. pams. 1.

ber (Brouwer).}
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Generelle Vorbemerkungen

A © X bedeutet: A ist Teilmenge von X (A c X), aber es
existiert mindestens ein y aus X, welches

nicht in A enthalten istl!
card A bezeichnet die Kardinalzahl (Mdchtigkeit) von A,

A U B bedeutet, daB A und B leeren Durchschnitt besit-

zen. {Lies: "A disjunkt vereinigt mit B").
Statt A N B # ¢§ sagen wir auch: "A und B sind konjunkt".

"0.B.d.A" steht fiir "ohne Beschrinkung der Allgemeinheit";
"n.V." fir "nach Voraussetzung";

"i.W.z, V" fir "im Widerspruch zur Voraussetzung".

"Kuhn" bzw. "Heuser" bei Literaturangaben bezieht sich auf
das Skriptum "Einfiihrung in die Topologié" von Prof. Dr. H.
Kuhn (1. Auflage!) bzw. das Buch "Einfiihrung in die Funktio-
nalanalysis" von Prof. Dr. H. Heuser. Entsprechend bezeich-
net "Newman" das Buch "Elements of the Topology of plane
sets of points" von M.H.A. Newman.



I. Vorbereitende Sdtze

1. Vorbereitende Sitze aus der Topologie

Fiir diesen Abschnitt vereinbaren wir, daf sich Literaturan-
gaben der Form "5.6, p. 69" immer auf das Skriptum von Herrn
Professor Kuhn beziehen. Die Bezeichnungsweisen wurden in
Anlehnung an dieses Skriptum gewidhlt.

1.1 Satz

Sei X ein separabler, loka1bogenzusammenhéngender, topoclogi-

scher'Raum und O < X eine offene Teilmenge; dann besitzt 0

h&chstens abzihlbar viele Komponenten Oi; o = .U Oi' I cm.
1€l

Beweis:

Nach 4.3, p. 134 sind alle Kbmponenten von O coffen, also Ge-

biete, wegen des lokalen Zusammenhangs von X. Da X separabel

ist, gibt es eine abzdhlbare, dichte Teilmenge D; D n Oi + @,

Oi eine Komponente von O, wegen der Dichtheit von D und der

Of fenheit wvon 0i {s.0.). Ferner haben wir: (DnOi)n(Dan) =

Dn(Oian} =DN@ = @ fiir i#j. Aufgrund des Auswahlaxioms

kénnen wir somit aus jeder Menge DnOi genau ein Element bieD

1]

auswdhlen. Offenkundig vermittelt diese Auswahl eine bijektive
Abbildung zwischen der Menge aller Komponenten von C und einer
Teilmenge B von D, da die Komponenten paarweise disjunkt sind,'
B kann aber als Teilmenge der abzéhlbaren Menge D h&chstens

abz&dhlbar sein. g

1.2 Bemerkung

Der obige Satz gilt sicherlich in den separablen und lokalbo-
genzusammenh&dngenden Riumen Rn, n>=>1,

1.3 Definition

Sei ¥ ein topologischer Raum und A,B Teilmengen von X.
(1) Wir sagen "A und B sind in X #hnlich gelagert™ (zueinander

dhnlich gelagert), falls es eine topologische Selbstabbil-
dung f von X gibt dergestalt, daf f(a) = B ist. f wollen -
wir dann eine ﬁhnlichkeitstransformation zwischen A und B

nennen.

(2) Wir sagen "A und B sind beziiglich X relativ hom&omorph

zueinander"”, falls es eine bijektive Abbildung f: A - B
gibt,_welché einen Hom&&morphismus zwischen den topologi-
schen Teilrdumen A und B des topologischen Raumes X ver-
mittelt. £ werde ein Relativhomdomorphismus denannt. Falls

keine Verwechslungen zu beflirchten sind, sagen wir kurz:
B yvnd R sind 2neinander hom&omoroh . - B




1.4 Bemerkungen

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

Falls A eine Eigenschaft besitzt, welche unter topolegi-
échen Abbildungen invariant bleibt, ist notwendilg dafiir,
da8 B zu A dhnlich gelagert ist, das B dieselbe Eigenschaft
besitzt.

Aus "A und B sind &hnlich gelagert" folgt "A und B sind
relativ hom&&morph zueinander™, da die Einschrénkung der
Ahnlichkeitstransformation f zwischen A und B auf A mit B
als Wertebereich, einen Relativhom8omorphismus zwischen
A und B induziert.

Pie Umkehrung von (2) gilt nicht, da beispielsweise die
X-Achse des Rz via stereographische Projektion zur Ein-

1 des Rz, aus welcher der Nordpol ent-

heitskreislinie S
fernt wurde, homdomorph ist. Die beiden Mengen kodnnen im

R2 nicht dhnlich gelagert sein, da die x-Achse abgeschlog-
sen, 51\{Nordpol} aber nicht abgeschlossen im R? ist (1).
Sei X ein topologischer Hausdorffraum, A eine nichtleere,
kompakte Teilmenge und f: A -» X eine injektive und stetige
Abbildung von A nach X. f vermittelt dann eine bijektive
und stetige Abbildung zwischen A und f(A). f{A) ist als
Teilraum eines Hausdorffraumes selbst ein Hausdorffraum,
aus dem Satz von der stetigen Inversen (1.11, p. 100) folgt
somit, dag £ !: f(A) » A ebenfalls stetig, f daher ein
RelativhomBomorphismus zwischen A und f£(A) ist.

Sei X ein topologischer Raum und A,B,C Teilmengen von X.
Aus "A relativ homdomorph zu B" und "B relativ hom&omorph
zu C" folgt auch, daB A relativ homdomorph zu C ist, da,
falls fT-den Relativhomdomorphismus zwischen A und B, und
f2 denjenigen zwischen B und C bezeichnet, f20f1 einen
solchen zwischen A und C vermittelt.

Die Aussage "A ist relativ hom&omorph zu B" impliziert
natiirlich auch die Aussage "B ist relativ homdomorph zu A",
da, falls f ein Relativhom&omorphismus zwischen A und B ist,
£=' einen solchen zwischen B und A vermittelt. Da jede Teil-
menge A von X, via idX]A zu sich selbst relativ homdomorph
ist, ist die Relation "A ist relativ hom&omeorph zu B" eine
Aquivalenzrelation auf P(X}.

Ganz analog wie in (5) zeigt man, daB die Relation "A ist

dhnlich gelagert zu B" eine ZAquivalenzrelation auf P(X) ist.



1.5 Satz
Sei f: X » Y eine (nicht unbedingt stetige) Abbildung und

X = UZX,, X, offen; ferner sei'flxi eine offene Abbildung
i€eT :

von Xi nach Y; dann ist auch f eine offene Abbildung von X

nach Y.

Beweis:
Sei 0 € X eine offene Teilmenge von X. O=0NX=0n{ Y Xi)=
i€T
= U ONX,; ONX. ist fiir alle i€I offen in X und X..
. i i i
1€T
Nach 3,3(2), p. 7 ist aber f(oy = u f(OnXi); f(OnXi) ist

i€l

als Bild der in Xi offenen Menge onxi in ¥ offen; somit ist
auch _U f(OnXi)=f(O) in Y offen.

i€l o
1.6 Satz
Sei O cR eine offene Teilmenge von R. £f: 0 » R sei stetig
und streng monoton; dann ist f eine offene Abbildung wvon O
nach [R.

Beweis:

Sei v&€f (0);: wir miissen zeigen, daB noch eine ganze offene
€~Kugel um y in f(0) enthalten ist; o.B.d.A. kdbnnen wir an-
nehmen, daB f streng widchst. Sei nun x=f_](y); da O offen ist,
gibt es eine offene §-Kugel Ké(x) um x, die noch v8llig in 0
enthalten ist. Die abgeschlossene Rugel K5/2(X) um X mit Ra-

dius §/2 ist ganz in Ka(x) enthalten. Falls wir

e=min{|f (x - g)],lf(x + %)|} setzen, ist K_(£(x)), die offene
Kugel mit Radius € um f(x)=y noch ganz in f£(0) enthalten, da
einerseits wegen des strengen Wachstums von f(x) f(x - %) <

SE() < flx +3) fir alle t€K; /) (x), andererseits aber,

wegen der Stetigkeit und des Zusammenhangs von fﬁ/é(x) f alie

Werte zwischen f{x - %) und f{x + %) annehmen mup. a

1.7 Satz
Sei f: 0 > R, O ¢« R offen, injektiv und stetig, so ist f{(0)
in R offen. '

Beweis:

Die offene Menge O besitzt nach 1.2 h&chstens abzihlbar viele
Teilgebiete, welche als zusammenh&ngende Teilmengen von m1
offene Intervalle sein miissen (2.8, p. 125);: nach 2.2(3), p. 123

muf daher £, eingeschrinkt auf eine Komponente von O, streng wach-
sen, ist also nach 1.6 offen. 1.5 liefert dann die Behauptung.
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1.8 Definiticn

Sei (¥X,X} ein topologischer Raum.

Wir wollen A € X eine Jordanmenge nennen, falls A folgende

Eigenschaften besitzt:

Sei f: A » X eine beliebige XAX—stetige, injektive Abbildung.
Dann besitzt X~f(A) zwei Komponenten K, , X, mit £(A) = Rd K, =
= Rd K2. f heiBe eine Jcordanakbildung.

1.9 Batz

Sei Y ein zu X vermittels g: X - ¥ homdomorpher topologischer .
Raumt und A E X eine Jordanmenge.

Dann ist g(A) © ¥ ebenfalls eine Jordanmenge.
(Das Bild einer Jordanmenge unter einer. homdomorphen Abbildung

des Gesamtraumes ist wiederum eine Jordanmenge.)

Bewels:

Sei h: g(A) » ¥ eine Vg(A)V—stetige, injektive Abbildung, dann
ist 9"1]h(g(A)):=B' eine VB,X—stetige, injektive Abbildung von
B' nach X. Falls wir nun B=g~!(h(g(2))) setzen, ist g_10ho(g1A)

eine XAX—stetige, injektive Abbildung von A nach B, X~B besitzt
somit zwei Komponenten K,, K, mit B=Rd K ;=Rd K,; da g {(X~B)=
=q (X)~g (B)=Y~B', besitzt auch B' zweil Komponenten Ki=g{K1),
Ki=g (K;) und es gilt Rd g(K;) = g(Rd X,;) =g (B) = B', i=1,2,
weil g ein Homdomorphismus ist; somit ist auch g (A) eine Jordan-

menge in Y. -

1.10 Bemerkungen

(1) Falls A c X eine Jordanmenge ist, besitzt A selbst zweil
Komponenten deren Rand A ist, denn die identische Abbildung,
eingeschrdankt auf A, ist eine XAX—stetige,_injektive Abbil-
dung, deren Bild von A gerade A ist.

{(2) PFalls die Jordanmenge A eine kompakte Teilmenge des topolo-
gischen Hausdorffraumes X ist, so ist auch jedes Bild B von
A unter einer Jordanabbildung kompakt, und somit als kompakte
Teilmenge des Hausdorffraumes X abgeschlossen, X - B also
offen. Damit haben wir, falls X noch zusdtzlich lokalzusam=-
menhidngend ist, daB die Komponenten von X-B Gebiete gind
{4.3, p. 134); da B in diesem Falle Rand einer offenen Menge
ist, muB B nach 1.19(3) nirgends dicht sein.

(3} Das in (2) Gesagte gilt sicherliich flir jede kompakte Jordan-

. n
menge im R, n > 1.
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{4) Das Bild einer Jordanmenge A € X unter einer Jordanab-
bildung f ist sicherlich wiederum eine Jordammenge; denn
sei B=£(A) und h: B » X eine X X~ stetige, injektive Ab-
bildung, so ist hof eine X X stetlge Abbilddung von A
nach h(B}.

1.11 Definition

X sei ein topologischer Raum und O c X eine offene Teilmen-
ge. f: 0 » X sei eine stetige und injektive Abbildung von O
{als Teilraum von X) nach X.

Falls nun fiir glile derartigen Abbildungen und alle in X of-
fenen Mengen O gilt, daB £(0} in X offen ist, so wollen wir
sagen: "X besitzt die Invarianz offener Mengen". (Genauer:

die Invarlanz of fener Mengen unter stetig eineindeutigen Ab-
bildungen.)

1.12 Satz

Die Invarianz offener Mengen ist eine topologische Invariante.

Beweis:

Der zum topologischen Raum Y vermittels g: X » Y homdomorphe
Raum X besitze die Invarianz offener Mengen.‘Sei nun O0' eine

in Y offene Menge und h:0' - Y eine VO.V—stetige, injektive
Abbildung. Wir miissen zeigen: h(0') ist of fen,

Da g topologisch ist, haben wir: O:=g_1(0') igt in X offen.
s:=g_10h0(g[0) ist eine XOX-stetige, injektive Abbildung von

0 nach X; somit muB - da X die Invarianz offener Mengen besitzt -
s{(0) in X offen sein. Well g ein Hom@omorphismus ist, muB so-
mit auch g(s(0))=g(g oho(g[OJ{O)) =ho (g !0} (0)=h(0') offen in Y

sein. “ : o

Die Invarianz offener Mengen impliziert eine ganze Reihe in-

teressanter Folgerungen:

1.13 Satz

Der topologische Raum X besitze die Invarianz offener Mengen.

Dann gilt:

(1) Falls © € X offen und f eine stetige und injektive Abbil-
dung von O nach X ist, so vermittelt f einen Homdomorphis-
mus zwischen G und f(G) (als Teilriumen von X); insbesonde-
re ist f£(0} ein Gebiet, falls O ein Gebiet ist (Invarianz
des Gebiets).



(2) Falls £:E - X, E c X, E Teilraum von X, eine stetige und
injektive Abbildung ist, gilt:
£(E°) < (£(N°
Ist f~1:£(E) » E ebenfalls stetig, so gilt:
£ (E®)=(£(E))°

(3) Ist die Menge E in (2) abgeschlossen, und besitzt f eine
stetige Inverse, so gilt: f£f(Rd E) = Rd f(E) (Invarianz
des Randes). .

(4) Falls sich E < X stetig und eineindeutig auf B E X,
mit BO=¢, abbilden 1d8t, gilt auch EO=¢.

Beweis: _
(1) Aufgrund der Invarianz offener Mengen wird‘jede.in b:und
somit in X offene Teilmenge O' von O auf eine in X offene
Teilmenge f£(0') von f(0) abgebildet; f(0') ist daher auch in
£f(0) offen. f ist also eine offene Abbildung wvon © nach f{(0)
und daher, als bijektive, stetige und offene Abhildung von

O nach f(O) ein Homdomorphismus zwischen O und £(0).

(2) £(2°) < £(8), da E°
gen als offene Teilmenge von f(E) auch eine Teilmenge von
(£(E))°. Falls £7' stetig ist, haben wir auch £ ' (£(£)°) <
c (£ e m®mN°
(£(£))° c £(&%).

(3) RA E = E ~ E°, £(RAd E) = £(B~E®)=f (E)~E (E®)=f (E)~(£(E))%=
=Rd f(E), nach (2). a

(4) Falls f:E - B, injektiv und stetig ist, folgt nach (1),
falls Eo¢¢: Q*f(EO}E(f(E}}O=BO=Q, Widerspruch!

c E. f(EO} ist offen in X und deswe~

EO und scmit auch die Umkehr-Inklusion

n
1.13.1 Satz

Sei X+ ein kompakter und zusammenhingender topologischer Raum,
in welchem jede kompakte Teilmenge abgeschlossen ist, dér die
Invarianz offener Mengen besitzt. Dann ist X zu keiner echten
Teilmenge A, A als Teilraum von X aufgefaBt, hom&omorph.
Bewelis:

Sel f:X-A ein HomSomorphismus zwischen X und A; wegen der Ste-
tigkeit von f und der Kompaktheit von X muB f (X) =A kompakt, |
nach Voraussetzung somit abgeschlossen sein. Wegen der Invari-
anz offener Mengen ist A aber auch offen, A ist somit eine
offene und abgeschlossene echte Teilmenge desg Zzusammenhdngen-
den (!) topologischen Raumes X; nach 1.5, p. 119, muB somit,
da @ und X in einem zusammenhdngenden Raum die beiden einzigen

zugleich offenen und abgeschlossenen Teilmengen sind, A=¢ gelten

da AcX. Wegen X#@ und der Bijektivitdt von f mus andererseits
A+P gelten. Dieser Widerspruch liefert die Behauptung. o



1.13.2 Bemerkungen

(1)

(2)

(3)

(4)

Falls X ein Hausdorffraum ist, ist jede kompakte Teilmenge
von X abgeschlossen (1.6, p. 99}, somit kann, falls X ein
Hausdorffraum ist, die Voraussetzung "jede kompakte Teil-
menge von X ist abgeschlossen™ in 1.13.1 gestrichen werden.
Da der Rn, n>1, homéomorph zu jedem offenen in R" gelegenen
Intervall I<R" ist (1.30(2)) und dariiber hinaus ein zusam-
menhdngender Hausdorffraum ist, der die Invarianz offener
Mengen besitzt (II 4.14(1)), folgt aus (1) und 1.13.1, daB
R" nicht kompakt sein kann, da die Kompaktheit von R" der
Aussage von 1.13.1 widerspricht.

Da jedes kompakte Intervall ICRn, n>1, zu jedem in I ent-
haltenen kompaktén Intervall I' hom&omorph ist (t.30(1)),
andererseits jedes kompakte Intervall I zusammenhdngend
und ein Hausdorffraum ist, folgt wegen (1) und 1.13.1, daB

I die Invarianz offener Mengen nicht besitzen kann.

' Belsplelswelse ist [0,2) in I=[0,1]cR offen ([0,2)—( 1,2)0

nfo,11). {4 4) geht aus [0,2) durch die Translation x-x + %,
eingeschrdnkt auf [0,2), hervor. Diese Translation ist si-
cherlich eine injektive und -stetige Abbildung, die auf einer
offenen Teilmenge von I, némlich [0,2) definiert ist, und
ihre Werte in I annimmt. [1 4) ist aber als Teilmenge des
offenen Kerns (0,1) von I in T nicht cffen, da in jedem to-
pologischen Raum X eine Teilmenge O von TO, TcX, in T nur
dann offen sein kann, wenn sie in X offen ist (0T, © in X
offen ~ 0=0NT, somit ist O offen in T; sei umgekehrt OE"I'0

O offen in T ~ O=TN0', 0O' offen in X, 0T ~ O=(TNO')NTC=
TON0*, offen in X, da T°, 0' offen in X).

Genauso wie in (2) kann kein zusammenhdngender, kompakter
topologlscher Hausdorffraum X, der zu einer echten Teil-

menge A homdomorph ist, die Invarianz offener Mengen besitzen.

Im Laufe der Arbeit bendtigen wir auch einige Aussagen iiber

Zusammenhang und Rdnder, auf die wir im folgenden eingehen.
1.14 satz

Sei X ein topologischer Raum.

{1} AcX ist genau dann offen in X, falls & h Rd A = @; dies

(2)

ist offenkundig &quivalent zu R4 A c [A.
AcX ist genau dann abgeschlossen , falls R4 A c A,

Beweis:

(1)

Nach 5.3(2), p. 36, bilden fir Jedes AcX . die drei Mengen



AO, Rd A, ([A)0 eine Zerlegung von X. A ist genau dann offen,

wenn A°=A und deshalb muB A n Rda A =2°n R4 A = @ gelten.

Umgekehrt, falls A N RAd A = ¢, haben wir:

A=anx=2ana° 0 Ra a0 ([A)°) = ana® o AnRd 2 0 m0((n)
=@ n.v. can[a=¢

also A=AnAOEAO; da aber immer AOEA gilt, haben wir AEAOEA,

somit AzAO, A of fen,

(2) a abgéschlossen e [A offen, Da Rd A = Rd [A muB8 R4 A =

= Rd [A c [([A) = A gelten nach (1). Aus Rd A c A= [([a)
folgt Rd [A = R4 A c [([A) ~ [A offen (nach (1)) ~ A abge-
schlossen. b

1.15 Folgerung

A = X ist genau dann offen und abgeschlossen in X ("abge-
schloffen in X"}, wenn Rd A = @; &quivalent hierzu ist:

Rd A # § genau dann, wenn A nicht abgeschloffen.

Beweis: -
.Sei A abgeschlcffen ~ Rd A c [A, RA A c A, also ¢ cRd A ¢
cAn [a=g.
Umgekehrt folgt aus RA A = @: RA A N A = @ ~ A offen

@ = Rd Ac A ~ A abgeschlossen.
1.16_Satz _ °
Ein topologischer Raum X ist genau dann zusammenhingend, wenn
jede nichtleere, echte Teillmenge einen nichtleeren Rand be-
sitzt. (X zusammenhingend & Fiir alle PcAcX gilt RA A * @)

Bewais:

Nach 1.5, p. 119, ist ein topologischer Raum X genau dann zu-
sammenhidngend, wenn @ und X die einzigen abgeschloffenen Teil-
mengen sind, dies ist aber nach obiger Folgerung &quivalent
dazu, daB ¢ und X die einzigen Teilmengen von X mit leerem
Rand sind, ' o

1.17 Satz

Sei X ein topologischer Raum und 01, O2 in X offen. RAus

(R4 01) h o, + ¢ folgt 0, N 0, * @.

Bewelis:

Sei x€(Rd 01)n02 ~ x€02 ~ Es gibt eine Umgebung U von x, wel~
che noch ganz in O2 enthalten ist, und da x Randpunkt von O1

ist, mun Q*UHOTEUEOZ gelten, woraus sofort die Behauptung wird.
0
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1.18 Satz
Besitzt der Rand der Teilmenge A des topologischen Raumes X
innere Punkte, so kann A weder offen noch abgeschlossen sein.
(Afus (R4 A)O + @ folgt: A ist weder offen noch abgeschlossen!}

Beweis: ]

Sei x€(Rd A}O, d.h. es gibt eine Umgebung U von x, welche
noch ganz in RA A enthalten ist. U=UNX=UN{AU[2)=UnA U unla;
scwohl UNA, als auch UN[A missen nichtleer sein, da ja sonst
X innerer Punkt von A oder [A wire; somit haben wir: ¢@g+UNAc
cRd A N A ~ A nicht offen, @+UN[AcRd A N [A ~ A ist nicht
abgeschlossen (1.14).

1.19 Folgerungen

(1) Wendet man die Zerlegung in 5.3(3), p. 36, auf RE& A an,
so erhdlt man, daB ([Rd A)®=a°u([a)°, RA(RA A) und (RA A&)°
eine Zerlegung von X bilden. RA{R4 A) kann aber als Rand
der abgeschlossenen Menge Rd A aufgrund des obigen Satzes
keine inneren Punkte haben, muf somit als abgeschlossene
Menge ohne innere Punkte nirgendsdicht sein. Da X=AOU(RdA)OU
0([a)°vRA(RA A) gilt, daB RA(Rd A)=Rd A genau dann, wenn
(R4 A)%=@. Falls wir RA(RA(RG A)) biliden, muB diese Menge
mit RA{Rd A) iibereinstimmen, da (RA(RA A))°=@ (s.o0.!).
Aus denselben Griinden kann eine weitere Iterierung des
Randbildungsprozesses keine andere Menge als RA(R4 A)
liefern.

(2) Aus (RA A)°+@ folgt: A:@,X, A°cAcA, A also weder offen
noch abgeschlossen. Denn wire A=@,X, s0 gdlte Rd A=,
(Ra A)OEQ°=¢; widre A offen oder abgeschlossen und (R4 A)O#
+@ ergdbe sich sofort ein Widerspruch zu obigem Satz.

(3) Falls AcX offen oder abgeschlossen, muB (Rd A)O=¢ gelten
und Rd A muB als abgeschlossene Menge ohne innere Punkte

nirgendsdicht sein {1).

1.20 Definition
Sei X ein topologischer Raum; x€X heiBt Zerlegungspunkt von X,

falls X~{x} nieht zusammenhingt. Besitzt X keine Zerlegungs-

punkte, so scll X zerlegungspunktfrei genannt werden.

1.21 Bemerkungen

(1) Sei f£f: X»Y eine injektive und stetige Abbildung zwischen
den topologischen R&umen X und Y. Falls x€X kein Zerle-

gungspunkt von X ist, so ist f£(x) auch kein Zerlegungs-
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punkt von f(X). Zerlegungspunktfreiheit ist socmit insbe-
sondere eine topologische Invariante. Das Bild eines Zer-
legungspunktes unter einer topologischen Abbildung ist
wiederum ein Zerlegungspunkt. -

(2) Falls X mehr als zwe# Punkte besitzt und zerlegungspunkt-
frei ist, h8ngt X zusammen. Da ein einpunktiger Raum zu-
sammenhdngt und die leere Menge ebenfalls zusammenhdngt,
ist jeder einpunktige Raum zerlegungspunktfrei. Auch ein
zweipunktiger topologischer Raum ist zerlegungspunktfrei,
da jede einpunktige Menge Zusammenhdngt; ist er aller-
dings mit der diskreten Topologie versehen, so bilden
die beiden Punkte eine Partition und er hingt somit nicht
Zusammen.

(3) Jeder Punkt der reellen Zahlen ist ein Zerlegungspunkt;
(~o,x) | (x,®) ist eine Partition von R~{x}!

(4) Jede Jordankurve ist als topologisches Bild der zerle-
gungspunktfreien Kreislinie zerlegungspunktfrei (Satz wvon
Wilder).

(5) Jeder normierte lineare Raum dessen Dimension grdBer
gleich zwei ist, ist zerlegungspunktfrei (2.21(2)).

(6) Die Alexandroffsche Einpunktkompaktifizierung eines
nichtkoempakten, zerlegungspunktfreien topologischen Raumes
X ist zerlegungspunktfrei (3.12(2)).

Beweis.
(1) £XINE(x)=f£ (X~{x}) ist das stetige Bild der zusammenhin-
genden Menge X~{x}, alsc zusammenhingend. Falls x Zerle-
gungspunkt von X ist, ist X~{x} nicht zusammenhdngend; sei
nun g: X-Y eine topologische Abbildung, so widre, falls g (x)
kein Zerlegungspunkt von Y wire, g_1(Y\g(x))=X\{x} zusaminen-
h&ngend!
(2) Sei X={x,y,z}, dann gilt X=(X~{x}UX~{y}), (X~Ix})n
n{x~{yha{z}, x~{x}, x~{y} zusammenhidngend, also X zusammen~
héngend als Vereinigung zweier zusammenhdngender Teilmengen,
welche einen gemeinsamen Punkt enthalten. (1.11, p. 120).

Zum Beweis, daB keine eachte Teilmenge von ZP, p>1, der Alexan-~
droffschen Einpunktkompaktifizierung von RP zu zP homdomorph
sein kann, bendtigen wir einen Satz dariber, daB in einem zu-
sammenhdngenden topologischen T1-Raum X, der keine Zerlegungs-
punkte besitzt, die einpunktigen Mengen die einzigen abgeschlos-

senen Teilmengen sind, die durch Entfernen eines einzigen Punk-~

tes - eineg sogenannten Offnungspunktes - zu of fenen Mengen -
macht werden k&nnen, Zundchst einige Hilfssitze: g 7e
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1.22 Satz

Sei X ein zerlegungspunktfreier topologischer Raum. Dann be-
sitzt jede Teilmenge A mit nichtleerem Rand, welche nicht

von der Form {x} oder X~{x}, x€X beliebig, ist, mindestens
zweili Randpunkte.

Beweis.

Angenommen es gé&be ein y€X mit {y}=Rd A, dann gilte nach
5.3(2), p. 36, daB 2%, {y}, ({a)° eine Zerlegung von X bilden.
Wére ¢=Ao=([A}O, so gdlte X={yl} und keine Teilmenge von X
kOnnte die Voraussetzung erfiillen: sei daher 0.B.d.A. A°¢®.
Wire nun ({A)O=Q, 50 hdtten wir X=A00{y}, d.h. AO=X\{y}. Wire
A offen, also A=AO, wire die Voraussetzung fiir A wiederum
nicht erfiillt. Gilte aber aA%a - dies ist gleichbedeutend
damit, daB A nicht offen ist -, so hitten wir AO:X\{y}CAEX,
also A=X, wiederum erfiillt A die Voraussetzung nicht. Da
aber, wie gerade gezeigt, im Falle, daf A die Voraussetzung
erfiillt, AO,([A)O¢¢, bilden AO, ([A)O eine Partition der zu-

sammenhdngenden (!} Menge X~{y}. o

1.23 Satz

Sei X ein topologischer Raum und AcX habe die Eigenschaft,

daB A N Rd A o {x,y}, x+y. Dann gilt- flir alle a€A:

Rd (A~{a})n(a~{al)+@, A~{al kann nicht offen sein.

Beweis. .

(1) Ra(a~{a})=A<{aInT(A~({al)=AEAlanTAuTar.

(2) R4 A=AnTA. - |

(3) Rd A n A = An[AanA = (ABna)n(TAnA).

(4) TaclavlaT.

Sei a#x,y, so gilt {x,ylcA~{a} und semit {x,y}cA~{al; anderer-
seits {x,y} c R4 A n A c Tanaclac[au{at=1 (a~{aJ, swuma summarums:
Ax,ylea~{ainT (A~Tal)=rd (a~{a}) und somit @={x,y}cRd(A~{al)n
n(a~{a}). Falls 0.B.d.A. a=x, so sind die obigen Schliisse,

wenn man statt {x,y} {y} schreibt, unverindert durchfiihrbar
und somit gilt: @+{ylcRd(a~{x})n(a~{x}).
Aus 1.14 folgt dann die Behauptung.

1.24 Folgerung

Falls in einem topologischen Raum die abgeschlossene Menge A

mindestens zwei Randpunkte besitzt, so kann sie durch Entfer-
nen eines Punktes nie¢ht in eine offene Teilmenge verwandelt
werden, da A N Rd A 5 {x,y} und somit die Voraussetzungen
des obigen Satzes filir A erfiillt sind.



1.25 Satz

X sel ein zerlegungspunktfreier topologischer T,-Raum.

AcX sei eine mehr als einpunktige, echte, abgeslhlossene Tejil~
menge mit nichtleerem Rand. Dann bisitzt A mindestens zwei
Randpunkte.

Beweis.

Widre A das Komplement einer einpunktigen Menge {y} so miiRte,
da X~{y}=A offen ist (X ist ein T,-Raum!), A zugleich offen
und abgeschlossen sein, was nach 1.15 den Widerspruch zur
Voraussetzung Rd A=¢ nach sich z8ge; somit sind alle Voraus-
setzungen von 1.22 erfiillt und A besitzt daher mindestens

zwel Randpunkte.

1.26 Folgerungen

(1) Keine Menge A, welche die Voraussetzungen des obigen Sat-
zes erfiillt, kann Offnungspunkte besitzen (1,24).

{2) Sei X ein zusammenhdngender topologischer Raum, welcher
alle Voraussetzungen von 1.25 erfiillt und A eine echte,
abgeschlossene, mehr als einpunktige Teilmenge von X.
Nach 1.16 gilt dann Rd A # @ und A erfiillt somit die
Voraussetzungen des obigen Theorems, so daf A nach (1)
keine Offnungspunkte besitzt,

{(3) In einem beliebigen T,-Raum X gilt, das X~{x}, x€X beliebig
und {xI~{x}=¢@ offen sind. Somit sind in einem Raum der die
Voraussetzungen von (2] erflillt, X und die éinpunktigen
Mengen die einzigen abgeschlossenen Mengen, welche Off-
nungspunkte besitzen.

(4) Jeder Punkt der reellen Zahlen ist Zerlegungspunkt derselben.

Es gilt auch, daB jedes Intervall {(-«,al, [a,»), a als Off-

nungspunkt besitzt { (-«,a}, (a,=) sind offen!). Bus dieser

Tatsache folgt wegen (2) sofort, daB die reellen Zahlen Zer-

legungspunkte haben miissen, da sie ja sonst keine echten,
abgeschlossenen Teilmengen mit Offnungspunkten besitzen
diirften.

Wir ben8tigen spidter die Tatsache, daB je zwei beschrinkte, ab-
geschlossene, nichtausgeartete Intervalle des ®RP durch eine
topologische Selbstabbildung des ®P ineinander Ubergefilhrt wer-
den kdnnen, zwel kompakte, nichtausgeartete Intervalle des rP
somit zueinander &hnlich gelagert sind. Da jedes nichtausgear-
tete, kompakte Intervall des &P das Produkt p kompakter, nicht-

ausgearteter Intervalle des R1 ist, beweisen wir zundchst den

Satz, daB, falls Xy i€I, I endlich, eine endliche Familie
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topologischer Riume ist, und fi: XiaYi, iGI} eine endliche
Familie von Hom8omorphismen zwischen Xi und Yi, f = x fi

_ _ i€eT
ein HomSomorphismus zwischen X = «x Xi; und Y = x ¥, ist.
iel i€T
1.27 Satz

Sei fi: XiaYi, i€, I endlich, eine endliche Familie of fener

Abbildungen wvon Xi nach Yi' so ist auch f = x £, eine of-
ieT
‘fene Abbildung von X = x X. nach Y = «x Y.. (X,Y versehen
. i . i
iex 1€

mit der Produkttopologie der Xi bzw. Yi.)

Bewels,
Sei 0 offen in X, dies bedeutet, daB O= U Oj, OjEX, J beliebiyg,
- jEJ T ' )
0.= x 0F, o offen in X;r also £(0)=£{ U 0.)= U £(0.)=
Jier 3 3 jex 7 jeg

=ngf(i2Ié§)=ng i;Iiiigilf offen in X ais‘Vereinigung of fener
Mengen. offen in X, da fi(Oj) offen in Xi, wegen
der Offenheit wvon fi o
1.28 Satz
Sei fi: XiaYi, i€, T endlich, eine endliche Familie von Homdo-
morphismen zwischen den topologischen Riumen Xi und Yi. Dann
ist f:‘x fi ein Homdomorphismus zwischen X= x Xi und ¥= «x Yi’
ieT i€T i€T
wobei X und Y mit der Spurtopologie der Xi bzw. Yi versehen
sind.
Beweis.
Da alle fi bijektiv sind, ist auch ihre Produktabbildung f
bijektiv, da alle fi als Homdomorphismen zwischen Xi und Yi
offen sind, ist ihre Produktabbildung aufgrund des obenste-—
henden Satzes offen und da alle fi stetig sind, ist nach 4.11,

p. 65, ihre Produktabbildung stetig, f also ein Homdbomorphismus.
W]

1.29 Satz
Je zwel kompakte, nichtausgeartete Intervalle des m1 lassen
sich durch eine topologische Selbstabbildung des R1 ineinan-
der iiberfiihren.
Beweis.
Seien I1=[a1,b1], a,<b,, I2=[a2,b2], azcbz, zwel nichtausgear-
tete, kompakte Intervalle des R!. O0.B.d.A, kdnnen wir annehmen,
— = | - -
daB a1—a2 0, da f1(I1) bzw. f2(I2) das Intervall I [O,b1 a1] bzw.
Iéz[o,bz—az] ergibt, wobei fi(x)=x—ai, i=1,2. fi ist aber offen-
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kundig eine Bewegung des R1, somit eine Isometrie und ein Ho-

b, - a
méomorphismus. f({x) = BE———E— ist aber eine topologische
1

T

Selbstabbildung des m1, welche If in I! iiberfiihrt.

1 T2 o
1.30 Folgerungen

{1} Da jedes nichtausgeartete, kompakte Intervall I < rY

D _
die Gestalt I = «x [ai,bi} besitzt, gilt, dap falls
i=1

I' = «x [ai,bi] ein weiteres kompaktes, nichtausgearte-
) i=1

tes Intervall im RP ist, es zu jedem Koordinatenintervall
[a ,b ], i=1,...,p, eine topologische Selbstabbildung £
des m1 gibt, welche {a ,b 1 in [a ,b 1, i=1,...,p, uber-

P
fihrt. f= x fi ist dann eine topologische Selbstabbildung
i=1 .

des Rp, welche I in I' idberfiihrt.
(2) Jedes offene Intervall im RP ist zu RP homdomorph.

Wiederum genligt es die Behauptung filir jedes offene Inter-

vall desIR1 zu beweisen; zundchst sei I=(a,b) < R beschrdnkt.

Nach dem vorigen Satz 148t sich [a,b] topologisch nach

[- %,%] transformieren und die Einschrinkung der Transfor-
mation auf (a, b) liefert eine topologische Abbildung von
{a,b) auf (- 2 2) (-~ %1%} wird aber durch tan x topolo-
gisch auf R abgebildeti . Falls I sowohl nach unten, wie
nach oben unbeschr&nkt ist, gilt, daB I = R ist, und wir
brauchen nichts mehr zu beweisen: sei also o.B.d.A. I=(a,=)}.
Durch Translation um -a wird I in (0O, =) Ubergefiihrt und es
gilt, daB8 arc tan (O,m)=(0,%); (O,%) ist aber nach obigen
zu R homSomorph.

Wir bendtigen auch einige Aussagen iiber nirgendsdichte Mengen.
1.31 Definition

Sei X ein topolegischer Raum.

(1) AcX heiBt dicht in X, falls ANO#@ fir Jede nichtleere of-
fene Menge O (4.8(1), p. 34).

(2) AcX heiBt nirgendsdicht, falls die abgeschlossene Hiille von
A keine inneren Punkte besitzt ( (§)0=¢ ).
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1.32 Bemerkungen

(1} Jede Obermenge einer dichten Menge ist dicht, da, falls
A'SA, A dicht, A" NO>ANO*@ flir jede nichtleere offene Menge. 0.

{2} Falls X ein T1—Raum ohne einpunktige offene Mengen und A
dicht in X ist, gilt, das jeder Punkt aus X Haufungspunkt
von A ist. Denn, falls x€X, so hat jede Umgebung U von x
mindestens zwei Punkte, da X kein einpunktige offene Menge
enthalt. Also gilt: U~{x}=Unlx+@; da U eine x enthaltende
offene Menge 0 enth&lt, und Un[x20N[x+@ und [x offen, da
X ein T1—Raum ist, gilt ON[x=@¥, offen und somit
(Us{xH)na o (ON{x1)NA + @, da A dicht; somit muB x ein Hiu-
fungspunkt von A gein.

(3) Falls es in dem topologischen Raum X eine Menge A gibt der-~
gestalt, daR jeder Punkt von X Haufungspunkt‘von A ist, ist
A dicht in X und X enthilt keine einpunktigen offenen Mengen.

Widre nd&mlich x€X offen in X, so wdre {x} eine Umgebung von

X und wir hitten {x}~{x}=¢ und somit ({xI~{x}) nAa=@gna=@g, im
Widerspruch dazu, daB x'Héufungspunkt von A sein soll. Da
fir jedes yexX gilt, dan jede punktierte Ungebung von y mit A
nichtleeren Durchschaitt besitzt, muf jede nichtleere offene
Menge 0O, welche ja Umgebung aller ihrer Punkte ist, mit A
nichtleeren Durchschnitt besitzen, somit ist A dicht.

(4) Jede Teilmenge einer nirgendsdichten Menge ist selbst nir-
gendsdicht, da aus AcB, B nirgendsdicht, ACB, und somit
g () © <(B) “=¢ folgt.

1.33 Satgz
A <€ X dicht e [A besitzt keine inneren Punkte.

Beweisg.

A dicht ~ Jede nichtleere offene Menge hat mit A nichtleeren
Durchschnitt, Hitte [A innere Punkte, so existierte ein x€[a
mit folgender Eigenschaft: Es gibt eine offene Umngebung U' veon x
mit x€U'c[A, was sofort zu ANG" SAN[A=¢ fithrte, im Widerspruch
dazu, daB AnU'+@, da A dicht und U' nichtleer.

Sel umgekehrt ([A)0=¢; hieraus folgt, dag jede offene Umgebung
U jedes Punktes y aus [A mit A=[([A) nichtleeren Durchschnitt
besitzt. Jede offene Menge O, welche mit [A konjunkt ist, ist
nichtleer und offene Umgebung jedes Punktes aus Onla und desg-
halb mit A konjunkt (s.o0.). Jede nichtleere, offene Menge, wel-
che mit [A disjunkt ist, ist ganz in [([A)=A enthalten und somit
ebenfalls mit A konjunkt; somit haben alle nichtleeren offenen

Mengen mit A nichtleeren Durchschnitt und A ist somit dicht in X.



1.34 Satz
AcX ist genau dann nirgendsdicht, wenn [A eine offene und
dichte Teilmenge enthilt.

Beweis.

Sei A nirgendsdicht ~ (X)°=¢. Da ACA folgt [A=([a) C[A.

([A) ist offen. Wire ([A) nicht dicht, so exigtierte eine

nichtleere, offene Menge O mit on([a)° =@ ~ OC[{{A) =B ~ P+0c

EKO ~ A nicht nirgendsdicht, Widerspruch zur Voraussetzung.
Sei [A20, O offen und dicht. [0 ist abgeschlossen und be-

sitzt als Komplement einer dichten Menge keine inneren Punkte,

([o0)® «Q Es gilt AclO ~ AcAc[O, also A C([O) =@ ~ A nirgends-

dicht. o

1.35 Folgerung

Das Komplement jeder nirgendsdichten Menge ist als Obermenge
einer dichten Menge selbst dicht.

1.36 Satz
Fir jede nirgendsdichte Menge A gilt: Rd A = A.

Beweis.
Ra A = ANTA = AnX = & ([Aa=X, da [A dicht in X).

1.37 Folgerungen

(1) Da AcA fiir jede Teilmenge A eines topologischen Raumes X,

' ist jeder Punkt einer nlrgendsdlchten Menge B Randpunkt
dieser Menge. .

(2) Eine abhgeschlossene Menge C ist geanau dann nirgendsdicht,

wenn C = Rd C gilt.

Beweis.

(2) Sei C abgeschlossen und nirgendsdicht, dann gilt: C=C=Rd C.

Sei umgekehrt C=Rd ¢, dann muB C abgeschlossen sein, da Rd C

abgeschlossen ist. Rd C kann aber nach 1. 19(3) als Rand der ab-

geschlossenen Menge C keine inneren Punkte besitzen, somit gilt:

#=(Rd C)°=c®°=()°, C ist also nirgendsdicht. o

1.38 Definition

0

Sel X ein topologischer Raum und BeX; falls eine Folge (A J —1

in X nirgendsdichter Teilmengen existiert, dergestalt, dag
(=]

B = nEIAn' 80 wollen wir B mager oder von erster Kategorie nen-

nen. Falls B sich nicht als abzihlbare Vereinigung nirgends-
dichter Mengen darstellen 148t, heife B fett oder von zweiter

Xategorie.
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1.39 Bemerkungen .

{1) Jede endliche oder abzdhlbare Vereinigung magerer Mengen
ist mager, da jede ‘endliche oder abzdhlbare Vereinigung
abz&dhlbarer Mengen abzdhlbar ist.

(2) Jede Teilmenge einer mageren Menge ist mager, da aus AcB,
o0

B mager, A c U A r A  nirgendsdicht, und somit A = ANB

n=1

oo oo

=AN U A = UANA , ANA_, n=1,2,... nirgendsdicht
n=1 1 n=1 n n

als Teilmenge der nirgendsdichten Menge An, folgt.
Insbesondere sind auch beliebige Schnitte magerer Mengen
mager, da aus A=A2ﬁAk' AA mager, AEAk fiir jedes A aus A,
und somit A mager folgt; die mageren Teilmengen eines to-
pclogischen Raumes bilden somit einen &uBeren oder erbli-

chen o-Ring,

(3} "Magerkeit" bzw. "Fettheit" einer Menge sind topologische
Invarianten, da durch topologische Abbildungen nirgends-

dichte Mengen auf nirgendsdichte Mengen abgebildet werden,

Es gilt folgender auf Baire zurilickgehender, wichtige Satz:

1,40 Theorem (Bairescher Kategoriesatz)

Sel X entweder ein abzdhlbarkompakter, regulédrer topologischer
Raum oder ein vollstdndiger metrischer Raum.

Dann besitzt keine magere Teilmenge innere Punkte.
Kein nichtleerer Raum, der die Voraussetzungen erfiillt, kann
daher mager sein, da ¢¢X=X° flir jeden nichtleeren topclogischen
Raum X; jeder Raum, der die Voraussetzungen erfiillt, muf also
fett oder von zweiter Kategorie sein, daher der Name Kategorie-

satz.

Beweis.
Wir kénnen zundchst annehmen, daB alle nirgendsdichten Mengen,

als deren Vereinigung sich die magere Menge B darstellen 1&Bt,

abgeschlossen sind, denn sei etwa B= U An, An nirgendsdicht, so
=] oo : n=1

gilt: BC U A, und falls ( U A_)°=g, folgt hieraus sofort, da8

BOIQ n=1 n=1 "

Sei X zundchst ein abzdhlbarkompakter, regﬁlarer Raum, also
ein T1-Raum, in welchem fiir jedes x€X die abgeschlossenen Umge-
bungen von x eine Umgebungsbasis bilden (3.4, 3.5, p.86) und,
in welchem der Cantorsche Durchschnittssatz fiir beliebige Folgen

abnehmender, nichtleerer abgeschlossener Mengen gilt (4.5, p. 111).
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Sei ¢+0 eine beliebige nichtleere offene Menge,

Da A —Q haben wir: OO[A @, da [A als Komplement der nirgends-
dichten Menge A1 dicht lst (1.35).

Sei x1EOﬂ[KT.Imax1E[KT gibt es eine offene Umgebung U, von x,

mit U1nﬁT=¢ ([KT ist als offene Menge beispielsweise eine solche
Umgebung) . OnU1 ist eine offene Umgebung von x, und wegen der Re-

gularitit von:ﬁ Obermenge einer abgeschlossenen Umgebung F. wvon

1
Xqi also: F1 [ U1nO c U1 c [A Da F, eine Umgebung von x

1 1 ist,
gilt: (F1)O¢¢, (F ) n[A *Q, da {A als Komplement der nirgends-
dichten Menge A2 dlcht 1st.

Sei XZE(F1)Oﬂ[KE; dieselbe SchluBweise wie bei x, liefert uns
eine abgeschlossene Umgebung F., von X, mit:

o — — - — o

FoeFDynila, clan (a, =[(a

e

[A1

Induktiv in der oben geschilderten Art und Weise fortfahrend,

erhalten wir eine Folge (Fn), n € IN, von abgeschlossenen Mengen
n n
n[a = 1[(Ua&A).

c
- 1

mit FnEFn—TEFn—ZE"'EF1’ F

n 1

i=1 i=1
Da F1 als abgeschlossene Teilmenge des abzdhlbarkompakten Rau-
mes X selbst abzdhlbarkompakt ist (4.2(4), p. 109), erfiillt die

Folge (Fn) alle Voraussetzungen des Cantorschen Durchschnitts-
oG [==]

satzes (4.5, p. 111}, also gilt: ¢ %+ n Fn' Sei %€ N Fn; ange-

" o n=1 T n=1

nommen Xx€ v K; ~ Es existiert ein A mit xEX;; nun gilt aber

xEF s N [K_ c [K;, also muB, da die gegenteilige Annahme zu

==

dem Widerspruch x€A nia_ "Q fihrt, x€[ U A c [B gelten. Anderer-
n=1

seits gilt X€F, < 0, also x ON[B. Da O als nichtleere offene
Menge beliebig war, hat also jede nichtleere offene Menge mit [B
nichtleeren Durchschnitt, somit auch jede offene Umgebung jedes
Punktes aus B, woraus die Behauptung folgt.

Betrachten wir nun den Fall, daB X ein vollstdndiger metrlscher
Raum mit der Metrik d ist.

Nach dem Prinzip der Kugelschachtelung, 6.7 p. 170, ist die
Vollstdndigkeit von X Hquivalent dazu, daB jede abnehmende Folge
abgeschlossener Kugeln, deren Radien gegen Null streben, einen
nichtleeren Durchschnitt hat.

Da jeder Metrische Raum normal ist (2.8 p.146) und aus der

Normalitdt eines topologischen Raumes seine Regularitdt folgt
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{4.10{(1) p. 94), kénnen wir auch in diesem Fall annehmen, daB
flir jedes y€X die abgeschlossenen Umgebungen eine Umgebungsbasis
bilden. | | _

Sei O eine offene Teilmenge von X. Es gibt fiir jeden Punkt
X€0O eine e-Umgebung, €>0, Ka(x)={yEX[d(x,y)<£}, die ganz in O
enthalten ist. .

Sei y€K_(x)=O. Wie oben haben wir: KE(X)H[KT¢Q. Sei dann
-x1€K5(x)n[A1; wie oben existiert eine abgeschlossene Umgebung

F, von x, mit F1EK8(x)n£A1gon[A1.

Da (F1}o¢¢ (F1 ist eine Umgebung von x1!) existiert ein €,>0
<ON[Ey, K, (x,)n[A,+p ([A,

mit Ka
1

ist dicht!).

Sei X €K, (x1)n[XE, dann existiert wiederum eine abgeschlos-
1
sene Umgebung F

1

von X, mit F25K€1(x1)n[A2, (K81

eine offene Umgebung wvon x11), (F2)o¢¢, da F2 eine Umgebung von

2 2 (xq)ﬂ{Az ist

. \ . . \ . o
ist. Wiederum ex1st1ert ein g,»0 mit K82}x2)§(F2) EE25K81{X1)0

nia, c [a; 0 [A, = [(AB, VA, K_ {x,)cF,
Eo

Sei e, =-min(e,,e,), dann gilt Ksz(xz)EKsz(xz)gK82I
SKsz, (X,Z)EFZE[ (A, U B,y

Induktiv so fortfahrend, erhalten wir eine abnehmende Folge abge-

(x,) ¢

schlossener Kugeln, deren Radien gegen Null streben (widhle
min(an_T,sﬁ) €1 €4

E_ = < & ——
n n - n — n

-» 0 flir n - «), dergestalt, daB
—_— n_
Kan(xn) = [ig1§n .
Da nach dem Prinzip der Kugelschachtelung (6.7 p. 170} der
Durchschnitt dieser Kugeln nichtleer ist, erhalten wir genauso
Wwie im ersten Beweisteil, dafi, falls x in diesem Durchschnitt

enthalten ist, x auch in ON[B enthalten sein muB, wiederum also
BO=¢ gelten muB. o

1.41 Definition, Bemerkungen

(1) wir wollen einen nichtleeren topologischen Raum, in welchem
die Aussage des Baireschen Kategorieatzes gilt (Jede magere

Menge besitzt keine inneren Punkte) einen Baireschen Raum

nennen; Bairesche Riume sind von zweiter Kategorie, da sie



(2)

(3)

(4)

innere Punkte besitzen.

Die "Bairizit3t" eineg topoclogischen Raumes ist topologisch
invariant, da "Magerkeit" (1.39(3)) und Leerheit des Inneren
einer Teilmenge topologisch invariant sind. Aquivalent zu unse-
rer Definition ist offensichtlich, dag jede offene Teilmenge
von X fett bzw., daB das Komplement jeder mageren Menge dicht
ist (1.33).

Der Beweils des Baireschen Kategoriesatzes beruht im wesentli-
chen darauf, daB wir zu einem Punkt X, der nichtleeren Menge

on[ﬁ_, n=1,2,..., eine Umgebung U, finden k&nnen dergestalt,

o0

dan nu #Q und U :[( U A ) gilt; jeder topologische Raum X,
n=1 i=1
in welchen es mdglich ist, zu einem Punkt der auf alle Fille

nichtleeren Menge on[K; (0@, [K; dicht!) eine dergestaltige
Umgebung Un zu finden, ist ein Bairescher Raum, da alle iibri-
gen Schlisse ansonsten ungedndert weiterlaufen.

Beispielsweise sei X ein regulirer topologischer Raum mit
der Eigenschaft, daB8 jede offene Menge O eine abzihlbarkom-~
pakte Menge A, deren Inneres nicht leer ist, enthilt. Wenn
wir im Beweils des Kategorlesatzes in der offenen Menge On[A
eine abzahlbarkompakte Teilmenge A mit inneren Punkten wahlen,
werde x1€A cOﬂ[A1 genommen. Wegen der Regularitdt von X liauft
dann die ganze weitere Beweiskette genauso wie cben weiter
(wdhle F1§AO§A); solche topologische Riume sind somit eben-
falls Bairesche Riume. Hieraus ergibt sich sofort, das lokal-
kompakte und regulire Réume Bairesche Riume sind, insbesondere
also lokalkompakte Hausdorffrdume, da nach 3.5(1), p. 107,
lokalkompakte Hausdorffriume vollstdndig regulidr und somit re-
guldr sind.

Die {ibliche Form, den Baireschen Kategoriesatz fiir vollstédndige

metrische Réume zu formulieren, siehe etwa 6.8, p. 171, folgt

oD

sofort aus der hier gew#Zhlten, da aus X= U A ' A abgeschlossen
n=1

und Q#X, X vollstdndig, sofort fiir mindestens ein A ¢+ etwa A '
(A ) #Q folgen muB (wire fir alle n (A ) —Q, 50 ware X mager
und wir hédtten den Widerspruch Pex=x° —Q). Somit muB mindestens
ein xEA eine ¢-Kugel besitzen, welche ganz in A, enthalten ist.
Insbesondere gilt K (x)cK (x)cA “A ’ Am enthidlt also sogar eine
abgeschlossene Kugel (51ehe Heuser, 31.7, p. 149),

Jeder nichtleere kompakte Hausdorffraum X ist eln Bairescher
Raum, denn er ist nach 2.2(4), p. 102, lokalkompakt (1).



(5)

(6)
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Jeder h&chstens abzihlbare Bairesche T1—Raum X besitzt minde-
stens eine einpunktige offene Teilmenge; denn wire keine ein-

punktige Teilmenge von X offen, $o wire X= { {xn}, x ~abge-
' n=1
schlossen und nirgendsdicht, somit X von erster Kategorie, im

Widerspruch dazu, daf kein Bairescher Raum von erster Kategorie
sein kann. Deshalb kann kein h8chstens abzdhlbarer, mehrpunkti-
ger Bairescher T1-Raum X zusammenhdngen, da, falls x€X offen

in X, x|X~{x} eine Partition von X bildet. Damit ergibt sich,
da Jjeder Bairesche T1—Raum X, welcher eine Menge A enthilt
dergestalt, daB jeder Punkt von X Hdufungspunkt von A ist,
Uiberabzdhlbar sein muf. da ein solcher Raum nach 1.32(3) keine
einpunktige offene Menge enthalten kann. Somit miissen die reel-
len Zaﬁlen, als vollstindiger metrischer Raum, dessen Jedes
Elemnnt Haufungspunkt der rationalen Zahlen ist, iiberabzihl-
bar sein. Ebenso muB jeder mehrpunktige, vollstandige und zu-
sammenhdngende metrische Raum, insbesondefe die reellen Zahlen,
jedes abgeschlossene Intervall der reellen Zahlen, jeder Banach-
raum, der ein- oder hdherdimensional ist (Jeder normierte lineare
Raum ist zusammenhdngend (2.23(2)), tberabzihlbar sein. Da 50—
wohl die Vollstidndigkeit, wie aﬁch der Zusammenhang der reellen
Zahlen eine Konsequenz des Vollstdndigkeitsaxioms sind, und Zu-
sammenhang und Vollstédndigkeit der reellen Zahlen deren #berab-
zdhlbarkeit implizieren, kdnnte man das Vollsténdigkeitsaxiom
ebensogut "Uberabz&hlbarkeitsaxiom" nennen.

Jeder abzdhlbare, kompakte Hausdorffraum X mug eine ganze Folge
paarweise verschiedener offener Punkte enthalten (ist X endlich,
SO mufl X als endlicher T1—Raum mit der diskreten Topclogie ver-
sehen sein, jeder Punkt von X ist dann offen in X), denn da er
mindestens einen offenen Punkt X, enthalten muB (s.o.). ist
X1:=X\{x1} abgeschlossen und somit als abgeschlossene Teilmenge
eines kompakten Hausdorffraumes selbst ein kompakter Hausdorff-

raum. X1 enthdlt somit einen in X, offenen Punkt x.. Da aber X

als Komplement der abgeschlossene; Menge {x1} in Xzoffen ist, ;UB_
auch X, in X offen sein; induktiv in der beschriebenen Weise fort-
fahrend, erhalten wir eine ganze Folge {xn} in X offener Punkte.
Jede abz&hlbare, kompakte Teilmenge K eines topologischen Hausg-
dorffraumes X, welche ja in der Spurtopologie von X ein kompakter
Hausdorffraum ist, besitzt somit eine ganze Folge isolierter
Punkte, da ein Punkt einer Teilmenge A eines topologischen Raumes

¥ genau dann ein isolierter Punkt ist, falls er in der Spurtopo-

lggie offen ist. pa Jeder metrische Raum ein Hausdorffraum ist,
gl;t das eben Gesagte insbesondere fiir jede abzdhlbare, kompakte
Teilmenge eines metrischen Raumes.
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1.42 Satz (Bairescher Dichtesatz)

In einem Baireschen Raum X ist das Komplement jeder mageren
Menge nicht leer, dicht und fett.

Beweis.

Sei B eine magere Teilmenge von X. Dann mufB X~B nichtleer sein,
da sonst X=B, X mager gilte im Widerspruch dazu, daB jeder
Bairesche Raum fett ist. Aus demselben Grunde muff X~B fett sein,
da X~B mager den Widerspruch X=BU (X~B) mager als Vereinigung
zweler magerer Mengen nach sich z8ge. X~B muB dariiberhinaus

dicht sein, da BO=¢ wegen der Bairizitdt von X gilt (1.33). o

1.43 Folgerungen, Bemerkungen

{1) Die irrationalen Zahlen liegen dicht in den reellen Zahlen,
da wegen des Zusammenhdngs der reellen Zahlen keine ein-
punktige Menge offen sein kann {siehe 1.41(5)) und die ratio-

‘'nalen Zahlen als abzihlbare Teilmenge somit mager sind.

(2) Besitzt ein Bairescher TT-Raum X eine magere dichte Teilmenge
D, so kann er keine offenen Punkte enthalten, da D als dichte
Teilmenge mit diesen nichtleeren Durchschnitt hitte, sie al-

g0 enthielte, und somit keine magere Menge widre. (D= T a :
n=1
An nirgendsdicht; ware x in X offen, so gilte @+ {x}InND={x} ~

~ XED ~ xEAm ~ xE(Am} ~ Am nicht nirgendsdicht. }

(3} Das Komplement jeder mageren und dichten Teilmenge D eines
Baireschen Raumes X kann keine F&-Menge, D kann keine Ga—Men—
ge sein.

(4) Auch die iibliche Form des Baireschen Dichtesatzes fiir voll-
stdndige metrische Riume ( siehe etwa 6.9, p. 172) folgt aus

dem obigen Satz.

Beweis.
(3} B=X~D hat als Komplement der dichten Menge D keine inneren

Punkte. Widre B= U Fn’ Fn abgeschlossen, so gidlte fir jedes Fn:
n=1

(Fn)0580=¢, also wire jedes F  nirgendsdicht, B also mager. Dies
ist aber ein Widerspruch zur Voraussetzung, da X als Vereinigung
der beiden mageren Menge B und D selbst mager sein miifte. Ware

D eine GG—Menge, S0 miBte B=X~D eine F —Menge sein als Komplement
einer Gstenge. Insbesondere sind die rationalen Zahlen keine
GG_’ die irrationalen keine F —Menge

(4) Sei X ein Bairescher Raum und (G ) eine Folge in X offener

und dichter Mengen, so ist G= § G dldu:ln}ﬁ daulAﬁ%bGn,n=h2,“.,
n=1 1
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ist nirgendsdicht als Koamplement einer offenen dichten Menge (1.33) und so-

mit gilt XN6=X~A G = U xG_= ¥ A := A, A ist aber als ab-
n=1 n=1 n=1
zdhlbare Vereinigung nirgendsdichter Mengen mager und somit X~A=

=G dicht in X aufgrund des Dichtesatzes.' o

Wir bendtigen einige-Tatsachen und Begriffsbildungen lber Bdgen;
unter BOgen (bezeichnet mit I') wollen wir dabei dgenau wie in
2.3(1), p. 124, stetige Bilder eines kompakten Intervalls I =

= [a,b] € IR in einem topologischen Raum X verstehen; eine Abbil-
dung £: I-X mit £(I)=T soll Parameterabbildung heiBen, f(a) sei
der Anfangspunkt, f{(b) der Endpunkt von T. Wir sagen auch: "T
verbindet f{(a) mit £(b)". Ist f sogar eine topologische Abbildung
von I nach I', versehen mit der Spurtopologie von X, so wollen wir
I' einen ﬁordanbogen nennen. Jeder Bogen ist als stetiges Bild der
kompakten Menge I kompakt und abgeschlossen, falls X ein Haus-
dorffraum ist.

1.44 Definition

Seil X ein toplologischer Hausdorffraum, T ein Bogen in X und @*AcX
eine nichtleere abgeschlossene Teilmenge von X. £f: [a,b] =» X sei

eine Parameterdarstellung von I'. Falls ANT#*@, so gilt Q*f_1{AnF)E

< [a,b] und daher existiert m=min f_1(AﬂT)3a und M=max f_1(AnT)§b,
da ANT abgeschlossen ist.

f{m} nennen wir den ersten Punkt von I' auf A, vom Anfangspunkt
-aus gesehen (den letzten Punkt von I auf A, vom Endpunkt aus be- .
trachtet) und f(M) den letzten Punkt von I auf A, vom Anfangspunkt
aus betrachtet (den ersten Punkt von I auf A, vom Endpunkt aus be-
trachtet).

1.45 Satz .

Sei T ein Bogen des topologischen Hausdorffraumes X und @+A eine
abgeschlossene Teilmenge von A, welche den Anfangspunkt nicht
enthdlt. Falls nun, mit den Bezeichhungen der obigen Definition,
y der erste Punkt von T auf A, vom Anfangspunkt aus betrachtet,
ist, so gilt, daB y Randpunkt, der von Anfangspunkt des Bogens T
bestimmten Komponente von [A, ist.

Beweis.

Sei f: [a,b]+X eine Parameterdarstellung von I'; da y=Ff (m) #f (a)
und m=min f_1(FnA), gilt fiir alle t mit a<t<m : f£(t)€[A. f|[a,t]
ist ein Weg, der f(a) und f(t) verbindet, also liegen f£(a&) und
f(t) in derselben Bogenkomponente von [A, welche wiederum als
zusammenhdngende Teilmenge von [A in génau einer Komponente X

von [A enthalten ist. Diese enthilt aber f(a), den Anfangspunkt,
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ist alsc die von f(a) bestimmte.

Sei U eine beliebige Ungebung von y; dann ist f_1(U°) eine in
[a,b] offene Menge, welche m=f-1(y) enthdlt. Da m»a und f“1(UO)
of fen, enthilt f_1(UO) Punkte, die links von m liegen, also klei~-
ner als m sind; sei t, ein solcher, dann gilt: KIf (£ JEE(E (UO))E

<u CU- andererseits gllt vE€Ac[K, y€U, somit y€Rd K. o

Ganz entsprechend beweist man:
1.46 Satz
Sei X ein topologischer Hausdorffraum, P+AcX eine nichtleere
abgeschlossene Teilmenge von X, welche den Endpunkt von T nicht
enthalt;

Falls y der erste Punkt von T auf A, vom Endpunkt aug betrachtet,
ist, so gilt, daB y Randpunkt der vom Endpunkt des Bogens T be-
stimmten Komponente wvon [A ist.

1.47 Bemerkungen

Aus dem Beweis der beiden vorherstechenden Sitze geht sofort hervor,

daB y auch'Randpunkt der von f({a) bzw. f(b) bestimmten Bogenkompo-
nente ist. -

1.48 Satz

I sel ein reguldres Intervall des RP; dann ist jeder Punkt aus

I URATI Berlihrungspunkt des Inneren von I. (T=1°

.)

Beweis.
‘'Falls x aus IO brauchen wir nichts =zu beweisen; sei alsc o.B.d.A.
P : | 1

X aus Rd I. I= «x Ii' Ii ein Intervall des R, i=1,...,p. Wire
i=1 ’

fiir jedes i=1,...,p X die i-te Koordinate von x, ein Punkt aus

0 w . e} 0 .
Ii ¢ B0 wWare X ein Punkt aus x Ii € I°. Seien also etwa Xy or

i=1 3
j=1,...,k<p, aus Rd I, (wdre ein X, aus ([Ii )OE{I__.L ¢+ 8o ldge
J ] J J
X nicht in I= x I, ) 0.B.d.A. kénnen wir annehmen, dag Ii =[xi ,bl,.
i=1 ] j

Xy <b. Dann gilt filir jedes e¢>o0, daB Ketxi )nIiO £ 0 (KE genommen

3 J J '

in der euklidischen Metrik des Rq). Trivialerweise ist flir jedes
£>0 Ks(xi)ﬂlio*ﬁ fir alle X;s welche in IiO gelegen sind. Somit

P P
gilt fiir alle ¢>o0: @ x Ka(xi) n x I,°. K ist aber gerade die

d=1 ) d=1

:=K = IO
Kugel um x mit Radius ¢ in der Maximummetrik des Rp, woraus die
Behauptung folgt. n
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1.49 Bemerkung

Spidter (II 1. 28@))werden wir sehen, daB jede p-%Zelle eines Git-
ters G des RP ein regulares Intervall des RF ist; somit gilt die
Behauptung von 1.48 fiir jede p-Zelle eines Gitters in RF.

2. Vorbereitende Sitze aus der Theorie der normierten linearen

Réume

{0}+E bezeichne durchwegs einen normierten linearen Raum tther

.

K = R oder € mit der Norm

2.1 Definition
Sei (E;

5 := {XEEI l[x[| =1} werde die Oberfliche der Einheitskugel oder
Einheitssphire der Norm
E~{O} » 8

genannt.

p: x werde die Projektion von E~{0} auf die Einheits-

X b

sphdre genannt,

2.2 Satz
X

(1} Durch x~y (mod S) e pix) = .”X[i = ”ng.z ply}) wird auf

E~{0} eine Aquivalenzrelation erkl&irt. Aus x~y folgt, dan
X und y linear abhingig (l.a.) sind.
(2) Falls

Einheitssphire der Norm

1 eine weitere Norm auf E ist, und §' die

X~y (mod S) & x~y (mod S').

1 bezeichnet, gilt:

(3) Die Projektion p von E~{0O} auf die Einheitssphire S ist
surjektiv und stetig; es gilt dariiberhinaus: pls = idg.

Bewels.

(1) DaB eine Kquivalentrelation vorliegt, folgt daraus, daB

die Gleichheitsrelation eine Aguivalenzrelation ist. Aus Xey

folgt lyltx - llxlly =0, |Ixll, Iyl +o, ﬁin X,y ﬁny-
2 H*H HXH’ “ ]| YTl H © TR T -

- i - Y o also ” H, - u'ﬁfi] B = - -

= *H§+P—; die Umkehrung wird genauso gezeigt.
1

(3) Sei x€X ~ ||x]} =1 ~ p(x) = ”ﬁﬂ = % = X, also ist p surjektiv
und p]S:idS.
Sei {xn) eine Folge mit X,2x#0. O0.B.d.A. k&nnen wir annehmen, daB

xn¢0, da fast alle xn in einer den Nullpunkt nicht enthaltenden
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€-Kugel um x liegen miissen. Nach Heuser 6.1, p. 52, gilt HxnI]+

X
n X . , .
- fx = -+ ist somit stetig.

2.3 Bemerkung

Nach Schubert, Topologie, 1.6, p. 156, ist S ein Retrakt von
E~{0} und somit bogenzusammenhingend, falls dim E > 2 oder
E ein NLR ilber € ist (2.21(2)).

ju]
2.4 Hilfssgatz
Sei E ein normierter linearer Raum und x,y#0. Dann gilt:
X = Y & Fs gibt X aus R, A,p>0 so, daB Ax=uy.
B3] [yl] g de r ArH ’ Y
Beweis.
X ’ _ .
=T = T~ xlyll= lixlly, 2= fiyli>o, u= Ix|l>o.
_u x _ _O/uyy _ _(AW/w)ey
-3 = I ] = = Ll = - = da
AROIARSY X = 3y S TR T oAyl T Tl y T T T
ru=|r/ul|, weil X,p>o. ' .

2.5 Satz

Sei E*{0} ein normierter linearer Raum und y#0 ein Vektor aus E.
X sei ein beliebiger Punkt aus E, dann enthdlt jede e€-Kugel um x
einen Vektor, der der linearen Hiille der Menge {x,y} angehdrt.
Beweis.

Sei €>0 beliebig, dann leistet x + %'Wiﬂ das Gewlinschte.

2.6 Folgerung

Sel BCACE, wobei A einem Unterraum U von E der Koaimension eins
dhnlich gelagert ist (1.3(1)), so gilt B®=g.

Beweis,

Da bei topologischen Selbstabbildungen eines topologischen Rau-
mes das Innere jeder Menge in das Innere der Bildmenge liberge-
fihrt wird, gehﬁgt es den Satz filir den Fall, daB U ein Unterraum
der Kodimension eins ist, zu beweisgen.

Es gibt eine Hamelbasis M von U, welche sich zu einer Basis von
ganz E erweitern ldgt (Heuser, 4.1, p.38); da codim U = 1 geniigt
hierzu ein einziger Vektor b#0, der ein Basisvektor des Komple-
mentdrraumes U' von U ist. Sei x aus U. Wire x innerer Punkt von
U, so miiBte eine £-Kugel um X ganz in U enthdlten sein, etwa K=

. N b .
KeO(X)EU' Nun haben wir aber, dan z—x+{eo/2)ngﬂ in K enthalten

ist, b sich jedoch aus M, der Basis von U, xnicht linear kombinie-
ren ldB8t. Da 2z sich somit aus M nicht linear kombinieren 14Bt,
kann z auch nicht in der linearen Hiille von M, welche ja U ist,
liegen.
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Da U keine inneren Punkte besitzt und somit dasselbe auch von A

gilt, kann auch B als Teilmenge von A keine inneren Punkte be-

sitzen.

2.7 Folgerungen

(1) Jede abgeschlossenen Teilmenge R einer Menge A, welche die
Voraussetzung von 2.6 ‘erfiilit, ist nirgendsdicht in E.
(R°=(R) °ca®=p.)

(2} Jeder echte Unterraum U eines normierten linearen Raumes E
besitzt keine inneren Punkte, da er in einem Unterraum der
Kodimension eins enthalten ist. Somit ist jeder abgeschlos-
sene echte Unterraum nirgendsdicht, insbesondere auch jeder
echte endlichdimensionale Unterraum, da nach Heuser 10.5,
p- 70,jeder endlichdimensionale Unterraum abgeschlossen ist.

(3) Keine Menge mit inneren Punkten kann somit vdllig in einem
echten Unterraum enthalten sein und jede Teilmenge eines

echten Unterraums besitzt keine inneren Punkte.

2.8 Satz, Definition

-

Sei E ein normierter linearer Raum iiber K mit der Norm |
Falls '[

[.

] eine weitere Norm auf E ist und P, P4 die Projektio-

nen von E~{0} auf die Einheitssphédre bzgl. || bzw. ||+ 1 be-
deuten (2.1), so leistet
E +E
f: 0 -0 eine bijektive Selbstabbildung von E,
y*0 > |[y[l; «p(y)
dergestalt, daB fiir alle y aus ENlEW I=llyll, unallf(y)]=a
genau dann, wenn”yﬂ[1=a gilt. Ihre Umkehrabbildung ist
E - E
£: o+ 0 .
y+#0 > |ly|lp, (y)
f werde der kanonische Isonormismus zwischen (E, iy ) und (E,|{- |},

f derjenige zwischen (E,||- D und (&, 1)genannt.
Beweis.

Ewll= || gy lp o <1y, - oo l=Tly, 1 -

IEwll=a = || livil, p)||= a e llyll,y dlpwll=a « llyll, =a.

f ist surjektiv!

Sei z aus E, dann gilt z=f{-H§+F~ z).
1

f ist injektiwv!

Sei f(x)=f(y). Falls f(x)=f(y)=0, so muB x=y=0 gelten, da jedes
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von G verschiedene z aus E auf ein Eldment aus E~{0} abgebildet
wird.

Sei also f(x)=f(y)#0. Dann muf nach dem obigen x,y#0 gelten,

somit haben wir: f(x)=Hx]h “ﬂﬁﬂ =Hy]h .H§T]= f(y). Nach 2.4
HX|[1 [1Y1]1

gilt dann aber, da =’ Ie3 > 0, Wgﬂ = ”%ﬂ' woraus nach

2.2(2) ”%T'l = ”%”—-1 folgt.. Wire y+x, so miiBte somit iyl +

'#|x]|; sein und somit £(x) = “y|yl-n§ﬂ *“X[L|°ﬂ¥ﬂ = ”XlLl'ﬂgﬂ =

= f(x). f(H§+% y) =y =£(f(y)), also ist F die Umkehrabbildung
von f. ! o

2.9 Bemerkungen

Durch f ‘werden die abgeschlossenen (offenen) Kugeln in

1 um

den Nullpunkt mit Radius r>0 in die abgeschlossenen (offenen)
‘|
Ebenso werden die Punkte gleichen Abstands r>0 vom Nullpunkt
[1 durch f auf die Punkte mit Abstand r>0 vom Nullpunkt
| abgebildet. Dasselbe gilt mutatis mutandis von f, wel-

Kugeln in | transformiert, f ist somit im Nullpunkt stetig.

in |

in

ches somit auch im Nullpunkt stetig ist.

Es erhebt sich die Frage, unter welchen Bedingungen an

[
1
|| £ bzw. T stetig sind. Eine Antwort darauf gibt der fol-

gende Satz:

und |

2.10 Satz

Sei f der kanonische Isonormismus zwischen (E,
Falls |-
ist f stetig.

ist (siehe Heuser 7.5, 7.6, p. 57),

).

h stdrker als ||« |

Beweis. -

Wir miissen zeigen: Hf{yn)-f(y)|]-+0 falls Hyn-y1[1-+ 0.
Da f aufgrund der vorigen Bemerkung im Nullpunkt stetig ist,
kdnnen wir y+0 und somit o.B.d.A. Y,*¥0 annehmen, da fast alle

Yn in einer den Nullpunkt nicht enthaltenden ¢-Kugel um y enthal-
ten sein miissen,

Da Hyn—y||1 * O, gilt nach Heuser, 6.1, p. 52, HynH1 +nHy[“ ]
[
Hyn—y][-+0. Somit gilt nach 2.2(3): ply,} > ply) und daher
f(yn}%]ynH1- ply,) +[[y[|1 'Ply) = £(y) gemds loc. cit..

-

und, da

stdrker ist als

, folgt aus “Yn'Y!Lf*O auch

a
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2.11 Folgerungen, Definitionen,'Bemerkungen
(1) Falls auch 1 1
dquivalent sind, folgt, daB auch f, der kanonische Isonor-
“Ib und (&,||-]l,), stetig ist. pa F=£ ',
vermittelt dann f einen Homéomorpbismus Zwischen (E,[ 1)
und (E,
genannt.
(2) Seien (E,||-

und f£:E > E, ein Homdomorphismus dergestalt, daf Hf(y)[h =

L] L] * L]

und somit

stirker als | ist,

mismus zwischen (E,

*

); er werde der kanonische Homdoisonormismus

) und (E1,H-]h) zwei normierte lineare Riume

=Hy]|fﬁr alle y aus E, f somit ein HomGoisonormismus, dann
wollen wir E und E-1 zueinander hom&oisonorm nennen.
Nach (1) sind also (E, h) und (E,
|+ |+ || einander Hquivalent sind.
(3) Da in einem endlichdimensionalen normierten linearen Raum E

+|) zueinander homdo-

isonorm, falls und

alle Normen einander &dquivalent sind (Heuser 10.2, P. 69},
sind (E,/|+|) und (E,|}-] |

1 Zueinander homdoisonorm, falls dim E <o,

1) fir alle mdglichen Wahlen von

und |
(4) Es gibt durchaus Fille, wo der kanonische Isonormismus k

k .aber nicht stetig ist. Beispielsweise sei E=Cl[a,b], der

zwischen (E,

) stetig, seine Umkehrabbildung

Raum aller auf [a,b] € R stetigen Funktionen;

b
= max |f(t) |, = [ |£(t) |dt; sicherlich ist |
t€la,b] a

b
||, da aus £ ~£ll, ~ o £ £ (t)-£(x) |at <

1

stdrker als

< ela=-b| folgt fiir alle n, fir welche an—fH1 < e gilt,
Somit ist k nach dem obigen Theorem stetig. k, die Umkehr-
abbildung von k, kann aber unméglich stetig sein, da hieraus
sofort folgte, das (E,||. h) und (E,] -

sind. (E,||- h) ist aber vollstdndig und somit von zweiter Kate-

) zueinander homdomorph

) magér ist. Magerkeit ist aber eine topo-
|
Oxtoby, Measure and Category, p. 43; der dortige Beweis ist
zwar flir Rla,b] durchgefiihrt, falls wir aber g = fO + 2(2M+1)k,
k die unten skizzierte Funktion, setzen, gilt Hfo—gH312M+1)e,

Y

1 -
| | i

1 ] 1
a a+({e/2) a+te b

rie, wihrend (&,

logische Invariante. Zum Beweis, daB (E,

) mager ist, siehe

=
X

und der Rest des Beweises liuft wirtlich weiter.
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2.12 Satz
Sei (B
K wie E; ferner vermittle k:V-E eine injektive und lineare

) ein NLR und V. ein Vektorraum iber demselben Skalarkdrper

Abbildung von V nach E. Dann ist fiir x aus V durch Hx]k 1=
= ||k (x})]| eine Norm erkldrt. Falls k noch zusitzlich surjek-
tiv ist, vermittelt k einen Normisomorphismus zwischen

(V, &) und (E,||+]]).

Beweis.
Ixll = Ikl > o.

|l = 0 ~[[k(x)[|= 0 ~k(x) = 0 ~x =0, da k injektiv.
X =0 ~k(x) =0, da k linean ~ 0 = [|k(x)]|| = 1% -

Sei A € K.

xll = lIxO0]l = Dr& = [a[«lkGl] = [1] x| -

) |
vl = el = koo @l] < el + k@l = 1€, +

~1b.

(Linearitdt von k, Homogenitdt von |

+|[ﬂ|k. (Linearitdt von k, Dreiecksungleichung fiir

2.13 Definition

Sei V = V@ ein n-dimensionaler Vektorraum dber IK, K = R
oder €. Da V n-dimensional ist, existiert eine Basis
B ='{b1,...,bn}, derart, daB jedes x aus V sich eindeutig

. n
in der Form x = &' aibi 1 O € K, 1 = 1,...,n, darstellen

14B¢. 1=1

Wir definieren eine Abbildung k wvon v? nach K" := K x ees X IK

wie folgt: .
vl s g?
k: n .
X = E=1 aibi P kix) = (ai,az,...,anJ.

k ist offensichtlich eine isomorphe Abbildung zwischen v und

n , . . , .
[K”; k werde der kanonische Isomorphismus zwischen V" und K"

bezliglich der Basis B von V& genannt.

2.14 Folgerung

Sei ||+ || eine beliebige Norm auf X, so wird K® durch
n .
H(a1,...,an)Hs 1= §=1|IaiH ein normierter linearer Raum.

Vermdge des kanonischen Isomorphismus k zwischen K" und v©

.Is

\ n . . . ,
wird dann V' ein normierter linearer Raum mit der von
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o

-IH eine weitere Norm auf V" ist, so ist (V

auf mn vermittels k induzierten Norm

Pl
zu (VD] l) nach 2.11(1) homdoisonorm; (V7,f|- |) ist aber
zu (K" und falls ||
tere Norm auflKn ist, ist wiederum nach loc. cit.
(K"
lenzrelatlon auf der Menge der normierten linearen Riume defi-
“fly zu (x",]] -l mit

insbesondere geht bel einem

)

h eine weli-

]B) zu

und da die HomSoisonormie eine Aqulva-

niert, ist (Vn

) mit beliebigem

Homboisonormismus f zwischen den beiden letzt erwdhnten RHumen
die Menge aller Punkte aulen, welche vom Nullpunkt in K" den-
selben Abstand r > O besitzen, in diejenigen Punkte von vV

Uber, welche in v vom Nullpunkt

-|h densel-
ben Abstand r besitzen.

2.15 Bemerkungen zu dem Fall, dag IK' = En, v somit ein Vektor-

raum lber C ist.

I

1= {z = (z1,zz,...,zn}] z, €C, 1 1,2,...;n} .
Z = (21,22,...,zn) = {x1 + i-y,l,...,xn + i‘yn) - £(z) :=
= (X1:y1rx2ry2r---rxnfyn)

vermittelt eine isometrische Abbildung zwischen Cn, versehen

mit der euvklidischen Metrik unle r versehen mit der euklidi-

2_1
schen Metrik, (d{z )— \/- §1) - Zéz}] =

T

\ 2 2 :
\/EZ RISt BN L N o DR YT SL P PR C )0

» versehen mit der euklidischen Norm und Rz + ebenfalls ver-
sehen mit der euklidischen Norm, sind somit homdoisonorm,
und deshalb ist jeder n-dimensionale Vektorraum i{iber den kom-
plexen Zahlen, mit einer beliebigen Norm versehen, zu mzn,

mit der euklidichen Norm versehen, homdoisonorm.

Wir bendtigen auch noch einige Aussagen iiber den Zusammenhang
in normierten linearen R#umen; wir wollen nun diese bereit-
stellen:
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2.16 Definition

Sei V ein Vektorraum iiber einem SkalarkSrper, welcher die
reellen Zahlen enthdlt. Seien x,y zwei beliebige Punkte aus E.

Unter der Verblndungsstrecke von X und ¥, bezeichnet xy,

wollen wir folgende Teilmenge von V verstehen:
xy 1= {z = z(M)€V| z = x + A(y-x), L€ER, O <X <1}
x = z(0) heiBe der Anfangspunkt von Xy, y = z(1) der Endpunkt.

2.17 Satz
Die Verbindungsstrecke §§ zweler Punkte eines normierten linea-
ren Raumes E ist ein Bogen, im Palle x # y 1st sie sogar ein
JORDANbogen.

Flir die Bezeichnungen "Bogen, "Jordanbogen", siehe: Kuhn,
2.3(1), p. 124,

Beweis.

Wir miissen zeigen, daB xy das Bild in E einer geeigneten, auf
I = [0,1] definierten stetigen Abbildung £ von I nach E ist.

Wir setzen f(t) = x + t(y-x) und erhalten, falls tn -+ t,

T =@ [ =lix + £ (v=0) - x + ely=x) || = [/t =) (y=x) || =

|tn-t x|| - 0, falls b, >t

Sei vy * x, also y-x # 0, ferner sei f(t1)=f(t2), dann gilt:

x + t,(y-x} = x + t, (y-x) ~ t, (y-x) = bty (y=-x) ~
~ 0 = (t -t )(y—x}; wdre t1_t2 + O, so h3tten wir: O=y-x,

also y=x, im Wlderspruch zur Voraussetzung; somit mun t1~t

gelten, und f ist daher injektiv,

2.18 Hilfssatz

Sei V ein Vektorraum, U ein echter Unterraum und U' der Kom-
plementdrraum von V.

p: E > U sei der Projektor parallel zu U';

p': E » U' sei der Projektor parallel zu U.

Dann gilt:

XE€Ueoe plx) = xep'(x)=o0.

Beweis:
V=U®U'. Fiir alle x aus V gilt: x = Xy + Xy Xy = p(x) € U,

X = p'{x) € U', wobei Xyr Xy eindeutig beéstimmt sind.

P{X) = x ~ X €U ~ x X ~ X. € U; andererseits: x

A U

also p'(x) = x,;, € U n U' ={0)% somit: p'(x) = O.

Ul
Sei umgekehrt p'(x) = 0 ~ x =p'{X) =0 ~x=x_=7p(x) € U,



2.19 Hilfssatz

Sei U ein echter Unterraum des Vektorraums V, dessen Skalar-
kdrper die reellen Zahlen umfaBt. Sei x € U, v € U, dann gilt:

yx ~ {x} = Xy ~ {x} < [u.

Beweis.

Xy ~ {x} =M := {z € V| z = (1-A)x + Ay, O< i< 1}.

U' sei der Komplementdrraum von U und p beziehungsweise p'
die Projektionen parallel U bzw. U'.

X €U ~p'(x) =0 (2.18).

y4 U ~p'(y) +0 (2.18).

Fiir alle z € M gilt:

p'(z) = p'( y+(1-1)x) = p'(y) + (1I-M)p'(x) = Ap'(y) = O,

da A >0 ~ Behauptung. o

2.20 Satz

S5ei E ein normierter linearer Raum, dessen Dimension gréBer

gleich zwei ist. U sei ein echter Unterraum von E und A eine

Teilmenge von U. Dann gilt: .

{1) Falls die Kodimension von U gleich eins ist, U somit eine
Hyperebene von E ist, und A eine echte Teilmenge von U
ist, ist [A bogenzusammenhingend.

(2) Falls die Kodimensicn von U grdBer gleich zwei ist, ist

fiir jede Teilmenge A von U, {A bogenzusammenhingend.

Beweis.
{1) Seien x,y € [ANU, so gibt es, da U ein echter Unterraum
von E ist, ein z aus E~U. Nach. Hilfssatz 2.19 gilt:
xz~{x}, zZy~{ylclU c [A. Da x,y€lA, gilt:
xz Uzy  [A; %Xz Uzy ist aber ein in [A verlaufender Bogen, der
X mit y verbindet, da der Endpunkt z von %z mit dem Anfangspunkt
von zy ibereinstimmt.

Falls x€{ANU, YE[ANU, so verliuft wiederum xy~{x} ganz
in [U < [A, und somit Xy ganz in [A, da x€[A.

Falls x,y [A~U, muB es mindestens einen Punkt z€[A N U geben,
da A eine echte Teilmenge von U ist; wiederum gilt:
xz~{z}, zy~{z} < [U ¢ [A und somit xz U zy c [A; xzUzy ist
wiederum ein x mit y verbindender Bogen (s.c.).
(2) Da jeder Teilraum U' mit codim U' > 2 echte Teilmenge
eines Teilraumes U der Kodimension eing ist, folgt die Behaup-

tung aus (1), wegen A <« U'cU, codim U = 1. g
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2.271 Bemerkungen

(1)

(2)

(3)

{4)

Falls E ein NLR {iber € ist, kann E in kancnischer Weise
als Vektorraum Er Uber den reellen Zahlen aufgefaBt wer-
den. (Heuser, Aufgabe 2, p. 40.) Falls B={xA,KEA} eine
Hamelbasis von E als Vektorraum iiber € ist, gilt, daR
{XA,AEA}U{ixk,AEA} éine Basis wvon E. als Vektorraum

liber den reellen Zahlen bildet. Die Aussagen gelten dann
schon, falls die Menge A eine echte Teilmenge einer Hyper-
ebene von Er bzw. beliebige Teilmenge eines Unterraums U
von E. mit codim U > 2 ist, da die Verbindungsstrecke xy
zweler Punkte aus E durch den Ubergang zu Er nicht ver&n-
dert wird; (bei der Bildung von xy treten nur reelle Ska-
lare aufl!}.

Jeder NLR E mit dim E > 2 ist zerlegungspunktfrei und fir
alle x aus E ist E~{x}bogenzusammenhingend, da {0} echte
Teilmenge jedes eindimensionalen Unterraums, {x*0} echte
Teilmenge des eindimensionalen Unterraums [x1= lineare
Hiille von x ist., Das soeben Gesagte gilt fiir alle NLRe E
Uber €, da nach dem in (1) Ausgeflihrten dim E. > 2.

Im Falle, daB E ein NLR iliber R, ist die Voraussetzung

dim E > 2 in 2.20 notwendig, da E, falls dim E = 1, ho-
mdoisonorm zu R ist. Da jeder Punkt von R Zerlegungspunkt
von R ist und somit jeder Punkt von E Zerlegungspunkt von
ist, {0} jedoch der einzige echte Unterraum von E ist,
hdngt E~{0} nicht zusammen. -

In Teilaussage (1) von Satz 2.20 kann auf die Forderung,
daB A echte Teilmenge der Hyperebene U ist, nicht wverzich-
tet werden, da jede Hyperebene des R" diesen zerlegt.
("Man braucht immer einen Punkt, um durch eine Hyperebene
schilipfen zu kdnnen.")

2.22 Hilfssatz

Sei E ein NLR, dann ist fiir jedes x aus E R (x) = {y€E|
1x-¥]| < ¢} konvex.

Beweailg:

Seien u, V€K _{(x). Dann gilt fiir jedes z = z()) aus uv:

fz=x]] = [[u + Alv-u) ~ x| =[] (1-2)u -~ (1-0)x + v - Ax]| <

< 1=

]
"

a-vi+ A g

=¥ = (1-0)]|u-x]| + Afv-x|}, da 0 < x < 1.

Dartiberhinaus haben wir: ||u-x||, ||v-x}|< & und deswegen gilt:

fz=x|] < (=2} Jju=-x|| + N|v=-x]] < (1-)e + re = e.

a]



2.23 Folgerung

(1) Da die Ke(x) flir jedes x aus E eine Umgebungsbasis bilden,
und jede KE(X) somit bogenzusammenhdngend ist, haben wir,
daf jeder normierte lineare Raum lokal bogenzusammenhin-
gend und damit a forteriori lokal zusammenhingend ist,
so daB die Aussagen der Sdtze 4.3, Kuhn, p. 134 und 4.11,
Kuhn, p. 136 in jedem NLR E gelten. Die Komponenten jeder
offenen Menge sind somit Gebiete, und eine offene Menge
hangt genau dann zusammen, wenn sie bogenzusammenhingend
ist.

(2) Jeder NLR E ist konvex, da fiir alle x,y aus E xy c E
gilt; somit ist jeder NLR E bogenzusammenh&ngend und da-
mit zusammenh&dngend.

2.24 Definition
Sei E ein NLR ilber K und X + 0 aus K.

E >~ E
S$,: werde Streckung von E um A, X werde
X +~sk(x) = Ax

der Streckungsfaktor genannt. Offenkundig vermittelt Sy eine

topologische Selbstabbildung von E.

2.25 Satz
Sei E ein NLR liber R mit dim E > 2 oder ein beliebiger NLR
+ {O} iliber C. .
+K 3= {y€Ell|y[]>r > 0} ist flir jedes R3r>0 bogenzusammen-
héngend. '
Beweis:

Sei a>0, a€R. 5, := {y€E|{ly[Fal. §, ist das Bild der nach

2.3 bogenzusammenhingenden Menge S1 unter der Streckung mit
dem Faktor a, somit ebenfalls bogenzusammenhingend.

Seien nun x,y aus +Kr:
1.Fall: |[x|H|y|Fb>r. Dann liegen x und y in der bogenzusammen—
h&ngenden Menge Sb und wir sind fertig.
2. Fall: {|x]|ly|l, o.B.d.A. . Dann liegen alle Punkte aus xz,
wobei zd|y|k in +K,. und z,y sind in der bogenzusammenhingen-
den Menge ﬁlyH enthalten, es gibt somit einEE Bogen B, der =z
mit y verbindet und in SHy|Ienthalten ist; xz UB ist dann
der gewiinschte, ganz in +Kr enthaltene Bogen, der x mit y

verbindet. o
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3. Einiges iiber die ALEXANDROFFsche Einpunktkompaktifizierung

Bei der Durchfilhrung der Arbeit haben wir es hdufig mit Zp,
der ALEXANDROFFschen Einpunktkompaktifizierung deSIRp, p>1,
zu tun. Wir stellen daher im folgendeh einige Tatsachen Uber
die ALEXANDROFFsche Einpunktkompaktifizierung beliebiger
topologischer R4ume im allgemeinen und des RP im besonderen

Zusammen.

3.1 Definition und Satz

Sei (X,X) ein beliebiger topologischer Raum und wéX ein neues
Element.

X, = XU{w}.

Auf X wird durch X := {AcX |AcX und A offen in X, bzw.
A={w}UG, G=X, G offen in X, X~C kompakt in X} eine Topologie
erklé&rt. {Kuhn, 3.3, p. 106; beim dortigen Beweis wurde nir-
gends die vorausgesetzte Nichtkompaktheit von X benutzt!)
Jede in X offene Menge G, fiir welche X~G kompakt ist, wollen

wir eine punktierte Umgebung von w in Xw nennen. Jede in Xw

offene Menge, die w enthidlt, 1d8t sich somit als Vereinigung
von {w} und einer punktierten Umgebung von w darstellen.

Xw wollen wir die ALEXANDROFFsche Topologie von X auf Xw
nennen. (Xw,Xw) sei die ALEXANDROFFsche Einpunktkompaktifi-
zierung von (X,X); abgekiirzt AEP. Alle Punkte aus X wollen

wir "endliche" Punkte von Xw, w den "unendlichen™ oder "un-

eigentlichen" Punkt wvon Xw nennen.
3.2 Satz
{W}EXW ® X ist kompakt.

Beweis: _
Sei {w}EXW Qq{w}={w}UH, H offen in X, X~H kompakt; offensicht-
lich ist H = @ die einzige in X offene Menge fiir die {wl={w}UH .
gelten kann, da fiir jedes @#HcX,{wlc{wlUH gilt; also muR
X~@ = X kompakt sein.
Sel nun X kompakt; da {wl= {w}U@, @ offen in X, X~@=¥ kom-

pakt, haben wir {w}exw. a

Da die ALEXANDROFFsche Topologie haupts&chlich eingefiihrt
wurde, um nichtkompakte Riume zu kompaktifizieren, wollen
wir uns auf den Fall beschrinken, daB X ein nichtkeompakter
topologischer Raum ist, und somit {w}¢Xw gilt. In Zukunft
werden also nur noch nichtkompakte topologische Riume X be-
trachtet. wir haben dann nach Kuhn, 3.3, p. 106, daB X ein
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Teilraum von Xw' X dicht in XW und Xw ein kompakter topologi-
scher Raum ist. Aus der Tatsache, daB X ein Teilraum von XW
ist, ergibt sich wegen der Absolutheit von Rompaktheit, Zusam-
menhang und Bogenzusammenhang:

3.3 Satz

A c X 1ist genau dann in X kompakt bzw. (bogen-) zusammenhin-
gend, wenn A als Teilmenge von Xw kompakt bzw. (bogen-)zusam-
menhdngend ist.

3.4 Satz
Sei (X,X} ein topoldgischer Raum, (XW,XW) seine ALEXANDROFF-
sche Einpunktkompaktifizierung.

Fir x€X bilden die in X offenen Mengen, welche x enthalten,

eine Ungebungsbasis von x bzgl. Xw.

Beweis:

Sei U eine Umgebung von x in Xw, dann gilt U203x, O offen in
Xw' O ist dann entweder in O offen, oder es gilt: 0=0'U{w},
Q' in X offen; da x+w muB X€O!' gelten und wir haben, daB U
auf alle Fdlle eine in X offene Menge A mit x€A umfaRt.

3.5 Satz
Falls x in X eine Umgebungsbasis aus kompakten bzw. {(bogen-)-
zusammenhdngenden Mengen besitzt, so besitzt x ebenfalls

eine Basis aus kompakten bzw. (bogen-) zusammenhdngenden
Mengen in X . '
w

Baweis:

Jede Umgebung von x in XW umfaB£ nach 3.4 eine in X offene
Menge O mit x€0. O umfaft somit als Umgebung von X nach der
Voraussetzung eine in X kompakte bzw. (bogen-) zusammenh&ngende
Menge, welche wegen der Absolutheit dieser Eigenschafteh auch

in Xw diese Eigenschaften besitzt. -

3.6 Folgerung

Falls X lckal (bogen-) zusammenhéngend ist, muf zum Nachweis,
dan Xw lokal (bogen—)zusammenhéngend ist, nur noch gezeigt
werden, daB w eine Ungebungsbasis aus (bogen-—) zusammenhingen-
den Mengen besitzt. (Kuhn, 4.1, p. 131, 4.3, p. 135.)

3.7 Bemerkungen und Definitionen

{1} Sei X ein topologischer Raum, Xw seine ALEXANDROFFsche
Einpunktkompaktifizierung und AcX; unter A verstehen wir

die abgeschlossene Hiille von A in X, unter K@ die abge-
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schlossene Hille von A in X . (Falls BeX , bezeichne B die
AbschlieBung von B inIXw!)

{2) Wir nennen eine Teilmenge A von X prédkompakt in X, falls A,
ihre abgeschlossene Hiille in X, kompakt in X ist.

(3) Die Vereinigung zweier pr&kompakter Teilmengen A,B von X ist
wiederum prakompakt, denn EU§=XUE, i,ﬁ kompakt, und AUB ist
als Vereinigung zweier kompakter Mengen selbst kompakt; durch
vollstdndige Induktion ergibt sich sofort, daB jede endliche
Vereinigung prikompakter Mengen prdkompakt ist.

(4} Falis X nicht kompakt ist, kann fiir jede Teilmenge A von X
héchstens eine der beiden Mengen A, X~A prikompakt sein, da
ja sonst X=X=AUX~A, X somit kompakt sein miifte; das Komplement
jeder.prékompakten Teilmenge B von X ist somit nicht prédkom-
pakzt.

(5) Jede Teilmenge C einer pradkompakten Menge AcX ist selbst prd-
kompakt, da CcA, A kompakt und C somit als abgeschlossene
Teilmenge der kompakten Menge A selbst kompakt sein muf.
(Kuhn, 1.4, p. 98.}

(6} In einem topologischen Raum X, in welchem alle kompakten Men-
gen abgeschlossen sind, HAUSDORFFriume sind'beispielsweise
solche Riume, ist Jjede kompakte Menge prikompakt,

(7) Jede einpunktige Teilmenge {x} eines topologischen Raumes X
ist als endliche Teilmenge kompakt und somit naéh (6) prdkom-
pakt, falls {x} in X abgeschlossen ist.

(7) In einem endlichdimensionalen NLR E ist eine Teilmenge A ge-
nau dann prédkompakt, wenn sie beschridnkt ist; denn falls A
kompakt, so gilt AEK, A ist als kompakte Menge beschrinkt
und somit muB wegen der Erblichkeit der Beschrdnktheit auch
A beschridnkt. sein. Falls nun A baschridnkt ist, gibt es eine
geeignete Kugel Kr(O) um den Nullpunkt, welche A enthdlt,
also AEKr(O), woraus AEKr(O)EKr+1(O) folgt. Kr{O) ist als
abgeschlossene und beschrdnkte Teilmenge eines endlichdimen-
sionalen NLRs kompakt und somit auch A als abgeschlossene
Teilmenge einer kompakten Menge.

(8} Trivialerweise ist in einem kompakﬁen Raum X jede Teilmenge
A prikompakt, da AEXEX, A als abgeschlosseﬁe Teilmenge der
kompakten Menge X kompakt.

Die Frage, wann eine in X offene Menge A in Xw offen ist, besitzt
aufgrund der Definition der ALEXANDROFFschen Topoleogie die triviale

Antwort, daB jede in X offene Menge auch in Xw offen ist; etwas



- 40 - I3

verzwickter wird die Antwort auf die Frage, unter welchen Um=
stdnden eine in X abgeschlossene Menge in Xw abgeschlossen
ist. Notwendige und hinreichende Bedingungen dafiir, dag AcX
in Xw abgeschlessen ist, gibt der folgende Satz:

3.8 Satz
Sel AcX beliebig, X nicht kompakt.
‘A, falls A pridkompakt in X

Aw = i

Au{w}, falls A nicht prdkompakt in X
Beweisg:
Da X ein Teilraum von Xw gilt nach Kuhn, 7.5, p.44:
(1) A=A NX < A .
2, =(\r
Foa
ngw, F abgeschlossen in Xw.

Sei nun A kompakt in X:
stﬁé{w}U(XxE), X~A offen in X, X~ (X~B)=A, kompakt in X, so-
mit X ~A offen in X ~A abgeschlossen in X, ~ASA_~Beh.

Sel nun A nicht kompakt in X. Dann enth&lt jede in X abge-~
schlossene Menge F, welche A umfaBt, den Punkt W: gdbe es
ndmlich eine in X, a@bgeschlossene Teilmenge F, mit AcF ., w¢F1,
S0 wire F1 als abgeschlossene Teilmenge des kompakten Raumes Xw
selbst kompakt und somit hdtten wir AEF1=F1, A kompakt als abge-
schlossene Teilmenge der kKompakten Menge F1; Widerspruch_zur
Voraussetzung!

(2} Somit mus wER  gelten.
Andererseits ist aber die Vereinigung jeder in X abgeschlosse-
nen Menge F mit w in Xw abgeschlossen, denn Xw\(FU{w}J=X\F,

offen in X wund somit offen in Xw'

Also gilt: A < Au{w}, AU {w} abgeschlossen in X v somit K% =
< Au{w}; da aber weiw ((2)) und & < Kw ((1)), mus KU{W}E

[= EQU{W} = Ew gelten, woraus die Behauptung folgt. o

3.83 Satz
Sei X ein topolegischer Raum, Xw seine AEP, A c X.
(1) Falls A in Xw abgeschlossen ist, ist A in X kompakt.

(2) Falls A in X kompakt und abgeschlossen ist, ist A in Xw
abgeschlossen.
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Beweis:

(1) A ist als abgeschlossene Teilmenge des kompakten Raumes
X, in X kompakt und somit als Téilmenge von X in X kompakt.
(3.3 I}

(2) A in X kompakt und abgeschlossen ~ A in X prékompakt ~

~ B, =3 (3.8). a

3.8.2 Bemerkungen

Falls X ein topologischer HAUSDORFFraum ist {(z. B. Rp, Zp),
folgt in (1), daB A auch als in X kompakte Menge in X abge-
schlossen ist; in (2) ist dann nur die Voraussetzung A in
X kompakt erforderlich, da in topologischen HAUSDORFFriumen
kompakpe Teilmenge abgeschlossen sind. (Kuhn, 1.6, p. 99.)

3.9 BSatz

Sei X ein nichtkompakter topologischer Raum, Xw seine Ein-
punktkompaktifizierung und A c X,

(1) A = Ew e A ist prikompakt e W¢Kw .

(2) Sei A S X, A nicht prdkompakt und zusammenhdngend in X,

ferner sei B < X und es gelte: A c B c A, dann ist BU{w}
zusammenhdngend in Xw.

(3) Seien C], C2 zweli Teilmengen von X, welche die Vorausset-
zungen an B in (2) erfiillen. Dann hingt C UcC, U {w} in X,
zusammen,

1

(4) Falls X zusammenhingend ist, h&ngt auch X, Zusammen.

(5) Falls A € X in X nirgendsdicht ist, gilt: auch E&, die Ab-

schlieBung von A in Xw’ besitzt in Xw keine inneren Punkte.

Beweis: . . .
1 a f‘d—=_ [} A = A
(1) A prikompakt ~A A w¢Aw é c X.
A

A nicht prékompaktruiw=ﬂu{w}ruwe o

(2) AEBU{W}EKU{W}ziw; Ruhn 1.7, p. 119, liefert dann die Be-
hauptung, da A auch in Xw zusammenhingt.

(3) c,uc,ud{w} = (C,u{wh) U (C,Uuiw}), nach (2) ist C uiw},
i=1,2 zusammenhdngend; XKuhn, 1.11, p. 120, liefert dann die
Behauptung, da {w} < (C1U{w})r1(C2U{w}).

{4) X, X, =XU{w}; (2) liefert dann die Behauptung.

(5) A nirgendsdicht in X bedeutet: (E)O=¢. Somit gibt es keine
in X ocffene Menge G, welche in A enthalten ist. ﬁ% c Au{w}

(3.8); gidbe es eine in X  offene Menge G, welche in Kw ent-



- 42 - ‘T 3

halten ist, so kann G keine in X enthaltene in X offene Menge
sein, da aus G < Kw sofort G € A folgt. Da X nicht kompakt ist,
ist {w} nicht offen in X . {3.2}) und jede in X, offene Menge G,
welche w enthilt, muB daher von der Form G=G° U{w} G'#@, offen in
X, X~G' kompakt, sein. Wire GEAwr so folgte wiederum G'cA im
Widerspruch zur Voraussetzung. Somit kann tUberhaupt keine in

X, offene Menge in KW enthalten sein, woraus die Behauptung

folgt. -

3.10 Batz
Sei X-ein nicht kompakter topologischer Raum und C eine pr&-
kompakte Teilmenge mit der Eigenschaft, daf X~C zusammenhin-
gend ist.

Dann ist auch (X~C)U{w} in X, Zusammenhingend.

Beweis:
Nach 3.7(4) ist X~C als Komplement einer prdkompakten Teil-
-menge selbst nicht pr&kompakt. Teilaussage (2) des vorigen

Satzes 3.9 liefert dann die Behauptung. o

3.11 Satz

Sei X ein nichtkompakter topologischer T1—Raum und X seine
Einpunktkompaktifizierung. Sei x aus X beliebig. Falls X~{x}
in X zusammenhdngt, dann hidngt auch XW\{X} in Xw zusammen.

Beweis:
Da X ein T1—Raum ist, ist jede einpunktige Menge abgeschlos-
sen, also auch {x}. Nach 3.7(4)(7) ist dann {x} prikompakt

und X~{x} nicht prikompakt. Der vorige Satz 3.10 liefert dann

die Behauptung. o

3.12 Folgerung

(1) Falls X ein nicht kompakter, zerlegungspunktfreier topolo-
gischer T1-Raum ist, ist kein endlicher Punkt Zerlegungs-
punkt wvon Xw.

{2) w kann nur dann Zerlegungspunkt von Xw sein, wenn X nicht
zusammenhdngt und somit erhalten wir aus (1) und 3.9(4):
Die ALEXANDROFFsche Einpunktkompaktifizierung eines nicht-
kompakten, zusammenh&ngenden, zerlegungspunktfreien T1—Rau—
mes X ist zusammenhdngend und zerlegungspunktfrei.

(3) Da Jeder normierte lineare Raum E Uber IR, mit dim E > 2,
bzw. jeder NLR E {liber C nach 2.21(2) zusammenhdngend, zer-

legungspunktfrei und alg metrischer Raum ein HAUSDORFFraum,
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halten ist, so kann G keine in X enthaltene in X offene Menge
sein, da aus G ¢ KW sofort G ¢ A folgt. Da X nicht kompakt ist,
ist {w} nicht offen in X (3.2} und jede in X, offene Menge G,
welche w enthilt, muB daher von der Form G=G' U{w} G'#@, offen in
X, X~G' kompakt, sein. Wire GEAW' so folgte wiederum G'cA im
Widerspruch zur Voraussetzung. Somit kann ilberhaupt keine in

X offene Menge in KW enthalten sein, woraug die Behauptung

W

folgt. -

3.10 Satz

Sel X-ein nicht kompakter topologischer Raum und C eine pri-
kompakte Teilmenge mit der Eigenschaft, daR X~C zusammenhin-
gend ist.

Dann ist auch (X~C)U{w} in X, zusammenh&ngend.

Beweis:
Nach 3.7(4) ist X~C als Komplement einer prikompakten Teil-
menge selbst nicht prdkompakt. Teilaussage (2) des vorigen

Satzes 3.9 liefert dann die Behauptung. o

3.11 satz

Sei X ein nichtkompakter topologigcher T1-Raum und X seine
Einpunktkompaktifizierung. Sei x aus X beliebig. Falls X~{x}
in X zusammenh&ngt, dann h3ngt auch Xw\{x} in Xw zusammen.

Beweis:
Da X ein T1—Raum ist, ist jede einpunktige Menge abgeschlos-
sen, also auch {x}. Nach 3.7(4)(7) ist dann {x} prikompakt

und X~{x} nicht prdkompakt. Der vorige Satz 3.10 liefert dann

die Behauptung. o

- 3.12 Folgerung

(1) Falls X ein nicht kompakter, zerlegungspunktfreier topolo-
gischer T1—Raum ist, ist kein endlicher Punkt Zerlegungs~
punkt wvon X
(2) w kann nur dann Zerlequngspunkt wvon X sein, wenn X nicht
zusammenhdngt und somit erhalten wir aus (1) und 3.9(4):
Die ALEXANDROFFsche Elnpunktkompaktllelerung eines nicht-
kompakten, zusammenhédngenden, zerlegungspunktfreien T1—Rau~
mes X ist zusammenhingend und zerlegungspunktfrei.
(3) Da jeder normierte lineare Raum E Uber R, mit dim E > 2,
bzw. jeder NLR E iiber ¢ nach 2,21(2) Zzusammenhidngend, zer-

legungspunktfrei und alsg metrischer Raum ein HAUSDORFFraum,
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somit a forteriori ein T1—Raum ist, ist EW, die ALEXAN-
DROFFsche Einpunktkompaktifizierung von E, falls E die

oben genannten Voraussetzungen erfiillt, zerlegungspunkt~
frei und zusammenhingend, insbesondere somit Zp, die
ALEXANDROFFsche Einpunktkompaktifizierung voanp, P> 2.

3.13 Satz
Sei f: X—=Y ein HomScmorphismus zwischen den beiden topologi-
schen Riumen X, Y. Xw bzw. Yw' seien deren ALEXANDROFFsche
Einpunktkompaktifizierungen.
_ XWJ?YQ,
Dann ist f: ein HomSomorphismus zwischen
x+= £(x), x X
Wi W'
X und Y ,.
w w
Beweis:
Offenkundig ist f eine bijektive Abbildung.
Sei O E:Yw, eine offene Menge.

1. Fall: w'¢ O£ 1(0) = £ 1(0), offen in X, somit offen in X,

2. Fall: w'e OnQ = {WﬁkJO', 0" offen in ¥, ¥Y~OQ' kompakt,

also '(0) = T ({wvon) = Flw)uF o) = W o),
£71(0) offen in X, T (vw0') = £ (w0 = £ ()~ £ (0") =
= X~ f_1(0'}, kompakt in X, da Y\O' kompakt in Y, somit
{QEUf_1(O} = ?_1(0) offen in X ; also ist f stetig.

Nun zur Offenheit von f:
Sei OWQ.XW cffen in Xw‘

1. Fall: O*Q,X f(0) = £{(0), offen in Y, somit offen in Y ..

2. Fall: we O,y 0 = {wiV0’', 0O' offen in X, X\O' kompakt.

£0) = T'viwy) = FOIVEm = £(0"udw'y, £(0') offen in ¥;
F(XNO") = £(XNE(O') = Y\£(0') kompakt, da X~O' kompakt, also

ist £(0) offen in Yo

f ist somit offen und stetig, also ein HomSomorphismus. {7]

3.14 Satz

Sei X ein nichtkompakter topologischer Raum, in welchem jede
kompakte Teilmenge abgeschlossen ist, und A eine abgeschlossene
Teilmenge von X. A sei AV{wY. Dann stimmt die ALEXANDROFFsche
Einpunktkompaktifizierung von A, A als Teilraum von X aufge-~
fagt, mit der Spur auf Aw der ALEXANDROFFschen Topologie von

X iberein.
w a



Beweis:

Sei C in der ALEXANDROFFschen Einpunktkompaktifizierung von A
offen. Dann gilt es, zwei Fille zu unterscheiden.

1. Fall: ¢ € A .

Wir haben dann, daf C in A offen ist, es somit eine in X und
daher auch in X offen Menge O mit ONA = C geben muB; da wgcC
gilt: C = A r\O und C gehSrt somit zur Spurtopologie auf A
der ALEXANDROFFschen Topologie von X .

2. Fall: weC, dann mufB es eine in A offene Menge C', fiir wel-
che A~C' in A und somit in X kompakt ist, geben, so das

C = C}L’{Wk gilt. Da A~C' kompakt und als in X kompakte Teil-
menge nach Voraussetzung in X abgeschlossen ist, ist

0O = X(AC'") = (X~\A)YU Q' in X offen, und da X0 = A~C' kom-
pakt in X, gilt, daB 0' = Owu{w} in X, offen ist. 0'n A, =

= ((XA) O C'O4w)) N (A0WY) = C'Uiw) = C. C gehdrt somit
zZUur Spur auf A der ALEXANDROFFschen Topologie von X und wir
haben bisher gezelgt, dal die ALEXANDROFFsche Topologle auf A
grober als die Spur auf A der ALEXANDROFFschen Topologie von
Xw ist.

Sei nun C ein Element von Aw, der Spur auf A der ALEXAN-
DROFFschen Topologie von Xw‘ Wiederum sind zwei Fdlle zu unter-
scheiden:

1. Fall: ccC A. _

Dann gilt: C = OnAa _, O in X, offen. Da w¢C gilt w0 (wire

weQ, s0 miBte weC sein, da w ebenfalls zu Aw gehdrt), somit
haben wir: O ist in X offen und deshalb muf C in A offen sein,
da C = 0N {Auiw]) = OnA.

2. Fall: weC.

Wiederum haben wir: C = Or\A ¢ O offen in X . Da weC, muB auch
weQ gelten; 0' := O\{W}’MX‘O kompakt in X, O‘ offen in X.

c' := C\{yﬁ, somit: C' = 0'n A, also C' offen in A.

ANC' = AN(ANO') = AR(X~(ANO')) = AN((X~A) U (X-0')) = AN (X0').
Da A abgeschlossen, (X-0") kompakt in X und somit vorausset-
zungsgemdB abgeschlossen in X ist, gilt, daB A~C' = AN (X\0")
< X~0"' als in X abgeschlossene Teilmenge der in X kompakten
Menge X\O! in X und somit als Teilmenge von A in A kom-
pakt ist. Wir haben also, daBf C zur ALEXANDROFFschen Topologie
von A, A als Teilraum von X aufgefaBt, gehdrt. Somit mug die
Spur auf A der ALEXANDROFFschen Topologie wvon X grbber als
die ALEXANDROFFsche Topologie auf A sein, woraus mit dem oben

dgezeigten die Behauptung felgt, [



3.15 Batz

Die ALEXANDROFFsche Einpunktkompaktifizierung E jedes

NLR E {ber R, mit dim E > 1, ist bogenzusammenhingend.
Beweis. :

Je zwei endliche Punkte eines NLR E sind durch ihre Verbin-
dungsstrecke xy vérbindbar, welche nach 2.17 ein Bogen in E,
und da E ein Teilraum von Ew' ein Bogen in E _ist,

Sei nun x aus E~Y0}. h(x) = {yeE |y = 2%, 2eR, 1 £ L2 °°\S
wird der von x ausgehende positive Halbstrahl genannt. h (x)
ist in E abgeschlossen. Da h(x) und E alle Voraussetzungen
des vorigen Satzes 3.14 erfiillen (in E als HAUSDORFFraum sind
alle kompakten Teilmengen abgeschlossen), ist die ALEXANDROFP-
sche ﬁinpunktkompaktifizierung von h(x) gleich h(x)u{ﬁx und
ein Teilraum von E, der ALEXANDROFF;chen Einpunktkompakti-
fizierung von E. Aufgrund des kanonischen Isonormismus (2.8)
ist h(x) zu [j,dﬂ € IR homdomorph. Da die'Voraussetzungen des
vorigen Satzes 3.14 wiederum fiir [1,o), als Teilmenge A und IR
als Raum X betrachtet, erfiillt sind, ist die ALEXANDROFFsche
Einpunktkompaktifizierung von E,@O, welche nach 3.13 zur
AEP von h(x) homSomorph ist, gerade C:=s([1,%))u{(0,1)], s,
die in Kuhn, p. 105 angegebene stereographische Projektion
der x-Achse auf 51, die Einheitskreislinie des1R2. Offenkun-
dig ist C ein abgeschlossener und zusammenhingender Kreisbogen
Bc:S1; welcher s(1), in mathematisch positivem Drehsinne fort-
schreitend, mit (0,1)6R2, dem "Nordpol" von S1, verbindet.

Da h(x)u{wj zum Kreisbogen B hom&omorph ist, ist somit h(x)u{yq
ein Bogen in Ew' welcher x mit w verbindet. Somit 148t sich
jeder endliche Punkt aus Ew mit w durch einen Bogen verbinden,
da die Null sich mit jedem Punkt x+0 aus E durch Ox verbin-
den 13iBt, BE\J(h(x)u{wj} somit ein Bogen ist, der die Null

mit w verbindet.

3.16 Foigerungen

(1) Jeder endlichdimensionale NLR E + ipx {ber IR besitzt eine
lokalbogenzusammenhingende ALEXANDROFFsche Einpunktkompak-
tifizierung Ew'

(2) Jeder endlichdimensionale NLR E # {0} liber € besitzt eben-




falls eine lokalbogenzusammenhangende AEP E .

(3) In E » der AEP eines endlichdimensionalen NLR E Uber
IK~1R, €, ist eine offene Menge genau dann zusammenhdngend,
wenn sie bogenzusammenhdngend ist. Die Bogenkomponenten
jeder offenen Menge stimmen mit den Komponenten jeder
offenen Menge iiberein; die Komponenten jeder offenen

. Menge sind Gebiete,

Beweis:

{1} Nach 2.23(1) ist jeder NLR E lokalbogenzusammenhangend,

also besitzt nach 3.6 jeder endliche Punkt in E eine lokal-

bogenzusammenhingende Umgebungsbasis, Die Mengen, welche von
der Form {WEU(Ex K (G} ), K (O0) die abgeschlosgsene RKugel mit

Radius r um den.Nullpunkt 51nd, bilden eine Umgebungsbasis

von w in E s da E_TBT in E kompakt (E endlichdimensional!)
und jedes Kompaktum K in einem geeigneten E*TﬁT'enthalten
ist; flr jede in Ew offene und w enthaltende Menge O gilt:

0 = O'x{wj E~O0" kompakt, O' C E offen, somit E~O' c K K_(0)
flir ein geeignetes r»0, woraus E E‘TBT C E~ ~(E~0') = O° und
E'EHTﬁTuLWJC 0'u{w] folgt. AuBerdem verlduft der von einem
beliebigen X&E\K {O) ausgehende Halbstrahl h(x), der im vori-
gen Satz 3.15 betrachtet wurde, ganz in E~K.. K_(0}, da |Ixl>r
und somit vt = x| = Mzl = Xlixh > ”x”;»r, fir jedes

A > 1, und somit fiir jedes y aus h(x) gilt. Wir haben somit,
danR h(x)U{wi der x mit w verblndende Bogen, fiir jedes x aus
ExKr(O) ganz in {w}U(ExKr(O)) verlduft; diese Mengen sind
somit bogenzusammenhingend.

(2) Falls dim = n = 0, so ist gemd 2.15, E homdoisinorm zu

|R2n, und somit EW, gemdB 3.13, homdomorph zu Zzn, der AEP wvon

IR2n

¢+ wWelche wiederum nach (1) lokalbogenzusammenhéngend ist;
die Behauptung folgt dann aus der topologischen Invarianz

des lokalen Bogenzusammenhangs.

(3) Die Behauptung folgt aus (1), (2) und daraus, daR lokaler
Bogenzusammenhang lokalen Zusammenhang impliziert, sowie aus

Kuhn, 4.11, p. 136, 4.3, p. 134.

Da eine der zentralen Aussagen der JORDANschen Kurvensatzes
diejenige ist, daB die JORDANkurve Rand beider Komplementir-
gebiete ist, wir die Verallgemeinerung dieses Satzes zunidchst
aber nur in Zp, der AEP von RF zur Verfligung haben, miigssen
wir uns, um den Kurvensatz sozusagen aus 2P in den ®P "herun-

terholen" zu k&nnen, noch etwas mit R&ndern in Xw befassen.
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3.17 Satez
Sei X ein nicht kompakter topologischer Raum, Xw seine REP.
Sei ALX , mit RG A := A N (X ~A) C X.
W W W W Ww =
Dann gilt:

(1) Falls B diejenige der beiden Mengen, A, X~ A bezeichnet,
welche w nicht enthédlt, so ist B in X prikcmpakt.
(2) R4 B = Rd A = RA(X~B) (Rd B = BNX-B).

Beweis:

(1) Trivialerweise kann nur eine der beiden Mengen A, X ~A

den Punkt w enthalten. Falls nun B nicht prikompakt wire, so
gilte nach 3.8, daB §W = Eu{w}. Da aber w¢E ~B Q(E;Tﬁ)w'mﬁﬁte
w in R4 B liegen. Dann kdnnte aber Rd B nicht in X = X ~[w)
enthalten sein.

(2} Da B pré&kompakt ist, kann X~B nic¢ht prikompakt sein, wegen
der Nichtkompaktheit wvon X und 3.7(4). Es gilt somitzTE?ETw =
= ¥~Bviw)] (3.8). Da B prikompakt ist gilt ebenfalls nach 3.8:

By = Br w¢B (3.9(1)). R4 A = R4 B =B N(X <B) =

= ﬁrw(ﬁ}XQ~{wj)x33u{w§)w = ﬁ;ﬁ[(X\B)WU{wi] = B n {(XNBui{w]) =
= BNX~B = Rd B = Rd(X~B). - ' [

3.18 Folgerung

Falls X = E # {0} ein NLR, E_ seine AEP, dann mus, falls es
ein A C E_mit RdWACE E gibt, eine der beiden Mengen A, ENA
beschrénkt sein. Falls o0.B.d.A. A beschrinkt ist, gilt: RdWA =
= Rd A = R4 (E~A).

Beweis:

3.17 und die Tatsache, daB nur beschrinkte Teilmengen metri-
scher Rdume prdkompakt sein k&nnen!

3.18.1 Satz

Sei X ein topologischer Raum und X, seine AEP. A C X sei kom-
pakt und abgeschlossen, dann gilt: Rd A = RdWA.

Beweis:

A=A=01_ (3.8). XxA C (X\2), € (X ~A) , somit Rd A < Rd A.

Auferdem gilt: (X ~A) ¢ X AUw]) (nach 3.8), somit haben wir:

RAA = A N(XK A C EN(AVlw]) = AnX~A = Rd A, woraus die
Behauptung wird. -
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3.18.2 Bemerkungen

Falls in 3.18.1 X ein topologischer HAUSDORFFraum ist, somit
jede kompakte Teilmenge von X abgeschlossen ist, genligt in
3.18.1 schon die Vorausetzung, daB A kompakt ist.

lRp, zP sind als metrische Ridume topoclogische HAUSDORFFriume
bzw. Zp, Ep als AEPen der lokalkompakteanp Ep, somit gilt
die Aussage von 3.18.1 fiir jede kompakte Teilmenge von Rp Ep
ZP’ EP

Wir bendtigen einige Tatsachen iiber die stereographische Pro-
Jektion: In den beiden nichsten S#itzen 3.19, 3.20 seien Kugeln
im Rn 1 bzw.IRn, n > 1, immer XKugeln bezliglich der euklidi-

schen Metrik!

3.19 Satz
s" sei die Oberfliche der Einheitskugel des R™!, n > 1,

w = (0,0,...,0,1) ihr Nordpol, U (w) die offene Kugel um w
mit Radius § =0,

n n_J n+1 22

Dann gilt: § :=§ \UE(W) =5 (\‘iyelR iy i1 <1 - T5:=
:= s n h.
Beweis: .

n+1 n

_ (o on+l 2 _ 2 _ 2. 2 .

5 = {yer ;yi-1,§yi+ 1~y )" 2§, also gilt
2 1 3 2 N
fir alle yegs8: 1 - Y41 = E 1 vy z¢ - (1-yn+1)
2 2 | Ez
=€—‘I+2yn+1—yn+1(\]2€>2yn+1(§;y1<1—7("Q_5
N S<hiys =sns® ¢ npsh
n .€2 n+1 >
Sei nun ychns /\;yn+1w5 1 - =5 '£i1 y{ =1, somit 2Yn+1'£
+1 n
2 %T_ 2. 2 2 _ Ss— 2 .2
E2_%_‘]-'-‘:I:-=—,]'yi_€(-:‘-"_'Y:L'l-}"l+2y1‘1+1 1$'£';—1—yi A
2 - 2 2 2 2 2 2

MNvo-(1-y )% < - Yi € NE é;yi LR CYE LA AY
/k)Yean+1\\U€{w), und da yes©, yg_Sn(\ﬂRn+1\-UE(w)J = Sn\UE(W)-
3.19.1 Bemerkung []

Falls £>2, gilt: §'nh = @, da s" ¢ U. (w) und somit s®nh =,
= Sn~\U€(w} = @ (S C U, (w), da weS und der Durchmesser von
st gleich zwei ist).
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3.20 Satz

Mit den Bezeichnungen des vorigen Satzes 3.19 gilt, falls
s die stereographische Projektion wvon Sn\iw\ nach R" bezeich-
net (siehe: Kuhn, Topologie, p. 105), dan

. n ,
s(5) = {xe R | )2 = 5= R L
1=

2
. &
Beweis: 5
; . _ _ < .
Sei yeS+g(y -1 < Y1 5:_\1 5 1. Sei also -1 < yn+1=5e_:
iz "xi" 2 2 | ~
=<1 - = <1. Dann gilt, daB f;1yi = 1-3%, =Yg = 1m0 A
. 2
, n . Y. 2 :
2 ~— 1 1"8 1+8 1+ 9
Y “S(y)“ = 2 = = ez, £{§) = = — ist
=T (1-82% (-2 -8 -5

aber streng monoton wachsend fiir 5<1, da f'{5}=~;J1—§f> C.

2 2
- N 1T+ 1 - &5
Somit gilt, da§51—§2—<1,1f§§ —2-4
v s(S) C K. 1“-2-_ £”
— 2!—-
Sei xean(m s 1(x) hat die (n+1)~-te Koordinate r2 1 ;. wWo-
T+
bei r? = Htz. Sei also r? = ”x”z'f:—%-— l, x somit aus K, so
2 2 2 ° 2
gilt: r2-%< 2-& o< r2E w11 B 220 ¢
= = 2 2 Y =
2 2 2 2
<r? 4o & CE L r? -1 - € (r?+1) = (r?+1) (1 - &)y
— 2 2 2 2
r?-1 Ez - -1
N T3 < 1 - 5" und somit gilt: s (x)g s®nh = Sn‘xUEJw).
ro+1 '

Wir haben also: s{8) C &, 5—1(K) € S und somit, da s bijektiv
ist: s(s(R)) = K< s(8) < K. ' (]

(1) Aus dem vorigen Satz 3.20 ergibt sich, daB Sn\ UVE(W) =

3.21 Folgerung

n : . .
=8 rﬁty]yn+1 < Oj, die untere Halbkugel mitsamt dem

Aquator, durch die stereographische Projektion auf die
abgeschlossene Einheitskugel des R homdomorph abgebil-
det wird.

(2) Allgemein ist SnxxUE(w), T <2, zur abgeschlossenen Kugel
um den Nullpunkt mit Radiuséé% - 1 des IR" hom&cemorph,
welche wiederum nach 2.11(3) zu einen geeigneten Wiirfel
um den Nullpunkt homdomorph ist. Spiter wird sich zeigen,
daB jeder Wiirfel sich in einem geeigneten Gitter als n-Zel-
le auffassen 148t (II 1.28(2)). Wir haben somit: Snxug(w),
€ <2, ist ein n-Element des RO+ (TTI. 4.4(11)).
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Wir ben®tigen spidter hiufig die Tatsache, daB jede echte Teil-
menge von Zp, der ALEXANDROFFschen Einpunktkompaktifizierung
deisp, P > 1, dhnlichgelagert mit einer Teilmenge von RP ist;
diese Tatsache begriindet sich dadurch, daB je zwei verschie-
dene Punkte wvon Sp, der Oberflidche der Einheitskugel bzgl. der
euklidischen Metrik iner+1, welche ja zu 2P hom&omorph ist,
durch eine isometrische Selbstabbildung von sP ineinander
Ubergefiihrt werden k&nnen.

3.22 BSatz
Seien x,y aus Sp, P> 1, x*y. Dann gikt es eine isometrische
Selbstabbildung f: sP - sP, welche x in vy tiberfinrt.

Beweis:
Falls x*y, |ix|=|jyll=1, %,y linear abhingig, so gilt offerkun-
dig x = -y. Dann leistet aber f(xX)=-x das gewiinschte.

Seien nun x und y linear unabhdngig. Dann spannen sie eine
Fbene E des RPT! auf. Nach dem SCHMIDTschen Orthonormalisie-
rungsverfahren kann, wenn man e, =X setzt, ein zu €, orthogo-
naler Einheitsvektor e, gefunden werden, so daB e, und e,
eine Basis von E bilden. Diese kann zu einer Orthonormalbasis
von ganlep+1 erweitert werden. y 138t sich nun in der Form

. 2 .
Y€, + Yo€5¢ mit Y + y22=1 darstellen. salls y2<10, g0 kann

Lol

durch g(y)=3ay, wobei A die Matrix“ (] ist, y iso-
: L _U
metrisch auf einen Punkt mit nicht negativer zweiter Xoordi-

nate abgebildet werden (x=e1 ist Fixpunkt von £, sP wira
durch g auf sich selbst abgebildet). Dann gibt es einen wohl-
bestimmten Wert ¥ aus dem Intervall [O:ﬁl, dergestalt, daB

y1 = coslv, Yy = sin ¥ .

(cos % —-sin¥ OF]
| 3 o ' I

f(z)=  SRY cos Y | z bildet offensichtlich RF'! isomet-
- 0O
L L

risch auf sich ab, sP ist invariant unter £ und f(x)=e1=

= cos¥ e, *+ sin'e e, =Y. [1

3.24 Bemerkung

Falls G{LZP und w ¢ G, so kénnen wir G isometrisch auf eine
Menge abbilden, welche w nicht enthilt, (GC;ZP nyzp~\G + ¢
r~ Es gibt einen Punkt xegzpa.G. Drehe nun Sp so, daB x auf

w zu liegen kommt.)
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3.25 Satz

Sei E # {0} endlichdimensional, entweder ein NLR lber R,

mit dim E > 2, oder ein beliebiger NLR iiber C, E, seine AEP.

(1) Sei G E ein Gebiet und xeG; dann ist auch G\{ﬁx ein Ge-
biet. Gebiete in E sind somit zerlegungspunktfrei.

(2) Aussage (1) gilt auch, falls G ein in Ew enthaltenes Ge-
biet ist.

Beweis:
(1) Nach 2.21{(2) ist E homSoisonorm zu einem geeigneteann,
nx> 2, G ist somit homSomorph zu einem geaeigneten Gebiet G!
dieses geeigneteann; Nach Kuhn, 2.11, p. 126 wird der Zusam-
menhang eines Gebictes iann, n > 2, nicht einmal durch das
Entfernen einer abzdhlbaren Menge.zerstdrt, somit ist G'\fx'j,
wobei x' der Bildpunkt von x unter dem Isonormismus zwischen
E und R" ist, zusammenhingend, und scmit auch G\{x}. AuBer-
dem ist G {x}= GNAE-{x}, offen, da jeder NLR als HAUSDORFF-
raum a forteriori ein T,-Raum, E\({x] somit offen ist.
(2} Falls E homdoisonorm za R" ist, so isgt nach 3.13 Ew ho-
mdomorph zu Zn, 2" ist aber wiederum hom8omorph zu Sn, der
Oberflidche der Einheitskugel deSiRn+1. Wir kénnen somit unsere
Betrachtungen genau so gut auf gh Adurchfiihren.Falls G=Sn, 50
drehen wir gemdB 3.22 x auf den Nordpol w von S°. Sn\{w} ist
zu Rn, R" ist aber ein Gebiet, hom&omorph. Falls Gc s%,
so haben wir wiederum nach 3.24, daB G zu einem Gebiet G' des
Sn, welches den Nordpol nicht enth&lt, homdomorph ist; und
erhalten die Aussage aus (1), wenn wir G' in den}Rn, n= 2,

hinunterprojizieren. [j

3.26 Satz

Die AEP XW eines nichtkompakten T1fRaumes X ist ein T1—Raum.

Beweis:

w ist in X _ abgeschlossen, da Xﬁ\{wﬁ = X in X offen ist. Sei
x ein endlicher Punkt von X_. Dann ist waéx} = {wiu (X~{x]).
X\{xﬁ ist wegen der Abgeschlossenheit von ﬂﬁ} in X offen und
X« (X~{x]) = x ist als einpunktige Menge kompakt. Somit ist

X~ (x] in X, offen, I1x! daher in X, abgeschlossen.

L

3.27 Satz

Sei X ein topologischer Raum und Xw sein AEP. Falls B < P(X)
eine Basis der Topologie von X ist, so ist EU{W? eine Basis
der ALEXANDROFFPschen Topologie wvon Xw.



Beweis:

Jede in X offene Menge l&Bt sich voraussetzungsgemidf als Ver-
einigung von Mengen aus B darstellen. Jede in X, offene Menge,
die w enthdlt, 138t sich als Vereinigung gewisser in X offener
Mengen mit w darstellen. Offensichtlich 148t sich somit jede
~in X, enthaltene, w umfassende, offene Menge als Vereinigung
von Mengen aus Bu{w) darstellen.

3.28 Folgerungen

(1) Zp, die AEP von Rp, P&£IN, ist ein A2—Raum, da RP ein AZ_
Raum ist (Kuhn, 2.2, p. 74). Die Vereinigung einer abzihl-
baren Menge mit {wj bleibt aber abzihlbar, somit besitzt
auch 2P eine abzidhlpare Basis. ZP,IRp sind somit auch se-
parabel (Kuhn, 3.4, p. 77). :

(2) Da zP als amp des T1—RaumeSIRp, gemdl 3.26 selbst ein
T,~Raum ist, sind nach Kuhn, 4.8(1)(2), p. 112, in zP die
Begriffe kompakt, abzihlbarkompakt und folgenkompakt Hqui-
valent, da 7P gemdn 3.28(1) ein Az-Raum und somit nach Xuhn,
2.3, p. 74 auch ein A1—Raum ist,

(3) Da Ew’ die AEP eines endlichdimensionalen NLRs E {iber
K =R, €, zu einem geeigneten 7P homBomorph ist und die
Eigenschaften "X ist ein Ty~ A,=+ A,-Raum" topologisch
invariant sind, gilt auch in Ew’ daB die Begriffe kompakt,
abzdhlbarkompakt und folgenkompakt zueinander &quivalent
sind.
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IT Homologie (modulo 2) in Zp, der ALEXANDROFFschen Einpunkt-

kempaktifizierung des RP.

Der JORDANsche Kurvensatz imIR2 wird durch Verwendung der
Hilfsmittel Gitter, Zellen und Ketten bewiesen. Es erhebt
sich nun die Frage, wieweit besagte Gitter, Zellen und Ketten
auch in hdhere Dimensicnen als zwei Ubertragen werden k&nnen.
Es stellt sich heraus, daB der Begriff des Gitters auf den
Raum iRF verallgemeinerbar ist; es empfiehlt sich aber, nicht
mit beschrénkten Gittern zu arbeiten, sondern im zweidimen-~
Sionalen Fall, die horizontalen und vertikalen Strecken zu
Geraden auszuziehen, im p-dimensiconalen Fall statt Geraden,
affine Unterriume der Dimension (p=1) zu verwenden. Nach der
etwas aufwendigeren Einfihrung der Zellen lassen sich dann
Ketten, Zyklen, algebraischer Rand etc. ganz analog wie im
zweidimensionalen Fall einfithren. Um Koemplikationen mit be-
schrénkten und unbeschrinkten Zellen zu vermeiden, ist es
besser, die Gitter in Zp, der ALEXANDROFFschen Einpunktkom-
paktifizierung voniRp, zu betrachten; es bereitet kein gro-
Ben Schwierigkeiten, die Veraligemeinerung des JORDANschen
Kurvensatzes, welche ja zundchst nur fiir zP gilt, auch in RP
als gliltig zu erweisen.

Betrachten wir also zundchst Gitter und Zellen in RP,

1. Gitter, Zellen, Ketten

Unseren Betrachtungen legen wir zunichst den RaumlRp, p c'N,
zugrunde; flir die folgende Definition erinnern wir an die
Tatsache, daB jeder Punkt x ausiRp sich eindeutiqg in der Form:
X = (x1,x2,...,xi_1,xi,xi+1,...xp), X, aus R, i=1,...,p, dar-
stellen 1HRt; X, heiBt die Projektion von x auf die i-te Koor-

dinatenachse, oder die i-te Koordinate von X

Ferner vereinbaren wir noch folgende Bezeichnungsweisen:
der Buchstabe i soll durch die ganze Arbeit hindurch Zmmer
eine natiirliche Zahl nicht kleiner als eins und nicht groBer
als p bezeichnen; k,j,n bezeichnen immer natlirliche Zahlen;
griechische Buchstaben, eventuell indiziert, bedeuten <mmer
reelle Zahlen, der Buchstabe h bezeichne tmmer einen der gleich

einzufiihrenden Prinzipale.



1.1 Definition, Bemerkungen

(1)

(2)

EN . . . o
h = hi :=-{X€JRPI X, =«&§.helﬁe €eln Prinzipal, senkrecht
zur i-ten Koordinatenachse;

i ist die h zugeordnete Bestimmungsrichtung, i heifie auch
Richtungsindex von h, bezeichnet als r(h). r(h) = i, genau

=N o L .
dann, wenn h = hi"i aus R beliebig, Die i-te Koordinaten-

achse heiBe die h zugeordnete Bestimmungsachse.

& ist die h zugeordnete Bestimmungszahl, oder der Bestim-
mungsindex von h, bezeichnet mit b{h). b(hi) = fiir alle ji.
Seien h, h' zwei Prinzipale; wir sagen h und h' sind zuein-

ander parallel, bezeichnet h“h', genau dann, wenn h und h'

denselben Richtungsindex besitzen.

- Sl P
*h = +h] := {xé!R

Xy adssheiﬁe'der h zugeordnete (asso~

ziierte) obere oder positive Halbraum:

-h = —hi L {ngRp! Xy 5ﬁf§hei5é'der h zugeordnete (asso-

ziierte) untere oder negative Halbraum.

+ bzw. - nennen wir das Vorzeichen des Halbraums ("+h ist
der Halbraum mit positivem, -h derjenige mit negativem
Vorzeichen™), . h heiRe der Bestimmungsprinzipal von +h

bzw. -h; +h, -h nennen wir die von h bestimmten Halbriume;

die flir Prinzipale entwickelte Terminologie {bertridgt sich
ohne weiteres vom Bestimmungsprinzipal h auf die durch h
bestimmten Halbriume +h, -h. Offenkundig gilt:

h = +hn-h¢+h, -h; +hU-h = RP,

-
h, = h° +de e, der positive Einheitsvektor der i-ten

Kéordlgatenachse, somit geht h aus hi durch Translation
umcie hervor; da h die Hyperebene.[x —O} ist, ist h in
der Sprache der llnearen Algebra ein (p-1) dlmen51onaler
affiner Unterraum von1Rp; die oben eingefithrte Sprechweise
fiir Parallelit&dt von Prinzipalen ist mit der aus der linea-
ren Algebra bekannten fiir Parallelitit affiner Unterriume
eines gegebenen affinen Raumes vertrdglich, da h h' genau
dann, wenn h und h' dieselbe Hyperebene hi als Unterraum
zugeordnet ist, '

Jeder Prinzipal h ist durch seinen Richtungsindex r (h)

und seinen Bestimmungsindex b (h) eindeutiqg bestimmt: zwel
Prinzipale h, h' mit gleichem Richtungsindex fallen ent-
weder zusammen oder sind disjunkt; im ersten Fall stimmen
ihre Bestimmungsindices liberein, im zweiten Fall sind sie
voneinander verschieden.



(3)

(4)
(5)

(6)

(7)
(8)

(9)
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Offenkundiqg sind Prinzipale unbeschrénkt.

Jeder Prinzipal h = h] ist als Bild unter der Translation um
Aei — diese Translation ist offenkundig eine isometrische
Selbstabbildung des RP - der abgeschlossenen Hyperebene h
selbst abgeschlossen und besitzt daher ebensowenig innere.
Punkte wie h (I 2.7(2)}, ist somit ebenfalls nirgendsdicht
1npr auBerdem sind Prinzipale offensichtlich konvex und
somit (bogen~)zusammenhingend.

h* bezeichnet einen Prinzipal mit beliebigem Richtungsindex
und Bestimmungsindex « , hi einen Prinzipal mit Richtungsindex
i, aber unbestimmtem Bestimmungsindex: falls keine Zweideutig-
keiten zu befiirchten sind, lassen wir den Richtungs~ bzw. den
Bestimmungsindex wegq.

Offenkundig sind +h, -h, die h = hi zugEOrdneten‘Halbréume
unbeschridnkt, konvex und abgeschlossen.

Seil o\ifﬁ A C —h*, B c_+hQ, dann ist offenkundig ANB = @.
Aus ++( folgt, daR h (\h = ¢, da o.B.d.A. :%<TB und h?‘g -h%

i i’
h c,+hB die Behauptung folgt dann aus (4).

Falls d=<<(3gilt offenkundig:
a) +hd.‘ :>+h(.3, —h‘; c -h{f;

(5 -
b) +h¢ U+h Y = +n®, +h°*‘m+h - ",
1 1 l 1
A 0 6 e
¢) -h} u-hy = -nf, hr\hl— B .
s

oh
Aus AC -h B —C::+hi folgt ¢ C ApB < -h&ir"\+h; = hi.

Falls &<"[}, gilt offensichtlich:

B & & E
a) hi C+hi, hi < hi' 3
't o o )
b)hyn-h; =@ = h; n+h; A
- RN Sz
<) h, hi/\+hl, hi = h;n h..
Seien hi r++-sh, , N < p paarweise nichtparallele Prinzipale,

dann gilt fﬁ\ h + ¢! Denn seien &1,62,...,éh die Bestim-
i=1 3

mungszahlen der hi y SO0 liegt jedes x auSIRp, dessen ij—te

J
Koordinate gleich aj ist im Durchschnitt aller hi .
, 1
Die Voraussetzung n = p ist wesentlich! Unter n>p Prinzipalen
treten ndmlich mindestens zwei zueinander parallele auf, deren

Schnitt leer ist.



1.2 Definition

N
(1) Sei M =4h.k ‘1T< k== n, ngmnN belleblg\v eine endliche

Menge von Pr1n21palen in RP. M ist ein rechtw1nkllges

Gitter 1mst, wenn jede Koordinatenachse des RY als Bestim-

mungsachse mindestens eines Prinzipals aus M auftritt.

6 bezeichne kinftig immer Gitter im rP (zPy .

e < h=l1 h&z ! b p'i( ot o :
LAq By peea hy ™o, o 15T somit ein Gitter ein-

fachsten Typs.

(2) Zur Vereinfachung der Sprechweise wollen wir noch folgen-
des vereinbaren:
Gi sei die Menge aller Prinzipale aus G, welche von der
i-ten Koordinatenachse bestimmt werden; wir wollen Gi das

i-te Teilgitter von G nennen.

n; = n; ()& N bezeichne die Anzahl der Prinzipale in G
nach Deflnltlon eines Gitters ist n, =n,(G6) > 1 fir alle
i=1,...,p. .

Bi(G) = Bi'sei die Menge der Bestimmungsindices der Prin-

zipale aus G . B heiBe die Bestimmungsmenge von G oder

die i-te Bestlmmungsmenge von G; B wollen wir uns immer
dergestalt durch die Zahlen | ”i._§j,2,...,n£R(;_N indi-

ziert denken, daﬁ:£1 = min Bi,‘in =max B, &2 die zweit-
i

kleinste Zahl aus Bijrd _q die zweitgrs8te Zahl aus By
i
ist, usw.; den Index, welcher der Zahl & aus B bel die-

ser Indizierung zugewiesen wird, wollen wir den Ordnungs-

index von < in Bl nennen, bezeichnet mit o(d), c (k) =k,

genau dann, wenn ¢ in der oben beschriebenen Indizierung
von B; mit dem Index k versehen wird, d.somit die "kat-
kleinste" Zahl von B, ist.
Offenkundig ist die soeben beschriebene Indizierung der
Menge B; ein Ordnungsisomorphismus zwischen B, und der
oben eingefiihrten Menge Ii = {J,2,...,n£ﬁ. Ii wollen wir
die Indexmenge von B, nennen; es gilt somit fir <,(3 aus B
& <’r(5“<(%) genau dann, wenn j=o(.) < k=o(g) {1 <k); aus
dp G 5< ok) folgt j < k (j <k) und umgekehrt.

j_
Selo~=$j aus Bi’ j>1. Alle (® aus Bi’ deren Ordnungsindi-
zes kleiner als j sind, wollen wir als die Vorgdnger bzgl.

B von 4. bezeichnen, :i 1 werde der unmittelbare Vorgénger
in B von & genannt. Offenkundlg besitzt &1 Uberhaupt

kelnen Vprgénger, und falls t<n; sind alle vons  ver-
l

schledenen{E aus B Vorgédnger von<$n



(

(3)

1.3
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Entsprechend haben wir, falls - = ﬂj aus Bi' j«<ni, dag

alle ﬁ aus Bi,deren Ordnungsindex echt grdBer als j ist,

Nachfolger bzgl. B, von 4 heiBen. < ist der unmittelbare

J+1

Nachfolger in Bi von 4 ; offenkundig besitzt:&n keine Nach-
i

folger. Im Falle 'Tﬁ;ni sind alle von<;1 verschiedenen @ aus

Bi Nachfolger von<L1.
h= hk bezeichne denjenigen Prinzipal aus G » dessen Bestim=-
mungszahl den Ordnungsindex k besitzt. k helﬁe dann Ordnungs-
index von h in Gl, bezeichnet mit o(h} = o(hi). Wir wollen

h? auch den k-tenPrinzipal wvon Gi’ oder den k-ten Prinzipal

von & der Richtung i nennen.

Unter dem TrHger eines Gitters G, bezeichnet mit |G|, wollen
wir die Vereinigung aller Prinzipale aus & verstehen, fG\ ist
somit eine abgeschlossene und zusammenhidngende Teilmenge von
Rp da je zwel nicht parallele Prinzipale sich schneiden

(sei h1 = H?, h, = h], i*#3, so besteht h1r\h

mit x; =, X ={3).
6| ¢ RP, RP { [c ={;emp xiéBi,igﬁ,L.“,ﬁgs#Q;

|G\ ist als endliche Vereinigung der nirgendsdichten Pringzi-
pale aus & selbst nirgendsdicht (I 1.40),

2 aus allen.x

Einfilhrung der Zellen

(1)

(2)

Sei G ein Gitter im RF.

Jedem Prinzipal hk aus G wird ein Zellenbaustein Pk, Pk werde

der zu hk gehorlge genannt, dergestalt zugeordnet, daR Pk ent-
weder glelch hk oder glelch +h oder glelch --hk ist. Es gllt
somit immer hj c P:| P:| - +h:| oder Pj —hJ. Dle Verneinung

von P] C.+hJ ist somit JE’--J = -hi, diejenige von PJ = -h:'l ist

P?<; +hj, entprechend ist PJ = +hJ die Verneinung von PJ(Z —h:J
und umgekehrt.
Sei nun eine Zellenbausteinzuordnung der oben beschriebenen

Art fir die Prinzipale aus G dgegeben.

Q = Qi = (“ﬁ PE werde die i-te Zellenkompeonente dieser Zellen-
k=1

bauste1nzuordnung genannt. Falls Q + @ werde Q eine i-te
Zellenkomponente auf € oder kurz eine lelenkomponente auf G

genannt; i ist wiederum der Richtungsindex dieser Zellenkom-
ponente, bezeichnet mit r(Q), r(Qi)_= i, Zwel Zellenkomponen-—

ten auf & sollen genau dann zueinander parallel heiBen, wenn
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ihre Richtungsindizes iibereingtimmen. Der Buchstabe @ soll
firderhin fir Zellenkomponenten reserviert bleiben.

Alle P? , 1= 1,...,p, k—1,...,n sind abgeschlossen und kon-

vex, da P? = hk %-h , Somit 51nd auch alle Zellenkonponenten

Q; auf G abgeschlossen und konvex, da Durchschnitte abgeschlos-

sener (konvexer) Mengen abgeschlossen (konvex) sind.

Bei der Einfihrung der Qi’ Qi = (\ Pk + ktnnen "lberfliissige"
k=1
Faktoren unter den Pi auftreten. Falls etwa Pl = hl, Pi = -hi,

s0 gilt, gleichgliltig wie die Pi, j> 2, gewdhlt werden,

., . . n.
0. = mlp?=P ﬂP n(\ P:.]=P1nﬂlPJ p? ist somit in
1 . 1 1 l 1

J=1 j=3 j=3

diesem Fall "Uberflissig". Der Formalismus wird jedoch durch
die Beibehaltung dieser "liberfliissigen" Faktoren sehr verein-—
facht, da, wie sich gleich zeigen wird, bei der Definition
jeder Zelle genau ein Faktor, der eindeutig einem Prinzipal
aus & zugeordnet ist, auftritt.

Seien nun Qi’ i=1,...,ps, p i-te Zellenkomponenten auf G,

(Qi + @ 1), dann wird
P
c =M Q, = (\ ((\ P ;) die von den Q., i=1,...,p,
! i
i=1 i=1 k=1

erzeugte Zelle des Gitters G (auf @) genannt.

Da alle Qi abgeschlossen und konvex sind, ist, wie oben, jede

Zelle abgeschlossen und konvex, somit (bogen-) zusammenhingend.
Die Zellen sind nicht leer {siehe 1.12.1}.

¢ bezeichne durchweg Zellen. 1,cé,...,cn werden als verschie-
den angenocmmen, falls die Indizes wverschieden sind. Aussagen,

wie C ¥Cy c1#c2, Xec, Acc, ccA, Anc # @ etc., haben den iib-

lichen Sinn.

Zur Kldrung der wichtigen Frage, unter welchen Bedingungen Qi =
i
1
1.4 Definition

= Pi + @ ist, bendtigen wir zunichst

T s

Sei G ein Gitter im RP. Jedem Prinzipal h? aus 6 sei, wie in 1.3
beschrieben, ein Zellenbaustein Pi zugeordnet. Sei Gi die Menge

der durch die i-te Koordinatenachse bestimmten Prinzipale von G,

|
o Pk K. L ¥k k _ kN
+Ii = h?eli; Piti +hi' somit; entweder Pi = hi' oder Pi = +hi\3,
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PB < —hk, somit: entweder Pk = h% oder Pk = -hk};
i= i i i i i

~I :='ik€Ii

Die beiden Mengen +Ii, ~Ii nennen wir die charakterixtischen

Mengen der Zellenbausteinzuordnung fiir das i-te Teilgitter Gi.
Falls keine Verwechslungsgefahr besteht, werden wir den unte-
ren Index weglassen und nur +I, -I, I schreiben.

kK _ .k _ k .k k .k k__k .
Da entweder Pi = hi‘: +hi, hi oder Pi—+hi oder Pi— hi’ liegt

jedes Element aus Ii in +Ii oder in -Ii.
Offenkundig gilt:

- - S B

je‘+;ir\ Ii Y Pi == hi'

- A pd o i,
je¢ =TI, ¢y Py = +hi;
. pd = 3
3§+ NAY Py = hi'

=+ i i = i = =
Falls +Ii‘¢’ S0 existiert +mi min +Ii, +Mi max +Ii, da
+Ii eine nichtleere endliche Teilmenge der natiirlichen Zahlen
ist; ebenso existieren, falls —Ii#ﬁ, -m, = min —Ii,

=M, = max -Ii. Offenkundig haben wir:

M +hIM, falls +M existiert;

o
I

i & —h;m, falls -m existiert.
Der eilige Leser mag getrost zum Satz 1.12, der die notwen-

digen und hinreichenden Bedingungen fiir Qi$¢ angibt, wvorbldt-
tern!

1.5 Satz (Lemma iiber Zellenbausteine)

Seien j,k eIi = I.

(1} Sei k aus I;_P?'E.— E und gelte fiir alle j aus I mit ke
; \ n, .
p* = —h?, so gilt: pX = At pd,
i i i . i
J=k
(2) sei k aus 1, P¥ ¢ +h];, und gelte fiir alle j aus I mit j<k:
. . k .
3 - 4 J 4. pK = J
P; +hir so gilt: P, = ;:aPi.
k k . : e 3 I,
(3) Falls Pi §_+hi und fiir alle j aus I mit j =k Pi = —hi ist,
so gilt: P?r\Pi + ¢ und PE{NPE ist kein Prinzipal, falls
pX = 4nk,
i i
k j _ .k k _ .k
Pif\Pi = hi' falls_.Pi = hi.

(4) Falls P¥ C -h" und fir alle 5 aus I mit j<k pl=-nJ ist,
gilt ¢ + PXnpd una PPl ist kein Prinzipal, falls
XK _ .k k. k _ .k k _ k.
Pi = —hi. Pi(\Pi = hi, falls Pi = hi
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(5) Falls p? +hf und fiir ein J= k Pi

1N

A 1N

so gilt: P.r\Pi = @,

1
(6) Falls Py ¢ -h{ und fir ein jak P ¢ +h) ist,
. k .3 _
so gilt: Pir\Pi = @. .
. j ok .
(7) Falls fiir ein j, j * k, Pin P{ = @, so gilt:
.
LSg--)
Qg = NPy =2 -
s=1

(8) Es gilt fiir jedes j: j= +M oder j = -m,

{(9) Falls 4M = -m, s0 gilt entweder +M = -m, oder
(+M) + 1 = = m.
Bewels:

n., . N
i .3 k, .. k . . .\
(1) ‘(\ Pi C pP;; fiir xe Pi gilt X = “1k':d‘j fir alle

[
J=k * . .. n., ..
J=k. Somit ist x(—,Pi flir alle j =k nyxe N Pi, also
k T i
gilt auch Prc At pd |
i= 5k 1

(2) Der Beweis verliuft ganz analog wie der Beweis von (1).
Ersetze liberall "<" durch "=" und lasse in den Durchschnitten
den Index j zwischen 1 und k variieren.

Kk K’ d\k'+<“'

. _ . - 3 . . k J

(3) Sei Pi +hi. Alle x mit Xy 5 liegen 1n_Pi(WPi,
*Qk + 4. Kk .

da d.k*: ——-—-2-——1<olj . Hieraus geht auch hervor, das Pi ﬂPi

kein Prinzipal sein kann, da auch alle x mit xi=&k in Pff\Pi

liegen, X; somit nicht konstant fiir alle xe;P?r\Pi igt.
Falls P* = hY, so gilt fir alle x¢ P
. Kk o4 )
, = o a, i ‘ i J i 1E . J
X, k<: X somit liegt x in Pi’ Also gilt Pi C Pi' Deshalb
k _ _k

P

gilt: hi i

- pK Apd
(4) Man muf im Beweis von (3) nur tberall "<" durch "=" ersget-
Zen,

(5) Fir kein x aus RP kann xi'g_aj<;4kbg Xy gelten!
{6) Vertausche im Beweis von (5} 3 und k.

k " s
.= N P D@,
1l — 1l —

(7) ¢ = PInp
1
5=1
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(8) G&be es ein J mit tM<j <-~m, so hitten wir, da jg¢ +I

i
oder Jjo I

M<3j < +M, fallsg j{:+Ii,

-m< j<-m, falls j -1, Dies ergibt auf Jeden Fall einen

Widerspruch, da j immer in *I; oder in ~I, liegt (1.4),

(9) Es geniigt,den Fall +M< -m -zu betrachten.

Fir jede Zahl s von Ii' die von h; verschieden ist, gilt:

s+1¢g Ii.

MI-m < -M < n,. Somit 4M % n; - Also n]:=(+M)+Té-Ii. Wdre
njz# -m, so gdlte +M<:n]<.—m, im Widerspruch zu (8).

N, -m kann nicht gelten, da sonst +M =n, - 1 = =M = +M] [:

1 =

Nun kdnnen wir bequem Bedingungen dafiir, dag Q;, ¥ @ ist,
flnden.

1.6 Satz
Falls —I#Q, jeI, gilt:

(1) Aus J<-m folgt: pJ = 4pi,

It
+
-
Lo

(2} Aus j>-M Zolgt: p-
{3) ¢ = Q. =g, falls -m< j und PpJ c +h7 .
(4) Qi = @, falls -M, < n..

Beweis:
(1), (2 folgen sofdrt aus den Definitionen von -I, -m und -M,
(3) folgt aus 1.5(5).
(4) folgt aus (2} und (3), aa ni>—Mi:i -m, somit P i = +h 1,

1 n?‘ SatZ
Falls +I*@, 5 ¢ I, gilt:

(1) Aus jJ< +m folgt: Pj = —hj.

(2) Aus j»+M folgt: pJ = —pi.

(3) 03 =Q =9, falls +M>j wna pd ¢ pJ.
(4) Q. = Q = @, falls 1< +m,

Beweiss

{1) und (2) folgen wiederum sofort aus den Definitionen von
+I, +m und +M,
(3) folgt aus 1.5(6).

(4) folgt aus (1) und {3}, da 1::+m'§ +M. Somit: Pl = —h1

O
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1.8 Satz

Sei Qi#Q. Falls zusé&dtzlich +Ii;+I¢¢, sc gelten die Aussagen
(1a),{(2), (5b).

Falls zusadtzlich -I+@ gelten die Aussagen (1b}, (2), (5b).
Falls +I, -I # @ gelten die Aussagen (4),(8),(9),(10).

(1) a) 4m = 1; b)) -M = n, .

(2) P7 = -hk fir k>-m, d.h. alle k> -m liegen nicht in +I.

(3) +hk fiir <+M, d.h., alle k< +M liegen nicht in -I.
(4) +M <= -m, +I <« -I.

|
Il

ko
(5} a) Fiir k < +M ist M pJ = p5;
J=1

b) fir k > -m ist

nin_ k
. 3=k n,
(6) a) Falls I=+I, so gilt; Qi:Q=P b

b) falls I=-I, so gilt QizQsz.

{7) Unter den Pk tritt hichstens ein Prinzipal auf; im Fall

PX = 0¥ gilt: 0; = 0 = h* = ¥,
(8) 9, = Q= P = n¥ Ak = 4 = -m O\ +INn-I D {k\g-@,ﬂ -1 ¥ @,
(9) 9, =0 =+ n™,
(10} 0,=Q ist kein Prinzipal n +In=~I = g (#M)+1 = -m

o FI< -1,

In diesem Falle ist P+M=+h+M, P-m=-h“m.
(11) Qi:Q=-h], kein Prinzipal vy I = -I, P] = —hj.

ni ni I'li

(12) Q.,=Q=+h 7, kein Prinzipal {3 I = +I, P = = +h T,
Beweis:

(1) folgt sofort aus Q+@ und 1.6(4), 1,7(4).

(2} folgt aus 1,6(3).

{3} folgt aus 1.7(3).

(4) Falls +M> -m, ergibe sich ein Widerspruch zu (2).
+I < -I ist offensichtlich nur eine andere M&glichkeit,
den Sachverhalt +M < -m auszudrﬁgken.

(5) a) Nach (3) ist fir alle j<k bPJ = +hX. Hieraus ergibt

k . : -
sich O pJ = Pk sofort aus 1.5(2),
3=1

Die Aussage b) wird ganz analog bewiesen!
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{6) a} ist eine unmittelbare Folgerung aus +M:ni und (5a).
b) ist eine unmittelbare Folgerung aus -m=1 wund (5b}.

(7) Angenommen, P k hk Pj—hj j#k, 0.B.d.A. j<k. Nach 1.5(5)

folgt hieraus sofort P {NP] = (3. Dies hat jedoch gemiB 1 5(7)
Q, = Q=¢ zur Folge.
Falls +I, -I + ¢ folgt aus Pk=hk: ke +I n-I. Somit haben wir:

-m < k < +M. (5) liefert dann: nl p3 =0, = N Pi ~ At Pi =
k . .k k 3=1 3=1 j=k

= P.ﬁp. = h._ .
1 1 1

n,
Falls I=+I, folgt Q.=h.l, da +M=n.. Somit gilt nach (5a):
1 i 1

+M

04 pk x +M
Q. = N = M Py, = P, Nach (3) gilt fiir alle k <+M=n,:
i . 1 i i
k=1 k=1
k k . . . . .
Pi = +hi’ kein Prinzipal. Somit muf Qder voraussetzungsgemin
unter den P?, k=1,2,...,ni, auftretende Prinzipal gleich hIM
: MM .

sein. Pi = hi Qi (siehe oben}.
Der Fall I = -I wird vdllig analog erledigt!

{8) Sei Q P}; h}jf Ny k €+I n~I, da h]? < +h];, —h];

Ke+Ink< -I ((4)) nyk=-m, da ke -I. Ekenso zeigen wir
k = +M.

Sel nun k=+M=-m N +In~-I 2VK}AIN-T + @,

Sei nun umgekehrt k¢ +In-I. Wie sceben folgt auch hler
k=+M=~m.

Aus k = +M = -m folgt nach (5) sofort:

n, . k n,
Q.= ntpl = N pI A A pI o pKApk L Pk
1 . 1 1 1
j:1 ]:'[ Jzk .
k k k k k
+ - - -
ke +In Ir\,hlgPig hy, +hy ryh € P, ¢ -hin+h hy .
ni . +M . ni . +M _
9) 0; = nTpl = N pl At ) pM™MAap™ nug ().
_ . I . i i i
3=1 J=1 J==m
+ + - -
Falls ;" = +h}" und P7" = -h™, so sind wir fertig.
; + - -
Sei nun PiM = +h-j!:M oder Pim = him. Nach (7) und (8) folgt:
- cpM o pm o om o M _ M M _ M -
moom Q=BT =Py = hiC = hy o= +hp n-h) o= b A-h]

(10) Sei Q;, kein Prinzipal iy +INn-I = @ nach (7) und (8) /v
Yy (¥M)+1=-m, da nach (4) +I < -I ist und +M=-~m +In-I * @

zur Folge hitte.
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Sei nun umgekehrt (+M) + 1 = -m. Hieraus folgt +I < M <-m <

< -I. Somit gilt: +I<-T Ry +IN-I =@ ~,Q, ist kein Prinzipal
nach Teilaussage (8). '

Wire etwa PIM = h;M, so wdre +M¢ -I, im Widerspruch zur
Voraussetzung.
(11) Qi = —hl vl = -m Ry fiir alle k»-m=1 ist Pi=-h? gemapn
(2). Somit liegen alle k=1 in -I. P;=h1 hdtte nach (5b)

_ 1
Qi_hi zur Folge.

1 1 . '
1=-hiIQUQi=—hi gemdf (5b), da -m=1.

{(12) Der Bewels verlduft ganz analoeg wie derjenige von Aussage

(11). ]
1.11 Satz

Sei € ein Gitter im RP. Jedem Prinzipal aus G sei gemédp der

Sei nun I=-I, P

in 1.3 beschriebenen Art und Weise ein Zellenbaustein zuge-
ordnet.

Gi sel die Menge der Prinzipale aus &, welche von der i-ten
Koordinatenachse bestimmt werden. Die in 1.4 definierten Men-
gen +I, —-I mogen einer der folgenden Bedingungen geniigen:

(1) T =-I, d.h. fir alle j>1 ist PJ = ~n].

(2) I =+I, d.h. fur alle j<n, ist PJ = +nl.

(3) +I # ¢, -I # @. Hieraus folgt nach 1.8(1) +m=1, —M=ni

und nach 1.8(4) +M < -m (+I < ~-I); somit ist in diesem Fall
fir alle j<+M PJ = th] und fiir alle j>-m P = -hi.

Dann ist Qi¢¢ und zwar gilt im Falle

1

i da 1t1e -1;

(1) @, = P; C -h

]

N n; .
(2) @3 = Pyt C +hyl, da nje€+I;

+ s
{3) Qi = +hiMIW—him, wobei Qi genau dann ein Prinzipal ist,
falls +M = -m.

Beweis:
ni . 1
(1) @ = N* P} =P nach 1.5(1).
j=1 1 1
ni . ni
(2) @ = N pi = P." nach 1.5(2).
3=1 *
ni . +M .. n, .
3) 0, = n"pl =N P!t el (weil +M < -m, gilt nach
=1 3=1 J=-m M
1.5(9) +M=-m oder (+M)+1=-m). Nach 1.5(1),(2) gilt () ») = pIM,
3=1
n, .
i .3 _ I . N _ptM =m +M +M -m__.-m
Py o= P.”. Somit haben wir: Q=P NP, Py c +h,™, P e-h,

j=-m
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+M +M “m _ . -m .
1. Fall: Pi = +hi . Pi = hi . Dann gilt Qi¢¢, da alle
- mP . _ . +M =m .
xe RY mit xi_$+M <d_p in Pi eri liegen.
+ + - -
2. Fall: Sei entweder a} PiM = hiM oder b) Pim = him'

Es geniigt, den Fall a) zu betrachten.

M C _hIM_ Somit +ME-I Q,-m < +M < -m A, +M=-m. Deshalb

, _ M -m _ M _ M -m
gilt: Q; = P, OPT = hi +hi N hi £ @.
Die Aussage, unter welchen notwendigen und hinreichenden Bedin-
gungen Qi ein Prinzipal ist, folgt sofort aus 1.8(8), da

Qir +I, -I # Q- D

Aus 1.8, 1.9, 1.10 und 1.11 ergibt sich
1.12 Satz (Kriterium fiir nichtleere Zellenkomponenten Qi}

a) Ii = —Ii, d.h. fiir alle i1 ist
Pi = —hi; in diesem Falle ist
= p Wi
Qi Pi .
[
j b) I, = +Ii' d.h. fiir alle j{fni ist

f Pi = +hi; in diesem Falle ist

/ o, = pMi

i i
n, . ’/
Q; = (\: Pi ¢ O ©) ¥I;, -I; # @, +m=1, =M=n_, +Mc-n.
= . .
Flir j<+M ist Pi = +hg, fiir
J>-m ist Pg = —hi; in diesem
. . _ +Ml - -m
Falle gilt: Qi = +h N hi 1
falls Qi kein Prinzipal ist, gilt:
-m = (+M) +1;
Qi ist ein Prinzipal genau dann,
wenn +M, = -m,.
i i i
Beweis:

Die Richtung "Qi # @ n,entweder a) oder b) oder c}* ergibt
sich aus 1.9 im Falle a), aus 1.10 im Falle k), aus 1.8(2),(3),
(4), (7}, (8),(3) im Falle c).

Die Richtung "Entweder a) oder b) oder C} (v Q; # @" ergibt
sich fur a) aus 1. 11(1), fiir b) aus 1.11(2) und fiir ¢} aus
1.11(3).



1.12.1 Folgerung

Aus 1.12.1 geht hervor, daB jedes Qi#ﬁf i=1,...,p, mindestens
einen Prinzipal hi der Richtung i umfaBt. Hieraus folgt nach

P P
1.1{(9), daB c = M Qi:) M hi#c,?} ist.
i=

1.13 Definition, Bemerkungen

(1) Sei G ein Gitter im R®. Wie in 1.3 beschrieben werde je-
dem Prinzipal h:| aus & ein Zellenbaustein P--J zugeordnet.

Diese Zuordnung helﬁe zellenerméglichend, wenn fiir Jedes

i=1, 4 e,Ps +Ii' -Ii, die in 1.4 eingefithrten charakteris-
tischen Mengen dieser Zuordnung flir das i-te Teilgitter Gi,
eine der drei notwendigen und hinreichenden Bedingungen
dafiir, daB Qi#ﬁ ist, des Satzes 1,12 erfilillen.

(2) sei Q. # @.
Wir sagen Q. ist eine regqulire Zellenkomponente (Q ist
reguldr), wenn Q kezn Prinzipal ist. Andernfalls sagen
wir, Qi ist eine Pr1n21pal- oder Defektkomponente (Q ist

defekt}; falls ¢ eine Zelle ist, die Q als Zellenkompo—

nente besgitzt, sagen wir "¢ ist in der i- ten Koordinate
reguldr bzw. defekt", je nachdem, cb Q reguldr oder de-
fekt ist; die i-te Koordinatenachse helﬁe dann je nach dem
Regularitéts- bzw. Defektachse von c.

Fallsg Q eine Prinzipalkomponente ist, gllt Q hi.

dj' dle Bestimmungszahl von hj, wollen wir auch die wvon

'gi'bestlmmte i-te Koordinate jedes Punktes x einer Zelle

von G, bei deren Bildung Q auftritt, nennen, oder kursz

die i-teKoordinate jeder Zelle ¢, bei deren Bildung Q

auftritt. Falls kiinftig von der i-ten Koordinate einex
Zelle ¢ die Rede ist, wird durch diese Sprechweise immer
impliziert, daB die i-te Komponente Q von ¢ eine Prinzi-
palkomponente ist, somit die i-te Koordlnate jedes Punktes
X aus ¢ gleich der Bestimmungszahl & der Prinzipalkompo-
nente sein muB.

Falls Qi reguldr ist, gilt nach 1.8(11),(10), (12) entweder
Qi=—h; cder Qi=+h?i oder Qi=+hIMr\—hTm, +*M < -m, je nachdem,

ob I=-I, +I oder +I, =I I; im ersten Falle wollen wir Q
nach oben beschrinkt nennen; h1 heiBe der obere Beschran—

kungspr1n21pal von Q im zwelten Fall heiBe Q nach unten

beschridnkt, h 1 der untere Beschrankun95pr1n21pal von Q
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. + .
im dritten Fall wcellen wir Qi beschrinkt, +hiM den Unterprin-
. —mi . .
zipal, hi den Oberprinzipal von Qi nennen.

Obere (untere) Beschrinkungs-, Ober—- bzw. Unterprinzipale

werden wir zusammenfassend als obere (untere) Randprinzipale

von Qi’ oder, falls die Unterscheidung von oberen bzw. unte-

ren Randprinzipalen unwesentlich ist, kurz, als Randprinzipale

von Qi' bezeichnen. Die Randprinzipale einer reguliiren Zellen-
komponente Qi bilden gerade den topolcgischen Rand wvon Qi
bzgl.lRp.

Falls im Zusammenhang mit Zellenkomponenten von einem oberen
{unteren) Beschrénkungsprinzipal bzw. einem Ober- oder Unter-
prinzipal die Rede ist, soll damit immer impliziert werden,
dan Qi reguldr ist und gerade aus denjenigen x aus RP beste-
hen soll, deren i-te Koordinate entweder im Intervall (—&,BJ ;
(3 ,r=) oder [63,Q4}, @3<(34 variiert, wobei G1 die Bestim-
mungszahl des oberen Beschrénkungsprinzipals ist;(31 werde

dann obere Beschrdnkungszahl von Qi genannt;(%2 ist dann ent-

sprechend die Bestimmungszahl des unteren Beschréankungsprin-

zipals und werde untere Beschrdnkungszahl wvon Qi genannt;(33,

(34 sind die Bestimmungszahlen des Ober- bzw. Unterprinzipals
von Qi und sollen ocbere bzw. untere Bestimmungszahl von Q.

. . . _ S -
heiBen; die Intervalle ( &,91], [92’9) bzw. [63,@4] wollen
wir die Variationsintervalle von Qi' bezeichnet mit Vi=

= V(Qi)' nennen. Im Falle, dafs Qi eine Defektkomponente ist,
artet das Variationsinterwvall V.= V(Qi) zu dem Punktintervall
[Q,&], & der Bestimmungsindex von Qi' aus. Viz V(Qi) wollen

wir auch das i-te Koordinatenintervall jeder Zelle ¢ nennen,

bei deren Bildung Qi als i-te Zellenkomponente auftritt. Of-
fenkundig folgt aus &evi= V(Qi), dal h? - Qi ist. Denn, falls etwa
Qi=—hl,oder = +h21, muB +M < & < -m sein. Offensichtlich ist
bei regulirem Q; der untere Randpunkt von Vi= V(Q;) Bestimmungs-
zahl des unteren Randprinzipals von Qi' der obere Randpunkt

von V.= V(Qi) Bestimmungszahl der oberen Randprinzipals von

Q-

Die Redeweise "4 ist obere (untere) Beschrinkungszahl bzw.

obere (untere} Bestimmungszahl von Qi" s0ll immer implizieren,
daB das Variationsintervall von Q, entweder von der Form (—&2&]
bzw., o, ) o?er, ?aB ﬁ1><$ bzw.cxaﬁz existieren, derart, daRg
V.= V(Qi) = Ld,@1i bzw. v, =ﬁ22,¢J gilt.

Eigentlich ist es ungenau im Zusammenhang mit Zellenkomponenten,
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Beschrdnktheitsbegriffe zu gebrauchen, da ja jede Zellenkom-
ponente Qi,als Teilmenge voanP, unbeschrankt ist; da jedoch
die Beschrdnktheitsbegriffe fiir die Zellenkomponenten derge-
stalt eingefiihrt werden, daB die Aussage "die Zellenkomponente
Qi erfiillt bezliglich der Beschridnktheit die Aussage p" Hquiva-
~lent zu der Aussage "das Variationsintervall von Qi erfillt
als Teilmenge der reellen Zahlen bezliglich der Beschrénktheit
die Aussage p" ist, wollen wir uns diesen abus de langage
(BOURBAKI dixit) gestatten.

Sei Q eine reguldre Zellenkomponente eines beliebigen Gitters

& und h? ein beliebiger Prinzipal desst Dann kann Q - hj

nicht gelten, da sonst (Qi) < (hj) =@ (1.1(2)) gelten miifte,
welche Aussage aber offenkundig falsch ist. Insbesondere ist
somit jede reguldre Zellenkomponente von jedem Prinzipal ver-
schieden.

{3) Satz 1.12 gibt Veranlassung zu folgénder Festsetzung:
Sei G ein Gitter des RF und G sein i-tes Teilgitter; ferner
sei h3 aus G .

Qi := hg heige die hg zugeordnete Prinzipalkomponente; die Be-

zeichnungsweise "QE“ s0ll fernerhin <mmer fiir Prinszipalkomponen-—
ten reserviert bleiben,

Falls 1« j<n,, nennen wir —Qi := +h, f\—hg, die hi, beziig-
lich &, zugeordnete untere (negative) Zellenkompcnente,

+Qi = +hg(\—hi+1,'die hi, beziglich &, zugeordnete obere (po-
sitive) Zellenkomponente;

= i =0l .= _p! T ).
falls ni~1,se1 Q. 1= hi' +Qi t= +hi,
To._ 1 1 . 1.
falls 1<:ni, sei —Ql 1= hi' +Qi i= +hir\ h,,
ny N1 ny nj
- = — - 1
Q i= +h, N -h;1, +Q := +hi1.

Die Benennungen fiir Ql,j:Q?i ibertragen sich sinngemiB aus
dem Fall '1<j.<n .

+ bzw. - nennen wir die Vorzelchen der Zellenkomponenten ("+QJ
ist die hJ bezliglich &, zugeordnete Zellenkomponente mit posi-
tivem Vorzelchen" etc.}. Untere (negative}, cbere (positive)
Zellenkomponenten sind sémit ex definitione reguldr; daher
wollen wir auch +Qg, —Qi die hi beziiglich G zugeordneten re-

guldren Zellenkomponenten nennen.

Wiederum sei j der Qi,‘tQi zugeordnete Ordnungsindex aus Ii'

bezeichnet mit o(Q) = o(Qi); o(Qi)=j genau dann, wenn Qi =




= Qg,* Qj. i ist wiederum der Richtungsindex, r{Q) r(Q ),
der Qf, = QJ
Offenkundlg gelten folgende Beziehungen:

J _ ) I _pd. w3 2 _ad J, J J

| = s o—0d ~ —pd _ad o 3
+Qi = +hi genau dann, wgnn 3 n,; Q14§ hi’ Qi hi
genau dann, wenn j=?. . '
Falls 3= 1, ist +Qg“1 = —Qif\+hi—1, da j=1<n,;
falls j<n,, gilt —Qi+1 = +Qi g:—hi+1, in der letzten
Inklusion gilt die Gleichheit genau dann, wenn j=1; hl

ist oberer Randprinzipal von —Ql, h?i unterer Randprinzi-
pal von +Q?i; falls j=1 ist hj_1 unterer Randprinzipal
von —Qj falls j<:n ist hj L oberer Randprinzipal wvon +Q:|
+jSi Q3 somit +QJ # Q:‘l

Wir wollen noch folgende {ibereinkunft treffen:
Falls ein Gitter € des RY gegeben ist und &;B (G), somit
h ¢ G ist, soll +Q entweder +h im Falle:ﬂ—% ~ oder

nj
_ ] _ ) o
+h. n~hy’ falls<i—d3, j<ny, wobelﬁ =d 5417 die Bedeutung
von —Q ergibt sich ganz analog.

1.14 Bemerkungen

1.13(3)Y legt es sehr nahe, die Zellen etwas einfacher, als
NEWMAN dies auf Seite 129 geines Blichleins tut, einzufiihren:
Ausgehend von einem Gitter G, kann man jedem Prinzipal hJ von
G, sich selbst und +Q:J -—Q:| seine reguliren Zellenkomponenten,

als die von hJ erzeugten Zellenkomponenten zuordnen. Zellen

werden dann als zuldssige Schnitte der so erklirten Zellenkom-
ponenten definiert; in einem zuldssigen Schnitt von Zellenkom-
ponenten mufl flir jedes Teilgitter G mindestens eine von einem
Prinzipal h aus G bestimmte Zellenkomponente auftreten; ander—
seits darf in elnem zuldssigen Schnitt von Zellenkomponenten
héchstens eine von einem Prinzipal h aus Gi bestimmte Zellen-
komponente auftreten; somme toute werden also in einem zulds-~
sigen Schnitt von Zellenkomponenten, P Zellenkomponenten Q
deren Richtungsindizes paarwezse verschieden sind, mltelnander
geschnitten.

Satz 1.12 besagt ja im Grunde nichts anderes, als daB eine &

la NEWMAN definierte zellenkomponente Qi, genau dann nicht
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leer ist, wenn Qi entweder ein Prinzipal hi aus Gi, oder

eine hi zugeordnete requlire Zellenkomponente im Sinne wvon
1.13(3) ist.

Wir wollen uns in Zukunft die 4ellenkomponenten Qi auf die

eben beschriebene Art undg Weise eingefithrt denken; die bisher
fir Zellenkomponenten entwickelte Terminologie wird durch diese
- etwas andere Art und Weise der Einfiihrung besagter Zellenkom-
ponenten nicht berlihrt und kann daher unverdndert tibernommen
werden.

Im Grunde genommen ist der hier beschriebene Vorgang der Zel-
lenkomponentenzuordnung von dem in 1.3 beschriebenen Vorgang
der Zellenbausteinzuordnumg gar nicht sehr verschieden; wir
ordnen dem Prinzipal hi im Falle j=1, n; seine Zellenbausteine
—hl bzw. +h?_i als seine unteren bzw. obereq Zellenkomponenten
2u, wdhrend im Falle j>1 bzw. j::ni, hg nicht der ganze

untere bzw. der ganze obere Halbraum zugeordnet wird, sondern z.B.

nur der Schnitt zwischen seinem unteren Halbraum und und dem
oberen Halbraum des Prinzipals mit n&chstkleinerem Ordnungs-
index; obendrein ersparen wir uns die langweiligen und ermiiden-
den tberlegungen, ob Qi nicht leer ist,

Die dermaBen eingefiihrten Zellenkomponenten sind ebenfalls ent-
weder Prinzipale und daher konvex und abgeschlossen, oder
nichtleere Schnitte zwischen zwei Halbrdumen; als solche sind
sie ebenfalls konvex und abgeschlossen, da ja jeder Halbraum
konvex und abgeschlossen ist:; somit sind die durch zuldssige
Schnitte wvon Zellenkomponenten gebildeten 2Zellen ebenfalls

abgeschlossen und konvex, also (bogen-}zusammenhéngend.

Nach diesen Ausfiihrungen, die, wie ich hoffem den Leser nicht
allzusehr ermiidet haben, wollen wir einige Hilfssitze beweisen,
die uns gute Dienste leisten werden, die Aussage I 1.3(2) der
KUHNschen Vorlesung iiber den JORDANschen Kurvensatz ("zwei ver-
schiedene 2-zellen treffen sich hdchstens in gemeinsamen rand-
punkten; zwei verschiedene T-zellen treffen sich h6chstens in
einem gemeinsamen endpunkt") auf die spédter einzufiihrenden

k~Zellen ck eines Gitters € zu verallgemeinern.

1.13(2) gibt Veranlassung, fiir die (f)Qi eine den Pg aus 1.3

vergleichbare Bezeichnungsweige einzufiihren,
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1.15 Definition, Bemerkungen

Sei h3l ein Prinzipal des Gitters G im RP. 7 = Zz bezeichne
in analoglam zu den PJ aus 1.3 entweder hj—Q] oder +Q--J
oder —Qi alsoc genau eine der durch h:| erzeugten Zellenkompo—
nenten.

Offensichtlich gilt: hi = Qjc: Zg C —QE\;+Q§; die Vernei-

1 - _ad I 2 103 Aiatan: I~ 463
nung von Zi - Qi ist Zi +Qi’ diejenige wvon Zi - +Qi ist

zd = —qJ, .
i i p Ji p
Jede Zelle 188t sich nun in der Form ¢ = A Z." = N z,(c),
. . i=1 i=1
J: J. -
Zi(c) = Zil, darstellen; Zi(c) = Zil heiBe die i-te Zellen-

komponente von c¢. i ist wiederum der Richtungsindex der Z,

j ihr Ordnungsindex; auch die iibrige Fiir Prinzipale entwik-
keite Terminologie, wie Parallelitdt etc.,liBt sich ohne
weiteres auf die Z=Z? Ubertragen.

Wir wollen nun Kriterien fir Disjunkt- bzw. Nlchtdlsjunkthelt

paralleler ZJ aufstellen; {falls Z= zj, Z= Zk’ Z und Z nicht

parallel, gilt: ZN% # @, da 2 2 hi, E'g hk' hgr\hi # @
nach 1,1(9)).

1.76 Hilfssatz

Mit den Bezeichnungen der vorigen Definition 1.15 gilt:

(1) Falls Jj=k+2, ist zir\zg = @.

(2) Falls 3j = k+2, ist Zir\Z?

und 73 = —Q?.
i i X . - 1 K+ 1
In diesem Falle haben wir: Z.r\Z? = hg = h

# @ genau dann, wenn Z?=+QE

ist oberer Randprinzipal von +Q und unterer Randprinzi-
pal von —Q:J

(3) Sei j = k+t1.

Aus ZE = +Q§ folgt Zirﬁzi'g hi fiir jede mdgliche Wahl
J, J__nd - Jazk = 10K = _pd.

vorn Zi, falls Zi— Qi haben wir z.r\z. +Qi Qi’

falls Zi'§:+Qg ist zi(wz. h:| = hk+1 h§+1 ist oberer

Randprinzipal von +Qi.
{(4) Sei j = k+1.

J - _Ad - 3 k k . j-1 L .
Aus Zi Qi folgt 2: r\zl'D hi = hi , flir jede még
liche Wahl von ZE; falls ? = +Qk, haben wir Zir\zi =

=+Qf=-0J; rfalls 2¥e-0F, gilt: zlq Zk—hk, hY ist unterer

Randprinzipal von -Q%, Oberer Randprinzipal von —Qk.
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(5) sei 3 =k+1, z¥ ¢ o,
Dann gilt: ij]z 7 @ Zj = —Q?; in diesem Falle ist
er\zk = h h? ist oberer Randpr1n21pal von —Q und unte-

rer Randpr1n21pal von —QJ

(6) Sei 3 = k+1, z? c +QJ

Dann gilt: erwZ 3N Z = +QE; in diesem Falle ist
dann ZJ(\Zk hj, 1'1:J ist oberer Randprinzipal von +Q ‘
unterer Randpr1n21pa1 von +Q3

(7) Aus Jj = k+1 folgt: Zi Z? = @ genau dann, wenn
a) zf = +0f und b) z) ¢ +0l.

(8) Aus 3 = k+1 folgt: er\Z # @ genau dann, wenn

7K k

— 3 - _ad.
a) = +Q.) oder b) Zi Qi,

i i
im Falle a) gilt fiir Zi(\Z? das-unter (3) Gesagte, im
Falle b) das unter (4) Gesagte.

Bewelis:

. . Lok o ko k1
(1) I>k+2 3 ‘I>k+1(§“}j_1> d‘k+1' Zi\_ Q u+Q - hlu h

= h§+1 gemdB 1.1({6c), 1.13(3); ebenso zeigt man: Zi C_Z_+h:J 1,

1. 1(4) liefert dann die Behauptung.
(2) sei z¥nz] # ¢: falls z¥ ¢ ok ¥ < -n®, naven wir:

7 < -QJLJ+QJ c +hi T uand < +hi 1 nach 1.1(6c); 1.1(4) liefert
dann Zk ZJ = Q im Widerspruch zur Voraussetzung; der Fall

Z:| < +Qi wird volllg analog behandelt.

Sel nun E = +Q und Zi = -Qj ZE(\Z? = +ri1—Qi =
= (+h¥;\ hk+1)f1{+hj L hj) = +h N~ h3 (- hk+1r\+hi_1) =
= +h% A= hjr\hk+1 = h§+1 nach 1.1(8).

k _ k_ kA 3 k+1 _ k.3 3 3 ) 3
(3) 27 Q5 = +hyn hy "~ = thyn-h; D hj < Zir somit hy €

- zg'nz?. Falls zj = —Qj so gilt: ZJ—-QJ—+Qk—+ri\ Q3 er\z

Sei nun ZJ < -i-Q:j so gilt: h:J C.Z rﬁzj = +Q rﬁzj < +Q (1+Qi =
= -0] n+0) = nd.

(4) wird ganz analog wie (3} bewiesen.
(%) ZJ{\Z # BN QE(\Z% ¥ @; im Falle Zi §'+Q? folgt aus 1.1(4):

Zir\Z? = ¢ im Widerspruch zur Voraussetzung. ZJ——QJI\ hkfzkr1+Q =

k k

_ I, _ok k _
T4 N2 S TQ A0y = by

(6} wird ganz analog wie (5) bewiesen.
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{7) Sei zir\zk = @; wire Zk = +Qk oder Zj = -Q:l so lieferten
(3) und (4): ZJKWZ # @ im Widerspruch zur Voraussetzung.
Aus z < Q und zj - +Q3' folgt nach 1.1(4) sofort z an = @.

(8) folgt sofort aus (7), da Z -+Q oder Z:J—-Q:| die Negation
der Aussage von (7) ist. []

1.17 Folgerung

Seien Zjlr Zk Zwel parallele Zellenkomponenten des Gltters G;:

aus zjn Zk # @, ZJ # Z und k <« j folgt:

(1) Mindestens eine der beiden Zellenkomponenten Zj, Zk ist
reguldr. .

{2) j < k+2. Offensichtlich sind wegen K < j nur drei Fille
mogllch J =k, 3 =%k+1, j = k+2.

(3) 27n 2% = 0%, %) = r@d) = rEd - 1. & < s < k+1,
j-1< s < j.
Falls z% reguldr ist, ist h° oberer Randprinzipal wvon Zk;

falls z- reguldr ist, ist h® unterer Randprinzipal vén Z4.

{("Zwei parallele, aber voneinander verschiedene Zellenkomponen-—
ten desselben Gitters €, schneiden sich hdchstens in einem ge-
meinsamen Randprinzipal; falls sie nichtleeren Durchschnitt be-
sitzen, ist mindestens eine von ihnen reguldr; falls die Ord-
nungsindizes der beiden Zellenkomponenten verschieden sind, ist
der gemeinsame Prinzipal oberer Randprinzipal derjenigen mit
kleinerem Ordnungsindex, sofern diese reguldr ist, unterer Rand-

prinzipal derjenigen mit gréBerem Crdnungsindex, sofern jene
reguldr ist.")

Beweis:

(1) Angenommen Zj=h£, Zk—hf
nach 1.1(5).

(2} folgt aus zjf\z #@, 3 <k und 1.16(1).

(3) Falls z¥ ¢ -0¥, so gilt nach 1.16(5): 2! ('\Z::.i:h};, h]; ist

j#k, da z7#2%, somit 27 nz¥=g

oberer Randpr1n21pal ven —Qk, unterer wvon —-Q:| falls Zk=+Qk,
50 muf, da Z #ZJ ist, Z:I - +QJ gelten. 16(6) liefert 1n die-
sem Fall: Zi(\zg = hi h:| ist oberer Randpr1n21pal ven +Q .

unterer wvon +Q£; ganz analog werden die Fille thg +Qg, ZJ=-QE
erledigt. ) []
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1.17.1 Hilfgsatz

Seien Zj, Zk zwel parallele Zellenkomponenten desselben Git-

ters G. -

(1) Aus Zj'g,Zk; und z7 ist reguldr, folgt: zJ = Zk.

(2) Aus 27 - Zk,und Zk ist eine Prinzipalkomponente, folgt:
i _ .k

Z- = Z

Beweis:

(1} Zj < Z NP # Zj = er\Zk Ware 2 %ZJ, sOo lieferte 1.17(3):
zj—zkr\zj =h. h ist aber nicht regular' Dies widerspricht der
vorausgesetzten Regularltat von ZJ _

(2) ZJ - Zk/ﬂ g # Zj = Z]n Z Da Z:j < Zk, mufl Zj eine Prinzi-
palkomponente sein; (keine reguldre Zellenkomponente kann in
einem Prinzipal enthalten sein, gemdB 1.13(2)). Wire Zj#Zk
miiBte nach 1.17(1) mindestens eine von ihnen regulidr sein;
dies widerspricht aber der Tatsache, daB sowohl Zj, wie auch Zk

Prinzipale sind. Somit muB ZJ=Zk gelten. [j

Wir wollen uns nun der Kldrung der Frage, unter welchen Voraus-
setzungen cT'Q <y gilt, zuwenden.

1.18 Hilfssatz
Aus h mZ:’l # ¢ folgt: h, C.ZJ, insbesondere gilt, falls Z£=h§:

h —h J d = &J <ij die Bestimmungszahl von hg

Beseilis:

1. Pall: Zj=h.; Wére:&#:&, so gédlte: h?r1h¢ = (. Da zwei parallele

PranLpale emitweder zusammenfallen oder disjunkt sind, gilt somit:
h3~h th
2. Fall: Sei o.B.d.A. Zj=+Qj. X sei aus h?r\+Qj(E X, =d > o,
i i i i i = 73J
dj die Bestimmungszahl von hi. Ebenso gilt fiir alle y aus hi:
o

y; = * > &j' Somit haben wir: hi - +hi; falls j=ni sind wir fertig,

da+Q?i=+hEi; falls jczni, wird ganz analog, wie eben, gezeigt:

- . i . . . )
T RN j _,.d+1 A Jooo_pd+t )|
hi < hi , also: hi C +hi' hi f§15.21+hi{1 hi = +Qi- |:]

1.19 Definition

Sei ¢ eine Zelle des Gitters ¢ im ®RP: c = (\ Z c).
i=1

V (c) sei das Variationsintervall von Z (c}; (siehe 1.13(2)).
er wollen V {c) auch das i-te Koordlnatenlntervall von ¢ nennen,
bezeichnet mlt Kl(c), Kl(cJ ~V(Zi(c)).
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1.20 Hilfgeatz

Sei ¢ eine Zelle des Gitters ¢ ierp, Ki(c) ihr i-tes Koordi-

natenintervall und & ¢IR. Dann gilt:

¢ EK; () de V()@ hinZ(e) # P K ¢ 2, (o).

Beweis:

_d\eiKi(c)gm‘;e;Vi(c) ist klar, aufgrund der Definition von Vi(c}
und K; (c).

Sei:ievi(c}; falls Vi(c) ein Punktintervall ist, etwa Vi(c}=

= [B,B], so muB < =3 und somit h? = hf gelten; damit sind alle
Aquivalenzen bewiesen. Sei nun Vi(c) ein reguldres Intervall.
O0.b.d.A. geniigt es den Fall, daB Vi(c) beschrénkt ist, zu be-
trachten. Sei also Vi(c) =Eij, j+£]; Zi{c) ist dann gleich
+Qi=+hg(\—h£“1, Somit musB &j <gq < 4441 gelten. Hieraus

- . p? 3o it i ir: po I ApItii o
jedoch: hi.c‘+hi' hi ; somit haben wir: hi g_hi(w hi =+Q3=
=Zi(c).

h:‘g z, (el h; nZc) = h..# @. Die Umkehrung des Schlusses
foigt aus 1.18. _ _ [j

1.20.1 Hilfssatz

cnhi ¢ O 4 € K, (c).

Beweis:
p : P i-1

¢ = N2z,(c). somit gilt: ¢ # N zZ.{c)anh, = M (Z.(c)nh.) N
j=1 J _ g=1 3 1 =1 J 1

p X
n Z,(clnh. N N (Z.(c)nh,) € Z (c)N h,. Somit gibt es min-
i i J=i+1 i’ = “i i

destens einen Punkt in Z2i(c), dessen i-te Xoordinate gleich &
ist. Hieraus folgt sofortAEVi:V(Zi(c))= Ki(c}).

Sei nun umgekehrt‘ieKi(c)gbu.gVi(c)(Q,hz‘g_Zi(c) gemdB 1.13(2).
Seien hj? =ty o ,py 3#4, Prinzipale des Gitters, welche die
von Zj verschiedenen Zj(cJ bestimmen. nach 1.1(9) gilt:

P
@ # hir\r\ hj. Ganz offenkundig liegt aber jeder Punkt aus
3=1

j#i []

diesem Durchschnitt in cr\hi.

1.21 Hilfssatz
Seien Cyr C, zwel Zellen des Gitters G im Ep.

1% . »
c1 = {2121(01), Cy = {:HZi(cz); ferner sei jg {j,...;P).

Zj(c1) - Zj(cz) zieht c, < C, nach sich.
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Beweis:

Zj(c1)‘$ Zj(cz) ist gleichbedeutend damit, dap es ein x aus

iRP gibt, welches in Zj{cT),aber nicht in Zj(cz), liegt. & sei
die j-te Koordinate von X; somit gilt: x¢ H?. Falls e%$einen
Punkt vy aus Zj(cz) mit yj=$\gébe, miiBte nach 1.18 xehj C Zj(cz)
gelten, im Widerspruch dazu, daRg xé Zj(cz} (s.o.}. Somit gilt:
a\er(c1J,dé'Vj(cz). Nach 1.20 gibt es somit Punkte aus Cqe
deren j~te Koordinate gleich & ist, Diese Punkte kdnnen aber
nicht in ¢, liegen, dadxévj(cz). [j

Aus 1.21 folgt sofort, da. z;(eg) Q'Zi(cz} fir alle i=1,...,p,

p p
c, = J{211-‘31._((31) - ;2121(02) = €, nach sich zieht:

1.22 Satz (Kriterium fiir enthaltensein von Zellen)
o, C Cy Y Zi(cj)fg Z;{c,) flr alle i = 1,2,...,p.

1.22.1 Folgerung

cy = c, AN Zi(CT) = Zi(czf flir alle i=1,...,p.

Beweis:

"L Y " ist klar.

"y, c1=02(§uc11; czfﬁfzi(c1)wg Z;{cy) fur alle i=1,...,p;
Genauso: c1=c2f\ch'g <, ﬁ&zi(cz)tg Zi(c1) fir alle i=1,...,p.
1.23 Hilfssatz - []
Sei ¢, € c,. Falls fiir ein ie{1,...,p], 2; ()2 (c,) gilt,

haben wir auch: CqCCy-

Beweis:

Es gibt einig¢R, welches in Ki(c2), aber nicht in Ki(c1) liegt;
(siehe den Beweis von 1.21). Somit gibt es Punkte aus Cy

deren i~te Koordinate gleich &\ ist; es kann jedoch fir keinen
Punkt aus c, die i-te Koordinate gleich 4 sein, dadﬁ?Ki(b);
somit gilt die Behauptung. E]

1.24 Hilfssatg

Netwendig und hinreichend dafiir, dan Zi(c1)C:Zi(c2) ist, ist,
daRi Zi(CT) eine Prinzipalkomponente, Zi(c2) reguldr und
Y ei inzi : i
Zi(c1, €ein Randprinzipal von Zi(cz) ist.
Beweis:

"Zi(c1) ist Randprinzipal der regulédren Zellenkomponente Zi{cz)“,
zieht offenkundig sofort Zi(CT)C;Zi(cz) nach sich. Da aus
Z,(cC Z;(cy) s Zi(c.l).f\ Z;(cy) = Zilcy), Zi{c1)#Zi(cz), folgt,
erhalten wir die Unkehrung aus 1.17(3). .[:}
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1.25 Folgerung

Aus ¢, & Cy, folgt, dag <, mindestens eine Prinzipalkomponente
mehr besitzen mui, als C,. Denn nach 1.22 gilt: (c } C.Z (c )
fiir alle i=1,...,p. Da <y C Cyi muBl fiir mlndestens ein 3\J1,...p?

(c )¢ Z (c ) gelten. Aus "Z (c ) ist eine Prinzipalkomponente"
folgt da Zl(c ) b-Zi(cz), Zi(c1) ist eine Prinzipalkomponente.
Somit besitzt ¢, mindestens ebensoviele Prinzipalkomponenten,
wie C,- Nach 1.24 ist jedoch Z (c ) reguldr, wihrend Z (c )
eine Prinzipalkomponente ist.

1.26 Satz
Seien Cq c, zwel Zellen auf @. ‘
c,lr\c2 # @ y\ Fir j=1,...,p ist zj(c1)rwzj(c2) # 0.

Bewels: p
Sel cyfc, # dn @ # ﬂZ(c}m ﬂZ(c) “—-/‘\Z(c)r\z (c,) €
l,j—‘l / 1]1 ) j‘"-= J

< Zi(c1)r\Zi(02J fir alle i=1,...,p.

Sel umgekehrt Zi(c1)r\Zi(c2)#¢ fir alle i=1,...,p. Da der
nichtleere Schnitt zweier paralleler Zellenkomponenten Z. und

Zj immer einen zu % und % paral}elen Prinzipal hj umfaBft, folgt
aus 1.1(9;, falls'hi, i=1,...,p, den im nichtleeren Durchschnitt

der Zi{c1J und Z.(c ), i=1,...,p0, gelegenen Prinzipal bezeichnet,

i=1

P P
‘31”‘:2:((\Z (cﬂ ( (C)) = NE )N () 2 Nny # g
) i=1 i=1 i=1 -

1.27 Folgerung

Da nach 1.16, 1.17(3) der nichtleere Durchschnitt zweier Zellen-

komponenten eines Gitters @ wiederum eine Zellenkomponente von @

' | B e B )

ist, folgt im Falle c1nc: #@, daB ¢ Ne r\Z (cl)im f\Z (C ) =
p =1’ ;"'\31 /

= J(c )f\Z (c,) als Durchschnitt der p paarweise verschiedenen
3= 1

Zellenkomponenten Zj(c1}n Zj(cz)=Zj(cI wiederum eine Zelle auf G

ist.

1.28 Hilfssatz

Seien = c, zwei Zellen auf € mit c1r\c2#¢ Dann gilt nach
1.27: C'-c1r\c2 ist ebenfalls eine Zelle auf g. Falls Z (c )

(Z (c )) eine Prinzipalkomponente ist, gilt: l(c )= Zl( c)

(Z (c )= Z (c)).

("Der nlchtleere Schnitt ¢ zweier Zellen ¢, und c, besitzt min-
destens soviele Prinzipalkomponenten, wie jede der beiden Zellen

cq und c;\.



Beweis:
Nach 1.26 gilt: Zi{c)=zi(c1)f\Zi(cz)¢¢. Es gibt somit einen
Prinzipal h; mit hy € 2;(c) € Z2,(cy) = hy, h.nhi # ¢ 7y
—_— 1 .
hi—hi {1.18). [j

Wir miissen uns nun an die Einfilhrung der k-Zellen begeben:

1.28 Definitionen, Bemerkungen

(1) Der Regularitdtsgrad einer Zelle, bezeichnet mit Ric),

gibt an, wieviele regulire Zellenkomponenten bei der Bil-
dung von c auftreten; eine Zelle ¢ mit R{c}=p heige

total reguldr; im Falle 1 < R(c)< p heiBe ¢ teilweise re-
guldr. Offensichtlich gilt: 0 < R{c) < p, R(c)eJNU{dx.
Statt "¢ ist eine Zelle vom Regularititsgrad k, O0< k< p,

ke INVYOY " sagen wir kurz: "c ist eine k-Zelle", bezeichnet:

c=ck; ein oben links an c angehdngter Index bezeichnet somit
immer den Regularitdtsgrad von ¢. Offensichtlich sind Zellen
unterschiedlichen Regularitdtsgrades als Teilmengen von RP
voneinander verschieden. Die p-Zellen sind die einzigen
total reguldren Zellen auf 6.

p-R{c) =: D{c} wollen wir den Defektheitsgrad der Zelle ¢

nennen; D(c) gibt somit an, wieviele Prinzipalkomponenten
¢ besitzt; falls D{(c)=P, dies ist offenbar gleichbedeutend
mit R(c)=0, wollen wir ¢ total defekt nennen; es sind somit
genau die O-Zellen total defekt; falls 1 < D(c)«< p, wollen

wir ¢ teilweise defekt nennen; offenkundig ist ck teilweise

reguldr und teilweise defekt genau dann, wenn 1 < k < p-1.
Wir wollen noch einige'Bezeichnungsweisen vereinbaren:

Sei ¢ eine Zelle des Gitters G:

Falls Zi(c) eine Defektkomponente von ¢ ist, wollen wir
die i-te Koordinatenachse eine Defektachse von ¢ und i

einen Defektindex von ¢ nennen;

falls Zj(c) eine regulire Komponente von ¢ ist, wollen wir
die j-te Koordinatenachse eine Regularit8tsachse von c und
J einen Regularititsindex von c nennen.

Def(c) < {j,...,p} bezeichne die Menge aller Defektindizes
von c;

Reg(c) < {1,...,5} bezeichne die Menge aller Regularitdts~
indizes von c.

Offenkundig gilt: {1,)..,5} = Def(c)C)Reg(c) fiir jede Zelle

c eines Gitters G. card (Reg (c) )=p-card (Def (c)}); card{Reg{c) )=k
genau dann, wenn ¢ eine k~-Zelle ist. Def (c)=¢ genau dann,
wenn ¢ eine p-Zelle ist; Reg(c)=@ genau dann, wenn c eine
O-Zelle ist,
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Falls c,c' zwei Zellen, welche nicht unbedingt bzgl. desselben
Gitters ¢ gebildet zu sein brauchen, sind, ist offenkundig
Reg{c') € Reg(c) gleichbedeutend mit Def(c) C Def{c').

Sei c eine Zelle auf G und Ki=Ki(c), i=1,...,p das i-te Koor-

dinatenintervall von c¢ (1.19, 1.13(2)):
- P
Offensichtlich gilt: ¢ = Xxi(c). Falls R{c)=0, ¢ somit eine
i=1

O-Zelle c° ist, sind alle Ki(co) Punktintervalle; eine O-Zelle
ist daher ein Punkt des RP; wir wollen deshalb die O-Zellen
die Gitterpunkte des Gitters G nennen; eine p-Zelle ist ein
reguldres, nicht ausgeartetes Intervall des RP. Jede teilweise
reguldre und defekte Zelle ck 188t sich als cartesisches Pro-

dukt eines Punktes X=(Xq 0 Xgpen o X =:x(ck) aus RP™® ynd eines

P~k
nicht ausgearteten (reguldren) abgeschlossenen Intervalles I=
=I(ck) [l Rk auffassen; (unter Umstidnden miissen die Koordinaten-
achsen geeignet miteinander vertauscht werden) : x(ck) wollen

wir den Koordinatenpunkt von c® in ®RP7X, 1(c¥) das Modellinter-

vall von X in Rk, nennen.
Jede defekte Zelle ¢ (k=R{c) < p~1) ist ganz in einem Prinzipal
h von G enthalten, somit als abgeschlossene Teilmenge des nir-
gendsdichten Prinzipals h selbst abgeschlossen und nirgendsdicht
{1.1(2)), und stimmt daher mit ihrem topologischen Rand bzgl.IRp
liberein (I 1.37(2)). Jede beliebige Vereinigung defekter Zellen
ist somit ganz in |G| ¢ RP enthalten (1.2(3)), besitzt somit
nicht leeres Komplement bzgl. ®P, Aus dem eben Gesagten ("Jede
k-Zelle mit k € p~1 ist nirgendsdicht") und der weiter oben er-
wdhnten Tatsache, daB jede p-Zelle ein reguldres Intervall im IRP
ist, folgt: das Innere bzgl.iRp einer Zelle ist genau dann nicht
leer, wenn c eine p-Zelle, somit total reguldr ist.
S{k =’1k(G) bezeichne die Gesamtheit der k-Zellen des Gitters €.
Eine beliebige Zelle ¢ heifBe beschrinkt, wenn sie als Teilmenge

des ®P beschrdnkt ist, andernfalls unbeschrinkt.

Die Zelle c, ist als abgeschlossene Teilmenge von RP somit genau
dann kompakt, wenn sie beschrinkt ist. Eine Zelle ¢ ist offen-
sichtlich genau dann beschridnkt, wenn ihre simtlichen Koordinaten-
intervalle bzw. ihren s#&mtlichen Komponenten beschrinkt sind
(1.13(2)); Jjede O-Zelle ist beschrinkt.
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p
(4) Sei ¢ = Mz, (c
=1 J
J
Wir wollen folgende Sprechweise vereinbaren:
Falls Zi(c}, ie{j,...,p),regulér ist, sagen wir:
"¢ wird in der i-ten Koordinate (der i-ten Koordinatenachse)

(nach oben, nach unten) entregularisiert”, wenn die Zellenkom-

-ponente Zi(cJ durch (den oberen, unteren) einen Randprinzipal
ersetzt wird.

i- 1
¢! = (hng {c"yn /\ Z.{(c), wobei Z,(c') (den oberen,
J 3 1
= 1 J=i+1

unteren) einen Randprinzipal wvon Z (c) bezeichnen soll, ist
eine {(die) aus ¢ durch Entregularlslerung (nach oben, nach
unten) in der i-ten Koordinatenachse hervorgegangene (entstan-
dene) Zelle.

Offenkundig wird bei der Entregularisierung von ¢ nach unten
in der i—ten Koordinatenachse, Ki(cJ; das i-te Koordinatenin-
tervall, durch seinen unteren Randpunkt ersetzt. Im Falle der
Entregularisierung nach oben in der i-ten Koordalnatenachse,
wird K {c) durch seinen oberen Randpunkt ersetzt; im Falle der
Entregularlslerung in der i-ten Koordinatenachse tritt anstelle
des i-ten Koordinatenintervalls einer seiner Randpunkte.
Umgekehrt, falls Z {¢) eine Prinzipalkomponente ist, sagen wir

"¢ wird in der i~ ten Keordinate (in der i-ten Kocrdinatenachse)

(nach oben, nach unten) regularisiert", wenn die Zellenkomponente.
Z {c) durch eine (die obere, die untere) der Z (c)= h:| Zugeord-

neten reguliren Zellenkomponenten ersetzt W1rd

i-1
c' = M gz, (c)r\Z (c') N FT Z;(c), wobei Z,{(c') (die obere, die
j=1 3 j=i+1 J t

untere} eine h2=Zi(c') zugeordnete, regulire Zellenkomponente
bezeichnen so0ll, ist eine (die) aus ¢ durch Reqularisierung
{nach coben, nach unten) in der i-ten Koordinate (in der i-ten
Koordinatenachse) hervorgegangene (entstandene)} Zelle.

"

Wir sagen: "¢' ist aus c durch'EntrEgularisierung hervorgegangen

(entstanden)", wenn c' aus c durch Entregularisierungen in von-

einander verschiedenen Koordinatenachsen (durch Entregularisgie-
rung in einer Koordinate) hervorgeht; c' heiBe dann ein Entregu-~
larisat von ¢, bezeichnet: ' = Ereg{c);

"¢' ist aus c durch Regularisierung hervorgegangen {entstanden) ",

falls ¢' aus ¢ durch Regularisierungen in voneinander verschiede-
nen Koordinatenachsen (durch Regularlslerung in einer Koordinate)

aus c¢ hervorgeht- ¢' heiBe dann eine Regularigat von ¢, bezeichnet:

c' = Regu(c).
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c' ist ein Regularisat von c genau dann, wenn ¢ ein Entregula-
risat von c' ist. (c'=Regu(c){},c=Ereg(c').J
Aus c=Regu(c') folgt: e=nc' {1.23,1.25);
aus c=Ereg(c'} folgt: c'>c (1.23,1.25),
Falls Zi(cJ eine regulire Komponente von ¢ ist, heife c in der
i-ten Koordinate (Komponente) eéntregularisierbar;
falls Zi{c) eine Prinzipalkomponente ist, heiBe ¢ in der i-~ten
Koordinate (Komponente) regularisierbar. Die Begriffe "¢ ist
in der i-ten Koordinate (Komponente) (nach oben, nach unten)
{ent—)regularisierbar", "o ist (ent-)reqularisierbar" ergeben
sich sinngemis.
Falls ¢ in der i-ten Koordinate
regularisierbar ist, ist Cor die aus ¢ durch Regularisierung
nach oben in der i-ten Koordinatenachse hervorgegangene Zelle,
von Cyr der ausg ¢ durch Regularisierung nach unten in der i-ten
Koordinatenachsge hervorgegangenen Zelle, verschieden, da Zi(co)%
%Zi(cu) {(1.13(3), 1.22.1). Ebenso gilt, falls ¢ in der i-ten
Koordinate sowohl nach oben, wie nach unten entregularisierbar
ist, das co#cu; dabei bezeichne e, die aus ¢ durch Entregulari-
Ssierung in der i-ten Koordinate nach oben, cu die aus ¢ durch
Entregularisierung in der i-ten Roordinate nach unten hervorge-
gangene Zelle.
Offenkundig k&nnen p~%ellen nur entregularisiert, O-%ellen nur
regularisiert werden; beschrinkte k~Zellen, mit 1 < k< p-1,
kénnen in allen Roordinaten, in denen sie entregularisierbar
sind, sowohl nach oben, wie nach unten entregularisiert werden;
in der i-ten Koordinate regularisierbare Zellen sind offenkundig
in der i-ten Koordinate sowohl nach oben, wie nach unten regula-
risierbar. So sind O-Zellen in sédmtlichen Koordinaten regularif
Sierbar.
Sei k<p. Dann geht jede k-Zelle aus einer geeigneten S-Zelle,
P > s =k, durch Entregularisierungen hervor; jede Zelle eines
Gitters ist somit in einer geeigneten p-Zelle desselben enthalten.
Wir wollen noch folgende Bezeichnungsweise vereinbaren:
Sei ck eine k-Zelle des Gitters G und k > 1. Die i-te Koordina-
tenachse sei eine Regularititsachse von ck. Falls ck in der
i-ten Achse nach unten (nach oben) entregularisierbar ist, be-
zelichne —c? (+c?) die aus ck durch Entregularisierung nach
unten (nach oben) in der i-ten Achse hervorgegingenekund in

ck enthaltene (k-=1)-Zelle: falls ck=ck, sei -¢=: - |,
m i m,i

k
tc, =1 +ck |,
1 n,1
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Mit der in (4) bereitgestellten Sprechweise kann das Kriterium
fir das echte ineinander Enthaltensein zweier Zellen besonders
einpridgsam formuliert werden:

Seien €qr C, 2wel Zellen des Gitters G im RP.

Es gilt c1c;c2 genau dann, wenn <y Entregularisat von c,
und c, Regularisat von von c1 ist (1.22, 1.23 und 1.24 (4)).
Hieraus folgt sofort, dag ciCc, R(c1){:R(cz) nach sich
zieht.

Sei ¢ = ck eine k-Zelle des Gitters G, welche im Prinzipal
hJ von & enthalten ist; (also: k < < p-1, Z; (c) hi). Dann gibt
es5 genau zwel (k+1)-%ellen c$+1, §+1, die ¢ enthalten, aber

keine Teilmengen von hi sind; sie gehen aus ¢ durch Regulari-

sierung nach oben bzw. nach unten in der i-ten Koordinate hervor.

Bewelis:

Sei ck+1=c'

eiﬁe (k+1)~Zelle, welche c unfagt. ¢' geht dann
aus c durch Regularisierung in irgendeiner Defektachse von c
hervor. Falls diese Defektachse von der i-ten Koordinatenachse
verschieden ist, gilt: (c ) hj, somit ¢' C h--J Damit also

eine ck+1, welche ¢ umfaBt nicht in h:J enthalten ist, muB

besagte ck+1 aus ¢ durch Regularlslerung in der i-ten Koordi-~
natenachse entstehen. ¢ ist aber in der i-ten Koordinatenachse
auf genau zwei Weisen regularisierbar, nimlich nach oben und
nach unten. Die durch die Regularisationen nach oben bzw. nach
unten aus ¢ entstandenen Zellen sind zwel voneinander verschie-
dene (k+1)- Zellen, welche ¢ umfassen, aber nicht in hi enthal-

ten sind,. []

Insbesondere ist jede (p~1}-Zelle cp_'1 in genau einem Prinzipal
enthalten; daher gibt es genau zwei p-Zellen, die Regularisate
von cp~1 sind und daher cp_1 umfassen.

Fliir kein k > 1 ist eine k-Zelle ck die Vereinigung der in ihr
enthaltenen (k-1)}-Zellen.

Alle Punkte x, deren Koordinaten beziliglich der Regularitdtsach-~
sen von ck im Innern der zu den Regularitdtsachsen gehSrigen
Koordinatenintervalle von ck liegen, k®nnen in keiner in ck"
enthaltenen (k-1)-%Zelle liegen, da jede in ck enthaltene
(k-=1)-Zelle ' aus ¢ durch Entregularisierung in einer Regula-
ritdtsachse von c hervorgeht. Fiir jeden Punkt y aus c¢' mus
daher die Koordinate bezliglich dieser zus#tzlichen Defektachse
mit einem Randpunkt des zu dieser Defektachse von c' gehdrigen

reguldren Koordinatenintervalls wvon ¢ libereinstimmen.



- 83 - IT 1

Dies legt folgende Vereinbarung nahe:
Sei ck, k> 1, eine k~Zelle des Gitters G. Unter dem Inneren
von ck wollen wir die Menge aller x aus ck verstehen, deren

Koordinaten beziiglich der Regularitdtsachsen von ¢ im Innern

der zu den Regularititsachsen gehérigenRbordinatenintervallevon c

liegen. Punkte x aus ck der eben beschriebenenlArt wollen wir

innere Punkte von ck nennen. Flir k > 1 ist das Innere jeder

k-Zelle nicht leer. Es ist zu beachten, daB jede k-Zelle mit
k<p bezliglich RP %eine inneren Punkte besitzt. Die neue
Sprechweise bietet jedoch kaum Verwechslungsméglichkeiten und
rechtfertigt sich dadurch, daB das TInnere jeder Zelle mit dem
Inneren bzgl, Rk des Modellintervalls der Zelle ibereinstimmt.
Somit fHllt das Innere jeder p-Zelle mit ihrem Inneren bzgl.iRp
zusammen.

Wir haben: Das Innere Jeder k-Zelle ¢, K > 1, hat mit jeder in
C enthaltenen (k-1)-Zelle ¢' leeren Durchschnitt.

1.29% Satz

Seien Cqr C, zwei.k-Zellen desselben Gitters ¢ und X > 1.

Wenn jede regulire Zellenkomponente von <, mit einer reguliren
Zellenkomponente von <, Ubereinstimmt und die beiden Zellen nicht
leeren Durchschnitt besitzen, so stimmen Sie miteinander iiberein.

Beweis:

Wenn jede regulére Zellenkomponente von <, mit einer reguléren
Zellenkomponente wvon S Ubereinstimmt, kann <, keine weiteren regu-
liren Zellenkomponenten besitzen, da c2 offensichtlich denselben
Regularitidtsgrad, wie C, besitzt. Somit stimmen die zueinander
parallelen, reguliren Zellenkomponenten von <, und <, Uberein.
Stimmten nun zwei zueinander parallele Prinzipalkomponenten von <,
und <y nicht iiberein, so hitten sie leeren Durchschnitt und nach
1.26 h&tten dann aber auch <, und <, leeren Durchschnitt, im Wider-
spruch zur Voraussetzung. Somit stimmen c, und c, in allen zueinan-
der parallelen Zellenkomponenten tiberein und sind deshalb - einander

gleich. []

Aus 1.29 ergibt sich unmittelbar:

1.30 Folgerung C r\c2'¢ @,
Seien c1=c$, c2=c§, cl;zijTE;EI“;;ischiedene k-Zellen desselben

Gitters & und k = 1. Dann gibt es mindestens eine reguldre Komponente

von Cyr die mit der zu ihr parallelen Komponente von c, nicht iiber-
einstimmt.
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1.31 Satgz

Selien c1=c$, cz=c§, CT#CZ’ zweli verschiedene k-Zellen desselben

Gitters G, k> 1,

Aus ¢ = c,nc, # @ folgt: ¢ ist eine Zelle von G, deren Regu-
laritdtsgrad héchstens gleich (k-1) ist.

("Zwei verschiedene k-Zellen desselben Gitters schneiden sich
hGchstens in einer gemeinsamen (k-1)-Zelle. ™)

Nach 1.28(5) ist ¢ sowohl Entregularisat von c als auch von c..

1! 2
Zweil voneinander verschiedene O-Zellen sind disjunkt, da zwei

verschiedene Punkte des RF disjunkt sind.

Beweis:
p P . p
cy = {Z}Zi(c1), c, = ;:Ezi(CZ}' Somit: c~c1r1c2h£;EZi(c1)n Zi(cz)

ist eine Zelle gemdB 1.27. Sei Zj(c1) diejenige requlire Kompo-
nente von Cqr welche nach 1.30 von ZjFCZJ verschieden ist., Nach
1.17(3) gilt dann, das Zj(c1Jr\Zj(ch eine Prinzipalkomponente
ist. Falls Zr(c1) eine Prinzipalkomponente ist, gilt: Zr(c)=
=Zr(c1], r 1,...,p , nach 1.28. Somit besitzt c mindestens

eine Prinzipalkomponente mehr als €4yi somit ist R(c) < k-1. []

1.31.1 Folgerung

Sei k > 1. Das Innere jeder k-Zelle cX hat mit jeder wvon K

verschiedenen k~Zelle desselben Gitters leeren Durchschnitt.

Beweisg:

k . . T k k, k 2 , , .

¢ trifft sich mit Cqy c1#c r hdchstens in einer gemeinsamen

(k-1)-Zelle. Nach 1.28(7) besitzt das Innere von ck mit jeder
in ck enthaltenen (k-1)-Zelle leeren Durchschnitt. [j

1.31.2 Satz

Seien 6, G' zwei Gitter des RP. ¢ sei eine Zelle von G, c¢' eine
Zelle von &', Notwendig dafiir, dag c'"'C ¢ (c,c' als Punktmengen
des RP aufgefaBt) ist, daR Reg (c¢') € Reg{c) oder gleichbedeutend

damit, dag Def(c) € Def(c') gilt, Wegen der Bedeutung von Reg(c),
Def (c) siehe 1.28(1).

Beweis:

Angenommen Reg(c') ¢ Reg(c). Dann gibt es ein i, 1< 3 < p, der-
gestalt, daB jegReg(c'), aber j¢Reg(c); die j-te Koordinate xj
jedes Punktes x aus c¢' kann somit in einem nicht ausgearteten
Intervall T variieren, wihrend yj, die j-te Koordinate jedes
Punktes y aus c gleich einer reellen Zahl o sein muB. I~ [4)

ist somit nicht leer und kein Punkt x aus c' mit xjé;I~—{&j

kann ip C enthalten sein. , [:]
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1.32 Gitter im zP
zP sei die ALEXANDROFFsche Einpunktkompaktifizierung desiRp,

RP versehen mit der Normtopologie; (RP ist ein endlichdimensio-
naler normierter linearer Raum, daher sind alle Normen auf RF
dquivalent, und erzeugen somit dieselbe Topologie.) w bezeichne
den nicht zuy RP gehdrigen Punkt, der zu RF hinzugenommen z¥
‘ergibt. (Wir widhlen die Bezeichnung w, um Verwechslungen mit

=&, &, die zu R hinzugenommen R, die abgeschlossene reelle Gerade,
ergeben, zu vermeiden.)

Die Elemente eines (rechtwinkligen) Gitters G= G' in 2P sing

die Prinzipale eines Gitters @' des ®P ung der Punkt w; G=G'b{w].
Wir sagen G=G&=G UﬂwT werde von G' erzeugt; G' ist das G erzeu-
gende Gitter.

Die ganze Gitter im RP betreffende Terminologie Ubertridgt sich
ohne weiteres vem G erzeugenden Gitter @' auf G, lg| = EG'%J{yﬂ:
|G] um faBt somit die abgeschlossene - Hiille bzgl. zP der Prinzipale
aus G'; |G| 148t sich sogar- als die Vereinigung der AbschlieBungen
bzgl. zP aller Pr1n21pale aus G' darstellen und ist deshalb als
endliche Vereinigung abgeschlossener Mengen ohne innere Punkte
(1.71(2), I 3.9(5)) selbst abgeschlossen und ohne innere Punkte,
somit nirgendsdicht. ) '
Genau, wie in 1.13(3). werden den Pr1n21palen hJ aus & die Zellen-
komponenten Z--J zZugeordnet; dem Punkt w werden kezne Zellenkompo~
nenten zugeordnet.

1.33 Zellen eines Gitters G im Zp
Sei ¢ ein Gitter im 2P,

Zundchst vereinbaren wir: w ist eine 0-Zelle von G.
Dann bilden wir alle méglichen Schnitte

c' = (“\zil, 1< ji‘S n.. Diese Schnitte nennen wir Prédzellen
i=1 )
3y
von G, Falls alle Zl 1m Sinne von ,1.13(2) beschrdnkt sind,
{also kein ZJl gleich h +h i), nennen wir einen solchen

Schnitt eine k Zelle des Gltters G, falls k der Zjl reguldr sind.

Falls mindestens ein Zil im Sinne von 1. 13(2) unbeschrankt ist

1

(also gleich —hl +h21 ist), vereinigen wir diesen Schnitt noch

P 3
mit dem Punkt w und nennen dann f”\Z u{w] eine k-Zelle von G,
i=1

J.
falls wiederum k der ZJ._'-L reguldr sind; 0< k < pPs k ¢2Z.
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Man hdtte die k~Zellen auch als die abgeschlossenen Hiillen

bzgl. zZP der k-Zellen des & erzeugenden Gitters G' im RP ein-
fiihren k&nnen, wobei w noch zusétzlich als O-Zelle gilt. Die
beschrédnkten Zellen sind kompakt in Rp, also abgeschlossen inth,
die abgeschlossene Hiille jeder unbeschrinkten Zelle ¢ von G ist
cytwl (I 3.9). Zellen werden auch kiinftig mit ¢ bezeichnet.
Sei ¢ eine Zelle auf G, c#w und c¢' ihre Prizelle glRp.
Offenkundig gilt: ¢ = ¢! V) c' ist beschridnkt als Teilmenge

von ﬁp.
c = c'u{wjj>c V¥ c' ist unbeschrinkt als
Teilmenge von RP,

Die ganze flir Zellen eines Gitters € im RP entwickelte Termino-
logie libertrdgt sich ohne groBe Umstdnde von den Prézellen des
Gitters G', das @ erzeugt, auf die Zellen von G, die von w ver-
schieden sind. Insbesondere ist wiederum'jede Vereinigung defekter
Zellen ganz in |G| enthalten, also nirgendsdicht als Teilmenge
der nirgendsdichten Menge IGI. w wollen wir ebenfalls als total
defekt bezeichnen.
Falls c=ck, k> 2, und etwa Ki(c)=(~cf,{], 80 kann ¢ in der
i-ten Achse-nur nach oben entregqularisiert werden; fiir i-Zellen
wollen wir jedoch den Entregularisierungssprachgebrauch, wie
folgt, festlegen: Falls c= c1 und K (c)=(-&, a] s0 bedeutet

"¢ wird in der i-ten Achse nach unten entregularisiert", dag
wir ¢ durch die O-Zelle w ersetzen; entsprechende Bedeutung
besitzt die Sprechwelse "¢ wird in der i-ten Achse nach oben
entregularisiert”.
Wir haben aufgrund von I 3.9(2): Die Zellen eines Gitters im

zP sina nichtleer, abgeschlossen und zusammenhdngend.

1.34 Satz

Sei 6 ein Gitter im zP ung €€, zwel Zellen auf G, c1,cz#w,
und c;,cé seien ihre Pr&zellen (1.33).

Dann gilt:

(1) ¢ = ¢, cy = ¢
(2) ey C ey R e Ccy

Beweis:

A bezeichne im folgenden stets die AbschlieBung einer Teilmenge
A C,IRp bzgl. zP, _

(1} c1=02f\ ETiEE; sei nun ¢;=c,. Falls wec) AW, 4 C*Jhﬂ;
cz=céu{w], somit c1—c \{w.ﬁc2~c ~{w]. Falls w nicht in c1 liegt,
liegt w auch nicht in Ty und wir sind fertig, da in diesem Fall

—x Vo T —
C1—C1—CZHC2.



- 87 - II i

{2) cli cy Falls w nicht in c, liegt gilt: c;:c1c,cé‘§ c,.
Falls w in c1 liegt, liegt w a forteriori in c, und wir haben:

c1=c;uiW]C céu{w] =C,. Sel umgekehrt ¢ falls w nicht in c

O CL;
1~ T2 1
liegt sind wir wiederum schnell fertig, da c1=c{c cé & ¢,. Falls

w in <, liegt, liegt w wiederum a fortetiori in ¢, und wir haben:

crﬁwj=c{c. Co=e, AWl

1.35 Folgerung

(1} Batz 1.34 legt folgende Sprechweise nahe:
Seien C,1Cy zwel von w verschiedene Zellen des Gitters G
im zP. c1,cé selen ihre Prédzellen auf G', dem G erzeugenden
Gitter im RP,
c, heift (Ent-)Regularisat von ¢, genau dann, wenn c%
{Ent-) Regularisgsat wvon cé inm Sinne von 1.28(4) ist.
Wir haben somit auch fiir Zellen C,1Cy eines Gitters & im 2P
die Beziehung 1.28(5):
C,< €, genau dann, wenn cy Entregularisat von c., und c

2 2

Regularisat von ¢, ist.

1
Auch 1.28(6}) wird genauso bewiesen, wie im Palle, daB8 € ein

Gitter im RP ist.

(2) Offenkundig gilt fiir jede Zelle c#w des Gitters € im 2zP:
cHW) Yy ¢ ist unbeschrinkt.
Auch zwei k~Zellen, k> 1, eines Gitters G im 7P treffen
sich hdchstens in einer gemeinsamen (k-1)-Zelle, da ihre
Prédzellen sich h&chstens in einer gemeinsamen (k—-1)-Pridzelle
treffen. Ist diese beschrinkt, so ist sie selbst eine (k=1)-2Zelle
von &; ist sie unbeschrinkt, so sind auch die beiden k-Zellen
a forteriori unbeschrinkt und sowohl die {k-1) ~Prazelle,
als auch die beiden k-Prizellen miissen mit w vereinigt werden,
damit eine (k-1)-Zelle bzw. k~Zellen des Gitters 6 entstehen
kéﬁnen. Besagte (k-1)-Zelle ist dann der Schnitt der beiden
k—-Zellen.

1.36 Satz (Gittertrennungssatz)

Seien A, B zwei abgeschlossene, disjunkte Teilmengen des Zp,
(zwel abgeschlossene, disjunkte Teilmengen des Rp, von denen
mindestens eine beschrinkt und daher kompakt ist). P > 2.
Dann gibt es ein Gitter ¢ im zP (in Rp) dergestalt, daB kein
Zelle von G zugleich jede der beiden Mengen A und B trifft.
Wir wollen diesen Sachverhlat auch folgendermaBen ausdriicken:
A und B werden durch das Gitter @ getrennt.



Beweis:

Da A und B disjunkt sind, enthdlt mindestens eine von ihnen,
etwa A, den Punkt w nicht. Alsoé AcC Rp, A kompakt und abge-
schlossen in R® nach I 3.8.2. Da A in RP kompakt ist, liegt A
im Inneren eines geeigneten "Wiirfels" bzgl. der Maximumnorm

des RP. somit A ¢ {xeng | mBx 1xi1W5 rj =:W. Somit gilt Ffiir
Ci=t

alle x¢ A: }xir<r fir alle i=1,...,p. W ist kompakt ianp,

somit abgeschlossen in 2P (I 3.8.2), daher ist WNB abgeschlossen
in zP, und da wWaB ¢ W ¢ RP, kompakt in RP (T 3.8.2).

Ferner gilt @ C AN{WAB) = WA (AN B) C ANB = J. Somit be-

sitzen die kompakten und disjunkten Mengen A und WN B positiven
Abstand § in RP (KUHN, Topologie, 3.1, p.150).

Sei !Nam}:g%}afb 2—{:5%
Das Gitter G wird nun, wie folgt, gebildet:

Die kleinste Bestimmungszahl eines Pfinzipals aus &,, dem i-ten
Teilgitter, sei -r, die ndchstfolgende -r + %f, usw., die j-te
~r + (j—1)%§.,. n. sel gleich m+1. Somit gilt:cin.= -r + 2r = r.
So verfahren wir filir jedes i=1,...,p. -

Die Bestimmungszahlen der Prinzipale jedes Teilgitters folgen
somit dquidistant aufeinander.

Da A ganz im Innern von W liegt, trifft A keine unbeschridnkte
Zelle von G, da fﬁr jeden Punkt x aus einer unbeschrinkten Zelle
von G, xi‘i-r oder xi;z r flir mindestens ein ig{T,...,p} gelten
muf3, aufgrund der Konstruktion von G.

Sei nun cf eine beschrénkte Zelle von G. Enthielte sie einen
Punkt y¢ B und einen Punktgx A, s0 gdlte: 5=d(A,B nW) < dix,y)<

< d{cp) =1/§-%§<.p‘%§ = p‘E =9 ; dies ist aber ein Widerspruch.

Somit trifft keine p-Zelle von @ gleichzeitig A und B. Da jede
k-Zelle von G, auBer w, aus einer geeigneten p-Zelle von € durch
Entregularisierung hervorgeht und daher nach 1.28(5) in einer
geeigneten p-Zelle enthalten ist, kann keine von w verschiedene
k-Zelle von G gleichzeitig A und B treffen; ferner gilt we A (s.0.).
Falls wir unsere Betrachtungen im RP durchfiihren, gilt: o.B.d.A.

ist A kompakt nach Voraussetzung, AnB ist dann abgeschlossen,

ANnB C A und deshalb ist ANnB kompakt als abgeschlossene Teil-

menge der kompakten Menge A; der Rest geht dann genauso wie oben.

L]
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1.37 Definition
k

Eine k-Kette 1«7, k=0,1,...,p, auf einem Gitter & ist ein endli-
ches System voneinander verschiedener k=Zellen.

k Tk k

_ k k . .
o= 101'02”"’an§;51 (1.28(3)), somit haben er:ftkefP(SzE)-

Das leere System von k-Zellen wird mit OF bezeichnet., Zwei k-Ket-
ten-gﬁ,rtg heifen gleich, wenn sie als Zellensysteme gleich
sind.

,L¥ heit Teilkette von/tg, wenn das System ? ein Teilsystem

von g ist.

Unter der Summe (modulo 2)q;? +‘t§ zweler k-Ketten versteht man

das System derjenigen k~Zellen cX von 6, die in genau einer der
beiden Ketten enthalten sind: '
q;}: +"I.]; =(1}1( U‘L];J ~ (’L];Q‘E];) :’z‘;{&’ﬁz; 79 * 7]2{ ist somit die
k k

symmetrische Differenz in’?(ﬁ?) der beiden Systeme't1, T,.

k k

Da die symmetrische Differenz bekanntlicherweise kommutativ
und assoziativ ist, ist auch die Summe (modulo 2) der k-Ketten
assoziativ und kommutativ.

Fiir jede Ketteatk.gilt:-ﬁk + Ok = Tk: d.h. Ok ist das neutrale

Element der Addition.
Flir jede Kette gilt:.ﬂtk +4Lk = 0k (klar, da ALA = @); d.h.‘T.k

ist zuftk invers:; man gschreibt, wie {iblich: —13 = Ik.

Somit gilt:
1.38 SBat=z

Die k-Ketten auf 6, also R (W (€)), bilden beztiglich der Addi-
tion (modulo 2) eine kommutative Gruppe.

Damit besitzt die Gleichungrt? +'Tk =f{§ die eindeutige L&sung:
k k k k k
T T2t L) =Ty 4.

1. 39 Bemerkungen

(1} Aufgrund des Assoziativgesetzes lassen sich induktiv Summen
von endlich vielen k~Ketten bilden:

—_ k __k ., _k k
Z 'Ej =15 +'L2 + ... +’tn ist das System derjenigen k-Zellen
J=1

von 6, die in einer ungeraden Anzahl der Ketten*ﬁ?,...,ti
L
enthalten sind. Dies ist klar im Falle n=1, wo EE T, =1

=1 J 1

und n=2, aufgrund der Definition der Summe (modulo 2) von

n
k-Ketten. Gelte nun also 1;2 = E 'L? besteht aus allen
3=

k-Zellen, welche in einer ungeraden Anzahl der Ketten't?,...,iﬁ
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enthalten sind. Sei nun‘5§+1 eine weitere X-Kette auf G.
n_og n+1

DefinitionsgemdB ist 2 'tj z I (aufgrund der
3=1

Assoziativitidt der Addition modulo 2) das System derjenigen

k-Zellen von &, welche in genau einer der beiden k~Ketten

q:k oder{k enthalten sind; flir jede k-Zelle ck, die Element

0 n+1
k k. . . . k
ven 1, + Theq 18t, gilt somit: entweder ist ¢, Element von’Io

und kein Element VOD’EE+1, oder ck ist Element vonqj§+1 und

kein Element voang. Im ersten Fall ist ck Element einer unge-

raden Anzahl derftﬁ,...,xﬁ und da ck_in‘tI];1 nicht auftritt,

k k .k

tritt ck in einer ungeraden Anzahl der*tT,...,t ’Tn+1 auf:; im

zwelten Fall tritt ck in-tg nicht auf, ist somit Element elner

geraden Anzahl der'tﬁ,...;tk, insgesamt somit Element wvon unge-

radzahlig vielen der't?,...,fﬁ §+1.

Wir setzen: Ovtk := Ok
_{ Ok, falls n gerade ist

\ftk, falls n ungerade ist

und fiilr neWN wird n-’tk =4:k + ... +’tk =

n=~Summanden

(-n)u13 t= n—(-qF) = n-qﬁ;«?(ﬂf) wird somit zu einem (Links-)-
Modul tiber den ganzen Zahlen.

(2) Unter dem Komplement Eﬁk einer k-Kette auf G versteht man das
System aller k-Zellen von 8, die nicht 1nftk enthalten sind.
Da,ﬁ_ diejenige k-Kette ist, welche aus allen k-Ketten von &
besteht, gllt somit: [ﬁl SLk\Jﬁ =§Lk +‘tk. Somit haben wir:
[{xk - EE +Slk = 1 +SLF) +§lk =*tk + (QF +Sﬁ% ==Tk + of =

k

=
. k . k _ k]
(3} Besteht eine Kette ~* nur aus einer Zelle c, alSOft =c 50
k k, k ik
schreiben wir kurz c¢" statt {p } und ¢ tc, statt {c § {CZS
Damit kann eine Kettert ic1,c ,...,cntg auch in der Form
k
= c? + ... zz: j 9geschrieben werden.

j=1
1.40 Definition

. '\
Unter dem Triger Ltk| einer k-Kette T {c1,...,cn§ auf & versteht
k

man die Vereinigung aller k-Zellen von v, kl = <, U...\Jci =
In

L}ck, wobei die cf als Teilmengen von zP aufgefast werden. Wir
i=1

nennen eine k-Xette beschrdnkt, wenn alle ihre Zellen beschrinkt

sind, andernfalls unbeschrénkt; offensichtlich ist der Triger jeder




