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Modelo de Respuestas

OBJ   1   PTA 1 Sea  f : [0 , 1]  ( IR  la función definida por 

 f(x) = x + 3 + [ 2x – 1 ] ,

Construya la gráfica de la  función  f   y calcula 
[image: image1.wmf]ò
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, como el área de la región comprendida entre la gráfica de  f ,  el eje  OX  y las rectas de ecuaciones  x = 0   y  x = 1.  

Nota:   “[ a ]” denota la parte entera del número real  a.

Solución: Calculemos  g(x) = [ 2x  1]  para  x ([0 , 1]

[ 2x  1] =  1    si   0 ( x ( 
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[ 2x  1] =        si   
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[ 2x  1] =  1      si    x = 1

Entonces,   f(x) = x + 3 + g(x) = 
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Luego, la gráfica de  f es la siguiente:
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Calculemos la integral  
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 como sigue
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Por lo tanto,
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OBJ  2 PTA 2  Sea  
[image: image10.wmf]3
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  para  x ( [1 , 8] , aplicando el teorema del valor medio para integrales, halla un número  c en el intervalo  (1 , 8) que satisfaga el teorema.

Solución: La función 
[image: image11.wmf]3
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es continua en el intervalo [1 , 8] ¿por qué?, entonces de acuerdo al teorema del Valor Medio para integrales definidas(pg.  del libro Cálculo II de la UNA), existe un número  c entre  1  y  8 tal que


[image: image12.wmf](

)

1

8

c

4

x

d

x

4

3

8

1

3

-

=

ò

 

[image: image101.wmf]2

7

Calculemos la integral 
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Entonces,  
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  y este valor está entre 1  y  8 .

OBJ   3  PTA  3  Utilizando el método de integración por partes, calcula la integral:
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Solución:  Sean         u = sen(2x)       ;         dv = e3x dx

[image: image103.bmp]



  du = 2 cos(2X)dx    ;       v = 
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Tenemos que las funciones u = sen(2x)  y   v = 
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   son continuas y derivables en el intervalo 
[image: image19.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

p

2

,

0

 (¡verifícalo!) y las funciones  du = 2 cos(2X)dx    y   dv = e3x dx  son continuas en  
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 por lo tanto la fórmula de integración por partes es aplicable ( páginas 117 y 118 del libro Cálculo II de la UNA).
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   [ 1 ]
Ahora, aplicamos nuevamente el método de integración por partes a la integral  (1 , entonces, sean          u = cos(2x)       ;         dv = e3x dx

[image: image104.bmp][image: image105.bmp]



 du = 2 sen(2X)dx    ;    v = 
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Luego,  
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  sustituyendo en  [ 1 ]   se tiene:
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despejando  I ,  se obtiene   
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Por lo tanto,   
[image: image29]
OBJ  4  PTA  4  Descomponiendo  en  fracciones simples,  calcula  la  integral: 
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Solución:  Tenemos que

[image: image106.bmp]  
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de donde   
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[ 1]
Hallemos los valores de las constantes  A , B  y  C  dándole a  x los valores 1, 3 y 0:

Sustituyendo  x = 1 en la ecuación  [ 1] se obtiene   6 = 4C   (  C = 
[image: image33.wmf]2
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Sustituyendo  x = 3 en la ecuación  [ 1] se obtiene   26 = 2A  (  A = 13

Sustituyendo  x = 0 en la ecuación  [ 1] se obtiene   1 =  2A + 3B + 9C (  

3B =  1 + 26 
[image: image34.wmf]2
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      (  B = 
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Entonces, 
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[image: image39.wmf]C
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Por lo tanto,  
[image: image40]
OBJ  5  PTA  5
Halla el área de la región encerrada por las parábolas de ecuaciones:  y = 2 x 2  ,  y = 3 x 2 + 5   y la recta   y = 8.

Solución:  La región del plano  XY acotada  por las curvas de ecuaciones y = 2 x 2  ,  y = 3 x 2 + 5 ,   y = 8 , es la que se muestra en la siguiente gráfica:
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Una de las formas de calcular el área A pedida es:

Como la región es simétrica con respecto al eje  OY, podemos calcular el área A1 de la región que está en el primer cuadrante y luego, al valor encontrado, multiplicarlo por dos para obtener el área total:
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Ahora calculemos los puntos de intersección de la recta  y = 8  y las parábolas            y = 2x2  ,  y = 3x2 + 5  

Sustituyendo  y = 8  en la ecuación y = 2x2  obtenemos los valores  x = 
[image: image43.wmf]±

2      y               sustituyendo    y = 8   en la ecuación y = 3x2 + 5  se obtienen los valores  x = 
[image: image44.wmf]±

1 ¡Verifícalo!

Como la región está limitada por tres curvas, tenemos que dividirla en dos subregiones  A1’  y   A1”, como se muestra en la gráfica siguiente:



[image: image45.wmf] 

x

 

y

 

-

15

 

-

10

 

-

5

 

0

 

5

 

10

 

15

 

-

5

 

0

 

5

 


La región A1’ está comprendida  entre  las recta  x = 0  ( eje OY)  ,   x = 1  y entre las parábolas  y = 2x2  ,  y = 3x2 + 5 , entonces el área de   A1’  es:


[image: image46.wmf](

)

(

)

3

16

5

3

1

5

  

  

3

5

2

5

3

1

0

3

1

0

2

1

0

2

2

´

1

=

+

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

=

+

=

-

+

=

ò

ò

x

x

x

d

x

x

d

x

x

A


La región  A1” está comprendida  entre  las recta  x = 1  ,   x = 2  y entre la recta  y = 8 y la parábola  y = 2x2   , entonces el área de   A1”  es:
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Luego , el área de toda la región es  A = 2(A1’ + A1”) = 2
[image: image48.wmf]3
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OBJ  6  PTA  6       TAREA ANEXA A ESTA PRUEBA

OBJ  7  PTA  7   Estudia  la  convergencia de  la siguiente integral impropia   
[image: image49.wmf]x
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Solución: Por definición  integral impropia de primera especie,( pg. 242) se tiene:
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Por lo tanto la integral impropia diverge.
OBJ 8   PTA  8  Calcula, usando el criterio de la serie telescópica, la suma de la serie:
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Solución:

Tenemos que  
[image: image54.wmf])
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 entonces, expresemos este término como la diferencia de los términos consecutivos de alguna sucesión  
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,  donde  cn  y  cn+1 son constantes a determinar  como sigue:
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[image: image58.wmf])
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de donde, eliminando denominadores, se sigue



1 = cn (2n + 1)  cn+1 ( 2n – 1) 



1 = 2n ( cn – cn+1) + cn + cn+1     de aquí se obtiene el sistema de ecuaciones:
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cuya solución es   cn = cn+1= 
[image: image60.wmf]2
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    ¡Verifícalo!

Así que,
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Por lo tanto,
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¡Verifícalo!
y pasando al límite cuando  n ( + (
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Por lo tanto,
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  una sucesión de funciones tal que: f n: (  ( , +() ( IR
está definida de la siguiente forma:  
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a) Halla el gráfico de  
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c) ¿ 
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Solución: a) El gráfico de 
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b) i) Si  
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ii) Si  
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iii) Si  x = 
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Por lo tanto, la función límite f  es:
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Así que la sucesión   
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c) La convergencia  fn ( f  no es uniforme ya que la función límite  f  no es continua en  
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OBJ 10 PTA 10 a) Halla el intervalo de convergencia de la siguiente serie de potencias:.
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b) Determina la convergencia o divergencia de la serie en los extremos del intervalo hallado en la parte  a).

Solución: a) Para determinar  el intervalo de convergencia de la serie   
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  aplicamos el criterio de la razón ( ver  sección 101, p. 346 del libro Cálculo II de la UNA). Entonces, calculemos
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Luego, el radio de convergencia de la serie es  R = 1 y el intervalo de convergencia se obtiene de la inecuación  ( x ( < 1  (   < x < 1, que corresponde al intervalo abierto  (  1, 1). 

b) Estudio de la convergencia de la serie en los extremos del intervalo de convergencia (  1, 1 ) 

Sustituimos   x = 1  en la serie de potencias 
[image: image86.wmf]å
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 y obtenemos una serie numérica alternada (ver página 355 del libro Cálculo II de la UNA) :     
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 . Para estudiar su convergencia aplicamos el criterio de las series alternadas, el cual dice que se deben cumplir las condiciones: 

  i)  
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,   donde    a n = 
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Verifiquemos la primera condición i): 
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    y la segunda condición:

ii) 
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        de donde    
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Luego, an  ( an+1  para todo  n ( 0. Por lo tanto la serie de potencias converge para     x = 1.

Ahora, sustituimos  x = 1 en la serie de potencias para obtener la serie numérica  positiva :
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Para estudiar su convergencia aplicamos el criterio de comparación al límite:( ver  teorema 20, p. 332 del libro Cálculo II de la UNA) . Comparamos con la serie  armónica  
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 que  es una serie divergente      ( ¡ verifícalo()  y hallamos el límite:
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     que es un número real positivo.

Como la serie 
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 diverge entonces la serie dada 
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 también  diverge.

Por lo tanto el intervalo de convergencia es :  [  1, 1).

FIN DEL MODELO DE RESPUESTAS
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Revisa las páginas 159, 160 del libro Cálculo II de la UNA





  ¡Verifícalo!
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