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Prefacio

Com aplicacdo de célculo numérico, pode-se resolver qualquer problema de
algebra, calculo e outros. Creio que por esta razao, a disciplina se faz tdo necessaria

nas graduacdes de Engenharia e Processamento de dados.

Este manual é produto de um resumo dos principais topicos do calculo numérico,

porém em nenhum ponto, perde seu rigor cientifico.

Como as solugdes dos problemas via anélise numérica sdo propicias para 0s
processadores, estas anotacdes também sdo de grande valor para os alunos de

Computacao e Processamentos de Dados.
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Capitulo |

Filosofia do Calculo Numérico

1.1 INTRODUCAO:

Talvez o aspecto mais importante da solu¢cdo de um problema matematico resolvido via Calculo
Numérico resida no fato de ser quase sempre uma solucao aproximada.

Para o iniciante na matéria nada melhor que um exemplo para imediata compreensao, do que
venha a ser uma solucéo aproximada:

E sabido (teorema de Abel-Ruffini) que equacbes de grau superior a quatro ndo admitem
solucdo analitica. Como entéo seria resolvido a equacao a seguir?

32x°-64x+31=0 [1.1]
Um método numérico para detectar uma raiz real da equacgéo 1.1 consistiria:

Toma-se como aproximac&o inicial da raiz o valor zero, X =0

(leia-se: x em aproximacg&o inicial igual a zero).

Rescreve-se a equacgao 1.1 de uma forma mais adequada para o método numérico escolhido:

5
64 '

Substituindo na variavel x da equacéo 1.2, a aproximacao inicial x(0) , vem:

@ 5
X = 31+32(0) =0,4844
64

E diriamos que em 12 aproximacao a raiz vale 0,4844.

Recorrendo sempre a equacado 1.2 teriamos em 22, 32 e 42 aproximagao os calculos:

®]°
31+32¢X ] _ 31+32[(0,4844)°
64 64

x@ =

=04977
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31+32x@]° 5
x® = _ 31+ 321[(0,4977)

= 0,4996
64 64

o1° 5
31+32 Eﬁx ] _ 31+32[{0,4996)
64

x® = = 0,4999

Notamos entdo que os valores numéricos obtidos nas diferentes aproximacfes da raiz
convergem para o humero 0,5 que corresponde ao valor exato da raiz.

O método utilizado para a resolucdo da equacdo 1.1 corresponde ao chamado "Método
Iterativo", para a resolucdo de equacdes. Basicamente o método consiste em:

Precisa-se resolver uma equacao do tipo:

FX)=0 [1.3]

Toma-se uma aproximacao inicial "conveniente" ao valor da raiz:

x(0) = valor numérico conveniente.

Rescreva-se a equacao 1.3 de uma forma mais adequada para o método iterativo:

x = f(x) [1.4]

Assim teremos:
(k+1) (k)
X =f(X ) (onde k=0,1,2,3,...)

A essas alturas o leitor tera uma série de perguntas, por exemplo:

Qual o critério para uma aproximacao inicial conveniente?
Consegue-se sempre rescrever a equacao 1.3 na forma 1.4?

Quando deve-se interromper 0 processo iterativo?
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Estas perguntas deverdo ser esclarecidas durante o curso, mas podemos adiantar de antemao
gue basicamente a disciplina Calculo Numérico utiliza-se de conhecimentos das outras areas
da matematica e principalmente Bom Senso .

Outro aspecto que precisa ser ressaltado é que em Célculo Numérico ndo existe o conceito de
infinitamente grande e infinitamente pequeno. Trabalha-se sempre com grandezas FINITAS.

1.2 ERROS

Uma solucéo aproximada distingue-se da correspondente solucdo exata pelo erro. Basicamente
podemos incorrer em Calculo Numérico em dois tipos de erros: de arredondamento e de

truncamento.

1.2.1 Erro de Arredondamento:

Por maior que seja nossa paciéncia (no caso de célculo manual), por melhor que seja 0 N0sso
equipamento de célculo (calculadora ou computador),representamos sempre uma quantidade
numérica por um numero finito _de algarismos. Essa condicdo obriga-nos a "arredondar" as
guantidades numéricas. Por exemplo, seja a solucdo da seguinte equacao de 2° grau:

9x2-6x+19=0

que tem por raizes:

—} i :}—'
—3+|x/§ X.=5 i/2

As raizes x1 e x2 sao raizes exatas do ponto de vista matematico, mas quando vamos trabalhar
com elas notamos a necessidade de arredondamento, pois:

=0,33333

Wl

1
3 ou?

J2=14 ou 2 J2 =1414

Dai também decorrer a necessidade do sinal = desta apostila ser interpretado quase sempre por
O (aproximadamente igual).

Podemos adotar como norma de célculo o seguinte:

A precisdo requerida para a resposta deve ser fixada de antemao.

todos os calculos intermediarios devem ser feitos completo menos um algarismo significativo a
mais do que o requerido para a resposta fina;.

No instante de arredondar adotar o seguinte critério:

3,141159 escrito com 5 algarismos significativos fica 3,1416
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1,41421 escrito com 5 algarismos significativos fica 1,4142
2,718 escrito com 3 algarismos significativos fica 2,72
2,145 escrito com 3 algarismos significativos fica 2,14
I_ par
5,135 escrito com 3 algarismos significativos fica 5,14
impar

1.2.2 Erro de Truncamento:

Um dos topicos de grande importancia em Calculo Numérico (sera abordado com detalhes no
transcorrer do curso) refere-se a representacdo de uma funcdo em série de poténcias.

Assim temos por exemplo:

3 X5 X7

senX=X—-—+——+=+.,. —=.. ...
31 5 7 [1.5]

valida para x em radianos.

O erro de truncamento decorre do fato que a equacédo 1.5 contém na realidade infinitos termos e
guando vamos utiliza-la tomamos sempre um numero finito de termos truncando os infinitos
termos restantes.

Assim, tomando-se apenas o 1° termo da série, temos para o seno de 0,5 radianos o valor:

sen05rd=0,5

Tomando dois termos da série 1.5 teremos:
3

sen05rd =0,5- @ =0,4792

Com 3 termos teremos:
3 5
sen05rd =05 —@ +@ =0,479427
6 120

No caso de uma série de termos alternados como € a série 1.5, o erro cometido € sempre
menor que o primeiro termo desprezado. Mas tenha-se sempre em conta:

"No instante em que se conhece o erro, ndo existe mais erro"
Sabedoria Oriental

e também:

"A resposta, meu amigo, esta soprando ao vento."
Bob Dylan
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Capitulo Il

Solucédo Algébrica de Equacdes Algébricas e Transcendentes

2.1 METODO GRAFICO

A solucao para um problema do tipo:

F(x)=0 [2.1]
consiste em determinar-se os valores particulares (raizes) para "X" em que a igualdade é
satisfeita.

O método grafico consiste em representar-se hum plano de coordenadas cartesianas F(x)
contra "X". As raizes reais x1, x2, ..., xn da equacdo sdo 0s pontos em que a curva representa
F(x) contra "x"

Por exemplo a solugéo grafica da equacao:

e —senx =0 [2.2] dado x em radianos
é conseguida desenhando-se o gréfico e verificando-se 0s pontos em que a curva corta 0 eixo
dos x.

X4=95

X5=125

SN SN SN\
N VA VA 2

U'I

X1=0,6 X2=3 X3=6,3 X4 =95 X5 =125 e assim por
diante
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Podemos observar também que essa equacdo tem infinitas raizes, sendo que foram
determinadas apenas as 5 primeiras.

Uma variagdo no método, que as vezes simplifica sobremaneira o problema, consiste em
rescrevermos a equacao 2.1 na forma:

yl(xX)=y2(x) . 2.3

Onde as raizes reais serdo as abcissas dos pontos de intersecdo do yl (x) comy2 ( x).
Assim teriamos para a equacgao 2.2:

X
e = senx .. 2.5

X

Yi(x) =e ; Y2(X) =sen x

onde:

Isto simplifica 0 problema porque existe inclusive tabelas de func¢des exponenciais e
trigonométricas.

Teremos entdo no mesmo desenho duas curvas

A preciséo das solucbes obtidas pelo método grafico esta intimamente relacionada com
a escala da desenho e a habilidade do desenhista.

Com o advento dos modernos computadores e calculadoras, o0 método raramente € utilizado,
tanto sido apresentado aqui apenas devido a razdes didaticas.

Como 2° exemplo teriamos a solucdo da equacéo:
xlogx-1=0 ...2.6
gue re escrita na forma 2.3, ficaria:
log x = 1/x L 2.7

onde Y1 (x) =log x e y2 (x)=1/x
Do diagrama notamos que essa equagcao possui apenas uma raiz real.
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F(X)

Y 2(x)

Y10) 3

2.2 METODO DA BISSECCAO

Recordando que o nosso objetivo € resolver uma equagéo do tipo: F(x) = 0 e com auxilio do
teorema de Bolzano o qual afirma: "Se F(x) é continua em um intervalo [a,b] e F(a).F(b) <0 ,
existe pelo menos uma raiz real no intervalo [a,b]."

A la. fase do método da bissec¢do consiste em determinar-se (por tentativas) a e b tais que
F(a).F(b) <0 . Supondo-se que a raiz real existente nesse intervalo é Unica, divide-se esse
intervalo em duas partes iguais.

A raiz procurada pode encontrar-se na la. parte do intervalo: [ a, (a+b)/2] ou na 2a. parte:
[(a+b)/2 , b]

Isto é facilmente determinado calculando-se F [ (a+b)/2] . A raiz procurada estéa na la. parte do
intervalo caso F [( a+b)/2] tenha sinal contrario de F(a), ou estard na 2a. parte, caso tenham
mesmo sinal.

Determinada a parte em que se localiza a raiz, divide o novo intervalo ao meio e
repete-se a rotina até uma aproximacao suficiente para a raiz.
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Interpretacao Grafica de Método da Bisseccdo

Fi -
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Fix) »

E assim por diante até uma aproximacao suficiente para a raiz.

Exemplo

Determinar pelo método da bisseccdo a raiz existente no intervalo [0,1], da
seguinte equacao:

4

3 _ _ —
X"+ 2X X 1 =20 28

Substituindo-se os valores dos extremos do intervalo na equacao, temos : F(0) = -1 e
F(1)=1.
Como F(0).F(1) < 0, realmente existe pelo menos uma raiz no intervalo [0,1].

Dividindo-se esse intervalo ao meio e verificando o valor de F(x) nesse ponto vem:

+
u = 0,5
2 e F(0,5)= -1,1875
Como F(0,5) tem o mesmo sinal que F(0), dividimos agora o intervalo [0,5; 1] ao meio:
+
05+1 =075

e F(0,75)= -0,58984

Nota: No caso de equacgBes polinomiais o calculo do polinbmio para um particular "x" é
simplificado escrevendo-se o polinbmio na forma de "binbmios encaixados". Assim a equacao
2.8 pode ser substituida por:

x{x[x(x+2) +O] —]} -1=0 2.9

Como F(0,75) tem o mesmo sinal que F(0,5), dividimos o intervalo [0,75; 1] ao meio:

0,75+1 = 0875

e F(0,875)= 0,051025

Podemos observar que 0,875 ja é uma boa aproximacao da raiz pois seu residuo (0,051025) é
bem pequeno com relacéo aos residuos das aproximacdes anteriores.
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Nota: O residuo de uma aproximacao é o valor que a fun¢do assume no ponto.
Se desejarmos uma aproximacao melhor para a raiz prosseguimos com o método.
0875+0,75 = 08125 e F(0,8125) = -0,30394

2
0,8125+ 0,875 = 0,84375 e F(0,84375) = -0,13557
2
0,84375 + 0,875 = 0,85938 e F(0,85938) = - 0,044585
2
0,875 + 0,85938 = 0,86719 e F(0,86719) = 0,0026276
2

Entdo podemos dizer que 0,86719 € uma aproximagao da raiz com um residuo da ordem de
0,003, que na maior parte dos casos é suficiente E facil de observar que caso haja necessidade
de uma aproximacao melhor, 0 método prosseguiria da mesma forma.

OBSERVACAO :

FOGEM a regra de Bolzano, algumas fun¢ées descontinuas onde ocorre f(a) f(b) <0, porém
no intervalo (a,b) ndo existirdo raizes reais. Como por exemplo uma tangeitoide ou alguns tipos
de assintotas.

Caso tivéssemos a disposicdo um compilador FORTRAN, esse problema poderia ser resolvido
conforme diagrama de bloco e listagem a seguir:
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FO)=3+2x3-x-1

C= (A+B) /2

!

RES=F(C)

3
|

ESCREVA
Ce
RES

D=F(C) . F(A) |— 4

6
T <
<4+— B=C D:0
>
Y
A=C|I» 7
Y
ESCREVA
Cl
RES

F(X) = X **4+2 *X**3-X-1.
READ(5,1)A,B
FORMAT ( 2F2.0)
2 C = (A+B) /2.
RES = F(C)
IF (ABS (RES) - 0.001) 3,3,4
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WRITE (5,5) C, RES
FORMAT ( 2F15.5)
CALL EXIT

4 D=F(C)*F(A)
IF (D) 6,7,7

6 B=C
WRITE (5,5) C,RES
GOTO2

7 A=C
WRITE (5,5 ) C,RES
GOTO2
END

Para : A=0e B =1, teriamos os seguintes resultados :

0. 50000 -1. 18750
0. 75000 -0. 58984
0. 87500 0. 05103
0. 81250 -0. 30394
0. 84375 -0. 13557
0. 85938 -0. 04461
0. 86719 0. 00261
0. 86328 -0. 02115
0. 86523 -0. 00930
0. 86621 -0. 00336
0. 86670 -0. 00037
0. 86694 0. 00112
0. 86682 0. 00037
0. 86676 -0. 00000

Um compilador BASIC é bem semelhante, de facil dominio e conduz a resultados tdo precisos
guanto ao do FORTRAN.

Esse problema também poderia ser resolvido com a funcdo embutida de uma calculadora
programavel HP 48G ou 48 GX, conforme a sequéncia abaixo :

» Habilite a funcéo Solve (setinha verde seguida do 7);
» Escolha OK no menu Solve equation;

» Digite a equacdo utilizando a 1/x para aparecer a incégnita x onde necessério. Deve ficar na
parte inferior do visor entre aspas simples * X" + 2*X"3-X-1"
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» Digite Enter ou OK

» Digite a tecla F habilitada para Solve e a calculadora apresentara o resultado com um erro
muito pequeno, pois ja foi arquitetada para isso. Fantastico ndo €? Um processador téo
pequeno e poderoso !

A tecla ON desabilita 0 menu.

Nota: Ao manipular qualquer funcdo pre-programada desta calculadora, aconselho ao
académico,

determinar um subdiretério especifico, que pode ter o nome de lixo, pois todas as fungdes
programadas criam variaveis que ficam no diretério de trabalho de forma temporaria até o
usuario decidir apaga-las. Desta forma no subdiretério lixo podem ser apagadas facilmente as
variaveis tempordarias, bastando para isso colocar entre as chaves {} e na posicdo 1 da pilha,
todas as variaveis temporarias e digitar a funcdo PURG localizada através da setinha azul sobre
a tecla EEX. Para introduzir a variavel dentro das { }, basta pressionar a tecla da variavel apés
ter abedrto as { }.

2.3 METODO DE CORDAS (OU DAS PARTES PROPORCIONAIS)

O método das cordas converge mais rapidamente que o da bissec¢do. E mais l6gico
tomar-se como proxima aproximagao a razao de F(a) / F(b), isto €, ligar-se os pontos

(a, F(a)) e (b, F(b)) e supor como aproximacgéo seguinte o ponto onde essa corda intercepta o
eixo x. Pode ocorrer dois casos:

A

F(x)

o}

F(b)
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A

F(X)

F(b)

Caso a) Concavidade para Baixo  Caso b) Concavidade para Cima

Caso a) F'xX)<0 e F(b)<O0

faz-se Xo=a e:

Xns1 = Xn = _F(Xn) (b - Xp) .. 2.9
F(P)-F(Xn)

Casob) F'x)>0 e F(@ >0

faz-se Xo=b e:

Xns1 = Xn - E(Xp) (8- Xp) .. 2.10
F(a)-F(Xn)

Resumindo-se:
1) Encontra-se a e b tais que F (a) . F(b) < 0. Isto garantira a existéncia da raiz

2) Encontra-se F(x) e considera-se a férmula 2.9 caso F"(x) . F(b) > 0 ou a férmula 2.10
se F'(x) . F(a) > 0.
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Uma outra forma bastante pratica de resolver uma equacdo por este método, consiste em
refinar bem o intervalo inicial pelo processo das bissec¢des 0 que garante economia de iteracdes
a posteriori e aplicar :

a) f(b-a
s+ 12as @ f(D-2)
f@-f(b)
gue possui bom desempenho para as duas concavidades, economizando a analise das
mesmas.
Demonstracao:

Interessa-nos qualquer posicao iterativa x exceto a de Xo que € de conhecimento inicial.
Tomando por exemplo a posi¢cao X1, tomando um caso qualquer, temos:

A

F(X)

F(b)

X1 =a+ A, onde A = segmento de reta medido de a até X1. Por semelhanca de triangulos ...
Al(b-a) = f(@/[f(@)-f (b)], isolandoA=[f(a) (b-a)]/[f(a)-f/(b)].

f(a) f(b-a)
f(@)-1(b)

Como X1=a+A, entdo, Xn+1l=a+

Como queriamos demonstrar
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Exemplo
Determinar pelo método das cordas uma raiz positiva da equacao :

x3 +0,2x2-0,2x-1,2=0 2,11
(residuo permissivel : 0, 02)

1°) Precisamos encontrar a e b tais que : F(a). F(b) <O0.

Esse é realmente um dos pontos mais enfadonhos do método, ainda mais, quando
uma simples equacéo é dada apenas com a finalidade didatica e nada significa para o aluno. Ao
contrario da vida pratica quando o usuario tem uma nocéo do dominio *

pois a e b devem ser determinados ( via de regra ) por tentativas.
F@O)=-1,2; F(1)=-0,6; F(2)=5,6

Entdo existe polo menos uma raiz da equacao 2.11 no intervalo
[1,2], poisf (1) .f (2) <O.

Poderiamos fazer a=1 e b=2, mas antes faremos uma pesquisa de F(1,5).

F(1,5)=1, 425 entdo fazemos a=1 e b=1,5. Isto significa refinar o intervalo pelas
dicotomias ou método da bisseccéo.

2°) Verifiguemos o sinal de F”’(x) no intervalo [1;1,5], para

sabermos qual das formulas devera ser utilizada.

Fx) = x3-0,2x2-0,2x-1,2
F(x)= 3x2-0,4x-0,2
F'xX)=6x-0,4

F’(1)=5,6 e F’(1,5) = 8,6, temos entdo F"(x) > 0 no intervalo [1;1,5].
Como f(1,5) > 0 temos F”(x). F(b) > 0 e portanto utilizaremos a

férmula 2.9 com X0 =a, logo: X0 =1.

X1 =a- __F@) (b-a)=1 + 0,6 (1,5-1)
F(b) - F(a) 1,425 + 0,6

! Quando a equagdo montada tem fundo 16gico por ser do nosso dominio prético, as vezes é possivel determinar o
intervalo (a,b) sem grandes problemas. E 0 caso, por exemplo de uma equacdo financeira de descapitalizacdo ou
financiamento, o usu&rio tem uma nog¢do do dominio dos juros, isto é, sabe-se mais ou menos o valor minimo e

méaximo das taxas de juros.
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X1 = 1,1482 e F(1,1482) =-0,17957
Como o residuo da aproximacao 1,1482 é superior a 0,02 precisamos

prosseguir com o método, calculando-se X2 :

x2=x1- F(x1) (b-x1)=1,1482 + 0,17957 (1,5 - 1,1482)
F(b) - F( x1) 1,425 + 0,17957
x2=1,1876 e F(1,1876) = - 0,044615

x3=x2 -F(x2) (b-x2)=1,1876 + 0,044615 (1,5-1,1876)
F(b) - F(x2) 1,425 + 0,044615
x3=1,1971 e F(1,1971) = |- 0,010527| < 0,02
Entdo afirmamos que uma raiz da equacao 2.11 € 1,1971 com residuo inferior a 0,02.

Exercicios sobre Equacdes Financeiras de Descapitalizacio >

1.) Um objeto custa a vista R$ 200,00 ou a prazo:
Entrada = R$ 120,00

30dias = R$50,00
60 dias = R$50,00
90dias = R$ 70,00

Pede-se o juro mensal do plano parcelado

120 50 50 70
I | I I

Financiamento = Preco a vista - Entrada = 200 - 120 = 80
Equacédo : 50/(1+)"1 + 50/(1+i)"2 + 70/(1+i)*3 -80=0
RESULTADO: i=46,1926600864 %

2.) Idem ao anterior com:
Avista =R$ 160,00

Entrada = R%$45,00
30dias = R%$45,00
60 dias = R%$45,00

2 | ocalizar no indice a pagina do capitulo referente a M atemética Financeira com fundo numérico.
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90 dias = R$50,00
RESULTADO : i=10,3223697014 %

2.4 METODO DE NEWTON - RAPHSON

Este serd o ultimo método que veremos no curso para resolver uma equagéao do tipo F(x) = 0.

Se a raiz procurada encontra-se num intervalo [a,b] e F'(x) e F’(x) s&o continuas no intervalo ,
podemos escrever :

f(Xo)

Xn+1=Xn-———
f'(Xo)

Demonstracao:

Interessa-nos qualquer posicao iterativa x exceto a de Xo que € de conhecimento inicial.
Tomando por exemplo a posicdo X1 gerada pela reta tangente T1, onde por semelhanca de
triananlos temns:

A posicdo X1 = Xo - Segmento de X1 a Xo,
fazendo A = Segmento de X1 a Xo, tem-se:
X1 = Xo - A, Sabe-se ainda que Tg a =
f'(Xo) e
que pelas propriedades trigonométricas dos
triangulos retangulos,

; Tg o = cateto oposto / cateto adjacente,

f entdo,
f f Tg a = f(xo) / A, entdo temos as igualdades:
;ﬁ” Tg a = f’(Xo) = f(Xo) / A, onde isolando A:
P
. v :J.f A = f(Xo) / f'(Xo), desta forma, obtem-se:
'l )
! ;_,7«1. T bew X1 = Xo - f(Xo) / f'(Xo0), genericamente:
! e
—"] A f X n+1=Xn - f(Xn)/ f (Xn)
/ {
.--__.r .'I

2.4.1 Estudo da convergéncia do Método de Newton - Raphson

Nem sempre o método de N.R. converge , por exemplo :
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F’(X) MUDA DE SINAL EM [a,b]

b=X,
_______________________________________________________ X
2.4.2 Problema da escolha de X,.
Temos quatro possibilidades:
1°. o 2°. AN
| f(x)
f(x) | )
/ = 1,
| | %

T -

b=X 0

frx)>0ef" (x)>0

fr(x)>0ef” (x) <0

3. 4°,
) L f®
| T —
N ‘ N
4 | \ 4
a=Xo b a | b=Xg

fPx)<0ef” (x)>0 ff(xX)<0ef"(x)<0

Observando que nos quatro casos devemos adotar um x, conveniente, temos:

Xo=bse f'(x).f'(x)>0
ou

Xo=ase f'(X).f'"x)<0
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1° Exemplo

Determinar pelo método de Newton-Raphson as raizes da seguinte equacao:
x3-0,8x2+0,2x-3,6=0 .. 213
1°) Inicialmente precisamos determinar a e b tais Que.: f(@. f(b)<oO.

f(0)=-3,6; f(1)=-3,2 f(2=1,6 e f(1,5)=-1,725
Entdo adotamos a=1,5 e b=2.

2°) Estudo da convergéncia

f(X)=X3-08X2+0,2x-3,6

fr(X)=3X2 -1,6x+0,2

f“ X)=6x-1,6

f (15 =3(15)2-16(15)+0,2=4,55 } f * (X) ndo muda de sinal
f'(2)=3.(2)%-16(2) +0,2=9 no intervalo (1,5;2).

f”"(15) =6(15-16=74 } f “ (X) também ndo muda de sinal

f“ (@ =6(2-16=104 no intervalo (1,5;2).
3°) Escolha do Xo adequado

Como f'(X).f"“(X)>0 nointervalo (1,5;2), tomamos Xo =b,

logo Xo = 2.
4°) Método propriamente dito

Aplicando-se a formula 2.12 de Newton-Raphson, temos para x1.:
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x1=Xo - f(x0) = 2-1,6=1,8222
f1(x0) 9

verificando o residuo da aproximacdo x1 temos f(1,8222) = 0,15857 0 qual excede o
permissivel, portanto continuamos com a rotina de célculo:

x2 =x1 - f(x1)=1,8222 - £(1,8222) = 1,8222 - 0,15857
F(x1) £(1,8222) 7,2457

x2 = 1,8003, que possui o residuo : f(1,8003) = 0,0021124 < 0,01. Portanto, na precisdo
requerida uma das raizes da equacéo 2.13 € 1,8003.

Nesse ponto o leitor devera estar pensando: e as outras duas raizes?

Para determinamos as outras duas raizes , basta dividirmos a equac¢do 2.13 por (x -
1,8003), com isto recai-se huma equacédo de 2° grau, facilmente solucionavel.

Por questdo de espaco faremos a divisdo por (x - 1,8)

[ x*-0,8x2+0,2x-3,6] /[ x-1,8]=x2+x+2

- xX2+18x°
X2+ 0,2 x
-x2+18x
2,0x-3,6
-20x+36

0 0

Resolvendo-se a equacéo: x2 + X + 2, temos as outras duas raizes:

—1+i7 o —1-i/7
2 2

2°) Exemplo
Para encerrarmos o assunto resolveremos uma equacao transcendental:
tgx-x=0

da qual interessa a primeira raiz positiva , com residuo permissivel de 0,01.
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1°) Determinedea e b

Se rescrevermos 2.14 na forma ;

tg X = X

e utilizarmos o método grafico, fica facil de estimarmos a primeira raiz positiva. Para tanto
desenha-se hum so plano cartesiano as fungdes Y1 (x)=tgx e Yo (Xx)=xX.

¥ilx] o v2[x]

v1[x]
O
aT il 31T
2 2
Do grafico vemos que podemos adotar a=1 e b =3m/2.
Isto corresponde a angulos do 3° quadrante trigonométrico.
20) Estudo da convergéncia
O estudo é facilitado se rescrevermos a equacéao 2.14, na forma:
sen(x)- x cosx =0 ...2.15

f@@Mm= 1T e f (32) = -1, que confirma a existéncia de raiz no 30
guadrante.

f (X)=senx - x cos X
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f'(X)=cosx- cosXx + X senX = X sen x

f'(X)<0 em [T, 31/2]

f"(x)=x cosx + senx

f"X)<0 em [, 31M/2]

3) Escolha do Xo adequado:
como f *(x). f "(x) >0 fazemos Xo =b =4,7124

3) Método propriamente dito
X1= Xo-f(Xo)= 4,7124 -sen4,7124 -4,7124 .cos4,7124
f*(x0)= 4,7124. Sen 4, 7124

Obs *.: Lembre-se gue estamos trabalhando com angulos em radianos ! se vocé esta
acompanhando os calculo na sua calculadora, fixe a mesma no modo radiano.

X1= 4,5002 que tem o residuo f(4,5002) = -0,029829 Como o residuo de X1 , excede
0 permissivel, calcularemos X2:

X2 = X1 - f(X0) =4,5002 - sen 4, 5002 - 4,5002 . cos 4, 5002
f (Xo) 45002 . sen 4, 5002

X2 = 4,4932 que tem o residuo f(4,4934) = 0,00041483 < 0,01
Entdo temos na precisao requerida que a raiz da equacao 2.14 vale: 4,4934.

3 Ascalculadoras cientificas trazem os modo gjustaveis: DEG = Degree - RAD = Radianos e GRAD = Grados ou gradientes
em espanhol
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CAPITULO 1lI

SOLUCAO DE SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES SIMULTANEAS

3.1. INTRODUCAO

E conhecido (colegial) que um sistema de equacdes lineares pode ser resolvido pelo método de
Cramer. Por exemplo, seja o sistema:

XxX+2y+z =3
-X + 3y =1
2y+4z =0

Tem por solucao segundo o método de Cramer:

X = AX; y= 4y e z=Az

A A A
com.

3 21 131 123 121
AX= 31 39 AY=11 0 Az= 4 34 A=1 3 0

02 4 004 020 02 4

Imaginemos entdo que temos um computador de 3% geracdo a nossa disposicdo. Esse
computador realiza uma adi¢ao ou subtracdo em 60 ps e uma multiplicacdo em 400 ps.

Suponhamos também os seguintes métodos para resolucao de sistemas lineares:

a) Método de Cramer, calculando-se os determinantes pela definicdo.

b) Método de Cramer, calculando-se os determinantes pelo desenvolvimento de Laplace.

¢) Método da eliminacdo de Gauss ( a ser estudado no NOSSO curso).

Valores de H 2 verificar referéncia bibliogréfica

a) Cramer (deter. pela definicao) 25s 3,4 dias 20 bilhdes de anos
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b) Cramer (deter. por Laplace) 0,4s 6 min 5 meses

¢) Eliminacao de Gauss 36us 0,22s 15s

Onde H é o numero de equacdes e incognitas.

Da tabela nota-se que o fato de possuir um equipamento moderno de computacdo ndo se
encerra a que estéo, pois o0 método de resolucao utilizado também é importante.

E também podemos escrever a seguinte expressao simbdlica:

Calculo Numérico = Aritmética + Algebra + Geometria + Calculo Integral + .... + Bom Senso

O autor pede que a expressao acima ( por questao de ética ) seja encarada como uma reacao
guimica irreversivel, isto é, as parcelas ndo podem mudar de lado na expresséo.

3.2. MATRIZES

Antes de estudarmos os métodos numéricos de resolucdo de sistemas faremos uma pequena
revisdo na teoria de matrizes.

3.2.1. Definicédo de Matriz

Chama-se matriz a todo conjunto de ndmeros (complexos ou reais) dispostos em forma
retangular do m linhas e n colunas.

all a2 al3 ... ain
. . a2l a2 a3 .. azn
O 1°indice denota a linrha
O 2° indice denota a coluna : . SRR : -
_ _ _ _ . . e e . = (aij)mn
A matriz € dita de dimensédo MxN (Leia-se m por n). , , R
aml am2 am3 ... amn

Se M=N O Matriz Quadrada

Um ndmero ordinario pode ser imaginado como sendo uma Matriz 1 x 1.

3.2.2. Matriz Diagonal

E a matriz em que todos os elementos sdo nulos exceto aqueles em que os dois indices s&o
iguais.
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O 0 0 0 0
0 o P 0 0
D = 0 Ols3 0 0
0 0 Olys 0
0 0 0 0 a2

3.2.3. Matriz Identidade (ou Matriz Unitaria)

E a matriz diagonal em que os elementos n&o nulos s&o iguais a um.

1 0 0 0 0
0 1 0 1 0
= 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
e introduzindo a notagdo de Kronecker: Ai,j =0se j#Zi ou Ai,j =1 se j=i
Podemos escrever 1= [Aij ]

3.2.4 Matriz Zero

E a matriz em que todos elementos s&o nulos.

M 0 0O
%) 0 OE notacdo: Omn
D 0 04
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3.2.5 Operagédo com Matrizes

3.2.5.1 Igualdade
A=laij] B=[bij]

A=B se: aij=bij paralUiej

3.2.5.2 Soma e Diferenca de matrizes

C=A+B cij=aij+bij para Uiej
C=A-B cij =aij- bijpara Uiej

Propriedades

A+(B+C)=(A+B)+C Associativa.
A+B=B+A Comutativa.

A+0=A Existe o elemento neutro na soma de matrizes, e é a matriz zero.

3.2.5.3 Multiplicagao de uma matriz por um escalar

e produto de uma matriz A= [aij]

m,n por um escalar o € obtido

multiplicando-se todos os elementos de A pelo escalar a.

Uaa  aca ... a0 [
Dazla a2 ... el D
Aa=0A= [ U
(e & ... ad []
Eama a2 ... anraﬁ
C=aA cij=oaaij paraldie]j

Propriedades

la. 1 A=A

2a. 0 A=0

3a. a(BA)=(aB)A

4a. (a+B)A=0A+BA
5. a(A+B )= oA +aB
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e mais :
-A=(-1) A

A-B=A+(-B)

3.2.5.4 Multiplicacdo de Matrizes

Sejam :
(A aw ain [ b b biq O
%21 a2 aen B Bbﬂ b2 bog 0
A= ... ... g B= ... ... . O
O O 0 0
[@1 dm2 ... am [h] n e [J6n1 a2 ... ax [b

Se o numero de colunas de A for igual ao numero de linhas

de B, isto é n = p, podemos

definir o produto matricial A x B como sendo uma Matriz C de dimensdo m x .

[Lun Cu2 Ciq [
%21 C22 Cqu
O I l
U
[Cm  Cm2 Cmq []
Onde: cij= ailx blj+ai2xb2j+..+ain x bnj
Comi=12,...m e j=12,..0
Exemplo :
2 -10
13
A 03 2 8 10 B= 15
= H -4 00 3%2)(4 B 1042
a1 0O
C=AxB 0
7 Yy 2
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Propriedades:
la. A(BC)=(AB)C
2a. a(AB)=(aA)B

3a. (A+B)C=AC+BC

4a. C(A+B)=CA+CB equasesempre ndo vale a comutativa AB # BA

3.2.5.5 - Matriz Transposta

Seja a matriz

(A aw an[] (Bu & ... am[]
O O
%1 2 ... aZnD t %&2 2 ... anzD
A=0. .. .0 A= 0. .0
0 O 0 0

@nl am2 . anan , n @m cen annEh ' m

Entdose A = | aij]iAtz [aji]

Propriedades:
t
12 At=A

t ot t
22 (A+B) =A + B

t ot ot
3 (AB) =A B

t t
42 Det A =Det A

3.2.6. Matriz Inversa

A matriz inversa de uma matriz A é tal que:

-1 -1
AA =1=AA

A condicdo para que a matriz A tenha inversa, é que A seja uma matriz singular, isto €,
uma matriz cujo determinante é diferente de zero.
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3.2.6.1. Matriz dos cofatores

Quando de uma matriz A ( quadrada de ordem n ) sdo removidos os elementos
da linha i e da coluna j resultam numa matiz quadrada de ordem n-1. O determinante m i j
desta matriz € denominado menor de a i j. O cofator deaij, A*ijé definido como sendo:

|+
A*ij = (-1) mij

A matriz que engloba todos os A * i j € denominada matiz dos cofatores.

3.2.6.2. Matriz Adjunta

E a matriz transposta da matriz dos cofatores.
A=(a)
3.2.6.3. Célculo da Matriz Inversa ( pela definicdo )

Dada uma matriz A ( que precisa ser ndo singular ), determina-se inicialmente a matriz dos
cofatores de A, smmbolicamente: A* ; transpbe-se A* e obtemos a matriz adjunta de A,

simbolicamente: A

A matriz inversa de A é a matriz adjunta dividida pelo determinante ( A ) da matriz A. Portanto:

o -1
A>2AD>A DA

Propriedades:

-1
12 Dt A = 1/DetA

2 (AB) =A B
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3.3 METODO DA ELIMINACAO DE GAUSS

Seja 0 seguinte sistema:

X1 + 2x2 + 4x3 = 18
Oxt1 + 3x2 + 2x3 = 13
E’BXl + x2 + 3x3 = 14

Esse sistema pode perfeitamente ser representado pela seguinte equagdo matricial :

AX = C 3.1
Onde,
_Eiz 2 4% _Eklg _Eisg
A= E# 3 2p X = C'%%
B 1 3. B8 o (45

A idéia do método de Gauss consiste em trabalhar sobre a equacdo matricial 3.1 de forma a
triangularizar a matriz A. Isto tem que ser feito de forma que ndo modifigue a equacédo matricial,
respeitando-se as propriedades das matrizes.

Para tanto lanca-se méo do quadro a seguir :
[ LINHA] X1 X2 X3 C

[1] 2 2 4 18

[2] 1 3 2 13

[3] 3 1 3 14

[4] 1 1 2 9 [1]/all=[1]/2

[5] 0 2 0 4 [2] -a21[4] =2 - 1[4]
[6] 0 2 -3  -13 [3]-a31[4]=[3]-3[4]
[7] 0 1 0 2 [5]/ a22 = [5]/ 2

[8] 0 0 -3 -9 [6]-a32[7]=[6] + 2 [7]

Da linha [8] temos : 0 X1 + 0 X2 - 3 X3 =-9 que nos fornece o valor de X3 = 3.
Da linha [7] temos: 0 X1 +1 X2 + 0 X3 =2 portanto X2 = 2.
Dalinha[4]temos:1 X1 +1X2+2X3 =9;1.X1+1.2+2.3=9 portanto X1 =1.

a0
X=2g
B3
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Devemos observar que todas operacdes efetuadas nédo alteraram a equacdo matricial . O leitor
deve tentar construir o quadro para resolucdo de um sistema 4x4.

3.3.1 Segundo exemplo:
Resolver o sistema:
5X1+2X, - X3 14
2X1+3X, +X3 5

X1-2X,+4X3=-8

[ LINHA ] X1 X, X C

[1] 5 2 -1 14

[2] 2 3 1 5

[3] 1 -2 4 -8

[4] 1 2/5  -1/5 14/5 [1]/ay=[1]/5

[5] 0 11/5 7/5 -3/5 2]-a[4=[2] -2[4]
[6] 0 -12/5 21/5 -54/5 [B]-as[4]=[3]-1[4]
[7] 0 1 7/11 -3/11 [5]/ a2, =[5]/11/5

[8] 0 0 315/55-630/55 [6]-a3[7]1=6+12/5[7]

Dalinha[8]temos:0X;+0 X ,+ 315/55 X 3 =-630/55 que nos fornece o valor de X 3 =-2.
Dalinha[7]temos:0 X+ 1X,+7/11(-2) =-3/ 11 ; portanto X , = 1.
Dalinha[4]temos:1X;+2/5(1)-1/5(-2) =14 /5 ; portanto X; = 2.

OoOod
D-—'D =N
N
mOood

3.4 METODO INTERATIVO DE GAUSS SEIDEL

Seja 0 seguinte sistema :
apnpXitapX; tapXgt+t...+tanX,=C,

a.21X1+322X2 +a.23X3+....+3.2an:C2

an1x1+an2X2 +an3x3+....+anan:Cn

0 qual pode ser rescrito na forma :

X]_:Kl'blZXQ'blg)(g'....'bln Xn

XZ:Kg'bglxl'bgng'....'bZan

Xn:Kn bnlxl‘bnzxz‘----'bnnl Xnl
onde :
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Ki=Cilaj ; bij=a;/ai
com i=1,23,...n j=1,23,..n

Adotando-se em aproximacao inicial para valor zero , temos :
)@ =)@ =(x) Q= (x) @ =...=(x) @=0

Vem para a primeira aproximacao :

x) P =Ky -b (%) D - bz (%) @ - .- b (%) @
2) V=Ko - bor (X)) - b (x3) @ - .- Do (Xn) ©
) P=Ky by ()Y -ba (%) @ - - b Kna ) @

E numa aproximacdao r+1 tem-se :

(x1) ™ =K1 -b12 (x2) @ -b13 (x3)” - ....-b1ln (xn)
(x2) "V =K2 -b21 (x1) Y -b23(x3) @ - ....-b2n (xn)®
) TP =Ky b (1) T b () Y - a b X O

O processo € interrompido quando a precisdo requerida para as incognitas for atingida. Isto é
controlado via de regra pelos residuos.

Observacédo: Uma condicéo para que o método de Gauss Seidel convirja (reportando-se ao sistema 3.2
original) é que:

Tais sistemas sdo chamados de sistemas com diagonal "predominante”.
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3.4.1 Primeiro Exemplo de Aplicacdo do Método de Gauss Seidel
Resolver o sistema:

10X1+ 2% + X3 = 9
2X1+20X%2 - 2X3 =-44
-2X1+ 3% +10x3= 22 (residuo permissivel = 0,1)

Que rescrito de uma maneira mais adequada para o0 método de G.S. fica:

X1 = 0,9-0,2 X2 -0,1 X3
X2 =-2,2-0,1%1+0,1 X3
Xz3= 2,2+0,2X%;-0,3X%2

Fazendo-se em aproximacéo inicial:

%@ = %@ = x@ = 0
Temos para a 1la. aproximacado os valores
xP'=0,9
xo,®M =-2,2-0,1(0,9) = -2,29
X3(l) =22+ 0,2(0,9) -0,3 (-2,29) = 3,07
Em 2a. aproximacao temos:
x1?=0,9-0,2(-2,29) - 0,1(3,07) = 1,05
x,? =-2,2 -0,1(1,05) + 0,1(3,07) = -2,00
x3? = 2,2 +0,2(1,05) - 0,3(-2) = 3,01
Em 3a. aproximacao temos:
x®=0,9-0,2(-2) - 0,1(3,01) = 1,00
x® =-2,2-0,1(1) + 0,1(3,01) = - 2,00

x3® =2,2+0,2(1) - 0,3(-2) = 3,00
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Entdo na precisado requerida podemos fornecer o vetor resposta:

1,00
X= -2,00
3,00

3.4.2 Segundo Exemplo de Aplicacdo do método de Gauss Seidel

Resolver o sistema abaixo com um erro permissivel de 0,001.

10X, + Xo+ X3 =12
2X1+10 X% + X3 =13

2X1 + 2X2+10x3=14
Que rescrito de uma maneira mais adequada, fica:

X1 = 1,2-0,1 X2 - 0,1 X3
X2 = 1,3-0,2 X1 - 0,1 X3
X3 = 1,4-0,2 X1 - 0,2 X2

Fazendo em aproximacéo inicial :

() = (%) = (x)” =0

Temos para 12. aproximagao das incognitas :
(x)® =1,2-0,1(0) - 0,1(0) = 1,2

(x2)® =1,3-0.2(1,2) - 0,1(0) = 1,06

(x9)Y =1,4-0,2(1,2)- 0,2(1,06) = 0,948

Em 22 aproximacao temos :

(x)® =1,2-0,1(1,06) - 0,1(0,948) = 0,9992
(x2)? =1,3-0.2(0,9992) - 0,1(0,948) = 1,005
(x*® =1,4-0,2(0,9992) - 0,2(1,005) = 0,9992
Em 32 aproximacéo temos :

(x)® =1,2-0,1(1,005) - 0,1(0,9992) = 0,9996
(x2)® =1,3-0.2(0,9996) - 0,1(0,9992) = 1,000
(x9)® =1,4-0,2(0,9996) - 0,2(1,000) = 1,000

Em 42 aproximagao temos :
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(x)® =1,2-0,1(1,000) - 0,1(1,000) = 1,000
(x2)® =1,3-0.2(1,000) - 0,1(1,000) = 1,000
(x9)® =1,4-0,2(1,000) - 0,2(1,000) = 1,000
Portanto temos para o vetor resposta .
X;=1,000 X,=1,000 e X;=1,000

3.5 INVERSAO DE MATRIZES PELO METODO DA ELIMINACAO DE GAUSS

A partir da relacéo ja vistaque A .A™" =1, isto é o produto de uma matriz a por sua inversa resulta na
matriz identidade , podemos aplicar o método da eliminagcao também para inversdo de matriz.

Seja por exemplo a matriz :

2 24
A= 13 2
313

Utilizando o esquema ja visto teriamos :

[LINHA] X, X, X3 C C, GCs

[1] 2 2 4 0 0

[2] 1 3 2 1 0

[3] 3 1 3 0 1

[4] 1 1 2 172 0 0 [1]/ay =[1]/ 2

[5] 0 2 0 12 1 0 [2] - ax [4] =2 - [4]
[6] 0 2 3 32 0 1 [3] - as; [4] = [3] - 3 [4]
[7] 0 1 14 12 0 [5]/ @ = [5] / 2

[8] 1 0 34 12 0 [4] - a, [7] = [4] - [7]
[9] 0 0 3 2 1 1 [6] - @3, [7] = [6] + 2 [7]
[10] 0 0 213 13 -13  [9]/as[9]/(-3)

[11] 0 1 14 12 0 [7] - a15[10] = [7] - O [10]
[12] 1 0 7112 1/6  2/3  [8] - @,310] = [8] - 2 [10]

-7112 1/6 2/3
Al = -1/4 12 O
2/3 -1/3 -1/3
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3.5.1 Segundo Exemplo de Inversdo de Matrizes pelo Método da Eliminacéao

Inverter a Matriz :

2 4 6
A= -1 2 4
2 3 1
[LINHA] X1 X2 X3 Cl1 C2 C3
[1] 2 4 6 0 0
[2] 1 2 4 1 0
[3] 2 3 1 0 1
[4] 1 2 3 172 0 0 [1]/ay =[1]/ 2
[5] 0 4 7 172 1 0 [2] - @z [4] = [2] + [4]
[6] 0 1 5 1 0 1 [3] - &g [4] = [3] - 2 [4]
[7] 0 1 714 18 14 0O [5]/ @z = [5] / 4
[8] 1 0 12 U4 12 0 [4] - a [7] = [4] - 2 [7]
[9] 0 0 -13/4 _-7/18 14 1 [6] - as, [7] = [6] + [7]
[10] 0 0 1 7/26  -1/13 -4/13 [9]/ag =[9]/ (-13/4)
[11] 0 1 0 -9/26 5/13 7/13 [7] - a;5[10] = [7] - 7/4 [10]
[12] 1 0 0 5/13  -7/13 -2/13 [8] - a,3[10] = [8] + 1/2 [10]
5/13 -7/13 -2/13
Al = -9/26 5/13 7/13
7/26 -1/13 -4/13

Observacao : Uma verificacdo dos resultados consiste em multiplicar A por A™ e verificarmos se

resulta a Matriz Unitaria.

3.6 AUTO VALORES E AUTO VETORES

Ja foi visto que um sistema de equacgbes algébricas lineares e simultaneas pode ser
representado pela equagédo matricial:

AX=Y .. 3.3

Assim dado um vetor X e aplicado sobre ele a matriz A obtém-se um novo vetor Y, o qual tem madulo

e direcéo diferente de X.
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E natural entdo a pergunta: fixado uma matriz A existira X, tal que A aplicado sobre X resulta em Y
paraleloa X ? Isto é:

A X=AX
onde A é um escalar
ou:
AX-AX=(\l-A)X=0 .34
onde | & a matriz unitaria.
Da teoria das equac0des verifica-se que so existe solucdo néo trivial para X se:
det A1-A)=0

Este determinante é chamado determinante caracteristico, e a sua expansdo fornece a equacao
caracteristica de A.

A equacdo caracteristica € um polindbmio de grau n, em cujas n raizes sdo chamadas "raizes
caracteristicas ou autovalores” da matriz A.

Para cada auto valor A1 (i =1, 2, ..., n) podemos escrever:
(AMT-A)Xi=0 ..3.5

O vetor X; obtido é chamado "vetor caracteristico" da i - ésima raiz ou “auto vetor associado ao i - ésimo
auto-valor”.

Basicamente, embora existam métodos especiais, a determinacdo dos auto valores de uma matriz
consiste em determinar-se as raizes de uma equacédo Polinomial.

3.6.1 Primeiro exemplo de determinacé&o de auto valores e auto vetores

1° Passo: Subtrai-se A dos elementos da diagonal principal e iguala-se o determinante
a zero.

Com isso encontra-se a equacao caracteristica.

0-A -1
=0 > A2+15\ +44=0
44 -15-)\
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2° Passo: Resolva-se a equacao caracteristica.
)\1=‘4 e )\gz'll

3° Passo: Substitui-se os auto valores na relacdo 3.5 e determina-se os correspondentes auto
vetores inicialmente com A, =-4

4 1 X1 0 4X, +X,=0
= > 4
44 -11 X5 0 -44X.-11X,=0
Em qualquer uma das equacdes se fizermos X, = 1 Xy =-1/4
Portanto:
-1/4
X= 1° auto vetor
1

E finalmente com A, =-11

11 1| | %, 0 11X, +X,= 0
>
44 211 | X, 0 44X, - 4X,=0

Em qualquer uma das equac0es se fizermos X,=1 = X;=-1/11
Portanto:

X = 2° auto vetor

3.6.2 Segundo exemplo de determinacao de auto valores e auto vetores.

01 20
T2 4%
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1° Passo;
1-A 2 (1-A\)(4A)+4=0
=0 =
-2 4- A2+ 15\ +44=0
2° Passo;
M =(5-()*°i) /2 AN2=G+ 7)) /2
3° Passo;
L%¥ﬁf 2 X4 0
-2 mii%ﬁ x2= 0

[1-5-i(N% X, + 2X,=0
2

-2X, + [4-5-i(D°]X,=0
2

Em qualquer uma das equagdes fazendo X, = 1 vem:
(1-5-i(7)%) X;=-2
2
portanto X; =3 +i (7) 0,5
4

Logo temos para 1° auto vetor:

3+i(7)%
X= 4 1° auto vetor

Pagina - 47 UNISAL AMERICANA SP



Céalculo Numérico e Grafico para Engenheiros Prof. italo Alberto Gatica Rispoli

Com o 2° auto valor temos:

1 -5+i(7)°% 2
2 X, 0
4-5+i(7)% X,
-2 2 0
[1 - 5+i(7)%]X, 2X, =0
2

-2Xy [4-5+i(7)%]X, =0
2
Fazendo x, =1, vem:

2-5+i (0% X, +2=0
2

Portanto: x;=3-i(7)*
E temos para o 2° auto vetor:

X = 4 2 © auto vetor

1

Do exemplo podemos observar que ndao necessariamente 0s auto - valores e auto vetores devem ser
namero reais.

Uma verificacdo da exatiddo dos auto vetores é feita multiplicando-se a matriz A original pelo auto vetor
encontrado, o resultado tem que ser um vetor paralelo ao auto vetor.

Entdo temos como condicdo para aplicacdo do método de N. R. que F'(x) e F"(x) ndo mudem de sinal
no intervalo [a,b].
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3.6.3 Exemplo de um problema de Mecanica, solucionando determinando-
se os valores e auto vetores.

O esguema abaixo mostra um sistema mecéanico composto por 3 corpos rigidos de massas ml1, m2, m3
ligados por molas com constantes k1, k2, e k3, sendo que a extremidade da primeira é fixa. O atrito
horizontal € desprezado. O sistema tem 3 graus de liberdade e deseja-se determinar as frequéncias
naturais e os modos de vibrar do sistema.

Partindo da suposicdo que a configuracdo do sistema pode ser definida pelos deslocamentos X;, X, e
X3, temos as seguintes equacdes do movimento:

my Xa=Kko ( Xzo-Xy)-ki Xg

My X2 =Ks (X3-Xz2)-ka (Xz-X1)

Mz X3 =Kks (X3-X3)

Se alguma perturbacdo instantanea e externa atuar no sistema, 0s corpos sairdo de sua posicao de
equilibrio estatico e vibrardo em uma das e frequéncias naturais do sistema. (W ).

As aceleracdes e os deslocamentos sao relacionados por:

X1:'W2X1

Entdo as equacdes de movimento podem ser re arranjadas e na forma matricial teremos:
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(K1+K2)/m1

'K2 / my

Como W é um escalar temos que o problema é exatamente um problema de auto valores e auto

vetores.

Se na equacado matricial acima fizermos m; =4m ; my=2m ;mg=m; K; =K; K;=K e Kz=%K

-K2 / my

(K2 + K3) /m2

-Ks / M3

'Kg / my

K3/m3

Entdo as 3 frequéncias naturais sdo encontradas em termos de K e m.

A equacédo matricial entdo fica:

0,5

-0,5

Para um particular auto valor da matriz acima a freqiiéncia natural pode ser obtida pela relacéo:

-0,25

0,75

W = (A K/m)%

-0,25

0,5

Xy

X2 =

Xy

W?2m X2
K

X3

Determinando-se os auto valores e os correspondentes auto vetores temos:

Xy

Xz | = W2m
K

X3

Xy

X

A X2 X3
1,140 -0,391 1,000 -0,780
0,500 -0,500 0,000 1,000
0,110 0,500 0,781 1,000
Pagina - 50 UNISAL AMERICANA SP




Céalculo Numérico e Grafico para Engenheiros Prof. italo Alberto Gatica Rispoli

Em correspondéncia aos auto valores determinados temos as freqliiéncias naturais:
W1=1,068 (K/m® ; W2=0,707 (K/m)°® © W 3=0,332 (K/m)°®

Os auto vetores definem os "modos de vibrar " do sistema. Assim por exemplo no segundo modo a
massa m, permanece parada enquanto ms vibra fora de fase com a massa m; e com o dobro da
amplitude.

" Se vocé suportou até aqui, meus parabéns, pois meio caminho ja foi cumprido.”
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CAPITULO IV

DESENVOLVIMENTO DE FUNCOES EM SERIE DE POTENCIAS

4.1 - SERIES DE TAYLOR

Suponhamos que a funcdo y = f(x) tenha todas as derivadas até a ordem n+1 no ponto a. Vamos
encontrar um polindmio y = Pn (x) tal que:

P.(@=f@ ; Ph@=f@ ;Pv@=f"@ .. PW@=f""(a)
Se:
P,(X)=Co+C;(x-a)+C, (x-@)2+ Cz(x-a) 3+ ... +C, (x-a)" .. A

Entdo basta determinarmos os coeficientes C;do polinbmio.
Ph(X) =Cy+2.C, (x-a) + 3C3(x-a) 2+ ... + n.C, (x-a)""
P",(X) = 2 C,+ 3(2)Cs (x-a) + ... + n (n-1) C, (x-a) ™* .. B
P, () =n(n-1) ... 2.1 C,

Substituindo-seem A e B ovalorde x por a vem:

f@=Co
f'@=¢C
fr(@)=2(1)C;
f"(@)=3(2)(1) Cs

f"(@=n(n-1)(n-2)..2(1) C, =n!C,

Entao:

Co=f(@; Ci=f(@@ ; C:=(f"@) (D2) ; Cs=(f" E@D)RA) ; Ca=f"(a)/n!

E numa vizinhanc¢a do ponto a, temos:
fX)=f(a)+(xa)f@ +xazf@ + .. + xa"f" ()
1! 2! n!
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gue constitui a chamada férmula de Taylor, a que também é apresentada numa forma compactada:

fF(0=%f"@(x-a)"
n=0 n!

. 4.1

4.2 Séries de Mac Laurin

Se na férmula de Taylor impormos que a = 0, temos a chamada férmula de Mac Laurin.

fX)=f @)+ xf'(0) +x2f"(0) + ... + xn fn'(0)
1! 21 n!

Numa forma compactada:
.. 4.2

f(0=2_f" (0)x"

=0 n!
. 4.2

4.2.1 Primeiro Exemplo
Desenvolver em série de Mac-Laurin a funcéo f(x) = e *

fg=e” fO)=1

frfx)=e” f'0)=1

frog=e” fr=1
Valores que substituidos na relagdo 4.2 nos fornece:

e’ =1+ x/1 + x2/2! + ... + X"/n! comn=1,2,3, ..0
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Observacdo: Como ja foi ressaltado no inicio do curso se podemos tomar de série de poténcias um
namero FINITO de termos.

Calculemos %' segundo sua série de Mac-Laurin considerando-se os 3 primeiros termos apenas:

e =1 + 01/1 + 012/2= 1,105 , valor que apresenta um erro de

truncamento da ordem de 0,0002.

Se considerarmos os 4 primeiros termos da série naturalmente o erro deve diminuir:
e®=1+01/1 + 0,12/2!+ 0,13/3! = 1,10517, valor que apresenta um erro
da ordem de 0,000001.

Uma diretriz entdo para atenuar os erros de truncamento é trabalhar-se com o nimero maior de termos
possivel.

Seja o célculo de €®® considerando-se os 4 primeiros termos de sua série de Mac-Laurin:
e’?=1+ 0,2/1 + 0,22/2 +0,23/6 =1,2213, valor que apresenta um erro da ordem de 0,0001.

Notamos entdo que a medida que nos afastamos da vizinhanca do ponto em que a funcado foi
desenvolvida o erro aumenta.

4.2.2 Segundo Exemplo

Desenvolver a fungéo f(x) = sen (x) em série de Mac-Laurin.

f (X) =sen (x) f©0)=0
f'(x) = cos (x) f(0)=1
f"(x) = -sen (x) f'(0)=0
" (x) = -cos (x) " (x) =-1
f™ (x) =sen (x) f™=0
Portanto: sen () =X - X° + X° - ... +
3! 51

Para funcdes trigonométricas, devemos ter o argumento x em radianos.

Calculemos entdo o seno de 0,15 radianos, considerando-se apenas 0s 2 primeiros termos de uma
série de Mc’Laurin.
Sen (0.15)=0.15-0.153/6=0.14944
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E interessante notar que numa série alternada o erro de truncamento cometido € sempre menor que o
primeiro termo desprezado.

Entdo no calculo anterior do seno de 0,15 radianos o limite superior do erro de truncamento é:

0,15 ° /120 = 0,0000006 que corresponde ao 1° termo desprezado. O leitor deve tentar deduzir a série
de Mc’Laurin do cosseno, a qual deve resultar numa série de poténcias pares.

4.2.3 Terceiro Exemplo

Desenvolver em série de Mac-Laurin a funcéo f(x)=In(1+x).
fX)=In(A+x) -~ f(©0)=In1=0
f=(1+) " ~ f'(0)=1
f') =@ ~ f(0)=-1
fre=2@1+)° - f"(0)=2
In(1+x) =x X2+ x¥ X" +Xx
2 3 4 5

Entéo para o célculo de In (1,17) com trés termos da série temos:
In(1,17)=0,17-0,172 + 0,17 8 =0,1572 que deve ter um erro de truncamento menor
2 3
que 0,17*/4 =0,00021.
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CAPITULO V

INTEGRACAO NUMERICA

5.1 INTRODUCAO

E sabido dos cursos de Calculo Diferencial e Integral que para resolvermos o problema de integracio
de uma funcdo f(x) de a até b, basta determinar-se a primitiva de funcéo e executar a diferenca desta
nos extremos:

a b
Jfe) dx=f(x) O=f(a)- f(b)
b a

Ent&o € natural a pergunta: Por que estudarmos em outra disciplina o problema de integrais definidas ?
Temos duas respostas:
1.a) E comum néo ser possivel determinar-se a primitiva f(x).

2.a) Muitas vezes ndo temos a formula analitica de f(x), conhecendo-se apenas os valores de
f(xX) em alguns pontos, e assim mesmo € requerida a integral definida de f(x).

Para esses dois casos entdo langa-se mao dos processos aproximados de Célculo Numérico. Deve-se
ter em mente que quando existir a solu¢éo analitica exata esta deve ter preferéncia.

5.2 INTEGRACAO NUMERICA PELA REGRA DOS TRAPEZIOS

A integral definida € aproximada por uma somatéria de areas de trapézios, conforme
figura a seguir:
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Entdo temos.

a

Jreodx D1 =h(fo+fa) /2 +h(fy+f2) | 2+ h(fo+ fs) | 2+ h(fs+ fa) | 2+ h(fs +fe) | 2
b

It =h(fol2+ fi+f2 +fs+fa+fs +fecl?2)
Generalizando:
It =h(fol2+ fi+fo+... +fna +fatfnl2)

5.2

5.2.1 Exemplo

Integrar a funcéo tabelada abaixo de 0 a 0,6 com h =0,2

i 0 1 2 3
Xi 0,0 0,2 0,4 0,6
fi 1,000 1,221 1,492 1,822

Aplicando entédo a férmula 5.2, temos:

lr =0,2(1,000/2 + 1,221 +1,492 + 1,822/2) = 0,8248

Deve-se observar que o valor da integral definida de uma funcéo foi estimado sem conhecermos a
férmula analitica da funcao!

5.3 - INTEGRACAO NUMERICA PELO METODO DE SIMPSON

No método dos trapézios por cada 2 pontos foi passado um segmento de reta, no método de Simpson
passaremos por cada 3 pontos, arcos de parabolas e faremos a integracdo dos mesmos.
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funcao a ser integrada
parabola

Como a expressao analitica da pardbola que passa por cada trés pontos é :
... 5.3

y(X)=AX2 + BX

+ C

problema néo € particularizado se imaginarmos que para cada trinca de pontos pivos impusermos que
o intermediério é coincidente com a origem, mas a deducédo simplifica sobremaneira. Assim temos :

A

fy

~

:fi+1

'h:Xi+1

+h

Xi+1:+h

Entdo [ y(X) dx= A/3 (2h3) + C (2h)

-h

Portanto precisamos apenas determinar A e C.

Reportando-se a fun¢ao definida pela férmula 5.3, temos:

. 5.3.b
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para x=-h - fiy;= Ah2-Bh+C ... b4
para x=+h - f,;=Ahz +Bh + C ... bb
para x=0 - f; =A02 +B0 + C .. 5.6

Portanto de 5.6 temos que: C = f; e somando 5.4 com 5.5, vem:
A= (fir-2fi+ fi1) 1 (2 h2)
Substituindo-se esses valores em 5.3.b temos:

+h

J.-h Y(x) dx=h/3 (fis + 4 fi + fia)

Generalizando temos:

+h

J.-hY(X)dX:h/3(f0+4fl+2f2+---+2fn—2+ 4fn—1+fn)

onde n tem que ser par!

5.3.1 Exemplo
Integrar a funcédo tabelada abaixo de 0 a 0,8 com h = 0,2 pela férmula de Simpson:
i 0 1 2 3 4
X i 0 0,2 0,4 0,6 0,8
fi 1,000 1,221 1,492 1,822 2,225

Notando que n = 4 é par, temos:
| =02/3 (1,000 + 4(1,221+1,822) + 2(1,492) + 2,225) = | = 1,225

Observacéo: Percebendo que a funcdo tabelada acima é funcédo y (x) = €° , que tem sua integral
analitica, podemos comparar o resultado exato ( analitico), com o resultado aproximado fornecido pela

formula de Simpson.
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0,8 0.8

J.exdxzex

0

= e%8.¢e% = 2225 =1,225

5.3.2 Segundo exemplo de aplicacdo da formula de Simpson

Integrar pelo método de Simpson de 0 a 1, com h =0,1 a funcdo tabelada abaixo:

[ 0 1 2 3 4 5 6
Xi 0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6
fi 1,000 0,909 0,833 0,769 0,714 0,667 0,625

[ 7 8 9 10
Xi 0,7 0,8 0,9 1,0
fi 0,588 0,555 0,626 0,500

Caso no caso n = 10 podemos aplicar o método de Simpson.
I =0,1/3 (1,000 + 4 (0,909 + 0,769 + 0,667 + 0,588 + 0,526 +2 ( 0,833 + 0,714 + 0,625 + 0,555) +

0,500) = 0,693

Observacéo: Percebendo que a funcao tabelada acima € a funcao y(x) = 1 / (1+x), e como ela admite
integral analitica, podemos comparar os resultados:

1,0 1,0

[ 1 dx=In(1+x) 0=1In2-1In1=1n2 = 0,693
0 1+x 0
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Capitulo VI

Diferenciacdo Numérica

6.1 INTRODUCAO

Se 0s pontos pivos estiverem uniformemente espacados ao longe do eixo dos X, podemos escrever
para um ponto pivo X j qualquer:

Xj=X;i+ m.h, onde m € um inteiro

Recorrendo-se a férmula 4.1 da série de Taylor, observando-se que se particularizarmos a por x ;
temos que x - a = m.h, e teremos:

mh)* ¢+ , (O)° o
2!

f. =f(x, £ mh) =f, =mhf, +
3! ..6.1

Todas as deducdes desse capitulo se basear&o na relacdo acima.

6.1.1 Formula de 2 pontos para a 12 derivada

Tomando-se 2 pontos pivos continuos, isto é fazendo-se na relagdo 6.1, mal temos:

_ 2
ﬁELLL—mﬂ+iﬁtB
h % 6 0

Desprezando os termos entre parénteses temos a formula de 2 pontos para a derivada primeira;
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f'io=11h(fier-fi) ..6.11

Com um erro proporcional a h.

6.1.2 Formula de 3 pontos para a 22 derivada
Se fizermos na relacdo 6.1, m=le m = -| teremos:

fia=fithfi+hzf"/2+h3 f"/3+ ..
fia=fi-hfi+th2f"/2-n f" 3+ ..

Rela¢bes que somadas membro a membro, agrupadas convenientemente e desprezando-se 0s termos
de ordem superior, nos fornece a férmula de 3 pontos da 2a. derivada.

fri=1/h2 (f o -2F; + fi.1) ..6.1.2

Com um erro proporcional a h2.

6.1.3 Férmula de 4 pontos para a la. derivada
Com um raciocinio analogo ao das deduc¢des anteriores temos :
f'y = 1/6h (-11fi+18fi+1-9fi+2 +2fi+3)

Com um erro proporcional a hs3.

6.1.4 Formula de 5 pontos para a 22 derivada
Finalizando :

f', = 1/12h2(11fi_1-20fi+6fi+1+4fi+2-fi+3)

Com um erro proporcional a hs.

Observacéo : Poderiamos deduzir uma grande quantidade de férmulas de diferenciagdo numeérica,
mas para a maioria das aplicacdes as 4 formulas acima séo suficientes.
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6.2 EXEMPLO

Seja a seguinte tabela de uma fungéo qualquer :

X 0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

f(X) 1,105171 | 1,22140 | 1,34985 | 1,49182 | 1,64872
1,0000 3 9 5 1

Calcular :

Prof. italo Alberto Gatica Rispoli

a) A primeira derivada para x = 0 pela formula de 2 pontos.
Xi =00 fi = 1,000000
X = 0,1 fia = 1,105171

h=0,1

fY =[fi -f;]/h = [1,105171 - 1,000000]/0,10 = 1,05171
b) A segunda derivada para x = 0,1 pela formula de 3 pontos
Xi =01 f; = 1,105171

Xiq1 =00 fi.. = 1,000000
Xiv1 = 0,2 fiv1 = 1,221403 h=0,1
f'v=1/h>(f 4,-2f + f;.,)=1/0,1%2 (1,221403 - 2. 1,105171 + 1,000000 ) = 1,1061

c¢) Calcular a primeira derivada para X = 0,2 pela formula de 4 pontos :

Xi =02 fi = 1,221403
Xis1 = 0,3 fi+1=1,349859
Xit2 = 0,4 fi+2=1,491825
Xit3 =05 fi+3=1,648721 h=0,1

f'i= 1/6h (-llfi+18fi+1-9fi+2 + 2fi+3)

f'i= 1/6.0,20 (-11. 1,221403 + 18.1,349859 - 9.1,491825 +2.1,648721)

f'i=1,221743

d) Calcular f " (x) para x = 0,1 pela formula de 5 pontos
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X; =01 f, =1,105171

Xi.. =00 f,., =1,000000

Xi1 =02 fi.1 =1,221403

Xi,» =03 fi.r =1,349859

Xir3 =0,4 fi.s =1,491825

fri= 1/12h2  (11f,.1-20f,+6f 1 +4f i s-Firs)

f*.= 1/12.012 (11 (1) - 20 (1,105171) + 6 (1,221403) + 4 (1,349859) - 1,491825 ) =
1,105075

Observacéo : Notando que os valores tabelados no enunciado sdo da fungdo e *, é facil de
comparar os valores aproximados das diferenciais com os valores exatos (analiticos).

6.3 - SEGUNDO EXEMPLO

Seja a funcéo tabelada abaixo :
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
0,00 (0,01 |0,04 |0,09 [0,16 |0,25

Calcular :

a) A primeira derivada pela formula de 2 pontos para X = 0,1
X i =0,1 fi =0,01

Xis1 =0,2 fi.1 =0,04 h=0,1
f'i=[fis2-f;i ]/h= (0,04 - 0,01)/0,1 = 0,3

b) A primeira derivada para X = 0,1 pela férmula de 4 pontos

Xi+1 =01 fi.1 =0,04
Xi+2 =03 fi.2 =0,09
Xi+3 =04 fi+3=0,16 h=0,1

f'= 1/[6(0,1)](-11(0,01) + 18 (0,04) - 9 (0,09) + 2 (0,16) = 0,2

c) Calcular a 22 derivada para X = 0,2 pela formula de 3 pontos

Pagina - 64 UNISAL AMERICANA SP



Céalculo Numérico e Grafico para Engenheiros Prof. italo Alberto Gatica Rispoli

X =0,2 fi =0,04
Xi+1 =0,3 fi+1:0,09
Xi—l :0,1 fi—l =0,01 h=0,1

f"i=1/ 0,12(0,09 - 2 (0,04) +0,01) =2

d) Calcular a 22 derivada para X = 0,2 pela formula de 5 pontos

Xi—l :0,1 fi—l =0,01
X i = 0,2 fi = 0,04
Xi+1 =0,3 fi+]_ :0,09
fri= [1/12(0,10)2] (11 (0,01)- 20 (0,04) + 6 (0,09) + 4(0,16) - 0,25) = 2

Observacéo : Notando que a funcao tabelada no enunciado é a funcgéo f (X) = X2, é facil de comparar-
se 0os resultados fornecidos por Célculo Numérico e os resultados analiticos.
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CAPITULO VI

INTERPOLACAO E EXTRAPOLACOES

7.1 - INTERPOLACAO E EXTRAPOLACAO LINEAR

O problema de interpolacdo / extrapolacdo ocorre quando € conhecido o valor da funcdo em alguns
pontos particulares e deseja-se conhecer o valor da funcdo em outros pontos. Os pontos em que se
conhece o valor da fungdo definem um dominio , se 0 ponto em que se quer determinar o valor da
funcdo pertencer a esse dominio entdo é um problema de interpolacdo, caso ndo pertencer sera um
problema de extrapolacdo. As extrapolacfes devem ser evitadas.

E bastante provavel que o leitor ja tenha executado interpolacées lineares. No curso médio ela é
conhecida por "regra de trés" , e ocorre freqlientemente quando consulta-se uma tabela de fun¢gdes em
gue o valor necessario € intermedidrio entre dois tabelados.

Suponhamos entdo que a fungdo € conhecida nos pontos X ; e X ;.1 ( pontos pivos) e vale
respectivamente f; e f;,; e desejamos interpolar o valor para um X qualquer interno ao intervalo
X i x i+1 -

A idéia consiste em supor-se que a funcéo é linear entre X; e X ;... Graficamente teriamos :

five

f (>

Da figura temos:

FO)=fi+(fier-fi)(X-x)/h
Fazendo p = (x - x;) / h, temos:

fP0) =pfiss + (@L-p)fi 71
Pagina - 66 UNISAL AMERICANA SP




Céalculo Numérico e Grafico para Engenheiros Prof. italo Alberto Gatica Rispoli

7.1.1. Exemplo de interpolacéo linear
Interpolar e ®**, conhecendo-se e®*=1,221e e*®=1,35
Xi=0,2 fi=1,221 h=0,1
Xi+]_:0,3 fi+1:1,35 X:O,24

p=(0,24-0,2)/ 0,10 =0,40
f(1)(0,24)=0,4(1,35) + 0,6 (1,221 ) = 1,273

7.2. INTERPOLACAO E EXTRAPOLACAO PARABOLICA (OU QUADRATICA)

Quando temos 3 pontos pivos espacados uniformemente podemos lancar mao da
interpolacéo/extrapolacdo parabodlica, em que se obriga uma parabola passar pelos 3 pontos do plano
cartesiano. Como temos mais informagfes sobre a fungédo o erro da interpolagédo parabdlica € menor

gue o de linear.

fia
fia
f(X)
fi j

Xia X X Xi+

Recorrendo-se mais uma vez a formula 4.1 da série do Taylor, e fazendo-se a = x i, vem:

Foo=F i+ Fi(x=X0) +¥ 7 (- X2+ 131 £ (- )3+ .

Como é uma interpolacéo ( ou extrapolacéo ) parabdlica tomamos da série de Taylor os termos até a
poténcia 2.

Entao temos:
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f2=fi+fi(x-xi)+% f"(X-xi?

Podemos tomar com boa aproximacgao:

fl = fia—fiy
' 2h

E conforme férmula 6.12, temos:
f=yh?(f., -2f +f.)

Fazendo-se :

_ X=X
P=

Temos finalmente a formula da interpolacao parabdlica:

f2(x)=f + p/2(f.— ) +p°/2( fia =21 +f )

7.2

7.2.1 Exemplo de interpolacéo parabdlica
Interpolar o seno de 0,35 radianos conhecendo-se:
sen 0,2 rd = 0,199, sen 0,3 rd = 0,296 e sen 0,4 rd = 0,389.

X i-1 =0,2 fi—l :0,199

xi =0,3 fi =0,296

Xi+1 =04 fi+1 =0,389 h=0,1

=%ﬂ =0,05/0,01=0,5
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7.2.2 Segundo exemplo de interpolacédo parabdlica

Interpolar f ( 0,57 ), conhecendo-sef(0,4)=-1,37 ,f(0,5)=0,49ef(0,6) = 3,25.

Xi_1=0,4 fi_1:-1,37
X;=0,5 fi = 0,49
Xi+1=0,6 firi= 3,25 h=0,1

p=(0,57-0,5/0,1=0,7

f2(0,57) =0,49+0,7/2(3,25+1,37) +0,72/2(3,25 -2.0,49 —1,37) =2,33

7.3 INTERPOLACAO E EXTRAPOLACAO PELOS POLINOMIOS LAGRANGE

Quando os pontos pivos x; ndo estdo distribuidos uniformemente os polindmios de interpolacdo podem
ser obtidos pelo método de Lagrange.

Conhecendo-se o valor da fungdo em n pontos pivos, sabemos que existe sempre um polinémio de
grau (n-1) que passa por esses pontos.

A equacédo desse polindmio é dada por:

Y =3 L (¥y
iZ ., 7.3.1

onde Li (x), sdo denominados polinémios interpolares de Lagrange e séo calculados segundo:

Li (%) =[ (X - X1) (X=X2) voe (X=Xi.2) (X=X js1)eeX = X0) T/I(Xi - X2 ) (X = X2)eo(Xi = X2 2) (Xi = Xi42)een (X = X )

7.3.2

ou numa notac¢do compactada:

Lic)=[1 x-xi)/ T1 (xi-xj)...7.3.3

J=1 J=1

J#£i Jzi
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onde o simbolo N representa o produto continuo.

¥

ﬁ\/ O poligono interpolador pode ser
y1 v2 y3 ya visualizado na figura 7. 3,
particularizada para 4 pontos pivos.
x1 x2 x3 x4 Cada Li ( x ) pode ser considerado uma
110 "Iin'ha' de influéncia" com ordenada
unitaria em x=xi e com ordenadas
yl= Mnulas em x=xj , jZi. A soma das
+LZ(x ordenadas das Iinhas'd.e influéncia
num ponto Xx  multiplicadas pelas
correspondentes ordenadas yl1 fornece
y2= / o valor do poligono intarpolador y ( x ) -
naquele ponto.
+
L3 (x)
y3= \
+
L4 (x)
y4 = /)

7.3.1 Primeiro Exemplo

Dada a funcdo tabelada abaixo intarpolar y(6) pelo método de Lagrange.

Xi
yi 1 3 6 | 10

Ly (X) =[ (x2) (X-5) (x-9) ]/[ (XL -x2) (X1 - x3) (X1 - x4) ]
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Li () =[(x2) (x5) (x-9]/[(1-2)(1-5)(1-9)]
L, (6) =[(6-2) (6-5)(6-9)]/[(1-2)(1-5)(1-9)]=3/8
Lz () = [ (X- %) (X-Xg) (X - Xa) ]/ [ (X2 -X1) (%2 - Xa) (¥2 - Xa) ]
L) =[(x-1) (x-5)(x-9]/[(2-1)(2-5)(2-9)]
L2(6)=[(6-1)(6-5)(6-9)]/[(2-1)(2-5)(2-9)]=-5/7

La(¥) = [ (X - x0) (X-%2) (X-X4) ] /[ (%g -X1) (X3 - X2) (X - Xa) ]

Ls(¥) =[(x-1) (x-2) (x-9)1/[(5-1)(5-2) (5-9)]

Ls(6) =[(6-1)(6-2)(6-9)]1/[(5-1)(5-2)(5-9)]=5/4

L) = (X=D(x-2)(x =5)
(9-D(9-2)(9-95)

(6-1)(6-2)(6-5) _ 5

L,(6) =
+(6) 224 56

y(6) =L,(6)y, +L,(6)y, +L;(6)y; +L,(6)y,

y(6) = 3/8(1) + (-5/7)(3) + 5/4(6) + 5/56(10) = 6,625

Observacdo: O método de Lagrange _também pode ser utilizado caso 0s pontos pivos estiverem
espacados uniformemente.
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7.3.2 Segundo Exemplo

Dada a funcao tabelada abaixo interpolar y(4) pelos polinbmios de Lagrange.

i 1 3 4
Xi 1 13
yi 2 12 | 20

(4-3)(4-7)(4-13) _ 27
(1-3)(1-7)(1-13) 144

L,(4)=

(4-D(4-7)(4-13) _81
(3-1)(3-7)(3-13) 80

L,(4) =

4= 4-04-3)4-13) _ 27

L4 (
(7-1(7-3)(7-13) 144

L@y @4-dE-34-7n __ 9

(13-1)(13-3)(13-7) 720

y(4) = (~27/144)2 +(81/80)5 +(27/144)12 +(-9/720)20 =6,6875
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CAPITULO VIII

AJUSTAMENTO DE FUNCOES PELO METODO DOS MINIMOS QUADRADOS.

8.1 AJUSTE POLINOMIAL

Conhecemos o0s n pontos (x1, X2 ), (X2 ,Yy2 ), ....... , (xn , yn) de um fenbmeno qualquer e queremos
determinar a formula de y(x) que melhor represente os pontos.

f(x) ajustada

Yn

Y |~ S
Yo [ 772 '
Y1 :

v

V'

X1 X2 Xs Xn

Se o polindbmio y(x) for do tipo :

Y(X) =@+ ar X+ a X° + ...+ 8y X" ...8.1.1
onde m<n
0 problema consiste em determinar-se os coeficientes : ap , a; , @z ,...... , @m do polindmio y(x).

A idéia consiste em minimizar a soma dos quadrados dos desvios.

A soma dos quadrados dos desvios é:

S= Yy -araX-a&x a.x)

..8.1.2

onde S é uma funcdo de m+1 variaveis: ag, a; , ... an .
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Derivando-se S e igualando-se a zero temos uma condicdo de minimo. Como S é fun¢do de mais de
uma variavel temos que:

da, 0a, oa,, ..8.1.3

que constituird um sistema de m+1 equagdes lineares, cujas incognitas séo: ay, a, ..., am,

Uma vez fixado o grau do polindmio que se deseja ajustar e aplicando-se as condi¢des 8.1.2, 8.1.3 e 0s
recursos do CAPITULO Ill o problema é solucionado.

8.2 AJUSTE PARA POLINOMIO DO PRIMEIRO GRAU

Suponhamos que desejamos ajustar ao conjunto de pontos abaixo, a equacao de uma reta:

i 1 2 3 4

Xi 0 1 2 5

vi |31[49] 72 [131

A funcéo a ser determinada é:
y(X) =a, +a,x ..8.2.1
Nessecaso n=4 e m=1, portanto, m<n OK!

Recorrendo-se a expresséo 8.1.2 aplicada a esse problema temos:
= 2
S= Z(yi —a, —a;X)
1=

Impondo a condicao 8.1.3, de minimo temos:

Logo o sistema formado pelas equacgfes 8.2.1 e 8.2.2 e esse caso particular fica:
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[Aa, +8a, =20,3
%ao +30a, =848
gue resolvido nos fornece: al = 2,01 e a0 = 3,05

Entdo a equacédo procurada € :
y(x) = 3,05 + 2,01 x

8.2.1 Aplicacéo
Ajustar uma reta ao seguinte conjunto de pontos:
[ 1 2 3 4 5 6 7

Xi 1 2,5 3,2 5 5,5 6 6,5
yi -2,2 28 4,6 10,2 11,3 12,8 14,3

Acrescentando as duas linhas necessarias para obtencéo das equagdes 8.2.1 e 8.2.2, temos:

Xi yi Xiyi Xi2

1 22 22 1

2,5 2,8 7 6,25
32 46 14,72 10,24
5 10,2 51 25
55 11,3 62,15 30,25
6 12,8 76,8 36
6,5 14,3 92,95 42,25
29,7 53,8 302,42150,99

M ~N o o0 A W N P

Montado o sistema de equagdes, temos:
[(JVa, +29,7a, =538
%9,7a0 +150,99a, =302,42

Resolvido o sistematemos: a0 = -491 e al = 2,97
Eaequagdodaretaé: y(X) = -491 + 2,97 X
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8.3 - AJUSTE PARA FUNCAO EXPONENCIAL

Frequentemente desejamos ajustar uma colecao de pontos a uma funcao do tipo :
S=qtp .. 831

Quandot é a variavel independente , S ¢é a varidvel dependente, g e p sdo parametros que devemos
determinar para cada colecdo particular de pontos.

A idéia consiste em aplicar-se logaritmos em ambos os lados da equacdo 8.3.1 e com isso a funcdo
do tipo exponencial é linearizada.

logS=1logq + plogt

onde log S corresponderia a 'y da equagédo 8.2.1, log gq corresponderiaa a0 , p corresponderia a al
e log t corresponderia a X.

Forma-se entdo uma tabela constituida dos logaritmos dos valores originais, arma-se o sistema
formado pelas equacdes 8.2.1 e 8.2.2, resolva-se o sistema determinando-se a0 e a1 e finalmente
determina-sep e q, pois :

g=10 a0 e p=al ... 8.3.2

Observacgdo : Estamos trabalhando com os logaritmos decimais. Caso empregarmos outra base de
logaritmos devemos atentar para a corresponde altera¢éo no célculo de qg.

8.3.1 APLICACAO

Ajustar um modelo exponencial ao seguinte conjunto de valores:

ti 2,2 2,7 35 41
Si 65 60 53 50

Trabalhando com os logaritmos dos valores e aplicando a rotina de calculo para ajuste de reta temos
ti Si xi=logti yi=logti X2i Xi=yi
2,2 65 0,3424 1,81290,1172 0,6207
2,7 60 0,43141,77820,18610,7671
3,5 53 0,54411,7243 0,2960 0,9382
4,1 50 0,6128 1,6990 0,3755 1,0411
somatério  1,9307 7,0144 0,9748 3,3671

{4,0000 a0 + 1,9307 al = 7,0144
{1,9307 a0 + 0,9748 al =3,3671
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Resolvendo o sistema acima temos:

a0 =1,963

e

Das relacfes 8.3.2 vem:

logq =1,963

g=101,963=91,83

p=al =-0,4330

al =

-0,4330

Finalmente a férmula da funcdo exponencial fica:
t-0,4330

S=091,83

8.4 AJUSTE PARA POLINOMIO DO 2° GRAU

Faremos aqui a deducédo do ajuste pelo método dos minimos quadrados do polinémio do 2° grau. O
leitor podera observar que € simples a deducéo do polindmio de qualquer grau.

A fungéo polinomial do 20 grau pode ser representada por:

y(x)=a0 + alx + a2 x2

O problema consiste em determinar-se os valores de a0, -al e a2 de uma colegé&o particular de valores.

Expressando-se S (somatdria dos desvios ao quadrado) e impondo-se a condicdo de minimo (deriva-
se parcialmente e iguala-se a zero) temos o seguinte sistema a ser resolvido:

[ Xi

1 x1
2 X2
3 X3
n Xn
> al

na0 +alal+a2a2 =Vv0
ala0+a2al+a3a2 =vil
a2a0+a3al+a4a2

X2i
x21
X22

X3i

x31
x32
x33

x4i
x41
x42

=v2

Xiyi

x1lyl
x2y2
x3y3

X2iyi

x21yl
x22y2
x23y3
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8.4.1 Aplicacéo

Ajustar um polinpmio de 2° grau ao seguinte conjunto de valores:

Xi 0,78 156 2,34 3,12 3,81
yi 250 120 1,12 225 4,28
Montando o quadro necessario para resolu¢ao temos:

i X X2 X3 x4 Y XY, XAY,
11| 0,78 | 0,608 0,475 0,370 2,50 1,95( 1,521
2| 156 | 2434 3,79 5922 1,20 1,872 2,920
3| 234 | 5476 12,813 29,982 1,12 2,621 6,133
4 | 3,12 | 9,734/ 30,371 94,759 2,25 7,020 21,903
5| 3,81 | 14,516| 55,306 210,711 4,28 | 16,307 62,129
Y 11,610 32,768 102,761 341,750 11,350 29,770 94,604
(s1) (s2) (sa) (s4) (Vo) (V1) (V2)

Como m=2 e n=5, temos 0s sistemas:
05 a9+ 11,61 a; + 32,768 a, = 11,350
(111,610 ap + 32,768 a; + 102,761 a, = 29,770
032,768 ag + 102,761 a; + 341,750 a, = 94,604

Aplicando para resolucdo desse sistema o método da eliminacdo de Gauss temos:

[linha] ao a az C
[1] 5 11,61 32,768 11,35
2] 11,61 32,768 102,761 29,77
[3] 32,768 102,761 341,750 94,604
[4] 1 2,32200 6,55360 2,27000
5] 0 580958 26,6737 3,41530
[6] 0 26,6737 127,002 20,2206
[7] 0 1 4,59133 0,587874
8] 0 0 4,53424 4,53983

Pagina - 78

U

NISAL AMERICANA SP



Céalculo Numérico e Gréfico para Engenheiros Prof. italo Alberto Gatica Rispoli

Onde: a, =1,00123 ; a;=-4,00910 e ay=5,01747

Temos portanto o polindmio de 2° grau:
y(x) = 5,01747 - 4,00910 x + 1,00123 x°

Nota final: Em aula sera fornecido o sistema matricial de geracdo do ajuste polinomial e o
coeficiente de correlacéo de pelo quociente das variancias explicada e experimental
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CAPITULO IX

RESOLUCAO NUMERICA DE EQUACOES DIFERENCIAIS

9.1 INTRODUCAO

A maioria dos fenomenos fisicos sdo “modelados” por equacdes ou sistemas de equacdes
diferenciais. A propria 2° Lei de Newton para a mecanica € uma equagcao diferencial.

Como ja foi visto em outros topicos muitas vezes ndo se consegue obter a solugdo analitica de uma
equacdo diferencial. Temos entdo que lancar mdo dos métodos numéricos para a resolucao de
equac0les diferenciais.

A solucdo de uma equacdo diferencial € uma funcéo, ou uma familia de funcdes. A solugcédo desse
problema via Calculo Numérico s6 sera possivel, se forem fornecidas as condi¢cdes de contorno (ou
condicdes iniciais) da equacao diferencial.

9.2 APLICACAO DE SERIES DE POTENCIAS PARA RESOLUCAO DE
EQUACOES DIFERENCIAIS

O primeiro método a ser visto resume-se numa aplicagdo do estudo de séries (ver Capitulo 1V). A
formula 4.2 pode ser escrita na forma:

YX) = Yo+ Yo X /1 +yox2 120 +yo X3 /31 +yo X 141+ ... .. 9.2.1

BN

Com os valores numéricos das condi¢cbes de contorno e recorrendo-se a expressao analitica da
equacéo diferencial determinamos um namero FINITO de termos de 9.2.1 e fazemos o calculo de y
(x) (resposta) nos pontos que se fizer necessario.

9.2.1 Aplicagéo

Determinar a solugcédo da equacéo diferencial abaixo para x variando de 0 a 0,4 com h=0,1, através de
sua aproximacado pelos 4 primeiros termos de sua correspondente série de poténcias:

y'= 1/2(1+x) y* com y(0)=yo=1

J& temos entdo o 1° termo da série 9.2.1. Se substituirmos na equacéo diferencial x por x, (=zero) e
y por Yy, (=hum) teremos yy'.
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y'0=1/2(1+x0) yo°=1/2(1+0) 1° = 1/2.
Derivando-se a equacéo diferencial temos:
y'=%{2@0+x)yy +(0+1)y°}
y'=(Ll+x)yy' +y’/2
Portanto:
Vo'=(1+0).1.1/2+1%/2=1
Para determinarmos o 4° termo da série derivamos mais uma vez:
y"=(1+x)(y'y'+yy") +(1+0)yy'+2yy'/2

y'=(1+x)(y' 2 +yy") + 2yy’
Portanto:

y"=(1+0)(1/4+1.1)+2.1.1/2=9/4
Logo a funcéo solugdo para a equacao diferencial é aproximada pela seguinte série:
y(X)= 1+ x/2 + %2 + 3x°[2 ..9.2.2

Substituindo-se em 9.2.2 os valores de x para 0s quais se quer 0s correspondentes y

temos:
Xi Yi
0 1
0,1 1,0554
0,2 1,1230
0,3 1,2051
0,4 1,3040

Pagina - 81 UNISAL AMERICANA SP



Céalculo Numérico e Gréfico para Engenheiros

Prof. italo Alberto Gatica Rispoli

9.2.2 Segunda aplicacao

Calcular a solucdo y do seguinte problema nos pontos x=0,2,x=0,3e x=1,0:

y'+y +y=¢" com: Yo=Yy =0
y'=el-y-y
Vo'=e’-yo-yo'=1-0-0=1
y" =el-y -y
y" =e’-yy-y"=1-0-1=0
y =e‘-y -y”
y “=e’-yo" -yy" =1-1-0=0

ynu: =eX_yn _yuu

ynulzeo_yo_youu:1_O_O=1

Portanto temos os dois primeiros termos ndo nulos da série de poténcias:

y=x2/2+x°/120

Logo:

y(0,2) = 0,0200027 ; y(0,3) = 0,0450202

e y(1) = 0,508333
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9.3 METODO DE EULER PARA RESOLUCAO DE EQUACOES DIFERENCIAIS

A solucao de um problema de valor inicial € geralmente obtida etapa por etapa pelos métodos
de integracdo sucessiva que dao Y i+ 1 logo que forem conhecidos um ou mais valores dos
pivos antecedentes: Yi, Yi-1, ... dey. Entdo dado o problema de primeira ordem :

Y'= f(x,y) com Y(Xo)=Yo

.. 9.3.1

a derivadade Y nopontoi , f(XiYi) = fi , podera ser calculada por meio do 9.3.1, logo que Y
i for conhecido. Uma vez conhecido f i, temos aproximadamente :

Xi+1

AYi+1- Yi=[fxy)dx O(Yi+1- Xi) fi

Xi

Entdo temos a formula de Euler :

Yi+1=Yi+ (Xi+1—Xi) .fi

.. 9.3

9.3.1 Calcular novamente a aplicacdo 9.2.1 pelo método de Euler

y'= 2 (1+x) y2

O quadro abaixo facilita a resolucao :

com y(0) = yo=1

Xi Yi fi Xi+1-Xi) .
Fi

0,0 0,5 0,05

0,1 1,05 0,606 0,0606

0,2 1,1108 | 0,74006 | 0,074006

0,3 1,1846 | 0,91213 | 0,091213

04 1,2758
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9.3.2 Calcular pelo método de Euler

A solucéo da seguinte equacéao diferencial para x variando de 0 a 0,1 com h=0,02.

Y = -09y/(1+2x%) comy(0)=yo=1
Xi |Yi Fi Xi+1-Xi) .Fi

00 |1 -0,9 -0,0180

0,02 | 0,982 -0,8498 |-0,0170

0,04 | 0,965 -0,8042 |-0,0161

0,06 |0,9489 -0,7625 |-0,0153

0,08 | 0,9336 -0,7243 |-0,0145

0,10 |0,9191

9.4 METODO DE EULER GAUSS

O meétodo de Euler Gauss utiliza a férmula 8.3 de Euler como uma primeira aproximacao de Y
i+1.

Ayi € entdo calculado pela regra dos trapézios.
YO 1= yi + Xier- xi). fi
Ayi = Yyis1-yi = V2(fi +fis1) . Xi+2-xi) ... 84

9.4.1 Aplicacéo

Calcular novamente o exercicio 9.2.1 pelo método de Euler Gauss

Y'= -09y/(1+2x%) comy(0)=yo=1
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X i Yi Fi Y Do [Fi+1 [Ve(fi +f i41)
0,0 1 0,5 1,05 0,6064 |0,5532

01 1055 [1,116 [1.116 0,7473 |0,6799

0,2 1,123 [1,199 [1.199 0,9344 |0,8456

0,3 1,208 [1,303 1,303 0,188 1,068

0,4 1,315

9.4.2 Segunda Aplicacao

Calcular pelo método de Euler-Gauss a solucdo da equacgédo diferencial abaixo, para x variando de 0 a
0,1 com h =0,02.

Y = -09y/(1+2x) comy(0)=yo=1

Yi X i Fi Yy BDi+1 F1n Vo(fi+fi+tl) | AVYi
0,00 [1,0000 |-0,9000 |0,9820 -0,8498  [-0,8749 -0,0175
0,02 [0,9825 |-0,8503 |0,9655 -0,0046  |-0,82745 -0,0165
0,04 [0,9660 |-0,8050 |0,9499 -0,7633  [-0,7844 -0,0157
0,06 [0,9503 |-0,7637 |0,9350 -0,7255  |-0,7446 -0,0149
0,08 [0,9354 |-0,7250 |0,9209 -0,6907  [-0,7082 -0,0142
0,10 [0,9212

9.5 METODO DE RUNGE KUTTA

O método de Runge Kutta determina inicialmente A’ y 1 segundo a formula:

A‘'yl=h fi=hf(;,yi)

Posteriormente determina-se Y, calculado pela formula:

byl=hfi =hf (xi+h/2 , yi +%yi)
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9.5.1 Aplicacéo

Determimar a solucéo da equacao diferencial abaixo, pelo método de Runge Kutta:

Y'=V2(1+x)y? comy0)=y,=1
Observacgédo: Determinar a solugéo parax=0,1e x=0,3.
Xi Yi FXi,Yi) |2 a’yi [Xi+h/2 |Yi+lza'yi [F(x,y) [Yi
0,0 1,0000 0,5000 0,0250 0,550 1,025 0,5516 |0,0552
01 1,0552 0,6124 0,0612 0,200 1,116 0,7470 |0,1496
0,3 1,2040

9.5.2 Segunda Aplicacéo

Resolver pelo método de Runge Kutta a equacgdo diferencial abaixo para x variando de 0 a 0,1 com

h=0,02.
Y = -09y/(1+2x) comy(0)=yo=1

Xi Yi F(Xi, Yi) |V2 A’ yi Xi+h/2 |Yi+lea'yi [F(x,y) P Yi
0,00 1,0000 -0,9000 -0,0090 0,01 0,991 -0,8744 -0,0175
0,02 0,9825 -0,8502 -0,0085 0,03 0,974 -0,8270 -0,0165
0,04 0,9660 -0,8050 -0,0081 0,05 0,9579 -0,7837 -0,0157
0,06 0,9503 -0,7636 -0,0076 0,07 0,9427 -0,7442 -0,0149
0,08 0,9354 -0,7257 -0,0073 0,09 0,9281 -0,70787 |-0,0142
0,10 0,9212
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MATEMATICA FINANCEIRA COM EMBASAMENTO NUMERICO

Usar a funcdo Solve de uma HP - ou similar numa calculadora financeira néo significa saber Calculo
Numérico e sim estar preparado para a pratica se munidos desses equipamentos.

objetivos:

* Fornecer ao académico de engenharia uma visdo na relacdo da matemdtica financeira com a
montagem de equagdes exponenciais, cuja solugdo numérica faz parte do nosso curso normal
(solucéo de equagoes);

* Também serve como uma iniciacdo e embasamento aos financiamentos e anuidades, problemas tao
frequentes nas organizagdes, onde o entendimento fica para uma minoria esclarecida e treinada em
calculadoras financeiras (gerentes, agentes financeiros, funcionérios gabaritados, etc. ) geralmente
os detentores do conhecimento real do negdcio.

*k%

INICIACAO AO CALCULO:

O iniciante em matematica financeira geralmente sofre na interpretacdo dos problemas devido ao nivel
de abstracdo na mistura de matematica com uma grandeza fisica: O tempo. Para evitar a0 maximo
problemas de montagens, vem a seguir alguma dicas que catalogam o curso e equacionamento que
cada problema deve seguir .

|[PAGAMENTOS ANTECIPADOS, OU NO INiCIO DE CADA |
/ [CAPITALIZAGAO |

POUPANCA .
‘\JPAGAM ENTOS POSTECIPADOS, OU NO FIM DE CADA PERIODO

/ |PAGAMENTOS ANTECIPADOS, OU NO INiCIO DE CADA | \

EMPRESTIMO | [DESCAPITALIZAGAO |

\ |[PAGAMENTOS POSTECIPADOS, OU NO FIM DE CADA PERIODO | —

* Quando o problema trata de devolu¢éo de dinheiro tomado, € um problema de descapitalizagdo. O
tomador goza de empréstimo no ato da tomada do empréstimo (geralmente para adquirir um bem
material) mas assume um futuro de devolucdo parcelada. Aqui geralmente a andlise consiste em
projetar o dinheiro do futuro para o presente. Caracteristico de dividir por :

@+’
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* Quando o problema trata de depositos periddicos sem usufruir de empréstimo. Tipico de poupanca
€ um problema de capitalizacdo ou fundo de amortizagdo. Aqui geralmente a andlise consiste em
projetar o dinheiro do presente para o futuro.

Caracteristico de multiplicar_por

@+’

Os casos mais freqlentes envolvendo empréstimos podem ser separados por:
» Pequeno nimero de parcelas (resultando em equacdes exponenciais pouco extensas);
» Grande numero de parcelas (anos = anuidades);
« Estes ultimos devem ser divididos em duas categorias:
» Se as parcelas sdo antecipadas (no inicio de cada periodo chamadas de Anuidades
antecipadas);
» Se as parcelas sao pagas no fim de cada periodo (anuidades comuns);

FUNDO DE AMORTIZACAO COM VALOR FUTURO (VF):

CARACTERISTICAS:

» Nao existe gozo de empréstimo;

» Os pagamentos ou depdésitos sédo feitos no final de cada periodo;

* Quando a incégnita desconhecida for i_, entdo recomenda-se o método das cordas ou 0 de Newton
Raphson, embora as cordas seja mais lento o mesmo foge da derivada f'(i) presente no método de
Newton.

E um fundo destinado a acumular uma quantia de dinheiro em uma data especificada. Essa quantia é
um valor futuro de uma anuidade comum, sendo que o 1° pagamento sera efetuado no final de cada
periodo, e pode ser calculada com:

I ; L] L] L]
I Instante [ 1I] =1°PGT Instante[ 2] =2° PGT

Instante[ 0] =
contrato

- N _
vr=per 4D 71
|

VF = Valor futuro;
PGT = Pagamento mensal ou depdsito mensal;
[ = Taxa de juros em %;
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ANUIDADE ANTECIPADA COM VALOR FUTURO (VF):

Difere do fundo de amortizacdo apenas no fato que ja no instante zero [ 0 ] existe o 1°
pagamento, dai a palavra antecipada.

CARACTERISTICAS:

» Nao existe gozo de empréstimo;

» Os pagamentos ou depésitos sédo feitos no inicio de cada periodo;

* Quando a incégnita desconhecida for i_, entdo recomenda-se o método das cordas ou 0 de Newton
Raphson, embora as cordas seja mais lento o mesmo foge da derivada f'(i) presente no método de
Newton.

E um fundo destinado a acumular uma quantia de dinheiro em uma data especificada. Essa
quantia € um valor futuro de uma anuidade comum, sendo que 0s pagamentos serdo efetuados no
inicio de cada periodo, e pode ser calculada com:

\4

Instante[ 0] = 1° Instante[ 1] =2° PGT Instante[ 2] =3°
PGT PGT
contrato

VF =pPGT (1+i) &+ 1 i?N -1

VF = Valor futuro;
PGT = Pagamento mensal ou depdsito mensal;
[ = Taxa de juros em %;

ANUIDADE COMUM COM VALOR ATUAL(VA):

CARACTERISTICAS:

» Existe gozo de empréstimo inicial;

» Os pagamentos serdo periodicos e pagos no final de cada periodo;

* Quando a incégnita desconhecida for i_, entdo recomenda-se o método das cordas ou o de Newton
Raphson, embora as cordas seja mais lento o mesmo foge da derivada f'(i) presente no método de
Newton.
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Instante[ 0] = contrato = — 19PG o o o
Gozo de empréstimo Instante[ 1] = 1°PGT Instante[ 2] = 2°
PGT

\ 4

Um empréstimo comum como a hipoteca de uma casa € um exemplo dessa situacdo de anuidade.
Hoje também essa situacdo é muito frequente pelas concessionarias de veiculos que fornecem o
veiculo imediatamente ao usuario (valor do empréstimo = veiculo a vista). Onde este Ultimo goza do

empréstimo (carro) e comeca pagar postecipadamente, isto €, no fim de cada periodo uma série grande
de parcelas.

Os problemas desta espécie podem ser resolvidos por:

1-(@+i)™
i

VA=PGT

As vezes para diminuir o saldo devedor um plano destes oferece ao tomador a possibilidade de pagar
um valor maior que a parcela (PGT) em determinado periodo, (Em consorcios = lance); neste caso
pode-se usar a mesma expressao acima com um adendo:

1-@+i)™
i

VA=PGT +Pl@+i)™

onde;:

VA = Valor atual;

PGT = Pagamento ou parcela periédica;

[ Taxa de juro;

n = periodos ;

Pl =Valor > PGT para diminuir saldo devedor;

ANUIDADE ANTECIPADA COM VALOR ATUAL (VA):

Difere da anuidade comum apenas no que no gozo do empréstimo o tomador ja paga a 12 parcela, dai
0 nome antecipada.

CARACTERISTICAS:

» Existe gozo de empréstimo inicial ;
» Os pagamentos serdo periddicos e pagos no inicio de cada periodo;
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* Quando a incégnita desconhecida for i_, entdo recomenda-se o método das cordas ou o0 de Newton
Raphson, embora as cordas seja mais lento o mesmo foge da derivada f'(i) presente no método de
Newton.

Instante[ 0] = contrato =

\4

Gozo de empréstimo = 1° PGT Instente [ 1] = 2°PGT Instante[ 2] = 3° e
PGT
— + i -N
VA=PGT (1+1) ﬁ + Pl @+i)™
|

Situacdes de aluguel ou arrendamento sdo exemplos comuns desse tipo de anuidade.

Por exemplo: Qual é o valor atual de um arrendamento que envolvera pagamentos fixos para um certo
namero de periodos, se a exigéncia da taxa de juros do arrendatério for conhecida. Um pagamento de
parcela intermediaria (lance) no fim do periodo pode estar envolvido com a finalidade de diminuir o
saldo devedor.

EXERCICIOS RESOLVIDOS:

1° - Uma empresa adota que no final de cada més depositara R$ 25.00 em um fundo para a
substituicdo de uma maquina no fim de um periodo de 10 anos. Se o fundo é administrado por um
banco que oferece 0,4374% ao més; Quanto havera no fundo no fim de 10 anos de depdsitos més a
més?

Solucao:

CARACTERISTICAS:

» Nao existe gozo de empréstimo;
» Os pagamentos ou depésitos sédo feitos no final de cada periodo;

Instante[ 0] = Instante[ 1] = 1° PGT Instante[ 2] = 2° PGT ¢

\ 4
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Trata-se de uma poupanca com depositos iguais e peridédicos durante 10 anos = Fundo de amortizacao.

@+iV -1

VF =PGT

VF =7

n =10x 12 meses =120
i =0,4375 % = 0,004375
PGT = R$ 25,00

VF =25 x (1,004375"°  -1)/0,004375 = R$ 3.934,42

* * %

2° - Silvio quer economizar R$ 10.000,00 nos préximos 10 anos para liquidar a hipoteca de sua
casa. Se ele poupar R$ 50,00 todo inicio de més (periodo) numa poupanga qual devera ser a taxa de
juro mensal para acumular nessa poupanga os R$ 10.000,00 no final de 10 anos ?

Solucéo:

CARACTERISTICAS:

* N&o existe gozo de empréstimo;
» Os pagamentos ou depdsitos sao feitos no inicio de cada periodo;
* Quando a incognita desconhecida for i_, entdo recomenda-se o método das cordas ou o de Newton

Raphson, embora as cordas seja mais lento o mesmo foge da derivada f'(i) presente no método de
Newton.

Instante[ 0] = 1° PGT =depodsito
inicia

—
\ 4

Instante[ 1] = 2° PGT Instante[ 2] = 3° vt
PGT

Trata-se de uma anuidade antecipada:

VF =PGT (1+1) —(1+?N -1
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(VFIPGT)-(1+i){(@+i) - 1}/i =0 (equacdo exponencial)
n
(10.000,00/50,00) - (A +i){(1+i) - 1}/i =0

n
200- (1+i){(@+i) - 1}/i =0
Solucao numérica pelo método das cordas:

£(i) = 200 - (1+i){(1+i)n- 1}/

X f(i)

Raiz

f(@

A
\4

Y

f(b)

Raiz = a + x, onde o valor de x pode ser obtido por semelhanca de triangulos:
x/(b-a)=f(a)!/ (f(a)-f (b)), portanto
x=f(a)(b-a)/ (f(a)-f (b)), destaforma:
Raiz=a+f(a)(b-a)/ (f(a)-f(b))

Voltando ao exercicio da equacao exponencial:

F(i)=200- (L+i){(@+)" - 1}/i

f(0,7%) = f (0,007) =11,60......>0
f(0,8%) =f(0,008) =-1,819...<0
f (0,75%) = f (0,0075) = 5,034...> 0

portanto definimos como inicio o intervalo [0,0075 ; 0,008];
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f (0,0075) >0
f (0,008) <O0; portanto: Oi0OR,a=0,0075 b =0,008

12 lteracao:

i1 = 0,0075 + [f (0,0075) (0,008 - 0,0075)] / [f (0,0075) - f (0,008)]

i1 =0,0078672803

f(il)=0,0283.... >0, portanto il =novo a

22 lteracéo:

i2 =01+ [f (i1)(0,008-i1)]/[f (il)-f (0,008)=0,0078693153
f(i2)=0,000156... >0, portanto i2 =novo a

32 Iteracéo:

i3=i2+[f (i2) (0,008 -i2)] /[ f (i2)- f (0,008)] = 0,0078693265
f(i3)=0,0000008614... >0 e =0, portanto paramos o método.

Portanto i =13 = 0,0078693265 = 0,78693265 %

* * %

3° - Calcule os pagamentos mensais postecipados (no final de cada periodo) durante 30 anos para um
empréstimo de R$ 32.000,00 com a taxa de juro = 8,75/ 12 % ao més.

Solucao:

CARACTERISTICAS:

» Existe gozo de empréstimo inicial;
» Os pagamentos serdo periodicos e pagos no final de cada periodo;

Instante[ 0] = contrato =
Gozo de empréstimo

\ 4

Instante[ 1] = 1° PGT Instante[ 2] = 2°
PGT

Portanto se trata de um problema de Anuidade Comum:
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1-(@+i)™
i

VA=PGT

32.000,00/ {( 1 - 1,007291667°° ) /0,007291667 } = R$ 251,74
ou pode ser resolvido por:
VA{i@+1) /[1+i)"-1]}=PGT

32.000,00 (0,007291667 x 1.007291667°%° )/ (1,007291667 **° - 1) = PGT = R$ 251,74

* k%

4° - Uma firma copiadora aluga sua copiadora de alta capacidade que custa R$ 45.000,00 por 2 anos
por R$ 2.000,00 por més no 1 ° dia de cada periodo a terceiros. A firma espera vender a copiadora por
R$ 10.000,00 depois de dois anos. Que lucro pode ser esperado ?

Solugéo:

CARACTERISTICAS:

» Existe gozo de empréstimo inicial : arrendamento da copiadora x PGT x depreciagao;
» Os pagamentos serdo periodicos e pagos no inicio de cada periodo;

* Quando a incognita desconhecida for i_, entdo recomenda-se o método das cordas ou o de Newton
Raphson, embora as cordas seja mais lento o mesmo foge da derivada f'(i) presente no método de
Newton.

Instante[ 0] = contrato = o
Gozo de empréstimo = 1° PGT Instente [ 1] =2°PGT Instante[ 2] = 3°
PGT

\ 4

O aluno pode-se confundir em relagcdo ao gozo do empréstimo neste exercicio. Basta entender como
tomador do empréstimo o cliente da firma que goza dos R$ 45.000,00 da maquina que aluga da
mesma. Em contrapartida a firma ndo perde a maquina, apenas se deprecia, porém recebe um aluguel
mensal.

1-@+i)™
i

VA=PGT (1+i) + Pl (L+i)™
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45.000,00 = 2.000,00 (1 +i){(1-(@+i)* )/i}+10.000,00(1+i)>*
2.000,00 (1 +i){(L-(@+i)* )/i}+10.000,00(1+i)** -45.000,00=0 Equacdo exponencial

f(i)=2.000,00(+i){1-@+i)* )/i}+10.000,00(1+i)* -45.000,00

Resolvendo pelo método das cordas, visto no 2° exercicio, tem-se que i = 1,9637 % ao més = lucro,
Dica inicial:

f (0,01) >0
f (0,02) <0 portantod i OR,a=0,01 b =0,02 (ou sejao juro esta entre 1% e 2%)

* k%

52 - Um empréstimo a 45% ao més Quanto seré pago efetivamente ao final de 10 dias ?
Solugéo:
CARACTERISTICAS:

» Pequeno financiamento envolvendo juro composto;
+ Nada a ver com anuidades nem suas caracteristicas;

1/3

10 dias = 1/3 do més financeiro, portanto resposta =1,45 =1.13185=13,18%
6° - Uma taxa de juros de 35% ao més de um empréstimo por 45 dias, € mais vantajoso cobrar juros
simples ou juros compostos ?

Solugéo:

CARACTERISTICAS:

* Problema envolvendo pequeno financiamento (baixo valor de n);
+ Nada a ver com anuidades nem suas caracteristicas;

45/30
1.35= 1,568558255214 = 56,85 % (calculo por juro composto).

45-30 = 15 dias = 0,5 més, 35 % ‘ ’ 1 més
X% — 1,5 més, portanto X =52,5 %

Portanto para o fornecedor do empréstimo € mais interessante cobrar juro composto.
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7° - Num empréstimo de 57 dias pagou-se uma taxa de 1000% ao ano. Qual foi a taxa efetiva ao més
?

Solucao:

CARACTERISTICAS:

» Problema envolvendo pequeno financiamento (baixo valor de n);
» Nada a ver com anuidades nem suas caracteristicas;

. més/ano 30/ 360
@a+i) = (1 + 1000/100) =1,221188550312 =22.12 %

Deve-se usar em dias
* % %

8° - Para o exercicio anterior como seria o juro se cobrado antecipadamente ?

57/ 360
(1+10) = 1,461797366514 = 46,1797 %
0 < , 57
100 146,18
0 57

A
v

X 100

146,18 X =100 x 100, X = 68.41, antecipadamente = 100 - 68.41 = 31,59 % no periodo.

* * %

9° - Suponha que vocé queira ter R$ 47.899,92 no final de oito meses. Se a taxa de juros for de 4% ao
més , qual deve ser o valor a aplicar hoje ?

» Problema envolvendo pequeno financiamento (baixo valor de n);
» Nada a ver com anuidades nem suas caracteristicas;

n
VE=VP (1+1i)

8
47.899,92 = VP 1,04 , portanto VP = 35.000,00
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EXERCICIOS PROPOSTOS COM RESULTADO ANEXOS:

1° - Um empréstimo a 35 % ao més em 23 dias 0 que seria mais atrativo ao fornecedor do empréstimo:
Cobrar linearmente (juro simples) ou exponencialmente (juro composto) ?

Resposta: Linearmente i = 26,83 %
Exponencialmente i = 25,87 %
Para o fornecedor seria mais interessante cobrar linearmente !
Para o tomador seria mais interessante exponencialmente !

* * %

2° - Uma taxa de juros de 42 % ao semestre, € preferivel cobrar juros simples ou compostos para um
empréstimo de 112 dias ?

Resposta: Linear = 26,13 % Exponencial = 24.38 %, preferivel o juro linear.

* * %

3° - 30 % ao més = a que taxa efetiva por 59 dias ?
Resposta i = 67,52 %

*k*k

4° - Se vocé tem R$ 1.000,00 para aplicar por um prazo de 2 anos a uma taxa de 5 % por semestre,
sem depdsitos periddicos, qual sera o valor a resgatar ?

Resposta: R$ 1.215,50

* * %

59 - Um capital de R$ 2.000.000,00 é aplicado durante um ano e 3 meses a uma taxa de 2 % ao més.
Quiais os juros estimados no periodo ?

Resposta: R$ 34,58 %

6° - Se uma pessoa que ganhava um salério de CR$ 30.000,00 no dia 1° de Janeiro de 1990 e no dia 1°
de Janeiro de 1991 o salario dessa mesma pessoa = CR$ 193.000,00. Calcule se aumentou ou
diminuiu o poder aquisitivo dessa pessoa se a inflagdo no periodo foi = 500 %

Resposta: i = 16,78 % ao més = 543 % ao ano > 500 %, portanto ganhou poder aquisitivo!

* * %

7° - Se uma empresa deposita numa conta remunerada (poupanca ou similar) a importancia de R$
25,00 todo final de periodo (més) durante 54 meses espera resgatar R$ 1.519,08. Qual sera a taxa de
juro mensal envolvido nesse fundo ?

Resposta: i = 0,4375 % (Utilizar o método das cordas)
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8° - Se durante 20 anos pagou-se no final de todo periodo a importancia de R$ 282,79 a um sistema
financeiro de habitacao para gozar de um imével avaliado em R$ 32.000,00. Qual foi a taxa de juro ao
més cobrado pela financiadora ?

Resposta : i = 0,7291667 % ao més (Resolver pelo método das cordas)

“ A coisa mais dificil de entender no mundo € o imposto de renda”
(Albert Einstein)

Ha quatro tipos de ignorancia: nao saber o
que se devia saber; Saber mal o que se devia
sabe; Saber o0 que nao se devia saber e colar
de um papel do colega sem saber o0 que esta

escrito.
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