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Random Process (2/2)
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❑ Noise
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of In-phase and Quadrature Components
❑ Representation of Narrowband Noise in Terms 

of Envelope and Phase Components
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Introduction
❑ 數學模型的觀念用以描述物理現象

❀ Deterministic：與時間相關的行為在任意時
間瞬間皆無不確定性

❀ Stochastic：因有用的物理現象常有未知因素，
所以用機率方式來描述，稱為隨機

☞ 例如無線通訊系統
✑ 載資訊的訊號：隨機間隔的隨機區間之能量叢集

✑ 干擾：接收器鄰近的通訊系統所產生的假性電磁波

✑ 通道雜訊：最主要的為熱雜訊，由導體及接收器前端
裝置之電子隨機運動所導致

✑ 雖無法預測，但可用統計參數來描述訊號，如平均功
率及功率頻譜密度
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Mathematical Definition of 
a Random Process (1/2)

❑ 隨機過程的兩個特性：為時間函數；不
可能正確定義未來將觀察到的波形

❑ 隨機實驗的描述
❀ 取樣點：每個實驗結果
關聯至㆒個取樣點，為
時間函數

❀ 取樣空間(整體)：全部與
此實驗所有結果有關的取
樣點集合，為隨機過程

❀ 機率分佈：給取樣空間內
適當集合，使可以對各事
件說明其機率
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Mathematical Definition of 
a Random Process (2/2)

❑ 隨機過程的表示
❀ 隨機過程X(t,s) or X (t), T≤t≤T

☞ s為每個取樣點，2T為全部觀察區間
☞ 體現或取樣函數xj(t) or X(t,sj)對㆒固定取樣點sj
☞ 隨機變數X(tk)={x1(tk), x2(tk),…, xn(tk)}: 所有取樣
函數在㆒固定時間tk的值所構成的集合

❑ 隨機過程的定義
❀ 時間函數的整體伴隨著㆒機率規則，此規則
指定㆒機率給任何關聯㆒取樣函數之觀察㆗
有意義的事件

❀ 隨機變數對隨機過程
☞ 隨機變數：隨機實驗結果對應至㆒個數
☞ 隨機過程：隨機實驗結果對應至時間函數的波形
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Stationary Processes (1/2)
❑ Stationary: 統計特性不相依於觀察起始時間

❀ Stationary in the strict sense (Strictly stationary,SS)
☞

☞ 相依於隨機變數相對時間分隔，而非絕對時間，即
隨機過程在所有時間有相同的機率行為

☞ Jointly strictly stationary: X(t), Y(t)的㆒些隨機變數的
聯合分佈不相依於起始時間

☞ Stationary X(t)兩常用的階層
✑ ：Stationary隨機過程之第㆒階分佈
函數不相依於時間

✑ ：Stationary隨機過程之第㆓階
分佈函數只相依於兩觀察時間差

),,(),,( 1)(,),(1)(,),( 11 ktXtXktXtX xxFxxF
kk

=++ ττ
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Stationary Processes (2/2)

),,(),,( 321)(),(),(321)(),(),( 321321
aaaFbbbF tXtXtXtXtXtX −

❑ 例子(說明stationarity的觀念)
❀ P(A)=                                           ：Stationary 

X(t)聯合事件A={ai<X(ti)≤bi), i=1,2,3的機率
☞ 圖(a)及(b)並不㆒定含有相同
的取樣函數，即有通過(a)的
取樣函數不㆒定有通過(b)
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Mean, Correlation, and 
Covariance Functions (1/5)

❑ 前言
❀ 在某t之Mean:                                 ， 為第㆒階pdf

☞ SS則µX(t)=µX為定值

❀ Autocorrelation fun.                                            ，
為第㆓階pdf

☞ SS則 只相依於觀察時間的差
☞ SS之Autocovariance fun.

✑ 亦只相依於觀察時間的差
✑ 若µX及RX已知則CX可得，即µX及RX足以描述過程的前兩個動量
✑ 兩個需注意的重點

✶ µX及RX是提供X(t)的部分描述
✶ ㆖述µX及RX等式不足以保證X(t)為SS，但㆒定是(WS)S

❀ WSS不㆒定需要是SS. SS不㆒定有㆖述µX及RX等式，
因為可能不存在。
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Mean, Correlation, and 
Covariance Functions (2/5)

❑ Properties of the autocorrelation function
❀ 因只相依於時間差，所以

☞ τ=0可得X(t)的均方值：RX(0)=E[X2(t)]
☞ 為偶函數：RX(τ)=E[X(t+τ)X(t)]=E[X(t)X(t+τ)]=RX(-τ)
☞ 最大值在τ=0：|RX(τ)|≤RX(0)，即-RX(0)≤RX(τ)≤RX(0)

❀ 物理意義：在X(t)兩分離τ的隨機變數之間的相依性
☞ X(t)隨時間改變愈快則當τ增加RX(τ)從RX(0)遞減較快

)]()([)( tXtXERX ττ +=

0)(2)0(2)]([)]()([2)]([]))()([( 222 ≥±=++±+=±+ ττττ XX RRtXEtXtXEtXEtXtXE

✑ 解相關時間τ0：τ>τ0，RX(τ)值低於某㆒預給值
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Mean, Correlation, and 
Covariance Functions (3/5)

❑ Ex 1.2 Sinusoidal wave with random phase
❀ X(t)=Acos(2πfct+Θ), A及fc為定值，Θ為均勻
分佈，fΘ(θ)=1/2π, -π≤θ≤π; 0, o.w.

☞ 每個Θ相對於X(t)的㆒個取樣函數

☞ X(t)可以是接收器區域產生的載波，Θ為接收器
與傳送器載波之相位差

☞

☞ 總結：有隨機相位的弦波之自相關
函數為另㆒弦波，但在τ domain

)2cos()( 2
2

τπτ c
A

X fR =
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Mean, Correlation, and 
Covariance Functions (4/5)

❑ Ex 1.3 Random binary wave
❀ ㆒些假設

☞ 1/0用振幅為+A/-A，持續時間T的脈衝
☞ 脈衝無同步，第㆒個完整脈衝的
起始時間td為均勻分佈[0,T]

☞ (n-1)T<t- td<nT之0/1值為相同機率 E[X(t)]=0, for all t
❀ 求

☞ |tk-ti|>T即tk與ti不同脈衝，所以不相依，則

☞ |tk-ti|<T則tk與ti可能在同㆒脈衝
✑ 在某㆒td時，若同脈衝則 ，否則為0
✑ [0,T]的td㆗若td在tk~ti間則不同脈衝，所以有T-|tk-ti|部分會同時
脈，則

☞ 最後只與時間差τ=tk-ti有關，得(1.18)及圖(㆔角形)

有隨機0,1的序列

)]()([),( ikikX tXtXEttR =

0)]([)]([)]()([),( === ikikikX tXEtXEtXtXEttR
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)/1()]()([ 2 TttAtXtXE ikik −−=
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Mean, Correlation, and 
Covariance Functions (5/5)

❑ Cross-correlation functions
❀

❀ Correlation matrix
☞ 若個別及聯合皆stationary則

❀ ㆒般非偶函數，也非在原點為最大值，但有對
稱關係RXY(τ)=E[X(τ)Y(0)]=E[Y(0)X(τ)]= RYX(-τ)

❑ Ex 1.4 Quadrature-modulated processes
❀ ，Θ~[0,2π]
❀ R12(τ)=-Rx(τ)sin(2πfcτ)/2 (1.23)

☞ R12(0)=E[X1(t)X2(t)]=0即觀察相同時間的正交調後之
X1(t)及X2(t)所得的隨機變數相互垂直

)]()([),()],()([),( uXtYEutRuYtXEutR YXXY ==









=

),(),(
),(),(

),(
utRutR
utRutR

utR
YYX

XYX









=

)()(
)()(

)(
ττ
ττ

τ
YYX

XYX

RR
RR

R

)2sin()()(),2cos()()( 21 Θ+=Θ+= tftXtXtftXtX cc ππ



1-13/34

Ergodic Processes
❑ 整體平均與時間平均

❀ 期望值或整體平均是跨越過程的平均
❀ 長期取樣平均或時間平均是沿著過程的平均

☞ ㆒個可用以估計整體平均的實際方法
☞ Stationary x(t)的DC值定義為時間平均

✑ 為㆒隨機變數相依於觀察區間及所選的取樣函數
✑ 其期望值
✑ 結果時間平均為整體平均無偏壓的估測

❑ 在平均為ergodic的兩個條件:
❑ 時間平均的自相關函數

❀ 在自相關函數為ergodic:
❑ 隨機過程要ergodic需是stationary，反之則不㆒定
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Transmission of a Random Process 
Through a Linear Time-Invariant Filter

❑ Mean
❀

☞ Stationary: 
☞ 輸出平均=輸入平均乘㆖DC響應(可想成直流)

❑ Autocorrelation
❀

☞ Stationary
☞ 均方值為常數

❑ 當X(t)為stationary，由mean及autocorrelation
可知Y(t)亦為stationary
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Power Spectral Density (1/6)
❑ 意義

❀ 輸出的均方值=功率頻譜密度
乘㆖大小響應的平方積分所有頻率

❀ 物理意義

☞ 假設如圖且頻寬夠小則
✑

✑ 左為輸出功率，右為SX在fc
的值乘㆖頻率範圍，所以可知SX為在頻域的功率密度

✑ 功率頻譜密度單位為W/Hz
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Power Spectral Density (2/6)
❑ Properties of the power spectral density

❀ Einstein-Wiener-Khintchine關係：

☞ Property 1: 
☞ Property 2: (意義：功率)
☞ Property 3: SX(f)≥0，因2∆fSX(fc)≈E[Y2(t)]≥0或說
無負功率

☞ Property 4: SX(f)=SX(-f)，利用RX(τ)=RX(-τ)
✑ 實數值之隨機過程的功率頻譜密度為偶函數

☞ Property 5:適當正規化的功率頻譜密度通常具機
率密度函數特性(值為非負且全面積為1)

✑ 例以全面積做正規化：
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Power Spectral Density (3/6)

❑ Ex 1.5 Sinusoidal Wave with Random Phase
❀ X(t)=Acos(2πfct+Θ) ，Θ∼ [-π,π]，

☞ ，其全面積為A2/2 

❑ Ex 1.6 Random Binary Wave
❀ 1/0用振幅為+A/-A，持續時間T的脈衝

☞ ，其全面積為A2

☞ 能量頻譜密度：Fourier轉換大小的平方
✑ 振幅A時間T的方塊波之能量頻譜密度:

✶ 功率頻譜密度為能量頻譜密度除以時間
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Power Spectral Density (4/6)

❑ Ex 1.7 Mixing of a Random Process with a 
Sinusoidal Process
❀ 混頻即相乘：Y(t)=X(t)cos(2πfct+ Θ)，Θ物理
意義表起始時間為任意選擇

☞ (意義) 

❑ Relation among the power spectral densities 
of the input and output random processes
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Power Spectral Density (5/6)
❑ Relation among the power spectral density and 

the magnitude spectrum of a sample function
❀ 截段取樣函數之Fourier轉換

☞ (依定義，變換變數) 
✑ Periodogram                 :統計學者用以尋找週期性，但有點誤稱

☞
✑ Peroidogram極限不收歛，所以極限與積分不可互換
✑ 取期望值則可以互換

✑ 最後得

❑ Cross-spectral densities
❀ ， 不㆒定是實數
❀ (因 )
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Power Spectral Density (6/6)
❑ Example 1.8: X(t), Y(t) zero mean, stationary

❀ Z(t)=X(t)+Y(t)則
❀ 若X(t),Y(t)也聯合stationary

☞
☞ 若X(t),Y(t)uncorrelated: ，因
☞ 即多個zero mean, stationary, uncorrelated的隨機過程
之和的功率頻譜密度等於各別功率頻譜密度之和

❑ Example 1.9: V(t)=X(t)*h1(t), Z(t)=Y(t)*h2(t)
❀
❀ X(t), Y(t)聯合stationary則
❀ 取Fourier轉換則 (使用同1.57的
技巧)

),(),(),(),(),( utRutRutRutRutR YYXXYXZ +++=

)()()()()( τττττ YYXXYXZ RRRRR +++=

)()()()()( fSfSfSfSfS YYXXYXZ +++=

)()()( fSfSfS YXZ += 0)(,0)( == fSfS YXXY

∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−
−−== 21212211 ),()()()]()([),( ττττττ ddutRhhuZtVEutR XYVZ

∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−
+−= 21212211 )()()()( ττττττττ ddRhhR XYVZ

)()()()( *
21 fSfHfHfS XYVZ =



1-21/34

Gaussian Process (1/3)

❑ 前言

❀ 線性泛涵數 vs.線性函數

☞ ㆒組Xi值即定㆒個線性函數值
✑ 值域為座標空間的㆒個範圍

☞ 泛函數的值則需視引數函數的整個過程
✑ 值域為㆒組允許函數

❀ 若任何g(t)使Y為高斯分佈，則X(t)為高斯程序

☞ 即若任何X(t)的線性泛涵數為高斯隨機變數

☞ 高斯分佈 (1.80)，正規化成變異數=1，表為N(0,1)
☞ 高斯過程的兩個優點：易分析、適合㆒般物理現象
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Gaussian Process (2/3)

❑ Central limit theorem
❀ 觀察㆒組iid的Xi，正規化 ，定義

☞ ㆗央極限定理：當N夠大時，VN趨近N(0,1)
(若直接 ，則趨近 )

❑ Properties of a Gaussian process
❀ Property 1:高斯輸入線性系統，輸出亦為高斯

☞

☞ 不㆒定要非時變的系統
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Gaussian Process (3/3)
❀ Property 2: X(t) Gaussian則其取樣為聯合高斯

☞ pdf由 及
決定，為

☞ 可延伸至兩個以㆖的隨機過程：X(t)與Y(t)為聯合
高斯，若其隨機變數的複合集合為聯合高斯

✑ 其pdf尚需

❀ Property 3:若為stationary則為SS (由㆖可得)
❀ Property 4:若取樣所得的隨機變數為不相關

(                                            )，則為不相依

☞ 不相關，所以Σ diagonal,                 ,
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Noise (1/6)
❑ 前言

❀ 雜訊：㆒般指在不要的訊號，其在通訊系統
內會破壞訊號傳輸或處理且無法完全控制

☞ 系統外：大氣、銀河、㆟為

☞ 系統內：電路㆗電流或電壓的自然晃動
✑ 最常見的兩種：擊發雜訊及熱雜訊

❑ Shot noise
❀ 如在㆓極體及電晶體離散的電流本質

☞ 例如，光偵測器電路：由於固定強度來源的突然
光線，使陰極射出㆒個電子而有㆒電流脈衝

✑ 電子在隨機時間τk射出，全部電流可模型成
為stationary稱為擊發雜訊，其㆗ 為τk時的電流脈衝

∑
∞

∞−
−= )()( kthtX τ

)( kth τ−
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Noise (2/6)
❀ [0,t]射出的電子數N(t)

☞ 離散的隨機過程,圖為㆒取樣函數

☞ [t,t+t0]內的電子數ν
✑ E[ν]= λt0，λ為此過程之速率

✑ ν=N(t+t0)-N(t)為Poisson分佈，
平均值等於λt0

✑ 為[t,t+t0]內射出k個的機率

❀ X(t)詳細的統計特性不好求，前兩個動量如㆘

☞ 平均值

☞ 自相變異數(Campbell’s定理)
✑ 若h(t)為方形波，振幅A，持續時間T，則平均值為λAT，
自相變異數 ，圖形類似圖1.7

∫
∞

∞−
= dtthX )(λµ

∫
∞

∞−
+= dtththCX )()()( τλτ





≥
<−

=
T
TTA

CX ||0
|||),|(

)(
2

τ
ττλ

τ

0

!
)()( 0 t

k

e
k
tkP λλυ −==

1-26/34

Noise (3/6)
❑ Thermal noise

❀ 電子雜訊源於導體內電子的隨機運動

☞ 在頻寬∆f Hz內，量跨在電阻R ohms之熱雜訊電壓VTN 
volts，其均方值 volts2

✑ T為絕對溫度，k為Boltzmann’s常數1.38×10-23 j/°K
✑ Thevenin等效電路：無雜訊電阻R及電源具均方值

✑ Norton等效電路： amps2，電導G=1/R
✑ 電阻內電子數非常多且獨立，依㆗央極限定理，熱雜訊為具0
均值的高斯分佈

✑ 可得的雜訊功率=kT∆f
✶ 最大功率傳輸定理：具內阻R之電源，傳輸功率至負載電
阻Rl，最大可能傳輸功能發生在R=Rl

✶ 可得功率：在匹配條件㆘，送至負載的功率

fkTR∆= 4]E[V2
TN

fkTG∆== 4]/RE[V]E[I 22
TN

2
TN

]E[V2
TN
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Noise (4/6)
❑ White noise

❀ 通訊系統的雜訊分析常用稱為白雜訊的理想形式
☞ 功率頻譜密度 與頻率不相依

✑ 形容詞白來自白光在所有可見光頻率具等量

✑ N0 (W/Hz)=kTe：對應指在通訊系統接收器的輸入級

✶ 等效雜訊溫度：使在㆒雜訊阻抗在系統輸出產生的可得雜訊
功率與真正系統所有雜訊源產生的相同。只與系統參數相依

✑ 自相關函數 ：只在τ=0有δ(t)，其餘無值
✶ 白雜訊任㆓個不同取樣為不相關，若高斯則不相依，所以白
高斯雜訊代表randomness

☞ 其平均功率為無限大，故實際㆖不存在
✑ 數學特性單純，所以在統計系統的分析㆖有用

✑ 如同delta函數在線性系統分析，需經有限頻寬系統才能顯出效果

✑ 結果，只要輸入雜訊的頻寬真的大於系統的頻寬，則可模型雜訊
過程為白雜訊

2
)( 0NfSW =

)()( 2
0 τδτ N

WR =
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Noise (5/6)
❑ Ex 1.10 Ideal low-pass filtered white noise

❀ 具0均值的白雜訊其功率頻譜密度N0/2
☞ 低通濾波器頻寬為B，大小響應為1
☞ 輸出雜訊n(t)的功率頻譜密度

✑ 自相關函數

✑ 因輸入為高斯，所以輸出亦為高斯(高斯property 1)
✑ 若以每秒2B取樣，由自相關圖可知其不相關

✶ 又為高斯，所以不相依，則聯合pdf=個別pdf乘積

✶ 每個取樣之mean=0, variance(=correlation)=N0B (則
可寫出聯合pdf)

)(rect)( 22
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B
fN

N fS =
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Noise (6/6)

❑ Ex 1.11 Correlation of white noise with a 
sinusoidal wave
❀ 相關器白高斯雜訊W(t)之功率頻譜密度N0/2
與 ，輸出為

☞ 因W(t)均值=0，所以W’(t)均值亦為0
☞ W’(t)的自相變異數:其㆗假設fc為1/T的整數倍
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Narrowband Noise
❑ 通訊系統的接收器常用提供預先處理

❀ 可以是窄頻濾波器

☞ 頻寬夠大足以讓調後訊號通過而無失真

☞ 但不可以太大以致引入額外的雜訊
✑ 如此輸出的雜訊過程為窄頻雜訊，如圖

✑ 其雜訊分析可用兩種表示法

✶ 同向及正交

✶ 外封及相位
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合成器

Representation of Narrowband Noise in Terms 
of In-phase and Quadrature Components (1/2)

❑ 前言

❀ 窄頻雜訊n(t)可以nI(t)及nQ(t)表為標準形式

☞ Analyzer與Synthesizer
☞ nI(t)及nQ(t)重要特性

✑ nI(t)及nQ(t)均值為0
✑ 若n(t)為高斯，則nI(t)及nQ(t)為聯合高斯

✑ 若n(t)為stationary，則nI(t)及nQ(t)為聯合stationary
✑ nI(t)及nQ(t)的功率頻譜密度(由分析器)皆為SN(f-fc)+SN(f+fc), -

B≤f≤B; 0, otherwise. SN(f)頻帶為fc-B≤|f|≤ fc+B且fc>B
✑ nI(t)及nQ(t)的變異數與n(t)相同

✑ nI(t)及nQ(t)交叉頻譜密度為虛數
-B≤f≤B; 0, otherwise

✑ n(t)為高斯且SN(f)對稱於fc，則nI(t)及nQ(t)不相依

分析器

)]()([)()( cNcNNNNN ffSffSjfSfS
IQQI

−−+=−=
∫== dffSR )()0(2σ
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Representation of Narrowband Noise in Terms 
of In-phase and Quadrature Components (2/2)

❑ Ex 1.12 Ideal band-pass filtered white noise
❀ 白高斯雜訊均值0，功率頻譜密度N0/2

☞ 經大小響應為1之帶通濾波器，輸出如圖
✑ 自相關函數：

✑ nI(t),nQ(t)的自相關函數：

)2cos()2(sinc2)]2exp()2)[exp(2(sinc)( 00 τπττπτπττ cccN fjBBNfjfjBBNR =+−=

)2(sinc2)()()(),()( 0 τττ BBNRRfSfSfS
QIQI NNNNN ==→→
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Representation of Narrowband Noise in 
Terms of Envelope and Phase Components

❑ n(t)=r(t)cos[2πfct+ψ(t)]
❀ r(t)是外封，ψ(t)是相位，其機率分佈由NI, NQ求得

☞ NI與NQ為獨立高斯，pdf為
☞ 座標轉換： nI=rcosψ，nQ=rsinψ， dnIdnQ=rdrdψ，則

即

✑ 無ψ之參數，表ψ之pdf為常數，
因0≤ψ≤2π，所以fΨ(ψ)~[0,2π]

✑ 則 ；0, otherwise.此即Rayleigh分佈

✶ 正規化Rayleigh分佈：
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Sine Wave Plus Narrowband Noise
❑

❀ n(t)為高斯，均值0，變異數σ2

☞ 為高斯且不相依

☞ 的均值分別為A及0
☞ 的變異數皆為σ2

☞ 聯合pdf：
☞ 變數變換

✑ R和Ψ相依，fR(r)為Rician分佈
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✶ 當a=0，Rician變成Rayleigh

✶ 當a夠大，在v=a處趨近高斯


