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CALIBRADO Y REGRESION

Introduccion

Relacidn entre variables asociadas entre si.

- Analisis Instrumental en que la Respuesta(s) esta relacionada con la Concentracién de
analito(s)

- Construccidon de modelos para predecir una variable (output) en funcién de una o
varias entradas (inputs)

La relacién se estudia mediante un Andlisis de regresion y consiste en construir una
funcion matematica que puede ser utilizada para predecir una variable a partir de
las otras, o bien para interpolar.

Técnicas de regresion Modelo I: Dependencia de una variable aleatoria (variable
dependiente o respuesta) en funcion de una variable controlada por el experimentador
(variable independiente o de prediccién).

Técnicas de regresion Modelo II: Dependencia entre variables cuando todas estan
sujetas a error

Desarrollo:

- Regresion lineal simple: Ajuste lineal de una respuesta a una sola variable
independiente

- Regresion multiple: Ajuste lineal de una (o varias) respuesta(s) a varias variables
independientes
Simultdneamente iremos presentando las principales aplicaciones analiticas




METODO DE LOS MINIMOS CUADRADOS

ESTIMACION DE LOS PARAMETROS

e Suponemos que existe una relacion verdadera entre n (respuesta) y una variable
independiente x n =By + P1X

Bo Y By : parametros del modelo (ordenada en el origen y pendiente) relacionados
linealmente con n

e En la realidad, Unicamente se tiene acceso a un valor experimental y,, sujeto a error:
Yi=ni+g O Y =B +P1X +g
B, Y B; desconocidos. Se estiman mediante b, y b, a partir de la informacion de las medidas

e La linea estimada se denomina linea de minimos cuadrados si se minimiza la suma de

los cuadrados de los residuales .
y =b, +b;X

e —Y| ?i
R=Yel =X (yi-Vi)> = Z(yi —b, —b;x)?

e Se deriva R frente a b, y b, y se iguala a cero, obteniendo las ecuaciones normales
Zyi —nbo —blzxi =S O
|

2 XY — boZX —b1ZX =

METODO DE LOS MINIMOS CUADRADOS

ESTIMACION DE LOS PARAMETROS

e Las estimaciones de los parametros son:

z(x ~x)(y; - Y)
) (% - x)?

O
i
I

bo=y-b;x ; ;’=(2Yi)/n ; ;=(in)/n

¢ |La varianza residual

R el X(Yi- Vi)
| — |

¢ n-=2 n-2

es la varianza no explicada por la linea de regresién. A veces se la representa como Sy

S

* Si el modelo es correcto s.? es una estimacion de la varianza de las medidas ¢ o

puro error experimental. \

Condicion fundamental de validez del modelo




METODO DE LOS MINIMOS CUADRADOS

e Se hacen las iguientes suposiciones implicitas

- Todos los residuales vienen de una poblacién normalmente distribuida con
media cero

- Los g, son independientes

- Todos los e, tienen la misma varianza 2. Condicion de la homocedasticidad. Se
comprueba mediante medidas replicadas y en caso negativo obliga a la utilizacion
de pesos estadisticos. En calibrado eso significa que la precision de las respuestas
es independiente de la concentracion.

Y

Respuesta
observada

istribucién de Yi ’ N=PBo+ B1X
as respuestas /

Valor verda_-ilero
del modelo

METODO DE LOS MINIMOS CUADRADOS

ETAPAS DEL PROCEDIMIENTO
¢ Seleccion de un modelo Linea recta
e Establecimiento del disefio experimental =~ Como se eligen los puntos
e Estimacién de los pardmetros del modelo Calculo de b, y b,
e Validacion del modelo N(0,5?), f.d.a, er??

e Determinacion de los intervalos de confianza Sbor Sb1

e Utilizacion del modelo para predecir o interpolar |9itsy ;o Xtts,




VALIDACION DEL MODELO

No suele haber bastantes datos
Analisis de los residuales — \/

e Se trata de verificar la hipdtesis de que los residuales son N(0,62) mediante una prueba
x2, rankit o un grafico de normalidad

e Grafico de residuales: Representacidn de e, en funcidn de x,. Su examen precisa
experiencia previa, pero hay varios comportamientos tipicos:

Los residuales aparecen esparcidos a lo
largo del eje x de forma aleatoria y sin
tendencias visibles sistematicas

No se cumple la condicion de
homocedasticidad, ya que aumenta la
dispersion a lo largo del eje x

Existe un comportamiento anédmalo que
indica que el modelo subyacente no es
una linea recta y que probablemente la
adicion de un término cuadratico
mejoraria el ajuste

VALIDACION DEL MODELO
Analisis de Varianza (ANOVA)

e Se trata de demostrar gue la relacidén gue liga las variables es la correcta: no hay falta de
ajuste

e Se compara la varianza debida a la presunta falta de ajuste con la varianza
experimental ¢2, estimada a través de medidas replicadas de la variable observada

Si el modelo es correcto s, 2 estimara o2

e P.e. En una linea de calibrado alguno de los puntos se mide (observa) mas de una vez.

C, (mg/l) 0 0,5 1,0 1,3 2,0 2,5 3,0
y;; (Absorb.)  0,0054 0,0823 0,1529 0,2129 0,2742 0,3133 0,3607
0,0080 0,0842 0,1488 0,2064 0,2698 0,3179 0,3641

n, 2 2 2 2 2 2 2
§i 0,0067 0,0833 0,1509 0,2097 0,2720 0,3156 0,3624
y, 0,023 0,082 0,141 0,200 0,259 0,318 0,377
k=7 n=yxn =14 y =0,0230+0,1181x y = 0,2001

e En este caso se tienen 14 puntos experimentales, correspondientes a k=7 situaciones
diferentes .




VALIDACION DEL MODELO

Analisis de Varianza (ANOVA)

G, (mg/l) 0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0
y; (Absorb.)  0,0054 0,0823  0,1529  0,2129  0,2742  0,3133
0,0080 0,0842 0,1488 0,2064 0,2698  0,3179

n, 2 2 2 2 2 2
?i 0,0067 0,0833 0,1509 0,2097 0,2720 0,3156
y, 0,023 0,082 0,141 0,200 0,259 0,318

k=7 n=xn =14 y =0,0230+0,1181x y = 0,2001

Desarrollo del ANOVA

k nk -
Variacién total de los datos SS;: SSt =3 nZ(Yij -y)?
i=1j=1

k nk -2 k nk -2 k — A N2 k n —\2
22y Y)Y =2 Xy -y + Zmlyi —yi) + Znilyi - y)
i=1j=1 i=1j=1 i=1 i=1

SST = SSPE + SSFDA + SSREG

N J
Y
SST = SSRES + SSREG <« SS
(-1 = (-k)  + k-p) + (-1 <« 9d!

VALIDACION DEL MODELO

Analisis de Varianza (ANOVA)

e Dividiendo SS por sus g.d.l. se obtienen MS: estimaciones de las varianzas del modelo:
MS,. es una estimacion de 2

MS,,, es también una estimacion de c2 si el model ta bien eleqi

e El test de falta de ajuste es una prueba F que compara MS,,/MS, con el F_, con (k-2) y
(n-k) g.d.l. Si H, se rechaza el modelo no es adecuado, mientras si se retiene si que
lo es y MS... = s.2 es un estimador de o2. La tabla del ANOVA que resulta es:

Fuente g.d.l SS MS F
Regresion p-1=1 SSpec SSgee/1 MSpee/MSpges
Residual n-p = n-2 SSpes  SSges/(n-2)
Falta de ajuste k-p=k-2 SSepa SSepa/(k-2) MSepa/MSpe
Puro error n-k SSpe SSpe/(n-k)
Total n-1 SS;

e MS.,, Yy MS,. solo pueden ser comparadas cuando hay replicacion de al menos una
experiencia, pues si n = k (es decir solo hay una experiencia de cada situacion
experimental) no tenemos g.d.l. para calcular MSg,

Fuente g.d.l SS MS F

Regresion 1 0,19516 0,19516 1337,37

Residual 12 0,00175 0,000146 HAY FALTA
Falta de ajuste 5 0,00169 0,000338 38,96 DE AJUSTE
Puro error 7 0,00006 8,68.106

Total 13 0,19691

F..con5y 7g.d.l. ya =0,05 vale 3,97 (p a posteriori = 0,00006)

cri




VALIDACION DEL MODELO

Analisis de Varianza (ANOVA)

* Existe otra comparacion: MSggg con MSgeg que es lo mismo que comprobar la hipotesis
nula que p; = 0.

Fuente g.d.l SS MS F
Regresion p-1=1 SSgrec SSpec/1 MSgee/MSpges
Residual n-p = n-2 SSpes SSpes/(N-2)

Total n-1 SSt

y en este caso resulta

Fuente g.d.l SS MS F
Regresion 1 0,19516 0,19516 1337,6
Residual 12 0,000175 0,0001459

Total 13 0,19691

F.econly 12 g.d.l.ya = 0,05 vale 4,74 (p a posteriori 7.10°8)

cri

La prueba dice que el modelo si que explica una cantidad apreciable de la varianza.

e El cociente SS,../SS; es el coeficiente de determinacion multiple R2 y es la proporcion

de varianza o informacidn total explicada por el modelo. Varia entre cero, que implica que x
no tiene efecto sobre y, y uno que indica que x explica perfectamente y. Su raiz cuadrada es

el coeficiente de correlacion multiple.

e Cuando el modelo es una recta (p=2), R2 se convierte en r2 y se denomina coeficiente

de determinacion. Su raiz cuadrada, corregida por el signo de la pendiente, se llama
coeficiente de correlacion y jsu importancia ha sido sobrestimada.

VALIDACION DEL MODELO

Heterocedasticidad

Si no se cumple la condicién de homocedasticidad, no se puede aplicar el método de
minimos cuadrados anterior.

2) Minimos cuadrados con pesos

Se introduce el factor de peso, inversamente proporcional a la varianza

wi= 1 2
SYi

de manera que se da mas importancia a las observaciones mas precisas: la linea de

regresion pasa mas cerca de los puntos mas precisos que de los mas imprecisos. Los valores

de los parametros son:

Y wilx; = xw)(Yi - Yu)
b]_ = I = >
ZWi(Xi —XW)

bo = Yu —biXw i Y = (ZWy)/Zwi; xw = (Zwixi)/ T w,




DETERMINACION DE LOS INTERVALOS DE CONFIANZA

De los parametros individuales

e Los intervalos de confianza de un parametro con un 100(1-a)% de confianza son .
+t
¢ Las estimacién de las s respectivas son:

=% [excer |
70 72 g (% - x)?

Se Bo_ ottt 0,025;n-2" Sbg
i

Sb = — B = S
1 =2 1 ,025;n-2" >by
V(X = X)

e Si cualquiera de los dos intervalos incluye a cero, se puede decir que dicho
parametro es igual a cero (Cf. Test de hipdtesis).

a/2 n-2 ¢ sparametro

De los parametros conjuntamente

e Debido a la forma de obtenerlos, los valores de b, y b, no son independientes entre si.
Si se desea comprobar simultdneamente la hipétesis de que B, = 0y f; = 1, se usa un
test de hipodtesis conjunto (joint hypothesis test), o construir la region conjunta de
confianza que tenga en cuenta la correlacion existente entre las estimaciones b,y b,.

e Esa regién tiene forma de elipse y su formula es:
(Bo —bo)? +2x(Bo — bo)(By —by) + (X X2 /n)(By — by )* =2 Fys2,n256 /N

* La hipétesis conjunta implica calcular un valor de F
(Bo —bo) + 2X(Bo —bo)(Bs —b1)+(§xi2 /n)((B; —by)?)

2s2/n
gue se compara con F critico con 2 y n-2 g.d?l. y el nivel de significacién requerido.

DETERMINACION DE LOS INTERVALOS DE CONFIANZA

Intervalo de confianza de la linea de regresion

* Si x=X,, se puede calcular VYo = by +biXg

e Ese valor predicho tiene un intervalo de confianza que es:

2
Xg — X
YO+\/2F0052n2 Se Z(:(()J(—)

e La representacion grafica es hiperbdlica y la regién dentro de las dos ramas se denomina
banda de confianza de Working-Hotelling

e El centroide es importante, ya que la linea de

9 = bg + byx regresion pasa por él.

e Se observa que el intervalo de confianza
disminuye cuando X, coincide con el centroide:
la mayor precision se obtiene en el centro
de la linea de regresion.

Xwr Yw e El intervalo también disminuye cuando

sl - xf

es muy grande, lo que obligaria en calibrado a
R utilizar patrones de muy baja y muy alta

X concentracion lo cual no_es aconsejable.

¢ El namero de puntos también influye




ZONA DE CONFIANZA DE LA LINEA DE REGRESION

y=0.265161 + 0.848774 x

S$=0276390 R-Sq=967% R-Sq(ad)=96.4%

>
T Regression
________ 95% CI
X
ZONA DE CONFIANZA DE LA LINEA DE REGRESION
Y_1=0.347653 +0.852428 x
S=0.125687 R-Sq=99.3% R-Sq(adj)=99.2%
—
>_
] —  Regression
________ 95% CI




ZONA DE CONFIANZA DE LA LINEA DE REGRESION

Y_2=0.328056 +0.836245 x_1

S=00666057 R-Sq=99.9% R-Sq(ad)= 99.9%

Y 2

Regression

........ 95% CI

PREDICCIONES SOBRE LA LINEA AJUSTADA

Prediccion de nuevas respuestas

2 2 2
Ototal = Oregresion T Cobserv.

2 _ 2 2
Stotal = Sregresion T Sobserv.

regresion ~ € =2
9 n >(x-x)

2 _ 2 . .
St pservcion = Se (modelo bien elegido)

2 2(1Jr (X0 - X)*

e Si la prediccion se hace a partir de un valor de x

1 (Xg-X)? 1 (Xg-X)?
s%o =s2 +s§[n+z(ii _X)z]=s§[1+n+z(ii —x)zj

1 (X -Xx)?
Sg, = Se [1+n+z(())(i—x)2]

e Si se quiere predecir la media de una respuesta, medida m veces, la varianza vale
2 vy 2
2 52 ,¢2 1+0<07>92 _s2 i+£+0<07>92
n (X -x) m N3 (x-x)
_ )2
g, = 50 | L s Ly 007
m N Y(x-x)
 El intervalo de confianza es:
Yo *to,025;n-2 Sy,
aunque algunos textos indican n+m-3 g.d.I




PREDICCION DE NUEVAS RESPUESTAS

y=0.265161 + 0.848774 x

S$=0276390 R-Sq=96.7% R-Sq(adj)=96.4%
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PREDICCION DE NUEVAS RESPUESTAS
Y _1=0.347653 + 0.852428 X
S$=0.125687 R-Sq=99.3% R-Sq(adj)=99.2%
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PREDICCIONES SOBRE LA LINEA AJUSTADA

Prediccion de x a partir de y (interpolacion)

_ = e _Y¥s-b
e Con m observaciones de la respuesta, se obtiene y, y se predice|Xs = Sb ¢
1

e La varianza de la prediccién debera tener en cuenta la varianza de la observacion y la
varianza del ajuste. Su determinacién es complicada, y se acepta la siguiente
aproximacion:

1) Si la varianza de la observacion es la misma que la de las observaciones realizadas
durante el calibrado ($.2) J

v )2
1.1 (ys—y)i
m N by (xi-%)?

se
Sgo = E

2) Si la varianza de la observacion de la muestra (s.2) es diferente de la de los patrones
de calibrado:

2 v _v)2
SR :i Si+sg(1+ (y5 Y)7
Tobim o N bEE(x - x)?

3) En el caso de datos heterocedasticos las formulas cambian:
— — oo
s - T wiyi - 91) S;zo=sfe 1 L, 5 (ys_y";) LW, 5
e n-2 by fwsm - XwWi bE(ZwiZwix? ~ (Zwixi)?)

e El intervalo de confianza es

Xs £ t0,025;n—2 s)’ZO

aunque algunos textos utilizan n+m-3 g.d.l.

PREDICCION DE NUEVAS RESPUESTAS

y=0.265161 + 0.848774 x

$=0276390 R-Sq=96.7% R-Sq(adj)=96.4%

Regression
—_— 95% PI

Intervalo de confianza




PREDICCION DE NUEVAS RESPUESTAS

Y_1=0.347653 +0.852428 x

$=0.125687 R-SQq=99.3% R-Sq(adj)=99.2%

Y 1

Regression

—_—— 95% PI

Intervalo de confianza

PREDICCIONES SOBRE LA LINEA AJUSTADA

Como estrechar el intervalo de confianza

Xs £ t0,025;n—2 S)“<o

&szysb—bo
1

Se |1 1. (ys-y)?
S)A( = — _+_+ﬁ
b im N by (x-%)

1) Cuanto mayores m y n mejor (efecto sobre t, 1/n, 1/m)

2) El menor valor de s; se obtiene cuando la respuesta a interpolar coincide con el
centroide: o sea en la mitad de la linea de calibrado

3) El intervalo también disminuye cuando el término

2
> (X —x)
es muy grande, lo que obliga a utilizar patrones de muy baja y muy alta concentracién
lo cual no es aconsejable

4) Cuanto mayor es b, (Sensibilidad segin la IUPC) menor es s,

5) Cuanto menor es s, (mejor el ajuste) menor es s




Y_1=0.347653 + 0.852428 x

$=0125687 RSq=993% R-Sq(ad)=992%

Regression

—_—— 95%PI

Y_1=0.347653 + 0.852428 x

$=0125687 R-Sq=993% R-Sq(ad)=992%

Y_1=0.347653 +0.852428

$=0125687 R-Sq=99.3% RSq(ad)=99.2% N
Regression

——. 95%PI

Intervalo de confianza

— Regression
——. 95%PI

Intervalo de confianza

LIMITE DE DETECCION Y CANTIDADES RELACIONADAS

e Habitualmente, dentro del campo de la Quimica Analitica, es la concentracién x, o cantidad
q, derivada de la respuesta mas pequefia y, que puede ser detectada, con una certeza
razonable, mediante un procedimiento analitico dado.

YL =Y + K Sy
XL =|(Sb| /S
siendo S es la pendiente de la linea de calibrado (Sensibilidad).

e En realidad debe definirse en el dominio de la respuesta o variable observada

e Limite de deteccion es aquella seial que difiere significativamente de la sefial del blanco.

Limite de decision CCa

e La IUPAC reconoce 3 versiones: (Decisién 2002/657/CE

e Limite de decisidn (decisién de deteccién) a partir del cual se puede decidir a posteriori
si el resultado obtenido indica o no deteccién del analito

Capacidad de deteccion CCB
(Decision 2002/657/CE

e Limite de deteccion al cual se puede confiar a priori que el procedimiento analitico
permita detectar el analito

e Limite de determinacion o cuantificacion a partir del cual un procedimiento analitico
es capaz de dar un resultado con la suficiente precision




LIMITE DE DETECCION Y CANTIDADES RELACIONADAS

Limite de decision (decision de deteccion, valor critico, Limite de decision CCa)

Le =mp + K opy ke = 2,33 para o = 0,01

e La IUPAC y la ISO proponen ke = 1,645, lo cual significa = 0,05. Si k. = 3, coincide
numéricamente con la primitiva versién de la IUPAC (a=0,13%)

e Hay un a % de probabilidades de que una sefal mayor o igual que LC (CCa)
pertenezca al blanco (FALSO POSITIVO), luego se puede concluir que con una
elevada probabilidad (1-a = 0,95 6 95 %) que el componente ha sido detectado

Ausente Presente Ausente Presente
0 no detectado o detectado o no detectado ' o detectado

EL ERROR B
(FALSO NEGATIVO)
PUEDE LLEGAR A SER
DEL 50 %

v

mor  Lc

e Este limite ha sido propuesto para tomar una decisién a posteriori, es decir después de
que se ha medido la respuesta, sobre la presencia de un componente.

¢ Se le puede definir como nivel critico o limite de decisiéon por encima del cual una
sefal puede ser reconocida como detectada

LIMITE DE DETECCION Y CANTIDADES RELACIONADAS

Limite de deteccion (minimo valor detectable, Capacidad de deteccién CCB)

e Para reducir el error § no queda mas remedio que separar mas las distribuciones del
blanco y el analit

LD = LC ar kD Op| = Kp) ar k'D Op| SlendO kID = kc ar kD

DISMINUYE
EL ERROR B

e Para una muestra que no contiene analito (su verdadera concentracién corresponde a
una sefial p,), menos del a% de las medidas excederan a LC (CCa).

e Para una muestra conteniendo analito y con una concentracion que origina una
respuesta LD, solo el % de las medidas estaran por debajo de LC y seran indistinguibles
del blanco. Por lo tanto, dado LC (CCa), LD (CCp) protege contra falsos negativos.

e La IUPAC propone a=B=5 % y k', vale 3,29 (2 * 1,645)./LD (CCB) = p,, + 3,29 o,

e Si kc=kp= 3, entonces a=p=0,13 % y LD (CCB) = p,, + 6 oy,

e Este limite puede ser usado a priori




LIMITE DE DETECCION Y CANTIDADES RELACIONADAS

Limite de cuantificacion

e Es el nivel al cual la precision de la medida sera satisfactoria para una determinacion

cuantitativa. Es decir es la concentracion gue se puede determinar con una desviacion

tipica relativa (DTR) fijada previamente.

LQ = Wyt kQ Gy

e Si DTR es del 5%, k, = 20.

c 1
D.TR. = bl
(LQ — Hpr) kQ
1
Q" DTR

e La IUPAC propone una DTR del 10% por lo que el valor kQ =1/0,1 =10

e En la definicidn se supone que la ¢ en el limite de cuantificacién es igual que o, pero
eso debe comprobarse y suele utilizarse el valor de ¢ al nivel que se espera para L,

LIMITE DE DETECCION Y CANTIDADES RELACIONADAS

Lc = CCa =py, + K¢ oy

Lo =CCB = py +K'p oy

Lo =My + kQ Opi

Siaypvalen 0,05y laD.T.R. de L, es el 10%
L.=CCa =y, +1,650,

Lp=CCB = py + 3,290y,

Lo =uy +100y,

Analito no

Analito detectado Analito cuantificable
detectado

\ 4

w, CCa__ CCB L coral

| Zona “peligrosa”




DETERMINACION DEL BLANCO

e Es fundamental el conocer la estimacion adecuada de u,, vV oy,

e Un blanco de reactivos o de disolvente puede dar lugar a resultados demasiado
optimistas. Debe emplearse un blanco analitico que contiene todos los reactivos y se
analiza de la misma manera que las muestras. El blanco ideal es un blanco de matriz

1) Con cada muestra (o grupo de muestras) se analiza un blanco, y la respuesta de
cada muestra (o de todas las del grupo) es corregida del blanco de forma individual
Yn = Yoruta = Yo POT l0 que
02\ = Oy T 0% = 207,
Si la muestra no contiene analito, y,, ., = Yy Y Su diferencia sera N(0, 2¢?%,,). Por lo
tanto los limites de decisidn y deteccion para sefiales corregidas del blanco seran:

Le =Kcop =K y2 o

LD :le Op = le \/2_0b| S|end0 k'D = kc +kD

2) Si se determina n veces un Unico blanco de forma separada, la correccion se hace
restando a todas las muestras la media de ese blanco
YN = Ypruta = Yl
02N = szruta + szl/n
y si ¢ es independiente de la concentracidn

oo = (y1+(@@/n))oy
LC =kc0'0 = kC '\)1 + (l/n) Gpl

LD =k'D Op = le 1+ (1/n) Op| siendo le = kc +kD

 Si se usan pocas réplicas, k¢, k,y ko deben sustituirse por valores de t con n-1 g.d.l.

LIMITES DE CONCENTRACION

e Los limites en funcidn de la respuesta pueden transformarse en limites de concentraciéon
a partir de la pendiente de la linea de calibrado:

Kc oe

by

e En esas férmulas se supone que el blanco es bien conocido ya que su variabilidad no se
tiene en cuenta. Si este no es el caso, las férmulas varian ligeramente

XC= 1+(1/n)kCGb|/b1
Xp =+/1+(1/n)kpoy, /by

e Si se ha llevado a cabo una linea de calibrado y el modelo esta bien elegido, se puede
asimilar o, con o, y u,, con b, de manera que:

Xic =

Lc = pp +Keop = bg +Keoe Lp = Ky +Kpop = by +Kpoe
L(‘:bn +b1X|(~ LD:bn+b1X|D

b%e 3,290,
b b X =—p ===
1 1 1 1




IMITES DE CONCENTRACION A PARTIR DE LA LINEA DE CALIBRADG

La liMga de calibrado es solo una estimacién de la verdadera linea de regreg#n, debe
tenerse cuenta su incertidumbre.

1) Se calculaWque es el limite superior de confianza con una g#fa para la media de m
respuestas cuand®a concentracion de analito x, es cero

b0+b1X0itn-Zsy l+l+£ui=bo+ tn-2 %+E+J§L

S :

2) Se calcula xp, lo cual puede hagrse de tres pgibles formas:

2.1) Como la interseccion de INig€a y = y. con la curva describiendo el limite
inferior de confianza y =y, sjgfd8

y Do + b1 Xp -ton-2 %+%+£2X(D—__)_()2f
Xi = X

2.2) Por jigfacion. El valor de x, se define como el V&Qr mas pequefio de x que
origingg®n valor para y, mayor o igual que y..

que es un métog#Pengorroso

) De forma aproximada (AOAC)

—\
1 1 2xc-x
XD=XC+tB,n-25y/x/b1 E+H+ & —
siendo x. = (y. - by)/b, Z(Xi - X)z

3) A partir de x, puede calcularse también y, = b, + b, X,

SENSIBILIDAD

e La IUPAC define la sensibilidad como la pendiente de la linea de calibrado. A veces
se emplea errdneamente como sindnimo de limite de deteccidon

e La pendiente por si misma no indica nada, ya que no basta con conocerla para saber si
dos concentraciones pueden ser discriminadas entre si. Se necesita también conocer la
desviacion tipica de esa pendiente.

e Se ha propuesto
d=(tio2 +t1p)SV2(1/by)

siendo los valores t para a=0,05 (Z colas) y p=0,05 (1 cola) para el nimero de g.d.l. con
el que se determind s (desviacion tipica de la sefial)




DETECCION DE OUTLIERS (ESPURIOS)

e Son observaciones atipicas (espurias) que no son representativas del ajuste. Se detectan

1) Si el valor absoluto del residual estandarizado:|ei /Se| > 2 0 3, el punto se rechaza.

2) Calculando la distancia de Cook al cuadrado (Cook's square distance)

(- 90
CDZ =2
El valor de corte suele ser 1 = 25 2
n° de parametros ’

Existen ademas los "outliers" de nivelacion ("leverage") que son puntos extremos que
tienen una gran influencia sobre los parametros

APLICACIONES DE INTERES ANALITICO

Método de adiciones patron

Cuando hay efecto de matriz y no se puede preparar una linea de calibrado en la que
aquélla se duplique exactamente, no se puede aplicar el método de calibrado lineal.

Una solucién es el método de adiciones patron (MAP o SAM): Se afiaden cantidades
conocidas del analito que se quiere determinar a alicuotas de la muestra desconocida (o a

la misma alicuota si el método de analisis no es destructivo) y se observa la variacion
producida en la Respuesta.

Sobre V, mL de problema de concentracién C, desconocida, se hacen adiciones iguales V,
de un patron de concentrauon_Cp__La_cnncenj;l:acmn_tequj:ante es en cada momento:
C = (VoG + V,C)/(Vy + V)

Si se mide la Respuesta, relacionada linealmente con la concentracién del componente
buscado a través de una relacion del tipo: R = k C, ésta valdra en cada momento:
R =k C =k (V,Cy + V.C/(V, +Vp)
Q= R(V+V)—k(VC+V 0)
siendo Q la seial corregida por Ia clllucmn (por tanto proporcmnal a la cantidad de
componente).

Si se representa Q, frente a V, se debe obtener una recta, cuya extrapolacidn a cero

origina un Volumen negativo Veq, a partir del cual se puede conocer la concentracion C,:
Q = K (VoCot VeeCo) = 0; (VoCo C)=0

Co =~ (Vgq Cp)/vO

El valor absoluto de V., (Volumen equivalente) es el volumen de la disolucion patron
afladida que contiene la misma cantidad de analito que la muestra.




APLICACIONES DE INTERES ANALITICO

Método de adiciones patrdén

* Si se ajusta Q; al V, mediante una regresién segin Q = b, + b, V, V, se estima

.

. Veq = bg /b;

Y =bg +b;yx

™~
-bo/b;

X

Siempre debe hacerse una determinacién en blanco, cuyo volumen equivalente debe

sustraerse del correspondiente a la muestra (y cuya varianza se suma a la de V

eq)

Si la dilucién producida es pequeiia o inexistente, no es precisa corregir la respuesta

por el volumen, y se representa directamente R; vs. V,

La incertidumbre del V, el error se calcula:

Un problema del MAP es que al extrapolar se trabaja en una zona en la cual la

imprecision es muy grande.

o _Sel. M
by \n b2y (x; - x)?

(v)?

APLICACIONES DE INTERES ANALITICO

Método de sustracciones patron

Se determina el analito adicionando a la muestra cantidades conocidas de un reactivo
patron que reaccione cuantitativamente con él.

De esta manera se origina una disminucion lineal de la cantidad de analito, por lo
gue se puede seguir la respuesta obtenida en funcién de la cantidad de reactivo anadido y

se puede aplicar el método de regresion a una linea recta.

La cantidad estequiométrica de
reactivo que reacciona con el
analito presente en la muestra, X,
se estima extrapolando a ordenada
cero la linea. En ausencia de errores
sistematicos absolutos,

>“<eq =-by /by

En ocasiones, la respuesta medida
es funcion del reactivo anadido,
por lo que dicha respuesta
comenzard a aumentar después
del punto estequiométrico. También
en este caso, la cantidad Xeq S€
estima extrapolando a cero la linea
recta obtenida.

Concentracion

1,2E-02

1,0E-02
8,0E-03 + ¢

6,0E-03 + ©

4,0E-03 + <o
o

2,0E-03 |+ o [}

o

oA
mB

o0e+00 wmuui mausyd METODO SENSIBLE

0,00 50

AL REACTIVO

METODO SENSIBLE
AL ANALITO




APLICACIONES DE INTERES ANALITICO

Comparacion de las pendientes de dos lineas de regresion

e Dadas las pendientes de dos lineas de regresién b, y b,,, se las puede comparar

mediante una prueba de significacién (test t):

t - b;; — by,

TR R—
P Y (xy - x)* XX - X)?

(ny - 2)5§1 +(ny - 2)Sép
n,+n, -4

2
Sep =

donde el t critico se busca con n,+n,-4 g.d.l. y el nivel de significacion deseado.

e Si las varianzas residuales de ambas lineas no son comparables, el t critico se calcula
previamente como:

2 2
B tlsb11 + tzsb12

2 2
oy Ty

e La prueba puede hacerse de forma rapida: si los intervalos de confianza de b,, y b;, no
se solapan las pendientes difieren significativamente, y viceversa.

COMPARACION DE LAS SENSIBILIDADES DE DOS PROCEDIMIENTOS

APLICACIONES DE INTERES AN/

Interseccion de dos lineas de regres y

e En ocasiones, como en las valoracione unto

de corte de dos lineas rectas, que n
Linea 1: y; =by +byx; con n
Linea 2: Yy, = bor +b1’x1 con

s _(bg—bg) _

Interseccion: =0 07
(b; ~b1) == X

e Los limites del intervalo de confianza se obtienen con las dos raices de la siguiente
ecuacion de segundo grado
%;((Aby)? ~ t?s3p, )~ 2%; (AboAD; S35 a6, ) + ((Abo)* ~t?s},,) = 0

2 _2.1 - 1 -
s SeP(/Z (xy - x1)? ’ /Z(Xiz - X)Z)
=2 —2
2 _2 (1 1 X1 - X2 =
Sabo sep(A1 " Az ! A(Xu -x1)? ! A(Xiz - X)Z)

g2 )_(1 )_(2
s =s — 5+ —
R A (%2 - %2
donde la sf_,p es una varianza promediada calculada como en el caso de la comparacién de

dos lineas de regresién.

e El valor de t es el tabulado con n;+n,-4 g.d.l.




APLICACIONES DE INTERES ANALITICO

Ensayos de recuperacion

ALTERNATIVA A LA PRUEBA DE SIGNIFCACION

¢ Sirven para validar un procedimiento analitico

e Se analizan blancos dopados o fortalecidos (spiked) con concentraciones diferentes
de analito exactamente conocidas.

e Se representa la concentraciéon encontrada frente a la afladida

e Al hacer la regresion, se deberia obtener una
linea recta de ordenada en el origen cero y

Analito hallado pendiente uno, o bien los intervalos de

confianza de b, y b, deben incluir a cero y
a uno, respectivamente.

e Sj la ordenada en el origen es mayor de cero
existe un error sistematico (bias, sesgo)
constante (o0 una correccion incorrecta del
blanco)

Analito puesto e Si la pendiente difiere de uno, existe un error
sistematico (bias, sesgo) proporcional que suele
ser debido a la matriz.

APLICACIONES DE INTERES ANALITICO

Comparacion de métodos

| ALTERNATIVA A LA PRUEBA DE SIGNIFCACION

e Sirve para comparar dos métodos o para validar uno si el otro esta validado

e Se analiza la misma muestra mediante los dos procedimientos.

e Se representa la concentracién (cantidad) hallada por un método frente a la del
otro. En abcisas se representan los resultados del método validado si alguno lo fuere

e Al hacer la regresion, se deberia obtener una
linea recta de ordenada en el origen cero y

Método 2 pendiente uno, o bien los intervalos de

confianza de b, y b, deben incluir a cero y
a uno, respectivamente.

e Sila ordenada en el origen es mayor de cero
hay una diferencia sistematica (bias, sesgo)

constante (o un bias o sesgo sistematico del
Método 2)

>
>

Método 1 (Referencia) e Si la pendiente difiere de uno, existe una
diferencia sistematica (bias, sesgo) proporcional




APLICACIONES DE INTERES ANALITICO

Deteccion de efectos de matriz éHay que aplicar el M.A.P.?

e Los efectos de matriz se buscan comparando las pendientes de una linea de calibrado
hecha con patrones puros, y la de un M.A.P. realizado sobre una muestra real

e Las concentraciones de analito en ambos casos deben ser comparables.

» Si las pendientes son idénticas, o sus intervalos se solapan, o la prueba t dice que son
comparables: no hay efecto de matriz: Las determinaciones pueden hacerse por
calibrado lineal.

¢ Si las pendientes son diferentes, hay efecto de matriz: Es necesario utilizar el M.A.P.

A Patrones puros o A
blanco simplificado

Respuesta Respuesta

Muestra real

. A

>

Concentracion analito Analito afadido

v

APLICACIONES DE INTERES ANALITICO

Regresion a través de un punto fijo

e En ocasiones se fuerza a que la linea pase a través de un punto (x,, y,). Por tanto la
ecuacion de la recta debe cumplir:

yO S bo + b]_XO = bO = yO —b1XO
y el modelo también debe cumplir

¥ =by, +b,x= (yO —b1x0)+ b, X =y, +b;(X-Xg)

e Se tiene pues un modelo con un Gnico parametro b,, y debe minimizarse la expresion

Ye? =3(yi - ¥)® = Z(Yi — Yo — by (X —X0))?
respecto de b,, para el que se obtiene la siguiente expresién:
_ X (X =X)(Yi —Yo)
b, = 5
(X = Xo)

e La varianza residual s_.20 s, 2, que es una estimacion de o2 cuando el modelo es
correcto vale:

2 _ZE) -9

¢ n-1 n-1
* Si el punto fijo es el origen, x, = 0 e y, = 0, las ecuaciones se simplifican y tenemos
b1 _ ZXiYi
inz




APLICACIONES DE INTERES ANALITICO

Regresion a través de un punto fijo

e La desviaciones tipicas del modelo son:

/ 1
Para la pendiente Sp. =S¢, [—
p by e ZXIZ

Para la estimacion de la respuesta a partir de un valor x,
2
Sy, = SeXk /X

Para la estimacion de la respuesta media a partir de un x,

2 2
¢, =se/\/1/m+xk/zxi
Para la estimacion de una x, a partir de una respuesta y,, media de m valores

Sgo = (Se /b1)\/1/m T y§ /(b%ZXiz)

e Este modelo sdlo debe ser utilizado cuando haya buenas razones a priori para ello.

APLICACIONES DE INTERES ANALITICO

Linearizacion de funciones curvas

e Cuando la relacion entre las dos variables no puede ser representada por una linea
recta, cabe la posibilidad de hacer una ajuste polinémico (Regresion Lineal Miltiple) o
un ajuste no lineal. Una alternativa es transformar una o ambas variables, de manera
gue se obtenga una relacion mas sencilla.

Ecuacion
Ecuacion linearizada y X
Ec. Arrhenius k = Ael-E/RD) Ink=In A-— In k 1T
Ec. Decaimiento 0,693t
radioactivo A = Ay e 93tz InAg =In Ag - & n A t
Ec. Michaelis-Menten v = VmaX[S] l= 1 + Km 1

" K + 5] V. Vmax  Vmax S 1/v 1/[S]

e El problema es que la condicion de homocedasticidad, que suele cumplirse con los
datos originales, no se mantiene con los datos transformados. Eso implica el que la
regresion deba hacerse utilizando pesos estadisticos.




APLICACIONES DE INTERES ANALITICO

Linearizacidon de funciones curvas

e De forma general, si una variable y se transforma por medio de y, =f(y,), la
expresién para calcular los pesos es:

_ 1
W; = 2
' Af(y.)

&2 (d(f(y))J
fly) = dy y

e Por ejemplo, si se transforma x en In x, se tiene

sInx - (d(InX)JZSX - (12)53(
we Y, <A

e Este es el caso de la Absorbancia y la Transmitancia. A = -log T

o _ (d(—logT)]zs$ _ (2,302JS$
dT T?

_1y T
w= =

El factor 2,302 es cte. y no se necesita

CORRELACION Y REGRESION

e La correlacion sirve para estudiar la asociacion entre dos variables aleatorias: no
hay variable dependiente ni independiente.

e Esa asociacidén se cuantifica mediante la covarianza y el coeficiente de correlacién.

e Sean 2 parametros determinados sobre n muestras: y,,,...,Y;, € Y5;,...,Y5, CON SUS
respectivas medias y, e y.. Se define la covarianza como:

cov(yy,Yz) = HZ(Yu - Y1)(Y21 - Yz)

e Varia entre -0 cuando las variables estan asociadas negativamente (una disminuye
cuando la otra aumenta) y 4+ cuando la asociacion es positiva.
e Coeficiente de correlacion producto-momento o coeficiente de correlacidon de
Pearson: = —
cov(ys,¥2) XY —Y1)(Yai—Y5)
S  YE(Ya - V1)’ (va - ¥,)?

Varia entre =1 y +1 dependiendo del tipo de asociacién. Valores de -1 y +1 indican una
perfecta relacion linear entre ambas variables.

r(yi,Y2) =

e Un coeficiente de correlacion que no es significativamente diferente de cero indica que

las variables ng estdn correlacionadas. Esto no significa que no hay relacién entre ellas,
sino que esta relaciéon no es lineal.




CORRELACION vs. REGRESION

e Si_no hay correlacion entre x e y, no existe una regresion lineal significativa entre
X e y. Por tanto el test de hipdtesis de que p=0 da idénticos resultados al de .=0 y ambos

son equivalentes.

e Si se eleva r al cuadrado, se obtiene r2

2 _ 20 -¥)* _ SSke

>(y;-y)?? SSt

coeficiente de determinacion: proporcién de variacion total que es explicada por la
regresion.

e Si r=-1 o r=+1 todas las observaciones se ajustan perfectamente a una linea
recta y por tanto toda la variacion en y puede explicarse en términos de la linea de
regresion (r2=1).

¢ Si por el contrario r=0, no hay regresién entre x e y por lo que la regresion no explica
nada de la variacién de y. Ademas en ese caso b,=0 es decir la linea de regresion es
paralela al eje x.

-| La utilidad real de r ha sido sobrestimada.| Lo verdaderamente Util no es r sino r2
que expresa la proporcion de variacion explicada por la regresion

REGRESION CON AMBAS VARIABLES SUJETAS A ERROR

e Hasta ahora se ha supuesto que sélo la respuesta estaba sujeta a error y que la
variable independiente, x, se conocia exactamente (Regresion Modelo I).

e Hay situaciones en las que_no es asumible que x esté libre de errores (p.e.
comparaciéon de resultados de dos métodos, o patrones preparados con gran

incertidumbre). Si n; es el verdadero valor de y; y &; el verdadero valor de x;, entonces

Yi=mt+¢g
X =& +3§
e El modelo que describe la relacion lineal sera M = Bo + B1&;

y por tanto
Yi = Bo +B1(Xi —8) + &

Yi = Bo +B1Xi + (& —B15;)
e Si se supone que ¢,2 = ¢,2, para obtener estimaciones insesgadas de los coeficientes de la

regresion, lo que debe minimizarse es d.2 es decir la suma de los cuadrados de las
distancias perpendiculares de los puntos experimentales a la linea de regresion.

A A




REGRESION CON AMBAS VARIABLES SUJETAS A ERROR

Comparacion de la regresion por minimos cuadrados y ortogonal

e El método recibe el nombre de regresion de la distancia ortogonal (orthogonal distance
regresion ORD), y los valores de los coeficientes se obtienen mediante las siguientes
féormulas:

B Sy -Si+ \/(si -s3)% +4(cov(y, X))

2cov(y, X)

1

bo :§—b1;
e siendo s 2y s,? las varianzas respectivas de las variables y x, y cov(y,x) la covarianza de
y Y X calculadas con Y
si _ Z(X| X)
n-1
2 _X(yi-y)
v n-1
i —y)(X -x)
n-1
e Existe una relacion aproximada entre los valores de b, obtenidos por minimos
cuadrados (MC) y por regresion ortogonal (ORD):

S

cov(y, x) =

b, (MC)
2

(1-3=)
sX

e siendo s,,2 la varianza de un valor de x individual (es decir se observa un mismo valor de
X varias veces) y s,2 la varianza de la variable x, que solo depende del intervalo estudiado

de x y de su distribucion. Si el cociente s_ 2/s.2 es mayor de 0,2 se pueden esperar

errores significativos en la estimacion de b, por minimos cuadrados.

b,(ORD) =




