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FUNDAMENTOS BASI COS SOBRE ERRCS

A norma basica para o tratamento dos erros de nmedicdo é
consi derar que SEMPRE EXI STEM porque TODA MEDI CAO TEM ERRO.
Mesno el ementar, as vezes podenos esquece-la e achar que os
val ores que nanipulams sdo perfeitos. E que estanps
acostumados a aprender a fisica por neio de explicacdes que
envol vem valores j& suficientemente testados onde foi visto
que os erros nao podi am alterar conceitual mente as concl usdes
obtidas das medi ¢6es. Portanto ndo é necessari o nesses casos
carregar junto os valores das incertezas. Em muitos outros
casos tanbém esses val ores ndo sdo fornecidos, no que a
pessoa que declara os resultados "assina enbaixo" umm
garantia de que jé& realizou todas as anélises necesséarias de
manei ra a néo haver incerteza nas concl usdes. A analise de
erros é uma tarefa senpre trabal hosa e, conmob nmesnp os grandes
especi al i stas podem ter deixado de considerar algum fator,
nunca € aceito um resultado de grande inportancia sem que
este tenha sido verificado experinentalnente em nmais de um
| abor at 6ri o. Cs valores das constantes fundanmentais usadas
em netrologia devem ser honpol ogados por trés |aboratorios
especificos de diferentes paises.

Até que ponto podenps confiar em valores e aparel hos
fornecidos por terceiros?. Essa questdo ndo tem resposta,
apenas disser que, quanto mmis critérios tenhanps aplicado
para verificar nos nesnbs nossos resultados, nmis certos
estarenos deles. Sobre os aparel hos, convém di sser que al ém
da confiabilidade em sua origem as nudan¢cas geradas pelo
transporte e diversidade de anbiente podem ser suficientes
para invalidar os testes realizados antes do enbarque.

Cs antigos s6 filosofavam nédo nedian?. Medi am sim Ja
sécul os antes de Cristo umgrego nmediu o dianmetro da terra.
Teve de nedir distancia entre duas cidades em passos, e néo
sei se fez estimativa de erros, mas o valor achado foi
inmportante para a humanidade. A ciéncia de Galileo conegou a
definir bem o universo ndo apenas porque nediu os efeitos da
gravi dade com suas pulsacdes arteriais, no que obteve
rel acdes de proporgcdo nuito boas, sendo também porque teve
medi ¢des astrondmi cas realizadas por seu contenporaneo Tycho
Brahe com cui dado e dedi cacdo i nstrumental Unicos na época.

Na nmedida em que as nedi ¢bes sao feitas com nenor erro vé-se
que as teorias necessitam ser acrescidas de nmis ternmpbs ou

novas formul agdes que contenplem novos detal hes que séao
det ect ados. Einstein ndo teria conp provar que sua teoria
estava certa, se vivesse na época de New on.

ERRCS S| STEMATI COS E ERRCS ALEATORI OS

A prineira classificagdo geral chama de sistematicos os que
senpre acontecem da nesma naneira, enquanto os aleatorios
podem ter val ores positivos ou negativos, grandes e pequenos,
com a nmesma probabilidade ("distribuicdo gaussiana") ou
segui ndo al guma outra lei estatistica emcasos especiais.

Tonenps exenplos disto no caso dos erros de leitura num
instrumento de escala com agul ha como o gal van6netro. Tenps
que definir prinmeiranmente o zero da escala fazendo alineagéo
vi sual da agul ha coma prineira diviséo.

A posicao dessa prineira divisao respeito das outras ndo pode
ser perfeitanente regular sendo o nmmis regular que o
fabricante pode fazer. Se um erro afetasse essa posic¢édo ele
ia afetar todas as leituras. Se, P.es., a prineira divisao
estd algo a direita do lugar certo , todas as leituras seréo
al go nmiores que o valor certo dando um erro sistematico de
val or positivo e constante. Tenps entdo que a precisdo da
construcdo da escala afeta as nedicdes, de uma naneira que o
fabricante calcula e inclui em sua avaliacdo do erro final.
No exenplo anterior o erro foi sistematico, nas podenps
pensar que o erro de posicionanento variasse aletorianente
para cada divisdo, ou que houvesse unm conbinacdo dos dois
tipos de erros. Atribuindo a todos os erros o valor do erro
maxi m

pode-se ganhar em sinplicidade perdendo em precisdo, que é o
caso mais pratico.

A calibragcdo da posicgdo inicial passa tanbém pela
qual i dade do ajuste visual ao considerar que a linha de unm
divisédo esta perfeitanente coincidente coma |inha da agul ha.
E féacil entender que isto depende da precisao de nosso
sistema visual e também da espessura das |inhas, dois fatores
de erro claramente aleatérios. Se as linhas forem grossas o
aparecimento da divisdo pela lateral da agulha influencia
menos o aspecto global da imgem (Figura 1). De todas
maneiras o fator béasico vem dado pelo nenor detal he que
podenps visualizar, nenor que uma déciman de mlimetro, mas
que varia de unmm pessoa para outra.



Q) D)

Fig.1l: Aparéncia do erro de alinhanento em duas situacdes
i dénticas

a) no caso de linhas finas.

b) no caso de |inhas grossas.

A leitura na posicao final da agulha ndo acontece
exat amente pela sobreposicao da agul ha com uma divisdo, e o
valor estimado para a leitura é mis afetado de erro.
Quant 0?. O VALOR MAXIMO DO ERRO SEMPRE PODE SER ESTI MADO
Tonenmbs o caso da Figura 2, onde a agulha se encontra na
posi cdo mai s desfavoravel .

Fig.2: Estinmativa do erro maxinmo de leitura visual numa
escal a. Duas i nhas di visori as i magi nari as apar ecem
tracej adas.

Se fizernps wuma subdivisdao nental do espago entre as
di vi sbes, em quanto poderianps faze-1o0?. Di vi danbs o espacgo
em trés e verenos que, certanente, se a agul ha esta proxinm
do centro, nao poderenos disser que esta em al gum dos outros
tercos, se estda de um |l ado, tanmbém ndo. Assim o erro seria
1/3 da nenor diviséo. Poderianps afirmar que a diviséo
mental do espago entre divisfGes seria possivelnente nais
precisa?. Talvez sim nmms para isto o esfor¢co nental passa a
ser nmmior e a situacdo nmenos natural. Somando entdo o val or
de 1/3 a algum erro do ajuste do zero, tenps a regra nuito
conhecida que diz "o erro é netade da nenor divisdo do
i nstrumento". Em geral, o fabricante define as divisbGes e o
desenho do instrunento de maneira a atender essa norma, mas
atencdo, isto é certo senpre apenas respeito do erro visual e
assunme que a escala é senpre uniforne, o que, no caso de um
ohm metro P.es., nd@o é verdade. Se o instrumento estiver
descal i brado ou outros fatores externos afetassem a leitura,
conp unm instabilidade ou um erro sistematico, devidos p.es.
a flutuagbes na tensdo da rede elétrica ou a nudangas na
temperatura que afetam os conponentes, a regra deixa de
val er.

O ERRO NAO VALE SEMPRE METADE DA MENCR DI VI SAO, APENAS O ERRO
DE LEITURA VISUAL PODERIA VALER |ISTO, MAS NAO E BOM
GENERALI ZAR PARA TODA A EXPERI ENCI A DE MEDI GAO SEM REFLETIR
ANTES SOBRE A S| TUAGAO.

Assim ndo devenps nos entusiasmar demmis pela alta
precisao na leitura ao ponto de ndo perceber a presenca de
outros erros que estejam prejudicando a exatidao da nedi da.
Enbora a palavra exatiddo seja a correta para definir o
resultado final, a palavra precisdo, que corresponderia
estritamente a fineza da leitura, é usada frequentenente no
mesno sentido de exatidao.

Qutros ternbs que ndo devem ser confundi dos s&o precisao
e sensibilidade. Um alta sensibilidade ndo garante a
estabilidade (repeticdo de uma nesma leitura) nem a

lineari dade da resposta. E conhecido o caso do detetor de
infravermel ho para astronom a defendido por Edison. Ele era
baseado em graos de carvdo e extremanente sensivel. Com seu

grande prestigio Edison conseguiu a aprovagdo oficial para
seu projeto , que nunca deu certo, prejudicando um outro que
final mente ficou consagrado.

Podenpos ainda analisar mais umtipo de erro, o chanado "erro
de paral axe" (erro gerado pela nudanca de perspectiva de uma



cena). Comb a agulha estd um pouco acima do plano da
divisdo, se o observador estd de lado vera a coincidéncia
acontecer quando, na visao frontal, ndo acontece. Se senpre
observasse desde a nmesma posicdo (e ndo nuito perto do
painel), teriambs o caso feliz de um erro sistematico se
cancel ando na posic¢do inicial e na posicédo final. Mas conp
ndo é garantido o posicionanmento fixo do observador, alguns
instrumentos trazem junto da escala um pequeno e espel ho onde
deve-se alinhar a agulha com sua inmgem refletida antes de
medir. desta maneira obriga-se o observador a ter umm visao
frontal .

Tenps dei xado de considerar se o fenbnmeno seria real mente
linear, com o canpo magnético do imd uniforme e a agul ha
girando perfeitanmente sobre seu eixo. Vale agora a pergunta:
sera que toda esta analise sobre os instrunentos de nedi¢éo
por agul ha faz sentido nesta época de eletrénica digital?.

Apar el hos el etr6ni cos:

Cs nedidores eletronicos sdo diferentes dos elétricos.
Sdo mmis delicados e incorporam el enentos ativos, por isto
necessitam de uma fonte de energia. Sdo mmis instaveis e
sujeitos a nmudancas dos nmateriais por causa do uso, clinma ou
sinpl esmente do tenmpo. Sdo mais indicados para o caso de se
querer medir sinais de pequena anplitude sem realizar
correcbes pelo efeito da resisténcia interna dos equi pament os
de nedi cdo. O nedi dor de bobina mdvel necessita de uma certa
quanti dade de corrente para ser acionado, que retira do
el enento sob nedi ¢éo. Isto € uma consequéncia do principio
universal de que toda nedicdo afeta aquilo que pretende
medir. Para reduzir isto, usa-se o efeito anplificador da
corrente elétrica, que foi inventado a partir da introdugéo
de mmis eletrodos numa | dnpadi nha el étrica de filanmento,
gerando prineiramente o diodo e depois o triodo, que ao
evoluir foi chamado de valvula eletrénica (de Forest, 1925).
Um anplificador € um elenento que permite controlar um fluxo
grande de energia com um gasto minim. E conb no caso de se
dirigir umcarro ou regular uma torneira, com pouca energia
controlanps a aplicacdao de um a quanti dade bem maior. Uma
valvula elétrica (ainda hoje usada nos transm ssores das
estacdes de radio e TV)ou os nodernos transistores introduzem
o potencial do sinal controlador de nmmneira a criar unm
barreira que freie o fluxo da corrente el étrica desenvol vida
a partir de uma fonte. Tenmbs assimo multinmetro eletrdnico,
que pode ter leitura por bobina ndbvel ou por nostradores de
cristal |iquido, onde cada numero é conposto por neio de sete
segnent os que escurecem quando uma corrente (muito pequena) €
aplicada. Um nultimetro digital acostuma ser fabricado de
maneira que o erro do instrumento coincida com o valor

correspondente ao digito que ndo é nostrado, introduzindo
geral mente um processo de arredondanmento (si >0,5 -->1, si

<0,5 --> 0 Cormo ele incorpora anplificadores possui mais
sensi bilidade e pode ter mamis precisdo. Mesnmo assim podenps
verificar em nosso laboratério de ensino que alguns valores
sdo nel hor nmedidos pelos instrunentos convencionais, tanbém
chanados de anal 6gicos. De outro |ado, o aparel ho eletrdnico
tem nmais tendéncia a nudar suas caracteristicas por

envel heci ment o.

Conpar acdo de nedi ¢cdes:

Se, nedindo uma nesma fonte, notanps uma diferenca_ de
leituras entre um instrumento anal 6gico e um digital, NAO E
CORRETO di sser que o anal 6gico € o errado. Qual quer um dos
doi s pode estar.

Se medi s um val or de x por um método e obtenbs o resultado

Xq, depois por outro método obtendo X, , ndo faz sentido
conpar ar Dx = X1 - Xp e disser que esse é o erro. Vejam
que, por acaso, poderia ser nulo, e nedic¢cdo senpre temerro
(pense bem ni sso). Posso conparar Dxl com Dx2 , para saber

qual método é nel hor. (Observe de passo que os dois netodos,
se tiveram o erro bem cal cul ado, devem of erecer unma regi do de
val ores comuns, ou seja que as faixas de incerteza devem ter
sobreposicdo e seria nessa regido de sobreposicdo onde o
val or correto deve se encontrar.

Padr 6es para aferi ¢éo:

A Unica saida para avaliar conpletanente um instrumento é
aferi-lo com i nst runent os mai s estavei s desenhados
especi ficanente para aferic¢bes, ou por neio de el enentos conmp
pilhas e resistores do tipo chamado "padré&o". A UNI CAMP
possui um |laboratério especifico apenas para aferir
instrumentos de nedicdo elétrica. O IPT (no canpus da USP) e
o INVETRO (no Rio de Janeiro) também Os padrfes usados séo
geralmente de terceira ou quarta geracado, quer dizer que
foram aferi dos por padrfes de terceira ou segunda geracgdo, e
assim por diante, até chegar nos padrdes prinmarios que séo
guardados nos principais institutos de netrologia do mundo
(com no caso do netro padrédo, feito de platina, P.es.) nmmas
que cada vez mmis conseguem ter umm definicdo que pernitiria
sua reconstrucdo a partir de propriedades fisicas béasicas e
ndo pela coépia de uma peca que poderia eventual mente até
desapar ecer . Tenps assim o padrdo de tenpo pelo reldgio
atdémico, o de conmprinmento pelo conprinmento de onda de unm
certa luz de laser, ou, mais recentemente, pela distancia



percorrida pela luz numa fracdo muito bem definida de tenpo,
e outros.

Testes de lineari dade:

Podenos provar uminstrunento comtestes de |inearidade, cono
P.es., se uma pilha é lida compb tendo 1,5 * 0,05 V e outra
1,6 £ 0,05 V , devenps esperar que ao coloca-las em serie a

leitura seja 3,1 * 0,1 V, se ndo fosse, perceberianps assimo
defeito (mas ndo poderianps corrigi-lo).

Caso de escalas comdiferente constante:

Cada escala do instrunento pode ser linear, mmis una delas
corresponder a unma constante que ndo é a correta. Nesse
caso, €é possivel até que algum valor lido seja o mesnp nas

duas escal as, por acaso.

Val ores rel ativos e absol utos:

Em nuitas experiéncias o conhecinento do val or absoluto
medi do ndo é necessario, porque somente observam se variagdes
rel ativos sobre referéncias conhecidas. Se, p.es., nmedinobs
|l evantando uma curva que tem picos gerados por fenbénenos
conhecidos e ja nmedidos, basta tomar a distancia a esses
picos conmp referéncia, o que nos livra de una trabal hosa
af eri ¢édo. Mesnmo assim as experiéncias que um fisico deve
desenvol ver necessitam de conceitos criteriosos sobre erros.
| magi nenos tanbém um fisico trabal hando no desenho ou
afericdo de instrumentos ou em experiéncias para as quai s nao
i nstrunment os prontos para nedi ¢éo.

O uso rigoroso dos valores absolutos é inportante na
industria, p.es. quando o0s conponentes ndo s&o produzidos
nume mesma planta, ou seja, ndo sdo control ados pelos nmesnos
instrumentos. Conponentes que saem de uma fabrica tem de se
corresponder com os que vem de outra. A nivel internacional
isto gera o gerencianento de normas rigorosas.

Aplicacéo da estatistica no calculo do erro:

Se o fenbnmeno oferece variacdes nmiores que o erro de

leitura, os valores lidos serdo diferentes ao repetir a
medi cdo, podendo se aplicar estatistica tirando a média <x> e
o desvio quadréatico (S). A média representa o valor mais

provavel e o desvio o erro mais provavel. Para isto o nunero
de nedi ¢cdes precisa ser grande. Quanto?. Até que o valor da
média e do desvio deixem de ter variacbBes apreciaveis (vide
explicacdo por extenso na Ref.1). Quanto € uma variacéao
apreci avel ? A resposta sai da nmesna consideracdo que define

quanto é o erro toleréavel, conp verenps nmis adiante.
X @ <x > %8

<x>=x=4a xj IN , S=OE°i(x-xi)2/N (1)
Assim usanps cono erro absoluto Dx o valor de S , mas isto
inmplica numa probabilidade baixa de o erro estar fora dessa
faixa. Esta nodalidade é usada em fisica porque da o erro
mai s provavel e em engenharia onde permte baixar 0s custos
de producéo.

PROPAGACAO DOS ERRCS

De nmaneira absol ut a:

Uma magnitude resulta geral nente da nedi ¢do de varias outras,
conbi nadas numa formula. Os erros de |leituras das magnitudes
primarias afetam ao resultado de nmneira diversa, segundo
seja a formula. Chamanps isto de propagacdo do erro da
magnitude primaria no resultado final. Assim se a nmgnitude
A vem definida por uma férnula conp P.es.:
A= B. C/ D

e as magnitudes B, C e D sdo nedidas comerros DB, Dc e Db,
o erro DA vemde obter o val or méxi mo possivel de A

Ay=(B+DB) (C+ Do/ (D- DD) e subtrai-lo do ninino:
An=(B- DB (c- Do/ (D + Dp)

Assim danps conmp valorde A a nedia e o desvio DA segundo as
rel acdes:

A= <A> + DA

<A> = (Ay+ Apl2 DA = (Ay- Ap/2 (2)

que é o valor do erro, semusar nenhuma aproxi magao.



Na aproxi macdo diferencial:

Se a formula for muito conpl exa pode ser dificil nanipula-la,
ficando senpre disponivel o resultado por calculo nunérico

(cal cul adora, conputador). Um outra maneira de obter
formulas senel hantes, nuito usada nos textos, surge de
aproximar os resultados do calculo diferencial. Se ¢é

possivel aceitar que o erro é pequeno (de novo a questao:

quanto?) frente ao val or medi do, pode-se aproxinmar o erro Dx
ao valor diferencial dx, igualando o incremento da fungéo
pel a derivada da curva:

y = f(x) ----> Dy »Dy* = dy/dx . Dx (3)

que corresponde ao caso da Figura 3.

Fig.3: Aproximagdo do incremento de uma curva por neio da
derivada. Observe o segnento tangente a curva representando a
derivada.

Para saber quando isto ¢é possivel necessitanps de unm
eval uagdo que tanbém ndo é sinples, mas aceitando que al guém
ja testou o critério, teremps una foérnula cono:

TA
1C

onde ndo usanmps o sinal da derivada porque, ndo sabendo o
sinal do erro, escolhenps a situacdo mais desfavoravel, a de
que O0S erros senpre acontecem em nossa contra (algo comp a
"Lei de Murphy").

Experinente usar agora uma fdérnula de umm experiéncia das
real i zadas cal culando o erro por (2) e por (3).

Cal cul o do erro propagado aplicando estatistica:

DA—MDB+ DC+MDD
= B D (4)

Se o nunero de mmgnitudes (fatores de erro) for grande
(quant0?), podenps pensar que nado serianmps t&o azarados conp
para cair senpre no caso pior, e pensar que alguns dos erros
poderi am aparecer de nmneira favoravel, dimnuindo algo o
valor do erro final(caduca a “lei de Murphy”). N sto entra a
estatistica, calculando essa probabilidade. No caso nornal,
gaussi ano, sonmanbs o0s erros de maneira algo parecida a da
soma de vetores:

ﬂAz , ﬂAz , ﬂAz
DA= .||~ DB?+[_~ +o—
1B el P *lo

DD? (5)

Vej anps apr oxi madanmente como isto funciona na Figura 4, onde
(1), (2) e (3) representam os ternps dentro da raiz quadrada
na equagédo 5.

- (3}
4 -
o s
// /// T
- L I
// /// f2)
///// |
e )
f (1)

Fig.4: Soma estatistica de erros (figura aproxinada). Os
segnent os tracej ados representam a sona.



O erro cresce, msS ndo tanto quanto sua somm direta.
Lembrenps que este caso é independente da estatistica nos
erros de leitura, nas que os dois assumem unme probabilidade
de ndo serem certos, que talvez poderia se chamar de
probabi li dade de erro do val or estinmado para o erro.

Val or pernmitido para umerro:

Quanto de erro €& bon? 1% 5% depende de cada caso. Se
perguntarmos: "5 reais é nuito dinheiro?, n8o haveria
resposta possivel sem conhecinento do contexto da situacao.
Conhecer o tamanho de um ser extraterrestre com exatidao de
200% seria nmuito bom ja para nedir o consunp de el etricidade
de uma casa essa precisdo seria seguranmente insuficiente.

Consequénci a do erro nos graficos:

Ao colocar as faixas de erro na representacdo de valores
medi dos num grafico, |lenbre senpre que a curva esperada pode
passar por qgual quer ponto dentro dessa faixa, nao
necessari anente pel o val or nedi do. Lenbre tanmbém que o fato
de um ponto nedido ser superior (ou inferior) aos outros néo
indica que esse seja o maxinop (ou o mninm) da curva, visto
que falta conhecer todos os outros pontos na vizinhanga. No
caso da intersecdo de duas curvas, observe que a extensédo da
largura delas até a faixa de erro determ na uma possibilidade
de deslocanento do ponto de intersecdo no sentido das
abci ssas, dando uma faixa de erro para o ponto de intersecgéo.

Obs.: As figuras foramrealizadas com o programa AUTOCAD R10,
muito apropriado para o desenho técnico porque o objeto pode
ser definido por suas coordenadas. E tanbém de naneira
tridimensional, oferecendo depois a vista (perspectiva) mais
conveni ente. Ele pode funcionar num PC 286, mas necessita de
co-processador matenatico. O prograna conpactado cabe num
Gnico disquete. A versdo mais atual € a R13, para DOS ou
W ndows. E produzido pela firma AutoDesk e pode ser acopl ado
ao progranma 3DStudi o para fazer ani nagées.
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