                                                                             หน้าที่ 1                                       โดย ครูพัฒนา  พลวัน
                                                                                                                        ร.ร.ประโคนชัยพิทยาคม

1 สมบัติของจำนวนเต็ม


บทนิยาม    จำนวนเต็ม  n  ซึ่งไม่เท่ากับศูนย์จะหารจำนวนเต็ม  m  ลงตัวก็ต่อเมื่อ  มีจำนวนเต็ม c  ซึ่ง

                   m  =  nc


                  ใช้   n | m   แทน  “ n  หาร  m  ลงตัว ”    เช่น   4 | 8


                   ใช้  n   m  แทน  “ n  หาร m  ไม่ลงตัว ”   เช่น  4 | 6 

ตัวอย่าง     

1.    
2 | 8      ทั้งนี้เพราะ  มีจำนวนเต็ม  4   ซึ่ง       8  =   
[image: image1.wmf]4

2

×

  



2.    
3 | 21    ทั้งนี้เพราะ  มีจำนวนเต็ม  7   ซึ่ง    21  =   
[image: image2.wmf]7

3

×

  



3.    
-4 | 12   ทั้งนี้เพราะ  มีจำนวนเต็ม  -3   ซึ่ง    12 =   
[image: image3.wmf])

3
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×

-

  



4.    
5 | -20   ทั้งนี้เพราะ  มีจำนวนเต็ม  - 4   ซึ่ง   -20 =   
[image: image4.wmf])
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×





5.    
4 | 0      ทั้งนี้เพราะ  มีจำนวนเต็ม  0     ซึ่ง      0  =   
[image: image5.wmf]0

4

×

  



6.    
3 | 8      ทั้งนี้เพราะ  ไม่มีจำนวนเต็ม  c   ซึ่ง   8  =   
[image: image6.wmf]c

×

3

  



ทฤษฎีบทที่ 1     กำหนด  a  เป็นจำนวนเต็ม  และ   a 
[image: image7.wmf]¹

 0



(1)   a | 0                      (2)  1 | a                  (3)   a | a


พิสูจน์     (1)     เนื่องจากมี   0    ที่ทำให้    0  =   a.0          ดังนั้น  a | 0  



                (2)     เนื่องจากมี   a    ที่ทำให้    a  =   1.a          ดังนั้น  1 | a  
                      (3)     เนื่องจากมี    1    ที่ทำให้    a  =   a.1          ดังนั้น  a | a


ทฤษฎีบทที่  2    ถ้า  a | b   และ  b | c   แล้ว   a | c


พิสูจน์          เพราะว่า     a | b    ดังนั้น  จากบทนิยาม   จะมีจำนวนเต็ม  c  ซึ่ง

                                
b  =  ac
……………………. (1)


                   เพราะว่า     b | c   ดังนั้น   จากบทนิยาม  จะมีจำนวนเต็ม  d  ซึ่ง

   
c  =  bd
  …………………… (2)


จากสมการ (1) และ (2)  จะได้ว่า    c  =  (ac)d   =   a(cd)  ……………. (3)


          เนื่องจาก  c  และ  d  เป็นจำนวนเต็ม    ดังนั้น  cd   เป็นจำนวนเต็ม

            ดังนั้น  จาก  (3) และบทนิยามจะได้ว่า  a | c


ให้ฝึกทำ 1     ถ้า  a | b  และ  c | d   แล้ว  จงพิสูจน์ว่า    ac | bd


……………………………………………………………………………………………………………..


……………………………………………………………………………………………………………..


……………………………………………………………………………………………………………..


……………………………………………………………………………………………………………..


ให้ฝึกทำ 2      ถ้า  a | b  และ  b | c   แล้ว  จงใช้บทนิยามพิสูจน์ว่า    a | (c - b)


……………………………………………………………………………………………………………..


……………………………………………………………………………………………………………..


……………………………………………………………………………………………………………..


……………………………………………………………………………………………………………..

      ……………………………………………………………………………………………………………..


……………………………………………………………………………………………………………..





ทฤษฎีบทที่  3    ถ้า  a และ b  เป็นจำนวนเต็มบวก ซึ่ง  a | b  จะได้   a 
[image: image8.wmf]£

 b

                        เช่น         3 และ 9  เป็นจำนวนเต็มบวก ซึ่ง  3 | 9  จะได้   3 
[image: image9.wmf]£

 9

…………………………………………………………………………………………………………….


……………………………………………………………………………………………………………..


……………………………………………………………………………………………………………..


……………………………………………………………………………………………………………..


……………………………………………………………………………………………………………..

      ……………………………………………………………………………………………………………..


……………………………………………………………………………………………………………..



ทฤษฎีบทที่  4   ถ้า  a , b  และ  c เป็นจำนวนเต็มซึ่ง  a | b  และ  a | c  จะได้  a | (bx + cy)   โดยที่  x       

       และ       y    เป็นจำนวนเต็มใดๆ
         เช่น     4 , 8  และ  12  เป็นจำนวนเต็มซึ่ง  4 | 8  และ  4 | 12  จะได้  4 | 
[image: image10.wmf](
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                             จำนวนเต็มใดก็ได้

พิสูจน์                  เพราะว่า   a | b    ดังนั้นจะมีจำนวนเต็ม    n   ซึ่ง    b  =   an


                             เพราะว่า   a | c    ดังนั้นจะมีจำนวนเต็ม    m   ซึ่ง   c  =   am

           ดังนั้น         bx   =   (an)x    =   a(nx)


               และ       cy   =   (am)y   =   a(my)

  เพราะฉะนั้น     bx + cy    =   a(nx) + a(my)


                   bx + cy    =   a(nx + my)
.................. (1)

                เนื่องจาก  n  , x , m  และ  y  เป็นจำนวนเต็ม  ดังนั้น   nx + my   เป็นจำนวนเต็ม

           ดังนั้น   จาก (1) และบทนิยาม  จะได้    a | (bx + cy)


                                          แบบฝึกหัดที่ 1
1.   จงยกตัวอย่างจำนวนเต็ม  a , b , c   ซึ่ง   a | bc  แต่   a | b  และ  a | c


……………………………………………………………………………………………………………..


……………………………………………………………………………………………………………..


……………………………………………………………………………………………………………..

2.    จริงหรือไม่ ถ้า  a | (b+ c)   แล้ว   a | b   หรือ  a | c


……………………………………………………………………………………………………………..


……………………………………………………………………………………………………………..


……………………………………………………………………………………………………………..

3.    ถ้า  d  เป็นจำนวนเต็มบวกซึ่ง d | (15k + 27)  และ   d | (3k + 2)  จงหาค่าของ  d


……………………………………………………………………………………………………………..


……………………………………………………………………………………………………………..


……………………………………………………………………………………………………………..


……………………………………………………………………………………………………………..


……………………………………………………………………………………………………………..

4.    จงแสดงว่า ถ้า  n  เป็นจำนวนคี่  แล้ว  4  หาร  n2- 1  ลงตัว

……………………………………………………………………………………………………………..


……………………………………………………………………………………………………………..


……………………………………………………………………………………………………………..


……………………………………………………………………………………………………………..


……………………………………………………………………………………………………………..


……………………………………………………………………………………………………………..


……………………………………………………………………………………………………………..

5.    จงแสดงว่า  ถ้า a  เป็นจำนวนเต็มแล้ว  2 | (a2- a)

        วิธีทำ          แยกพิจารณาเป็น  2 กรณี
1. ให้  a  เป็นจำนวนคู่
จะได้ว่า  a  =  2k    เมื่อ  k  เป็นจำนวนเต็ม………………………………………………………..


……………………………………………………………………………………………………………..


……………………………………………………………………………………………………………..


……………………………………………………………………………………………………………..

2.   ให้  a  เป็นจำนวนคี่
         จะได้ว่า  a  =  2k + 1    เมื่อ  k  เป็นจำนวนเต็ม


 
……………………………………………………………………………………………………………..


……………………………………………………………………………………………………………..


……………………………………………………………………………………………………………..


……………………………………………………………………………………………………………..


……………………………………………………………………………………………………………..


……………………………………………………………………………………………………………..


……………………………………………………………………………………………………………..

6.   ถ้า  a | (2p – 3q)   และ   a | (4p – 5q)   จงแสดงว่า   a | q


……………………………………………………………………………………………………………..


……………………………………………………………………………………………………………..


……………………………………………………………………………………………………………..


……………………………………………………………………………………………………………..


……………………………………………………………………………………………………………..


……………………………………………………………………………………………………………..


……………………………………………………………………………………………………………..

จำนวนเฉพาะ  (prime  numbers)


บทนิยาม    จำนวนเต็ม  p 
[image: image11.wmf]¹

 0  จะเป็นจำนวนเฉพาะก็ต่อเมื่อ   p 
[image: image12.wmf]¹

 1,-1   และจำนวนเต็ม  x  หาร 

       p  ลงตัว

                   จะได้   x 
[image: image13.wmf]Î

 {1 , -1 , p , -p }  เช่น  409  เป็นจำนวนเฉพาะ 
                                                                ไม่มีจำนวนเฉพาะที่น้อยกว่า  
[image: image14.wmf]409

 ไปหาร  409 ได้ลงตัว

                  เรียกจำนวนเต็ม  x  ที่ไม่เป็นจำนวนเฉพาะ และไม่ใช่  0 , 1 , -1  ว่า จำนวนประกอบ



ทฤษฎีบทที่  5    (หลักการมีตัวประกอบชุดเดียว)



จำนวนเต็ม  n  ที่มากกว่า 1  สามารถแยกตัวประกอบเฉพาะดังต่อไปนี้ได้รูปแบบเดียว


n  =   
[image: image15.wmf]k
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   ซึ่ง   
[image: image16.wmf]k
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   ทุกตัวเป็นจำนวนเฉพาะ
      ตัวอย่าง   จงเขียน  4,725  ให้เป็นผลคูณของจำนวนเฉพาะบวก
      วิธีทำ       4,725       =    
[image: image17.wmf]575
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[image: image18.wmf]535
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[image: image19.wmf]175
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[image: image20.wmf]35

5

3

3

3

´

´

´

´




            =    
[image: image21.wmf]7
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      นั่น คือ   4,725       =     
[image: image22.wmf]7
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ตอบ


ทฤษฎีบทที่จะกล่าวต่อไปนี้  จะมีส่วนช่วยในการตรวจสอบ  จำนวนเต็มบวกที่มากกว่า 1 ว่า  จำนวนนั้น  เป็นจำนวนเฉพาะหรือไม่

ทฤษฎีบท   ถ้า n เป็นจำนวนเต็ม  โดยที่   n > 1  และ  n  เป็นจำนวนประกอบ  แล้ว  จะมีจำนวนเฉพาะ  p  
      ซึ่ง    p 
[image: image23.wmf]£

  
[image: image24.wmf]n

    และ   p | n   

หรือ จากทฤษฎี อาจกล่าวได้ว่า   


ถ้า   n  เป็นจำนวนเต็มโดยที่  n > 1   และจำนวนเฉพาะบวกทุกจำนวนที่น้อยกว่าหรือเท่ากับ  
[image: image25.wmf]n

 

       หาร   n  ไม่ลงตัว  แล้ว  n  จะเป็นจำนวนเฉพาะ

จากทฤษฎีบทดังกล่าว  มีประโยชน์ต่อการตรวจสอบจำนวนเต็มที่มากกว่า 1  จะเป็นจำนวนเฉพาะ จำนวนประกอบ  โดยมีวิธีการดังนี้

ขั้นที่ 1  
หาจำนวนเฉพาะบวกทั้งหมดซึ่งน้อยกว่า หรือเท่ากับ   
[image: image26.wmf]n



ขั้นที่ 2
ถ้าจำนวนเฉพาะบวกดังกล่าวทุกจำนวน  หาร  n  ไม่ลงตัว  ก็แสดงว่า   n  เป็นจำนวนเฉพาะ
ตัวอย่าง    จงตรวจสอบดูว่า  221  และ  211  เป็นจำนวนเฉพาะหรือจำนวนประกอบ
วิธีทำ     
1.   ตรวจสอบ   221



เพราะว่า   14  <  
[image: image27.wmf]221

  <  15


ดังนั้น จำนวนเฉพาะบวกที่น้อยกว่า หรือเท่ากับ  
[image: image28.wmf]221

  ได้แก่   2 , 3 , 5 , 7 ,11 ,13


เมื่อนำจำนวนเฉพาะบวกเหล่านี้ไปหาร  221  พบว่า    13 | 221    และ   221  =  
[image: image29.wmf]17

13

×




2.   ตรวจสอบ   211



เพราะว่า   14  <  
[image: image30.wmf]211

  <  15


ดังนั้น จำนวนเฉพาะบวกที่น้อยกว่า หรือเท่ากับ  
[image: image31.wmf]211

  ได้แก่   2 , 3 , 5 , 7 ,11 ,13


เมื่อนำจำนวนเฉพาะบวกเหล่านี้ไปหาร  211  พบว่าไม่มีจำนวนใดหาร  211 ลงตัว
       แสดงว่า   211  เป็นจำนวนเฉพาะ
     ให้ฝึกทำที่ 3     จงใช้วิธีดังตัวอย่างตรวจสอบว่า  283   ,  323   เป็นจำนวนเฉพาะ หรือจำนวนประกอบ
..................................................................................................................................................................
..............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................


ทฤษฎีบทที่  6     ขั้นวิธีการหาร  (Division  algorithm)



ให้  m  และ  n  เป็นจำนวนเต็ม  n 
[image: image32.wmf]¹

0  จะมีจำนวนเต็ม  q  และ  r  ชุดเดียว  ซึ่ง


m  =  nq + r   โดย   0 
[image: image33.wmf]£

  r  <  | n |            เรียก  q  ว่าผลหาร  และ เรียก  r  ว่า เศษ

              เช่น   5  หาร  -28  จะได้   -28 = (5)(-6) + 2     เรียก –6 ว่า ผลหาร  และเรียก  2  ว่า เศษ   
      ตัวอย่าง     ในตารางต่อไปนี้  จะแสดงผลหาร  (q)   และเศษ  ( r)  จากการหารจำนวนเต็ม  m ด้วยจำนวนเต็ม  n

	m
	N
	 q (ผลหาร)
	nq
	r  (เศษ)
	m  =  nq + r
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	 98   =   
[image: image34.wmf]14

7

×

   

 87   =   
[image: image35.wmf]2
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บทนิยาม    จำนวนเต็ม  a  จะเป็นจำนวนคู่ ก็ต่อเมื่อ  สามารถเขียน   a  =  2m   เมื่อ  m  เป็นจำนวนเต็ม

 
จำนวนเต็ม  a  จะเป็นจำนวนคี่ ก็ต่อเมื่อ สามารถเขียน    a  =  2m + 1 เมื่อ m เป็นจำนวนเต็ม



เช่น      6 เป็นจำนวนคู่  เพราะ  6 = 2(3)     :          9 เป็นจำนวนคี่ เพราะ  9 = 2(4) + 1



บทนิยาม 

      กำหนดจำนวนเต็ม  a , b ซึ่ง  a2+ b2 
[image: image39.wmf]¹

 0   จำนวนเต็มบวก  d  จะเป็นตัวหารร่วมมาก (ห.ร.ม.)



ของ   a , b   ก็ต่อเมื่อ   


1.   d | a   และ  d | b



2.   ถ้า   c  เป็นจำนวนเต็ม  ซึ่ง  c | a  และ  c | b  จะได้ว่า   c | d



ห.ร.ม.  ที่เป็นบวกของ  a , b  ใช้สัญลักษณ์แทนด้วย  ( a , b )



จาก  d = ( a , b)  เราสามารถเขียน  d  ในรูปผลรวมเชิงเส้นของ  a และ b  ได้ดังนี้


d  =  ax + by    เมื่อ   x , y  
[image: image40.wmf]Î

 I


เช่น   8 =  (88 , 64 )      
[image: image41.wmf]\

 ผลรวมเชิงเส้นของ 88 และ 64  คือ  8  = (88)(3) + (64)(-4)



เราสามารถเขียนในรูปผลรวมเชิงเส้นของ  a  และ  b ได้ ดังนี้


1   =    ax + by
ตัวอย่าง            จงหา  ( -24 , 56)  โดยใช้ขั้นตอนวิธีของยูคลิด
วิธีทำ       ในที่นี้จะหา   (24 , 56)  โดยใช้ขั้นตอนยูคลิด   ดังนี้
              
56   =   24(2)  +  8


           
24   =   8(3)  +  0

      แสดงว่า     (24 , 56)   =   8

      ดังนั้น    ( -24, 56 )     =  8


ขั้นตอนการหารแต่ละขั้นตอน  อาจจะเขียนในรูปตารางการหาร  เพื่อความชัดเจนได้ดังนี้



2        56          24          3



          48          24




           8

ตัวอย่าง      (1)    จงหา   (56,72)  

                    (2)    จงหาจำนวน  m  และ  n   ซึ่ง  (56, 72)    =   56m + 72n


วิธีทำ       (1)  โดยใช้ขั้นตอนวิธีของยูคลิด  จะได้ว่า


72   =   56(1)  +  16

................. (1)



56   =   16(3)  +  8
      …………..(2)



16   =   8(2)


ดังนั้น   (56,72)   =   8

(2) โดยการย้อนกลับ   
8      =   56  -  16(3)
    :  จาก  (2)

        =   56 – [72 – 56(1)]3
    :  จาก  (1)

        =    56 – 72(3)  +  56(3)

        =    56(4)  -  72(3)


       =    56(4) + 72(-3)

  แสดงว่า    m = 4  และ  n = -3

ให้ฝึกทำ 4      (1)    จงหา   (30,42)  


                   (2)    จงหาจำนวน  m  และ  n   ซึ่ง  (30, 42)    =   30m + 42n

…………………………………………………………………………………………………………………….

…………………………………………………………………………………………………………………….

…………………………………………………………………………………………………………………….

…………………………………………………………………………………………………………………….

…………………………………………………………………………………………………………………….

…………………………………………………………………………………………………………………….

…………………………………………………………………………………………………………………….
ให้ฝึกทำ 5        (1)    จงหา   (147,56)  

           
    (2)    จงหาจำนวน  m  และ  n   ซึ่ง  (147, 56)    =   147m + 56n

…………………………………………………………………………………………………………………….

…………………………………………………………………………………………………………………….

…………………………………………………………………………………………………………………….

…………………………………………………………………………………………………………………….

…………………………………………………………………………………………………………………….

…………………………………………………………………………………………………………………….

…………………………………………………………………………………………………………………….

…………………………………………………………………………………………………………………….

…………………………………………………………………………………………………………………….

…………………………………………………………………………………………………………………….

…………………………………………………………………………………………………………………….

…………………………………………………………………………………………………………………….

…………………………………………………………………………………………………………………….

 
กรณีที่   ( a , b )  =  1    เราเรียก  a ,  b    ว่าจำนวนเฉพาะสัมพัทธ์  (Relatively  primes)


เช่น     (6 , 5)  =   1    เรียก  6 , 5  ว่า  จำนวนเฉพาะสัมพัทธ์  (เพราะว่า ทั้งสองจำนวนหา ห.ร.ม.ได้เท่ากับ 1)

ทฤษฎีบทที่  7     กำหนดจำนวนเต็ม  m , n  และจำนวนเฉพาะ  p  



ถ้า    p | mn  จะได้   p | m    หรือ   p | n

          เช่น      จำนวนเต็ม  m =  7 , n = 4  และจำนวนเฉพาะ   p = 7  

         ซึ่ง       7 | (7)(4)   จะได้   7 |7         (  p(7)   ต้องหาร  m(7)   หรือ   n(4)  ตัวใดตัวหนึ่งลงตัว )    


ทฤษฎีบทที่  8   ถ้า  d  =  ( m , n )  และ   m  =  Md  ,  n  =  Nd   จะได้    1  =  ( M , N )

        พิสูจน์       จาก      d  =  ( m , n )   จะได้   d = mx + ny   ,      x ,y 
[image: image42.wmf]Î

 I

                         จะได้   d  =  Mdx + Ndy



ดังนั้น    1  =   Mx + Ny



             1  =   ( M , N )

ตัวอย่าง      2  =  (6,8)   และ   6  =  3.2        ,  8  =  4.2       จะได้   1  =  (3, 4)

บทนิยาม      ให้  m  และ  n  เป็นจำนวนเต็มที่ไม่เป็นศูนย์  c  จะเป็นตัวคูณร่วมน้อย  (ค.ร.น. )  ของ  


m  และ  n   ก็ต่อเมื่อ  


1.   m | c  และ   n | c



2.   ถ้า  a  เป็นจำนวนเต็มซึ่ง  m | a   และ  n | a  จะได้  c | a 



     ค.ร.น.  ที่เป็นบวก ของ  m , n  ใช้สัญลักษณ์   [ m , n ]

ตัวอย่าง     จงหา ค.ร.น.  ของ 6  และ  8

  
พหุคูณของ 6   ได้แก่   6 , 12 , 18 , 24 , 30 , 36 , 42 , 48 , 54 , 60 , 66 , 72 , . . .

  
พหุคูณของ 8   ได้แก่   8 , 16 , 24 , 32 , 40 , 48 , 56 , 64 , 72 ,80 , 88 ,  . . . 

           จะได้ ตัวคูณร่วมของ  6  และ  8  คือ  24  , 48 , 72 , . . .  

       ดังนั้น ค.ร.น.  คือ  24         ใช้สัญลักษณ์      [ 6 , 8 ]   =   24


ให้ฝึกทำ 6   จงใช้วิธีดังตัวอย่าง หา ค.ร.น.  ของ  9  และ  12

........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................


ทฤษฎีบทที่  9    ถ้า  d  และ  c  เป็น  ห.ร.ม.  และ  ค.ร.น.   ที่เป็นบวกของจำนวนเต็ม  m , n   ตามลำดับ


จะได้ว่า     dc  =  mn



เช่น   4  = (12,20)  และ  60 = [12,20]  จะได้ว่า   (4)(60)  =  (12)(20)


ตัวอย่าง        ให้  a  เป็นจำนวนเต็ม  โดยที่  (a,182)  =  26    และ  [a,182]  =  3,034   จงหาค่า  a


วิธีทำ
    จากทฤษฎีจะได้ว่า   


    (a,182) [a,182]    =   182a


ดังนั้น                 
[image: image43.wmf]034

,

3

26

´

       =   182a


นั่นคือ    
                      a          =     
[image: image44.wmf]442

182

034

,

3

26

=

´




   ดังนั้น         a    =   442   


ให้ฝึกทำ 7     ถ้าจำนวน  x   และ  30  มี ห.ร.ม.  เป็น  6  และ  ค.ร.น.  เป็น  125  จงหาค่าของ  x  

..........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
   

แบบฝึกหัดที่2

1.
จงพิจารณาข้อความในแต่ละข้อว่า จริงหรือเท็จ  ถ้าจริงให้เขียนเครื่องหมาย ( ถ้าเป็นเท็จให้เขียน

เครื่องหมาย  (  ลงหน้าข้อนั้นๆ

……………  (1)   ถ้า  a | 1   แล้ว  a = 1

  
……………  (2)   ถ้า  a | (b+c)  แล้ว  a | b  และ  a | c


……………  (3)   ถ้า  a | b   แล้ว  a | b2

……………  (4)   ห.ร.ม.  ของ  364  กับ  - 1012  คือ -2


……………  (5)   374   มีตัวประกอบทั้งหมด  9  จำนวน

……………  (6)   จำนวน  3  จำนวน คือ  179   ,  209  ,  327   เป็นจำนวนเฉพาะทุกจำนวน

……………  (7)   ถ้า   1  = ( m , n )  ก็ต่อเมื่อ   mx + ny  =  1  สำหรับจำนวนเต็ม  x , y  บางตัว

……………  (8)   ถ้า  d  =  ( m , n )  และ  m  =  Md  , n  =  Nd      แล้ว  1  =  ( M , N )


……………  (9)   ถ้า  a | 1   แล้ว  a = 1


…………..  (10)   สามารถนำ   36  , -15  มาเขียนในรูปขั้นตอนวิธีการหารได้  คือ  36  =  (-15)(-2)+6


…………..  (11)   ถ้า 3   =  ( 69 , x )  และ   960  =  [ 69 , x ]  แล้ว  x  เป็นจำนวนคู่

…………..  (12)   ถ้า n2 + 2   เป็นจำนวนเฉพาะ แล้ว   3 | n


…………..  (13)   ถ้า  a  เป็นจำนวนคู่  แล้ว   4 | (a2+4)


…………..  (14)   ถ้า  a  เป็นจำนวนเต็ม    แล้ว   3 | (a3-a )


…………..  (15)   ถ้า  a | b  และ  a | c  แล้ว a | (bx +cy)  เมื่อ  x , y  เป็นจำนวนเต็มใดๆ
2.   จงหา  ห.ร.ม.  ของจำนวน 2  จำนวนในแต่ละข้อโดยขั้นตอนวิธีการหาร

(1)   224  ,  122
(2)   76  ,  - 144


………………………………………………..
…………………………………………………….


………………………………………………..
…………………………………………………….


………………………………………………..
…………………………………………………….


………………………………………………..
…………………………………………………….


………………………………………………..
…………………………………………………….


………………………………………………..
…………………………………………………….


………………………………………………..
…………………………………………………….


………………………………………………..
…………………………………………………….


………………………………………………..
…………………………………………………….

4.
ถ้า    d  =  ( 88 , 64 )   จงเขียน  d  เป็นผลรวมเชิงเส้นของ  88 , 64


……………………………………………………………………………………………………………….


……………………………………………………………………………………………………………….


……………………………………………………………………………………………………………….


……………………………………………………………………………………………………………….


……………………………………………………………………………………………………………….


……………………………………………………………………………………………………………….


……………………………………………………………………………………………………………….


……………………………………………………………………………………………………………….


……………………………………………………………………………………………………………….

5.
จงหาจำนวนเต็ม  x  และ  y  ที่สอดคล้องกับสมการ  ( 144 , 308 )  =  144x + 308y


……………………………………………………………………………………………………………….


……………………………………………………………………………………………………………….


……………………………………………………………………………………………………………….


……………………………………………………………………………………………………………….


……………………………………………………………………………………………………………….


……………………………………………………………………………………………………………….


……………………………………………………………………………………………………………….

6.   จงพิสูจน์ว่า   ถ้า   3 | b  ลงตัว  แล้ว  3 | 7b


……………………………………………………………………………………………………………….


……………………………………………………………………………………………………………….


……………………………………………………………………………………………………………….


……………………………………………………………………………………………………………….


……………………………………………………………………………………………………………….


……………………………………………………………………………………………………………….


……………………………………………………………………………………………………………….


……………………………………………………………………………………………………………….

7.  ถ้า  3 | b  แล้ว  3n | bn   เมื่อ  n  เป็นจำนวนเต็ม    


……………………………………………………………………………………………………………….


……………………………………………………………………………………………………………….


……………………………………………………………………………………………………………….


……………………………………………………………………………………………………………….


……………………………………………………………………………………………………………….


……………………………………………………………………………………………………………….


……………………………………………………………………………………………………………….


……………………………………………………………………………………………………………….

สมภาค ( Congruent )


 บทนิยาม   ให้  a  , b  และ  m   เป็นจำนวนเต็ม  ซึ่ง   m > 0   จะได้ว่า  a  สมภาคกับ  b   มอดุโล  m

    เขียนแทนด้วย   
[image: image45.wmf])

(mod

m

b

a

º

   ก็ต่อเมื่อ   m / (a-b)

a 
[image: image46.wmf]º

 b (mod m )   อาจจะอ่านว่า    a  คอนกรูเอ็นซ์กับ  b  มอดุโล  m   และเรียก  m  ว่า มอดุลัส (modulus)ของสมภาค

ถ้า    a  ไม่สมภาคกับ  b มอดุโล  m    เขียนแทนด้วย    a  
[image: image47.wmf]º

 b ( mod m ) 

ตัวอย่าง สมภาค


25  
[image: image48.wmf]º

  1 (mod 4)    เป็นข้อความที่ถูกเนื่องจาก   4 / (25-1)


20  
[image: image49.wmf]º

  -1 (mod 3)   เป็นข้อความที่ถูกเนื่องจาก   3 / (20 – (-1))


-4   
[image: image50.wmf]º

  21 (mod 4)   เป็นข้อความที่ผิดเนื่องจาก   4 / (-4-21)

แบบฝึกทักษะ
พิจารณาว่าข้อความต่อไปนี้ถูกหรือผิด

1. 
5   
[image: image51.wmf]º

  3 (mod 2)    เป็นข้อความที่  …………  เนื่องจาก   …………………………

2. 
3   
[image: image52.wmf]º

  5 (mod 2)    เป็นข้อความที่  …………  เนื่องจาก   …………………………

3. 
27  
[image: image53.wmf]º

  4 (mod 6)    เป็นข้อความที่  …………  เนื่องจาก   …………………………

4. 
52  
[image: image54.wmf]º

 52 (mod 7)   เป็นข้อความที่  …………  เนื่องจาก   …………………………

5. 
-3   
[image: image55.wmf]º

 -23(mod 5)   เป็นข้อความที่  …………  เนื่องจาก   …………………………

6. 
-173   
[image: image56.wmf]º

  -7 (mod 9)   เป็นข้อความที่  …………  เนื่องจาก   …………………………

7. 
79      
[image: image57.wmf]º

 -9 (mod 11)     เป็นข้อความที่  …………  เนื่องจาก   …………………………

ทฤษฎีบท     a , b ,c , m  เป็นจำนวนเต็มที่  m  >  0

    1.  คุณสมบัติการสะท้อนบน  I    คือ    a  
[image: image58.wmf]º

  a (mod m)

   2.  คุณสมบัติการสมมาตรบน I  คือ  ถ้า  a 
[image: image59.wmf]º

 b (mod m)   แล้ว   b 
[image: image60.wmf]º

 a (mod m)

   3.  คุณสมบัติการถ่ายทอดบน I  คือ  ถ้า  a 
[image: image61.wmf]º

  b (mod m)   และ  b 
[image: image62.wmf]º

 c (mod m)  

       แล้ว   a 
[image: image63.wmf]º

 c (mod m)
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