                                                                         หน้าที่ 38                                        โดยครูพัฒนา  พลวัน


บทที่ 2

จำนวนจริง
2.1 ระบบจำนวนจริง
1.  จำนวนนับ (Natural number)

ใช้  N  แทนเซตของจำนวนนับ  นั่นคือ  N = { 1 ,2 , 3 , . . . }

2.
จำนวนเต็ม (Integer)

ใช้  I  แทนเซตของจำนวนเต็ม  ซึ่งจำนวนเต็ม แบ่งเป็น  3  ชนิดคือ

2.1   จำนวนเต็มลบ ( I- )   หรือ  I- =  { … , -3 , -2 , -1 }


2.2   จำนวนเต็มศูนย์   =  { 0 }


2.3   จำนวนเต็มบวก ( I+ )  หรือ  I+  =  { 1 , 2 , 3 , . . . }    ซึ่งสรุปได้ว่า  I+ =  N


ดังนั้น  I  =  { … , -3 , -2 , -1 , 0 , 1 , 2 , 3 , . . .}

3.
จำนวนตรรกยะ (Rational number    คือ จำนวนที่สามารถเขียนให้อยู่ในรูปเศษส่วน   
[image: image1.wmf]b

a

   โดยที่ a , b 

     เป็นจำนวนเต็ม  และ  b 
[image: image2.wmf]¹

0     ใช้  Q  แทนเซตของจำนวนตรรกยะ

นั่นคือ    Q  = { x|x = 
[image: image3.wmf]b

a

 เมื่อ  a , b 
[image: image4.wmf]Î

I   และ   b
[image: image5.wmf]¹

0 }

ตัวอย่างจำนวนตรรกยะ   เช่น

1.  จำนวนเต็ม   ….-3 , -2 , -1 , 0 , 1 , 2 , 3, . . .


2.  เศษส่วน       
[image: image6.wmf]2

1

,  
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3

,   - 
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3.  ทศนิยมซ้ำ   เช่น  0.5 ,  2.43  , 5.465

4.  จำนวนอตรรกยะ  (Irational  number)


ใช้สัญลักษณ์  
[image: image9.wmf]Q

¢

 แทนเซตของจำนวนอตรรกยะ   จำนวนอตรรกยะ  คือ จำนวนที่ไม่เป็นจำนวนตรรกยะ
ตัวอย่างจำนวนอตรรกยะ  เช่น


-  จำนวนที่อยู่ในรูปกรณฑ์  ที่เมื่อหาค่าแล้วไม่เป็นจำนวนตรรกยะ   เช่น   
[image: image10.wmf]2

 , 
[image: image11.wmf]3

5


 เป็นต้น

        -  จำนวนที่อยู่ในรูปทศนิยมไม่ซ้ำ   เช่น   0.125693…  ,  0.12122122212222 …



-  
[image: image12.wmf]p

 , e

5.  จำนวนจริง (Real  number)


ใช้สัญลักษณ์   R   แทนเซตของจำนวนจริง          R  =  Q
[image: image13.wmf]È



 EMBED Equation.3  [image: image14.wmf]Q
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แผนผังแสดงจำนวนชนิดต่างๆ
[image: image292.wmf]+
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จำนวนจริง
         จำนวนอตรรกยะ



จำนวนตรรกยะ




   จำนวนเต็ม                    จำนวนตรรกยะที่ไม่เป็นจำนวนเต็ม
                          จำนวนเต็มลบ        จำนวนเต็มศูนย์          จำนวนเต็มบวก
[image: image293.wmf]+
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แบบฝึกหัดที่ 1

1.
จงพิจารณาจำนวนที่กำหนดให้ในแต่ละข้อต่อไปนี้ว่าเป็นจำนวนชนิดใดโดยทำเครื่องหมาย (ให้ตรงกับ

จำนวนนั้นๆ  (สามารถตอบได้มากกว่า 1 ชนิด)

	ข้อ
	จำนวน
	N
	I-
	I+
	Q
	Q’
	R

	(1)
	0
	
	
	
	
	
	

	(2)
	- 
[image: image15.wmf]2
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	(3)
	- 
[image: image16.wmf]5
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	(4)
	0.2
	
	
	
	
	
	

	(5)
	
[image: image17.wmf]3


	
	
	
	
	
	

	(6)
	
[image: image18.wmf]p


	
	
	
	
	
	

	(7)
	
[image: image19.wmf]3

8

16

-

+


	
	
	
	
	
	

	(8)
	
[image: image20.wmf]2

1

)

(

-


	
	
	
	
	
	

	(9)
	1.4.3.
	
	
	
	
	
	

	(10)
	5.666…
	
	
	
	
	
	

	(11)
	4.69.3.
	
	
	
	
	
	

	(12)
	0.424369…
	
	
	
	
	
	


2.
จงพิจารณาจำนวนในแต่ละข้อ ถ้าเป็นจริงให้เขียนเครื่องหมาย  ( ถ้าเป็นเท็จให้เขียนเครื่องหมาย   (
……………. (1)  1  เป็นจำนวนเต็ม
……………. (2)   
[image: image21.wmf]3

27

-

   เป็นจำนวนอตรรกยะ
……………. (3)    
[image: image22.wmf]2

2

)

(

-

  เป็นจำนวนเต็มลบ
……………. (4)    0.04026   เป็นจำนวนตรรกยะ
……………. (5)    0   เป็นจำนวนเต็มบวกหรือจำนวนเต็มลบก็ได้
……………. (6)    มีจำนวนเต็มบางจำนวนเป็นจำนวนอตรรกยะ
……………. (7)    - 0.12154   เป็นจำนวนอตรรกยะ
……………. (8)    
[image: image23.wmf]3

27

เป็นจำนวนนับ
……………. (9)    
[image: image24.wmf]2

x

  =  x   เมื่อ  x 
[image: image25.wmf]³

  0 

……………. (10)    เมื่อ  x  เป็นจำนวนจริงใดๆ แล้ว  
[image: image26.wmf]2

x

 =  x

……………. (11)    
[image: image27.wmf]4

3

  เป็นจำนวนตรรกยะ เพราะเขียนในรูปเศษส่วนได้
……………. (12)    มีจำนวนเต็มบวกมากที่สุด
……………. (13)    มีจำนวนเต็มบวกน้อยที่สุด
……………. (14)    มีจำนวนตรรกยะมากที่สุดที่น้อยกว่า 3

……………. (15)    มีจำนวนอตรรกยะที่น้อยที่สุดที่มากกว่า 0

……………. (16)   จำนวนทศนิยมสามารถเขียนในรูปเศษส่วนได้เสมอ
……………. (17)    ถ้า   
[image: image28.wmf]x

  เป็นจำนวนอตรรกยะแล้ว  x  เป็นจำนวนตรรกยะเสมอ
……………. (18)    ถ้า  x  เป็นจำนวนตรรกยะ แล้ว  
[image: image29.wmf]x

  เป็นจำนวนอตรรกยะเสมอ
……………. (19)   มีจำนวนจริง  x  ซึ่ง  
[image: image30.wmf]2

x

+

 =  -3

……………. (20)   ค่า  x  น้อยที่สุด แต่มากกว่า  6 คือ 7 เมื่อ x  เป็นจำนวนนับ
2.2  สมบัติของจำนวนจริงเกี่ยวกับการบวกและการคูณ

 สมบัติของจำนวนจริงเกี่ยวกับการบวกและการคูณที่สำคัญมีดังนี้

 ให้   a , b , c 
[image: image31.wmf]Î

 R  

	สมบัติ

	สมบัติของการบวก

	สมบัติของการคูณ

	สมบัติปิด
สมบัติการสลับที่
สมบัติการเปลี่ยนกลุ่ม
สมบัติการมีเอกลักษณ์
สมบัติการมอินเวอร์ส
	a + b 
[image: image32.wmf]Î

 R

a + b  =  b + a

(a + b ) + c  =  a + (b + c)

มี 0 เป็นเอกลักษณ์การบวก
โดยที่  0 + a  =  a + 0  =  a

อินเวอร์สการบวกของ a  คือ  - a

โดยที่ a + (-a)  =  (-a) + a  =  0
	
[image: image33.wmf]b
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 EMBED Equation.3  [image: image34.wmf]Î
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มี 1 เป็นเอกลักษณ์การคูณ
โดยที่  
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×

  =  
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a

×

  =  a

อินเวอร์สการคูณของ a  คือ  
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โดยที่ 
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	สมบัติการแจกแจง
	a ( b + c )  =  ab + ac
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แบบฝึกหัดที่ 2

ข้อต่อไปนี้ข้อใดจริงให้เขียนเครื่องหมาย  (  ข้อใดเท็จให้เขียนเครื่องหมาย (  ลงหน้าข้อ
……………….1.  จำนวนตรรกยะมีสมบัติปิดของการบวกและการลบ
……………….2.  จำนวนตรรกยะมีสมบัติปิดของการหาร
……………….3.  จำนวนตรรกยะมีสมบัติปิดของการหารด้วยตัวหารที่ไม่เท่ากับศูนย์
……………….4.  การคูณและการหารมีสมบัติปิดในระบบจำนวนเต็ม
……………….5.  การบวกและการลบมีสมบัติปิดในระบบจำนวนนับ
……………….6.  เซตของจำนวนอตรรกยะมีสมบัติปิดภายใต้การบวก
……………….7.  เซตของจำนวนอตรรกยะมีสมบัติปิดภายใต้การคูณ
……………….8.  เซตของจำนวนคู่มีสมบัติปิดสำหรับการหาร
……………….9.  เซตของจำนวนที่หารด้วย 5 ลงตัว มีสมบัติปิดสำหรับการบวกและการหาร
…………… ..10.  { -1 , 0 , 1 } มีสมบัติปิดสำหรับการคูณ
……………...11.  ถ้า  a , b 
[image: image44.wmf]Î

 R   และ  a*b   =  a + b + 15  แล้ว R  มีสมบัติปิดสำหรับการกระทำ *

…………… ..12.   ระบบจำนวนเต็มมีสมบัติการสลับที่ภายใต้การคูณ
…………… ..13.  จำนวนตรรกยะมีสมบัติการจัดหมู่ภายใต้การคูณ
…………… ..14.  เซต  I - { 0 }   ไม่เอกลักษณ์การบวก
…………… ..15.  เซต  I – { 0 }  ไม่มีเอกลักษณ์การคูณ
…………… ..16.  ถ้า  a + b = 0  แล้ว  b  มีอินเวอร์สการบวก
…………… ..17.  ถ้า  
[image: image45.wmf]b

a

×

 = 1  แล้ว  b  คืออินเวอร์สการคูณของ a 

…………… ..18.  ถ้า  q  เป็นอินเวอร์สการบวกของ p  และ  2p – q = 3   แล้ว  p = 1

…………… ..19.  อินเวอร์สการคูณของ  - 
[image: image46.wmf]b
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  คือ  - 
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  เมื่อ  a , b 
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0

…………… ..20.  อินเวอร์สการคูณของ  
[image: image49.wmf]2

3

+

   คือ   
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…………… ..21.  อินเวอร์สการบวกของ  
[image: image51.wmf]b
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1

-

   คือ   
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1
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…………… ..22.  กำหนดให้  A = {a,b,c}   มี b  เป็นเอกลักษณ์การคูณ  จำได้ว่า   ab  =  a

…………… ..23.  ถ้า  mn  = 1   แล้ว แสดงว่า  n  เป็นอินเวอร์สการคูณของ  
[image: image53.wmf]m

1


…………… ..24.  กำหนดให้  a*b  =  a + b – 4   เมื่อ  a , b 
[image: image54.wmf]Î

 R   แล้ว  เอกลักษณ์ของ  *   คือ  4

…………… ..25.  กำหนดให้  a*b  =  a + b – 4   เมื่อ  a , b 
[image: image55.wmf]Î

 R   แล้ว  อินเวอร์สของ  8   คือ  1

2.3  การแก้สมการตัวแปรเดียว
       สมการตัวแปรเดียว  หมายถึง สมการที่อยู่ในรูป         
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ทฤษฎีบทเศษเหลือ
       ถ้าหารพหุนาม    P(x)  ด้วย   x  - a    เมื่อ  a  เป็นจำนวนจริงแล้ว  เศษจากการหารจะเท่ากับ  P(a)

ตัวอย่าง     P(x)  =  3x2 – 2x + 5   หารด้วย   x + 1   เหลือเศษ  P(-1)


   P(-1)  =  3(-1)2 – 2(-1) + 5



=  3 + 2 + 5



=  10


ดังนั้น    3x2 – 2x + 5   หารด้วย   x + 1   จะเหลือเศษเท่ากับ  10   


การหารสังเคราะห์     เป็นการหารพหุนามด้วยพหุนามดีกรี 1  สามารถหาผลหาร และเศษของการหารได้
ตัวอย่าง   จงหาผลหาร และเศษจากการนำ  x + 3   ไปหาร   x3- x2 – 8x + 12



       
1
-1
-8       
12
        


                              -3

-3       
12        -12 

นำ –3 คูณแถวนี้
(
1
-4
4
0              เศษ
ได้ผลลัพธ์ตามลูกศร                  ผลหาร
    
[image: image57.wmf]\

  1 ,  -4 , 4     เป็นสัมประสิทธิ์ของผลหารซึ่งเรียงตามเลขชี้กำลังของตัวแปร
   
[image: image58.wmf]\

   ผลหาร คือ   x2 – 4x + 4   เศษคือ   0


แบบฝึกหัดที่ 3

1.   กำหนด  P(x)  และ  c  ดังต่อไปนี้   จงหาเศษเมื่อหาร   P(x)   ด้วย  x – c

 
(1)  P(x)  =  x3 + 2x2
- 4x + 5      ,  c = 2


…………………………………………………………………………………………………………………


…………………………………………………………………………………………………………………


…………………………………………………………………………………………………………………


(2)  P(x)  =  -x3 + 6x2
 + 6x -3      ,  c = -2


…………………………………………………………………………………………………………………


…………………………………………………………………………………………………………………


…………………………………………………………………………………………………………………


(3)  P(x)  =  4x3 -13x + 6      ,  c = -1


…………………………………………………………………………………………………………………


…………………………………………………………………………………………………………………


…………………………………………………………………………………………………………………


(4)  P(x)  =  2x3 + 5x2 - x - 5      ,  c = 3


…………………………………………………………………………………………………………………


…………………………………………………………………………………………………………………


…………………………………………………………………………………………………………………


(5)  P(x)  =  2x4 -5x3 – x2 + 3x  + 1      ,  c = 
[image: image59.wmf]2

1



…………………………………………………………………………………………………………………


…………………………………………………………………………………………………………………


…………………………………………………………………………………………………………………

2.   จงใช้การหารสังเคราะห์หารผลหารและเศษจากการหารในแต่ละข้อต่อไปนี้

(1)   (x2-5x + 4) 
[image: image60.wmf]¸

 (x – 1)



(2)   (2x2- 7x + 3) 
[image: image61.wmf]¸

 (x + 2)


………………………………………………….
……………………………………………………...


………………………………………………….
……………………………………………………...


………………………………………………….
……………………………………………………...


………………………………………………….
……………………………………………………...


………………………………………………….
……………………………………………………...


………………………………………………….
……………………………………………………...


(3)   (x3-3x + 6) 
[image: image62.wmf]¸

 (x +3)



(4)   (6x3- 14x2 +16x + 8) 
[image: image63.wmf]¸

 (x - 
[image: image64.wmf]3

1

)


………………………………………………….
……………………………………………………...


………………………………………………….
……………………………………………………...


………………………………………………….
……………………………………………………...


………………………………………………….
……………………………………………………...


………………………………………………….
……………………………………………………...


………………………………………………….
……………………………………………………...


(5)   (6x3-14x2 + 16x + 8) 
[image: image65.wmf]¸

 (3x – 1)




………………………………………………….
……………………………………………………...


………………………………………………….
……………………………………………………...


………………………………………………….
……………………………………………………...


………………………………………………….
……………………………………………………...


………………………………………………….
……………………………………………………...


………………………………………………….
……………………………………………………...

3.    จงหาค่า   t    ที่ทำให้

(1)   x – 3    หาร  x3-4x2- x + t     ลงตัว

…………………………………………………………………………………………………………………


…………………………………………………………………………………………………………………


…………………………………………………………………………………………………………………


…………………………………………………………………………………………………………………


…………………………………………………………………………………………………………………


(2)   x – 2    หาร  2x3+ tx2-3x + 4t     ลงตัว

…………………………………………………………………………………………………………………


…………………………………………………………………………………………………………………


…………………………………………………………………………………………………………………


…………………………………………………………………………………………………………………


…………………………………………………………………………………………………………………


(3)   x +1    หาร  2tx5- x3-3x2 + t     เหลือเศษ -4

…………………………………………………………………………………………………………………


…………………………………………………………………………………………………………………


…………………………………………………………………………………………………………………


…………………………………………………………………………………………………………………


…………………………………………………………………………………………………………………


(4)   x + t    หาร  x2+ 5x –2    เหลือเศษ  -8

…………………………………………………………………………………………………………………


…………………………………………………………………………………………………………………


…………………………………………………………………………………………………………………


…………………………………………………………………………………………………………………


…………………………………………………………………………………………………………………


…………………………………………………………………………………………………………………


…………………………………………………………………………………………………………………


…………………………………………………………………………………………………………………


…………………………………………………………………………………………………………………


…………………………………………………………………………………………………………………

4.   จาก  P(x)  จงพิจารณาว่า   x – c   เป็นตัวประกอบของ  P(x)  หรือไม่  ถ้าไม่เป็น  จงหา P( c)  ถ้าเป็นจงแยก
      ตัวประกอบของ  P(x)


(1)   x – c   คือ  x + 2    และ  P(x)  =  2x3 - 3x2+ 4x + 36  


…………………………………………………………………………………………………………………


…………………………………………………………………………………………………………………


…………………………………………………………………………………………………………………


…………………………………………………………………………………………………………………


…………………………………………………………………………………………………………………


…………………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………………


(2)   x – c   คือ  x - 2    และ  P(x)  =  2x3 - 3x2- 5x + 6  


…………………………………………………………………………………………………………………


…………………………………………………………………………………………………………………


…………………………………………………………………………………………………………………


…………………………………………………………………………………………………………………


…………………………………………………………………………………………………………………


…………………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………………


(3)   x – c   คือ  x + 1    และ  P(x)  =  2x3 - x2+ 8x - 5  


…………………………………………………………………………………………………………………


…………………………………………………………………………………………………………………


…………………………………………………………………………………………………………………


…………………………………………………………………………………………………………………


…………………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………………


(4)   x – c   คือ  x + 3    และ  P(x)  =  x3 - 5x2- 16x + 80  


…………………………………………………………………………………………………………………


…………………………………………………………………………………………………………………


…………………………………………………………………………………………………………………


…………………………………………………………………………………………………………………


…………………………………………………………………………………………………………………


(5)   x – c   คือ  x + 1    และ  P(x)  =  x4 -3x3 + 4  


…………………………………………………………………………………………………………………


…………………………………………………………………………………………………………………


…………………………………………………………………………………………………………………


…………………………………………………………………………………………………………………


…………………………………………………………………………………………………………………


…………………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………………

ทฤษฎีบทตัวประกอบ (Factor theorem)
เมื่อ  P(x)  คือ พหุนาม    
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  โดยที่ n  เป็นจำนวนเต็มบวก

an , an-1 , an-2 ,…., a1 , a0    เป็นจำนวนจริง และ   an
[image: image67.wmf]¹

0

พหุนาม  P(x)    จะมี  x – c   เป็นตัวประกอบก็ต่อเมื่อ   P(c )   =  0

ตัวอย่าง      กำหนด    P(x)  =  3x3 + 4x2 + 3x + 2



(1)  จงแสดงว่า  x + 1    เป็นตัวประกอบ  P(x)



(2)  จงแยกตัวประกอบของ  P(x)

วิธีทำ          x – c    คือ   x + 1
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(หรือ เศษเมื่อหารด้วย x +1 ) 
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  P(-1)  =  0       แสดงว่า   x + 1   เป็นตัวประกอบของ  P(x)

      ดังนั้น   P(x)  =  (x + 1)(3x2+ x + 2)

ทฤษฎีบทตัวประกอบจำนวนตรรกยะ

เมื่อ  P(x)   เป็นพหุนามในรูป  
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โดยที่  n  เป็นจำนวนเต็มบวก an , an-1 , an-2 ,…., a1 , a0    เป็นจำนวนเต็มและ   a0
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 0

ถ้า   x - 
[image: image72.wmf]m

k

  เป็นตัวประกอบพหุนาม  P(x)  โดยที่  m และ  k  เป็นจำนวนเต็มซึ่ง  m 
[image: image73.wmf]¹

0  และ  ห.ร.ม.

ของ  m  และ  k  เท่ากับ  1      แล้ว  m จะเป็นตัวประกอบของ  an ,       k  จะเป็นตัวประกอบของ  a0
ตัวอย่าง     กำหนดให้  P(x)  =  18x3 + 2x2 – 26x + 6   และ   x - 
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k

   เป็นตัวประกอบของ P(x)  จงหา

(1)   m


(2)  k


(3)    x  - 
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k


วิธีทำ     (1)    m   คือตัวประกอบของ   an
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(2)   k   คือตัวประกอบของ   a0
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(3)   หา  
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k

  ที่  ห.ร.ม.  ของ  k  และ  m  เป็น  1  ได้ดังนี้
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 EMBED Equation.3  [image: image94.wmf]2

1

 , 
[image: image95.wmf]±



 EMBED Equation.3  [image: image96.wmf]2

3

 , 
[image: image97.wmf]±



 EMBED Equation.3  [image: image98.wmf]3

1

 , 
[image: image99.wmf]±



 EMBED Equation.3  [image: image100.wmf]3

2

 , 
[image: image101.wmf]±



 EMBED Equation.3  [image: image102.wmf]6

1

 , 
[image: image103.wmf]±



 EMBED Equation.3  [image: image104.wmf]9

1

 , 
[image: image105.wmf]±



 EMBED Equation.3  [image: image106.wmf]9

2

 , 
[image: image107.wmf]±
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P(x)  =  0   เมื่อ    
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แบบฝึกหัดที่ 4

1.   จงแยกตัวประกอบในแต่ละข้อ
      (1)   x3 – x2 – 8x + 12




(2)   x4 – 5x2 + 4

      ……………………………………………………
…………………………………………………….

      ……………………………………………………
…………………………………………………….

      ……………………………………………………
…………………………………………………….

      ……………………………………………………
…………………………………………………….

      ……………………………………………………
…………………………………………………….

      ……………………………………………………
…………………………………………………….

      ……………………………………………………
…………………………………………………….

(3)   x5 – 3x4 + 2x3+2x2-3x + 1



(4) x4 – 2x3 -13x2+14x + 24  

  ………………………………………………………
…………………………………………………….

      ……………………………………………………
…………………………………………………….

      ……………………………………………………
…………………………………………………….

      ……………………………………………………
…………………………………………………….

      ……………………………………………………
…………………………………………………….

      ……………………………………………………
…………………………………………………….

      ……………………………………………………
…………………………………………………….

      (5)   2x3 – 5x2 – 4x + 3



(6)   3x3 – 10x2 + 9x -2

      ……………………………………………………
…………………………………………………….

      ……………………………………………………
…………………………………………………….

      ……………………………………………………
…………………………………………………….

      ……………………………………………………
…………………………………………………….

      ……………………………………………………
…………………………………………………….

      ……………………………………………………
…………………………………………………….

      ……………………………………………………
…………………………………………………….

     (7)   6x3 + 43x2 + 27x -70



(8)  8x3-46x2-13x + 6

      ……………………………………………………
…………………………………………………….

      ……………………………………………………
…………………………………………………….

      ……………………………………………………
…………………………………………………….

      ……………………………………………………
…………………………………………………….

      ……………………………………………………
…………………………………………………….

      ……………………………………………………
…………………………………………………….

      ……………………………………………………
…………………………………………………….

      (9)   8x3 + 46x2 – 67x + 21



(10)   12x3 – 20x2 – x + 6

      ……………………………………………………
…………………………………………………….

      ……………………………………………………
…………………………………………………….

      ……………………………………………………
…………………………………………………….

      ……………………………………………………
…………………………………………………….

      ……………………………………………………
…………………………………………………….

      ……………………………………………………
…………………………………………………….

2.  จงหาเซตคำตอบสมการแต่ละข้อ
      (1)   2x2 –9x + 10  =  0



(2)   x3 – x2 - 5x –3  =  0

      ……………………………………………………
…………………………………………………….

      ……………………………………………………
…………………………………………………….

      ……………………………………………………
…………………………………………………….

      ……………………………………………………
…………………………………………………….

      ……………………………………………………
…………………………………………………….

      ……………………………………………………
…………………………………………………….

      ……………………………………………………
…………………………………………………….

     (3)   2x3 – 3x2 – 7x – 6  =  0



(4)  2x3 + 7x2 + 3x   =  0

      ……………………………………………………
…………………………………………………….

      ……………………………………………………
…………………………………………………….

      ……………………………………………………
…………………………………………………….

      ……………………………………………………
…………………………………………………….

      ……………………………………………………
…………………………………………………….

      ……………………………………………………
…………………………………………………….

      ……………………………………………………
…………………………………………………….

     (5)   x3 – 10x2 +27x – 18  =  0



(6)  2x3 -3x2 –17x + 30   =  0

      ……………………………………………………
…………………………………………………….

      ……………………………………………………
…………………………………………………….

      ……………………………………………………
…………………………………………………….

      ……………………………………………………
…………………………………………………….

      ……………………………………………………
…………………………………………………….

      ……………………………………………………
…………………………………………………….

      ……………………………………………………
…………………………………………………….

     (7)   6x3 + 61x2 +60x   =  27



(8)  x4 - x3 - 7x2 -14x - 24   =  0

      ……………………………………………………
…………………………………………………….

      ……………………………………………………
…………………………………………………….

      ……………………………………………………
…………………………………………………….

      ……………………………………………………
…………………………………………………….

      ……………………………………………………
…………………………………………………….

      ……………………………………………………
…………………………………………………….

      ……………………………………………………
…………………………………………………….

      (9)   x4- x3 – 19x2 + 49x – 30  =  0


(10)   x4- 16x3 + 86x2 - 176x + 105   =  0

      ……………………………………………………
…………………………………………………….

      ……………………………………………………
…………………………………………………….

      ……………………………………………………
…………………………………………………….

      ……………………………………………………
…………………………………………………….

      ……………………………………………………
…………………………………………………….

      ……………………………………………………
…………………………………………………….

      ……………………………………………………
…………………………………………………….

4.  สมบัติเกี่ยวกับการเท่ากันของจำนวนจริง

ให้  a , b 
[image: image114.wmf]Î

R   


1.  สมบัติการสะท้อน       a  = a


2.  สมบัติการสมมาตร     ถ้า  a = b   แล้ว   b = a


3.  สมบัติการถ่ายทอด     ถ้า  a = b  และ  b = c   แล้ว   a  =  c


4.  สมบัติการบวกด้วยจำนวนที่เท่ากัน   ถ้า  a = b  แล้ว   a + c  =  b + c


5.  สมบัติการคูณด้วยจำนวนที่เท่ากัน     ถ้า  a = b  แล้ว   ac  =  bc


6.  สมบัติการตัดออกด้วยจำนวนที่เท่ากัน    

      ถ้า   a + c   =   b + c        แล้ว   a = b 

      ถ้า   
[image: image115.wmf]c

a

×

  =   
[image: image116.wmf]c

b

×

        แล้ว   a = b

สมบัติเกี่ยวกับการไม่เท่ากันของจำนวนจริง

ให้   a , b , c , d 
[image: image117.wmf]Î

R        สมบัติที่สำคัญ  เช่น

1.   ถ้า  a และ  b   เป็นจำนวนจริง  แล้ว  a = b  ,  a < b  ,  และ  a > b    จะเป็นจริงเพียงอย่างใดอย่างหนึ่ง

2.   ถ้า  a < b   และ  b < c   แล้ว   a < c


3.   ถ้า  a < b   แล้ว  a + c  <  b + c  


4.   ถ้า  a < b   และ  c > 0  แล้ว   ac < bc


5.   ถ้า  a < b   และ  c < 0   แล้ว  ac > bc


6.   ถ้า  0 < a < b   แล้ว   
[image: image118.wmf]b

1

a

1

>

 


7.   ถ้า    a < b < 0  แล้ว   
[image: image119.wmf]b

1

a

1

>


8.   ถ้า  a < b  และ  c < d    แล้ว  a + c   <  b + d

9.  ถ้า   a < b  และ  c < d   แล้ว  a – d < b – c 

           10.   ถ้า  0 < a < b   และ   0 < c < d   แล้ว  0 < ac < bd

           11.   ถ้า  a < b < 0   และ  c < d < 0   แล้ว  ac > bd > 0

           12.   ถ้า   0 < a < b    และ  0 < c < d  แล้ว  0 < 
[image: image120.wmf]d

a

 < 
[image: image121.wmf]c

b

 

           13.   ถ้า  a < b < 0  และ  c < d < 0  แล้ว   
[image: image122.wmf]d

a


 >  
[image: image123.wmf]c

b

  >  0

แบบฝึกหัดที่ 5

ข้อต่อไปนี้ข้อใดจริงให้เขียนเครื่องหมาย  (ข้อใดเท็จให้เขียนเครื่องหมาย  (  ลงหน้าข้อ
…………….. 1.    a = b  ก็ต่อเมื่อ  ab  =  ba

…………….. 2.    a = b  ก็ต่อเมื่อ  ac  =  bc    เมื่อ c  เป็นจำนวนจริงใดๆ
…………….. 3.    a = b  ก็ต่อเมื่อ  a2  =  b2

…………….. 4.    a = b  ก็ต่อเมื่อ  (a-b)n  =  0   เมื่อ    n  เป็นจำนวนเต็มบวกใดๆ
…………….. 5.    ถ้า   an = bn  สำหรับเลขจำนวนเต็ม  n  ใดๆ    แล้ว  a = b

…………….. 6.    a 
[image: image124.wmf]Î

R  ถ้า  a 
[image: image125.wmf]³

 0  แล้ว  a2 
[image: image126.wmf]³

 0

…………….. 7.    ถ้า   a > 0   แล้ว  a2 
[image: image127.wmf]³

 a

…………….. 8.    ถ้า   a >  b  และ  c > d  แล้ว   a - c  >  b - d

…………….. 9.    ถ้า   x + y  >  0   แล้ว  x > 0  และ  y > 0

……………..10..  ถ้า   x + y  >  y + z   และ   x > 0  แล้ว   y > z

……………..11.   ถ้า  ac > bc   แล้ว  a  >  b 

……………..12.    ถ้า   a  >  b   และ  c > d    แล้ว   ac  > bd

.…………….13.   ถ้า   a  <  b   แล้ว   
[image: image128.wmf]b

1

a

1

>


……………..14.    ถ้า   a > b  และ   a , b 
[image: image129.wmf]¹

0    แล้ว     
[image: image130.wmf]b

1

a

1

<


……………..15.     ถ้า  a2 <  b2    แล้ว   | a |  <  | b |

……………..16.    y  > z   ก็ต่อเมื่อ  x – y  >  x – z   และ   x  > 0

……………..17.    ถ้า    x > y > 0   แล้ว    xn  >  yn > 0  ไม่ว่า  n จะเป็นจำนวนเต็มใดๆ
……………..18.    ถ้า  a  > 0 , b > 0  และ   a 
[image: image131.wmf]¹

b  แล้ว   
[image: image132.wmf]a

b

b

a

+

   <  2   เสมอ
……………..19.    ถ้า  a > 0   แล้ว  a + 
[image: image133.wmf]a

1

  >  2

…………….20.     ถ้า  a > 0  ,  b > 0  ,  a
[image: image134.wmf]¹

b  แล้ว    
[image: image135.wmf]2

1

(a2+b2)  >  ab

ช่วงและอสมการ

ช่วง   คือ สับเซตของจำนวนจริงที่ไม่สามารถเขียนแบบแจกแจงสมาชิกได้  ช่วงของจำนวนจริง
a และ  b   เมื่อ  a < b    แบ่งเป็น  2  แบบ  ดังนี้ คือ

1.  ช่วงจำกัด    มี  4 แบบ  ต่างกัน  โดยมีความหมายและเขียนแทนได้ด้วยเส้นจำนวน ดังนี้


     1.  ช่วงเปิด  (a , b)  หมายถึง  { x | a < x < b}


      a                                     b



     2.  ช่วงปิด  [ a , b ]  หมายถึง { x | a 
[image: image136.wmf]£

 x 
[image: image137.wmf]£

 b }
                                  a                                   b



     3.  ช่วงครึ่งเปิด  (a , b ]  หมายถึง { x | a < x 
[image: image138.wmf]£

 b }                               a                                   b



     4.  ช่วงครึ่งเปิด  [ a , b ) หมายถึง { x | a 
[image: image139.wmf]£

 x  < b }                               a                                   b


2.  ช่วงอนันต์     มี  5  แบบต่างกัน คือ

     1.  ช่วง  (a ,
[image: image140.wmf]¥

)    หมายถึง  { x | x > a}


                    a                                     


     2.  ช่วง  [ a , 
[image: image141.wmf]¥

)  หมายถึง { x |  x 
[image: image142.wmf]³

 a }
                                  a                                   


     3.  ช่วง  (-
[image: image143.wmf]¥

,a )  หมายถึง { x | x  < a }                                                a                 


     4.  ช่วง (-
[image: image144.wmf]¥

, a ]  หมายถึง { x | x 
[image: image145.wmf]£

 a }                                               a           


     5.   ช่วง  (-
[image: image146.wmf]¥

,
[image: image147.wmf]¥

)  หมายถึง  {x | x 
[image: image148.wmf]Î

R }

 แบบฝึกหัดที่ 6

1.   จงเขียนช่วงต่อไปนี้ในรูปเซต  พร้อมทั้งเขียนแต่ละช่วงด้วยกราฟบนเส้นจำนวน
       (1)   ( 2 , 5 )   =  ……………………………………………………………………

       (2.)   [ -3,4 ]   =  ……………………………………………………………………


       (3.)   ( -3,7 ]   =  ……………………………………………………………………


       (4.)   [ -2,3 )   =  ……………………………………………………………………


       (5.)   ( -
[image: image149.wmf]¥

,-3 ]   =  …………………………………………………………………


       (6.)   ( 4, 
[image: image150.wmf]¥

)     =  …………………………………………………………………


2.   จงเขียนช่วงแทนเซตของจำนวนจริงในแต่ละข้อต่อไปนี้
 
(1)   { x | x > 4 }  =  ……………………
(2)  { x | 2 
[image: image151.wmf]£

 x 
[image: image152.wmf]£

 8 }  =  ……………………..


(3)   { x | -7 <  x 
[image: image153.wmf]£

5 }  =  ……………..
(4)  { x |  x 
[image: image154.wmf]£

 -3 }        =  ……………………..


(5)   { x |  5 < x < 9}     =  ……………..
(6)  { x | 1 
[image: image155.wmf]£

  x  < 5 }  =  ……………………..

3.   จงเติม  
[image: image156.wmf]Î

  และ  
[image: image157.wmf]Ï

 ลงในช่องว่าง

(1)   6    …………… (2,6)
(2)      -3    ………… [ -3, 5 ]



(3)   -2   ……………[-3,
[image: image158.wmf]¥

)
(4)   
[image: image159.wmf]10

 ………… [ -3, 5 ]



(5)   -
[image: image160.wmf]5

2

…………… (-1,4 ]
(2)    
[image: image161.wmf]4

7

    ………… [ -1, 2 )


4.   กำหนดเอกภพสัมพัทธ์ คือ เซตของจำนวนจริง  A = ( 2 , 5 )   , B = (-1 , 9 ]   , C = (-3, 
[image: image162.wmf]¥

)

     จงหาเซตต่อไปนี้ในรูปช่วง

(1)   
[image: image163.wmf]A

¢

       =  ……………………………
(2)   
[image: image164.wmf]B

¢

          =  ………………………………


(3)   
[image: image165.wmf]C

¢

          =  ……………………………
(4)   A
[image: image166.wmf]Ç
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อสมการ

1.  การแก้อสมการที่ตัวแปรมีเลขชี้กำลังเท่ากับหนึ่ง   ทำเช่นเดียวกับการแก้สมการ  แต่ต้องระมัดระวังการคูณ
ด้วยจำนวนลบ เพราะจะทำให้เครื่องหมายของอสมการเปลี่ยนแปลงได้

2.  การแก้อสมการที่ตัวแปรมีเลขชี้กำลังตั้งแต่สองขึ้นไป   มีวิธีทำโดยทั่วไปดังนี้  คือ


1.  จัดข้างใดข้างหนึ่งของอสมการให้เป็นศูนย์


2.  แยกตัวประกอบ โดยให้ตัวประกอบมีตัวแปรที่มีเลขชี้กำลังเท่ากับหนึ่ง และสัมประสิทธิ์หน้าตัวแปร

             ต้องเป็นจำนวนบวกเสมอ


3.  เมื่อได้ตัวประกอบในรูป    (a1x – b1)( a2x – b2)(a3x – b3) . . . (anx – bn)   <   0   



             หรือ                                    (a1x – b1)( a2x – b2)(a3x – b3) . . . (anx – bn)   >   0   




    เมื่อ    
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j   (นั่นคือตัวประกอบต้องไม่ซ้ำกัน)  แล้ว หาเซตคำตอบของ


      (a1x – b1)( a2x – b2)(a3x – b3) . . . (anx – bn)   =     0
………….. (*)



4.   เขียนกราฟของเซตคำตอบของสมการ  (* ) หรือค่าของ  x  ที่ทำให้อสมการ เป็นศูนย์ ลงบนเส้น


      จำนวน   จะได้
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5.   ใส่เครื่องหมาย  +  ,       สลับกันไปในแต่ละช่วง  โดยเริ่มจากขวามือสุดของอสมการ   เช่น
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6.   เซตคำตอบของอสมการ   (a1x – b1)( a2x – b2)(a3x – b3) . . . (anx – bn)   <   0  คือ ยูเนียนของช่วง


     ที่มีเครื่องหมายลบทั้งหมด


7.   เซตคำตอบของอสมการ   (a1x – b1)( a2x – b2)(a3x – b3) . . . (anx – bn)   >   0  คือ ยูเนียนของช่วง


     ที่มีเครื่องหมายบวกทั้งหมด
ตัวอย่าง       จงแก้อสมการ     x3 – x2  
[image: image180.wmf]³

   2x



วิธีทำ 
        x3 – x2 – 2x    
[image: image181.wmf]³

    0                  …..จัดข้างใดข้างหนึ่งของอสมการให้เป็นศูนย์


       x(x2- x –2)       
[image: image182.wmf]³

    0



      x(x – 2)(x +1)   
[image: image183.wmf]³

    0                  ….แยกตัวประกอบ



นำค่า  x  ที่ทำให้อสมการเป็นศูนย์  คือ  2, 0 , -1   ไปเขียนกราฟลงบนเส้นจำนวน  แล้วใส่เครื่องหมาย

 +   ,         โดยเริ่มจากขวามือสุดของอสมการสลับกันไปในแต่ละช่วง  ดังนี้
                                                         -         +          -            +





      -1          0          2


          เซตคำตอบของอสมการ   x (x – 2)(x + 1)   
[image: image184.wmf]³

   0   คือยูเนียนของช่วงที่มีเครื่องหมายบวกทั้งหมด

          คือ    [-1,0] 
[image: image185.wmf]È

 [2,
[image: image186.wmf]¥

)                ตอบ
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1.   จงหาเซตคำตอบของอสมการในข้อต่อไปนี้

(1)   -2 < x + 3 < 6
(2)   -5  
[image: image187.wmf]£

  
[image: image188.wmf]2

x

3

4

-

  <  1


………………………………………………
…………………………………………………….


………………………………………………
…………………………………………………….


………………………………………………
…………………………………………………….


………………………………………………
…………………………………………………….


………………………………………………
…………………………………………………….


………………………………………………
…………………………………………………….


(3)    x – 9 
[image: image189.wmf]£

 6 – 4x  <  3x – 4
(4)   x - 
[image: image190.wmf]2

3

x

4

+

 
[image: image191.wmf]£

 5x – 1 
[image: image192.wmf]£

 3x - 
[image: image193.wmf]2

1



………………………………………………
…………………………………………………….


………………………………………………
…………………………………………………….


………………………………………………
…………………………………………………….


………………………………………………
…………………………………………………….


………………………………………………
…………………………………………………….


………………………………………………
…………………………………………………….

2.    จงหาเซตคำตอบของอสมการในแต่ละข้อต่อไปนี้

(1)   (x – 3)(x – 4)   >  0
(2)    (x – 4)(x + 5)  <  0


………………………………………………
…………………………………………………….


………………………………………………
…………………………………………………….


………………………………………………
…………………………………………………….


………………………………………………
…………………………………………………….


………………………………………………
…………………………………………………….


………………………………………………
…………………………………………………….

      (3)   (x + 4)(x – 8)  
[image: image194.wmf]³

  0
(4)   (x – 2)(x + 4)   
[image: image195.wmf]£

   0


………………………………………………
…………………………………………………….


………………………………………………
…………………………………………………….


………………………………………………
…………………………………………………….


………………………………………………
…………………………………………………….


………………………………………………
…………………………………………………….


………………………………………………
…………………………………………………….

       (5)   (3x – 5)(2x – 3)  >  0
(6)   (2x + 1)(4x – 5)  
[image: image196.wmf]£

  0


………………………………………………
…………………………………………………….


………………………………………………
…………………………………………………….


………………………………………………
…………………………………………………….


………………………………………………
…………………………………………………….


………………………………………………
…………………………………………………….


………………………………………………
…………………………………………………….

       (7)   (x +1)(x + 2)(x – 3)  >  0
(8)   (x - 4)(x + 5)(x + 4)  
[image: image197.wmf]£

  0


………………………………………………
…………………………………………………….


………………………………………………
…………………………………………………….


………………………………………………
…………………………………………………….


………………………………………………
…………………………………………………….


………………………………………………
…………………………………………………….


………………………………………………
…………………………………………………….

       (9)   (2x +1)(3x – 2)(x +1)(x + 3)   
[image: image198.wmf]³

  0
(10)    (3x + 1)(2x – 3)(x +3)(x -4)  <  0


………………………………………………
…………………………………………………….


………………………………………………
…………………………………………………….


………………………………………………
…………………………………………………….


………………………………………………
…………………………………………………….


………………………………………………
…………………………………………………….


………………………………………………
…………………………………………………….

       (11)   (3 – x)(x +2)(x -4)   <   0
(12)   (2 - x )(3 – x)(2x + 1)  
[image: image199.wmf]³
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………………………………………………
…………………………………………………….


………………………………………………
…………………………………………………….


………………………………………………
…………………………………………………….


………………………………………………
…………………………………………………….


………………………………………………
…………………………………………………….


………………………………………………
…………………………………………………….

       (13)    x 2  <  4
(14)   x2    
[image: image200.wmf]³

   2x
………………………………………………
…………………………………………………….


………………………………………………
…………………………………………………….


………………………………………………
…………………………………………………….


………………………………………………
…………………………………………………….


………………………………………………
…………………………………………………….


………………………………………………
…………………………………………………….

       (15)   3x2+ 4  
[image: image201.wmf]£

   13x
(16)   6x2 –19x   >  -10


………………………………………………
…………………………………………………….


………………………………………………
…………………………………………………….


………………………………………………
…………………………………………………….


………………………………………………
…………………………………………………….


………………………………………………
…………………………………………………….


………………………………………………
…………………………………………………….

      (17)   x3 – x2  
[image: image202.wmf]³

   2x
(18)   (2x2 – x –3)(x –3)(x2 –3x –10)   <   0


………………………………………………
…………………………………………………….


………………………………………………
…………………………………………………….


………………………………………………
…………………………………………………….


………………………………………………
…………………………………………………….


………………………………………………
…………………………………………………….


………………………………………………
…………………………………………………….

      (19)   2x3 - 3x2- 5x + 6  >  0
(20)    x3- 10x2 + 27x – 18   <    0


………………………………………………
…………………………………………………….


………………………………………………
…………………………………………………….


………………………………………………
…………………………………………………….


………………………………………………
…………………………………………………….


………………………………………………
…………………………………………………….


………………………………………………
…………………………………………………….
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จงหาเซตคำตอบของอสมการในข้อต่อไปนี้
(1)    3x2 + 6    >   0
(2)   3x2 + 6  <  0

………………………………………………..
…………………………………………………….

………………………………………………..
…………………………………………………….

………………………………………………..
…………………………………………………….

(3)   (x2+1)(x – 3)   >  0
(4)   (2 – x2)(x2 + 2)  <   0

………………………………………………..
…………………………………………………….

………………………………………………..
…………………………………………………….

………………………………………………..
…………………………………………………….

………………………………………………..
…………………………………………………….

………………………………………………..
…………………………………………………….

(5)   (x – 2)2(3x – 5)   >   0
(6)   (x – 8)2(x2+1)(x – 3)   >   0

………………………………………………..
…………………………………………………….

………………………………………………..
…………………………………………………….

………………………………………………..
…………………………………………………….

………………………………………………..
…………………………………………………….

………………………………………………..
…………………………………………………….

(7)   (x+3)2(2x –5)2(x2+3)(x +1)(x - 8)   
[image: image203.wmf]³
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(8)   (x + 5)(x + 6)(x -8)3(x + 4)8     
[image: image204.wmf]£
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………………………………………………..
…………………………………………………….

………………………………………………..
…………………………………………………….

………………………………………………..
…………………………………………………….

………………………………………………..
…………………………………………………….

………………………………………………..
…………………………………………………….

(9)   x2 + 4x + 5    >    0
(10)    x2 + 4x +5   <    0

………………………………………………..
…………………………………………………….

………………………………………………..
…………………………………………………….

………………………………………………..
…………………………………………………….

………………………………………………..
…………………………………………………….

………………………………………………..
…………………………………………………….
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2.6   ค่าสัมบูรณ์ ( Absolute  value)



  บทนิยาม    ถ้า  x  เป็นจำนวนจริงใดๆ  ค่าสัมบูรณ์ของ  x   เขียนแทนด้วยสัญลักษณ์  | x |   โดยมีความหมาย

  ดังนี้  คือ  


                                          
x   ถ้า  x  
[image: image216.wmf]³

  0



                                                            | x |  =   



                                         
- x  ถ้า  x   <  0  


สมบัติของค่าสัมบูรณ์

กำหนด  x , y  เป็นจำนวนจริงใด ๆ และ  a  เป็นจำนวนจริงบวก

1.   | x |  
[image: image217.wmf]³

  0


2.   | x |  =  | -x |


3.   | xy |  =  |x| |y|


4.  
[image: image218.wmf]|

|

y

x

 = 
[image: image219.wmf]|

|

|

|

y

x

    , y 
[image: image220.wmf]¹

 0


5.   | x – y |   =  | y – x |


6.   | x2 |  =  | x |2  =  x2 


7.   | x |  =  | y |   ก็ต่อเมื่อ   x = y  หรือ   x = - y


8.   | x |  =  
[image: image221.wmf]2

x

     


9.   | x + y |  =  | x | + | y |   ก็ต่อเมื่อ  xy  
[image: image222.wmf]³

  0

     10.   | x - y | 
[image: image223.wmf]³

  | x | - | y |    

     11.   | x |  
[image: image224.wmf]£

   a     ก็ต่อเมื่อ   - a 
[image: image225.wmf]£

 x 
[image: image226.wmf]£

 a

     12.   | x |  
[image: image227.wmf]³

  a       ก็ต่อเมื่อ    x  
[image: image228.wmf]£

 - a  หรือ   x  
[image: image229.wmf]³

  a



     13.   | x + y |  
[image: image230.wmf]£

  | x | + | y |

     14.   | x – y |  
[image: image231.wmf]³

  | x | - | y  |
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1.
จงพิจารณาข้อความในแต่ละข้อต่อไปนี้  ข้อใดจริงให้เขียนเครื่องหมาย  ( และข้อใดไม่จริงให้เขียน

เครื่องหมาย  (   

………….. (1)   | 3+8 |  =  | 3 | + | 8 |

………….. (2)   | 6-5 |  =  | 6 | - | 5 |

………….. (3)   | 3-9 |  =  | 9-3 |

………….. (4)   | -4 | 2  =  | 4 |2 

………….. (5)   
[image: image232.wmf]|

|

3

5

   =   
[image: image233.wmf]|

|

|

|

3

5


………….. (6)   ถ้า  | x | + | y |  =  | x + y |    แสดงว่า   xy  
[image: image234.wmf]³

  0

………….. (7)   | x |  
[image: image235.wmf]³

 x   เมื่อ  x  เป็นจำนวนจริงใดๆ
………….. (8)   | x | 
[image: image236.wmf]£

 a   ก็ต่อเมื่อ  - a  
[image: image237.wmf]£

 x 
[image: image238.wmf]£

 a    เมื่อ  a  เป็นจำนวนจริงใดๆ
………….. (9)  ถ้า  x  
[image: image239.wmf]³

  0    แล้ว    | x |  =  x 

………….. (10)  ถ้า   a  <  b   แล้ว   | a |  <  | b |

………….. (11)   ถ้า  | a |  <  | b |   แล้ว  a2< b2
………….. (12)   ถ้า   0 < a < b   แล้ว  | a | < | b |

2.  จงหาคำตอบของสมการในแต่ละข้อ


           รูปแบบ    | f(x) |  =  0    สรุป   f(x) = 0


                หรือ    | f(x) |  =  a   เมื่อ   a  เป็นจำนวนจริงบวก  สรุป  f(x) = 
[image: image240.wmf]±

a

(1)   | x + 8 |  =  0
(2)   |x – 4 | + | 4 – x |  =  0

…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


(3)   | 5 - 2x |  =  9
(4)   |x2+ 2x + 2 |  =  1

…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….




           รูปแบบ    | f(x) |  =  a    เมื่อ   a  <  0


                สรุปได้ว่า เซตคำตอบ คือ       
[image: image241.wmf]f


(5)   | 4x + 3 |  =  -3
(6)   |6x – 4 | + 2  =  0

…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….




           รูปแบบ    | f(x) |  =  g(x)


                สรุปได้ว่า  f(x)  =  g(x)   หรือ  f(x)  = - g(x)


         **  คำตอบที่ได้ให้นำมาตรวจคำตอบด้วยทุกครั้ง **

(7)    | 3x – 2 |  =  x + 4
(8)   | x + 3 |   =   2x

…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


(9)   | x + 2 |  =  - x + 3
(10)    | 2x + 3 |  =  3x – 5

…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….




           รูปแบบ    | f(x) |  =  f(x)


                สรุปได้ว่า  f(x)  
[image: image242.wmf]³

  0

(11)   | x + 4 |  =  x + 4 
(12)   | 2x – 1 |  =  2x – 1

…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


(13)   | 5 – x |   =  5 – x
(14)   | x2-3x – 10 |  =  x2- 3x – 10 

…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


(15)   | 4x2+ 10x – 6 |   =   4x2+ 10x – 6
(16)   | x3- 8 |  =  x3 – 8

…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….




           รูปแบบ    | f(x) |  =  - f(x)


                สรุปได้ว่า  f(x)  
[image: image243.wmf]£

  0

(17)   | x – 3 |  =  3 – x 
(18)   | 2x – 5 |  =  5 – 2x 

…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


(19)   | x2 – 3x – 4 |  =   3x + 4 – x2
(20)   | x2+ 3x – 4 | + 3x  =  4 – x2

…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….



           รูปแบบ    | f(x) | + | g(x) |  =  | f(x) + g(x) |


                สรุปได้ว่า 
[image: image244.wmf])

(

)

(

x

g

x

f

×

  
[image: image245.wmf]³

  0

(21)   | x + 3 | + | x + 2 |  =  | 2x + 5 |
(22)   | x + 7 | + | x – 4 |   =   | 2x + 3 |

…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


(23)   | 2x + 7 | + | x – 4 |  =  | 3x + 3 |
(24)   | 3x – 5 | + | 2x – 3 |  =  | 5x – 8 | 

…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….




           รูปแบบ    | f(x) |  –  | g(x) |  =  | f(x)  –  g(x) |


                สรุปได้ว่า 
[image: image246.wmf])

(

)

(

x

g

x

f

×

  
[image: image247.wmf]³

  0   และ  | f(x) |  
[image: image248.wmf]³

  | g (x) |

(25)   | x – 5 | - | x |  =  5
(26)   | 2x + 3 | - | x + 4 |   =   | x – 1 |

…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….




         รูปแบบอื่นๆ     สามารถใช้สมบัติค่าสัมบูรณ์ แก้สมการได้ 

(27)    
[image: image249.wmf]1

x

x

-

|

|

|

|

  =   2
(28)   | x |2 – 9| x | + 20   =   0

…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


3.  จงหาคำตอบของอสมการในแต่ละข้อ


         รูปแบบ      | f(x) |   
[image: image250.wmf]£

  a   สรุปได้ว่า   - a  
[image: image251.wmf]£

 f(x) 
[image: image252.wmf]£

  a


           หรือ         | f(x) |    <   a   สรุปได้ว่า   - a  <  f(x)   < a  

(1)   | x |  <  3
(2)   | 2 – 3x |  
[image: image253.wmf]£

  5

…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


(3)   | x – 5 |  
[image: image254.wmf]£

  4
(4)   | 2x + 7 |  <  2

…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….




         รูปแบบ      | f(x) |    
[image: image255.wmf]³

  a   สรุปได้ว่า f(x) 
[image: image256.wmf]£

 -a  หรือ f(x) 
[image: image257.wmf]³

 a


           หรือ         | f(x) |    >   a   สรุปได้ว่า   f(x)  < - a  หรือ  f(x) >  a 

(5)   | x |  >  6
(6)   | 5 – 2x |  >  3

…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….

(7)   | 2x – 3 |  
[image: image258.wmf]³

  5
(8)   | x2 – x  - 1 |   
[image: image259.wmf]³

  5

…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….




         รูปแบบ      | f(x) |    < 0    หรือ    | f(x) | < a     เมื่อ  a  
[image: image260.wmf]Î

 R-

                      สรุปได้ว่า   คำตอบ   
[image: image261.wmf]f

 

(9)   | x |  <  0  
(10)   | x – 4 |  <  0

…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


(11)   | 3x + 3 |  <  - 2
(12)   | 2x + 3 | + 5  <  0

…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….




         รูปแบบ      | f(x) |    
[image: image262.wmf]³

  0       หรือ      | f(x) |  >  a     เมื่อ   a
[image: image263.wmf]Î

 R-

             สรุปได้ว่า   เซตคำตอบคือ   R 

(13)   | 3x + 2 |  
[image: image264.wmf]³

  0
(14)   | 2 + 3x |  >  0

…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….




         รูปแบบ      | f(x) |    < | g(x) |

             สรุปได้ว่า   (f(x) – g(x)) (f(x) + g(x))  <  0 

(15)   | x – 1 |  <  | x – 2 |
(16)   | 5x + 3 |  
[image: image265.wmf]£

  | 6 – 2x |

…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….

…………………………………………………
……………………………………………………….

…………………………………………………
……………………………………………………….

…………………………………………………
……………………………………………………….

…………………………………………………
……………………………………………………….



         รูปแบบ     a  <   | f(x) |    <    b

                สรุปได้ว่า  a <  | f(x) |  และ  | (f(x) |   <  b  

(17)   2  <  | x |  <  5
(18)   - 1 
[image: image266.wmf]£

   | x + 3 |  
[image: image267.wmf]£

  3

…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….

…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….



          รูปแบบอื่นๆ     ที่ใช้สมบัติการแก้อสมการ
(19)   
[image: image268.wmf]2

1

x

x
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|

|
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|


(20)   
[image: image269.wmf]x

1

x

x

1

3

-

<

-

-
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|


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….


…………………………………………………
……………………………………………………….

2.7 สมบัติความบริบูรณ์    เรียกอีกอย่างหนึ่งว่า  สัจพจน์การมีขอบเขตบนน้อยสุด (List upper bound axiom)



 บทนิยาม   ให้  S 
[image: image270.wmf]Ì

 R  จะกล่าวว่า จำนวนจริง  U   จะเป็นขอบเขตบนของ S  ก็ต่อเมื่อ  U  ไม่น้อยกว่า
                         สมาชิกใดๆ ของ S 



 บทนิยาม   ถ้า  S 
[image: image271.wmf]Ì

 R  a  จะเป็นขอบเขตบนน้อยสุด (least upper bound) ของ S  ก็ต่อเมื่อ  

                         1.    a   เป็นขอบเขตบนของ   S


                  2.   ถ้า  u  เป็นขอบเขตบนของ  S  จะได้ว่า  a 
[image: image272.wmf]£

  u



เช่น   ถ้า  S = { -1 , 0 , 1 , 2 }  ขอบเขตบนของ  S คือ  [2 , 
[image: image273.wmf]¥

)      จำนวนที่มากกว่าหรือเท่ากับ 2


            และขอบเขตบนน้อยสุดของ S  คือ  2



*** ข้อสังเกต    
[image: image274.wmf]f

  มีขอบเขตบนเสมอ  แต่ไม่มีขอบเขตบนน้อยสุด
สมบัติของจำนวนเต็ม

บทนิยาม    จำนวนเต็ม  n  ซึ่งไม่เท่ากับศูนย์จะหารจำนวนเต็ม  m  ลงตัวก็ต่อเมื่อ  มีจำนวนเต็ม c  ซึ่ง

                   m  =  nc


                  ใช้   n | m   แทน  “ n  หาร  m  ลงตัว ”    เช่น   4 | 8


                   ใช้  n     m  แทน  “ n  หาร m  ไม่ลงตัว ”   เช่น  4 | 6 


ทฤษฎีบทที่  1    ถ้า  a | b   และ  b | c   แล้ว   a | c


ทฤษฎีบทที่  2    ถ้า  a และ b  เป็นจำนวนเต็มบวก ซึ่ง  a | b  จะได้   a 
[image: image275.wmf]£

 b


ทฤษฎีบทที่  3   ถ้า  a , b  และ  c เป็นจำนวนเต็มซึ่ง  a | b  และ  a | c  จะได้  a | (bx + cy)   โดยที่  x และ y

                                 เป็นจำนวนเต็มใดๆ
จำนวนเฉพาะ  (prime  numbers)

บทนิยาม    จำนวนเต็ม  p 
[image: image276.wmf]¹

 0  จะเป็นจำนวนเฉพาะก็ต่อเมื่อ   p 
[image: image277.wmf]¹

 1,-1   และจำนวนเต็ม  x  หาร  p  ลงตัว

                   จะได้   x 
[image: image278.wmf]Î

 {1 , -1 , p , -p }  เช่น  409  เป็นจำนวนเฉพาะ 

                                                                ไม่มีจำนวนเฉพาะที่น้อยกว่า  
[image: image279.wmf]409

 ไปหาร  409 ได้ลงตัว

                  เรียกจำนวนเต็ม  x  ที่ไม่เป็นจำนวนเฉพาะ และไม่ใช่  0 , 1 , -1  ว่า จำนวนประกอบ

ทฤษฎีบทที่  4    (หลักการมีตัวประกอบชุดเดียว)



จำนวนเต็ม  n  ที่มากกว่า 1  สามารถแยกตัวประกอบเฉพาะดังต่อไปนี้ได้รูปแบบเดียว


n  =   
[image: image280.wmf]k

2

1

c

k

c

2

c

1

p

p

p

...

×

   ซึ่ง   
[image: image281.wmf]k

2

1

p

p

p

<

<

<

...

   ทุกตัวเป็นจำนวนเฉพาะ

ทฤษฎีบทที่  5     ขั้นวิธีการหาร  (Division  algorithm)



ให้  m  และ  n  เป็นจำนวนเต็ม  n 
[image: image282.wmf]¹

0  จะมีจำนวนเต็ม  q  และ  r  ชุดเดียว  ซึ่ง


m  =  nq + r   โดย   0 
[image: image283.wmf]£

  r  <  | n |            เรียก  q  ว่าผลหาร  และ เรียก  r  ว่า เศษ

              เช่น   5  หาร  -28  จะได้   -28 = (5)(-6) + 2     เรียก –6 ว่า ผลหาร  และเรียก  2  ว่า เศษ   


บทนิยาม    จำนวนเต็ม  a  จะเป็นจำนวนคู่ ก็ต่อเมื่อ  สามารถเขียน   a  =  2m   เมื่อ  m  เป็นจำนวนเต็ม

 
จำนวนเต็ม  a  จะเป็นจำนวนคี่ ก็ต่อเมื่อ สามารถเขียน    a  =  2m + 1 เมื่อ m เป็นจำนวนเต็ม


เช่น      6 เป็นจำนวนคู่  เพราะ  6 = 2(3)     :          9 เป็นจำนวนคี่ เพราะ  9 = 2(4) + 1


บทนิยาม  
กำหนดจำนวนเต็ม  a , b ซึ่ง  a2+ b2 
[image: image284.wmf]¹

 0   จำนวนเต็มบวก  d  จะเป็นตัวหารร่วมมาก (ห.ร.ม.)



ของ   a , b   ก็ต่อเมื่อ   



1.   d | a   และ  d | b



2.   ถ้า   c  เป็นจำนวนเต็ม  ซึ่ง  c | a  และ  c | b  จะได้ว่า   c | d



ห.ร.ม.  ที่เป็นบวกของ  a , b  ใช้สัญลักษณ์แทนด้วย  ( a , b )



จาก  d = ( a , b)  เราสามารถเขียน  d  ในรูปผลรวมเชิงเส้นของ  a และ b  ได้ดังนี้


d  =  ax + by    เมื่อ   x , y  
[image: image285.wmf]Î

 I



เช่น   8 =  (88 , 64 )      
[image: image286.wmf]\

 ผลรวมเชิงเส้นของ 88 และ 64  คือ  8  = (88)(3) + (64)(-4)



เราสามารถเขียนในรูปผลรวมเชิงเส้นของ  a  และ  b ได้ ดังนี้


1   =    ax + by



กรณีที่   ( a , b )  =  1    เราเรียก  a ,  b    ว่าจำนวนเฉพาะสัมพัทธ์  (Relatively  primes)


ทฤษฎีบทที่  6     กำหนดจำนวนเต็ม  m , n  และจำนวนเฉพาะ  p  



ถ้า    p | mn  จะได้   p | m    หรือ   p | n


ทฤษฎีบทที่  7   ถ้า  d  =  ( m , n )  และ   m  =  Md  ,  n  =  Nd   จะได้    1  =  ( M , N )


บทนิยาม      ให้  m  และ  n  เป็นจำนวนเต็มที่ไม่เป็นศูนย์  c  จะเป็นตัวคูณร่วมน้อย  (ค.ร.น. )  ของ  



m  และ  n   ก็ต่อเมื่อ  



1.   m | c  และ   n | c



2.   ถ้า  a  เป็นจำนวนเต็มซึ่ง  m | a   และ  n | a  จะได้  c | a 



     ค.ร.น.  ที่เป็นบวก ของ  m , n  ใช้สัญลักษณ์   [ m , n ]


ทฤษฎีบทที่  8    ถ้า  d  และ  c  เป็น  ห.ร.ม.  และ  ค.ร.น.   ที่เป็นบวกของจำนวนเต็ม  m , n   ตามลำดับ


จะได้ว่า     dc  =  mn



เช่น   4  = (12,20)  และ  60 = [12,20]  จะได้ว่า   (4)(60)  =  (12)(20)


แบบฝึกหัดที่ 10

1.   ในระบบจำนวนจริง  R   จงพิจารณาว่า เซตที่กำหนดให้ในแต่ละข้อต่อไปนี้  มีขอบเขตบนหรือไม่
      ในกรณีที่มีขอบเขตบน   จะมีขอบเขตบนน้อยสุดหรือไม่   ถ้ามีจงหามาด้วย

(1)   A =  { 1 , 2 , 3 , 4 , . . . }
(2)   B  =  { 1 , 2 , 3 , 4 }


……………………………………………….
…………………………………………………….


……………………………………………….
…………………………………………………….


(3)   C  =  { . . ., -3 , -2 , -1 , 0 }
(4)   
[image: image287.wmf]f



……………………………………………….
…………………………………………………….


……………………………………………….
…………………………………………………….


(5)   ( 0 , 4 )
(6)   [ -6 , -1 ]


……………………………………………….
…………………………………………………….


……………………………………………….
…………………………………………………….


(7)  ( 3,
[image: image288.wmf]¥

)
(8)   (-
[image: image289.wmf]¥

,2 )


……………………………………………….
…………………………………………………….


……………………………………………….
…………………………………………………….


(9)   D  =  {  x | x = 
[image: image290.wmf]+

Î

I

n

n

1

;

}
(10)   E  =  { x | x2 
[image: image291.wmf]£

 4 }


……………………………………………….
…………………………………………………….


……………………………………………….
…………………………………………………….

2.
จงพิจารณาข้อความในแต่ละข้อว่า จริงหรือเท็จ  ถ้าจริงให้เขียนเครื่องหมาย ( ถ้าเป็นเท็จให้เขียน

เครื่องหมาย  (  ลงหน้าข้อนั้นๆ

……………  (1)   ถ้า  a | 1   แล้ว  a = 1

  
……………  (2)   ถ้า  a | (b+c)  แล้ว  a | b  และ  a | c


……………  (3)   ถ้า  a | b   แล้ว  a | b2

……………  (4)   ห.ร.ม.  ของ  364  กับ  - 1012  คือ -2


……………  (5)   374   มีตัวประกอบทั้งหมด  9  จำนวน

……………  (6)   จำนวน  3  จำนวน คือ  179   ,  209  ,  327   เป็นจำนวนเฉพาะทุกจำนวน

……………  (7)   ถ้า   1  = ( m , n )  ก็ต่อเมื่อ   mx + ny  =  1  สำหรับจำนวนเต็ม  x , y  บางตัว

……………  (8)   ถ้า  d  =  ( m , n )  และ  m  =  Md  , n  =  Nd      แล้ว  1  =  ( M , N )


……………  (9)   ถ้า  a | 1   แล้ว  a = 1


…………..  (10)   สามารถนำ   36  , -15  มาเขียนในรูปขั้นตอนวิธีการหารได้  คือ  36  =  (-15)(-2)+6


…………..  (11)   ถ้า 3   =  ( 69 , x )  และ   960  =  [ 69 , x ]  แล้ว  x  เป็นจำนวนคู่

…………..  (12)   ถ้า n2 + 2   เป็นจำนวนเฉพาะ แล้ว   3 | n


…………..  (13)   ถ้า  a  เป็นจำนวนคู่  แล้ว   4 | (a2+4)


…………..  (14)   ถ้า  a  เป็นจำนวนเต็ม    แล้ว   3 | (a3-a )


…………..  (15)   ถ้า  a | b  และ  a | c  แล้ว a | (bx +cy)  เมื่อ  x , y  เป็นจำนวนเต็มใดๆ
3.   จงหา  ห.ร.ม.  ของจำนวน 2  จำนวนในแต่ละข้อโดยขั้นตอนวิธีการหาร

(1)   224  ,  122
(2)   76  ,  - 144


………………………………………………..
…………………………………………………….


………………………………………………..
…………………………………………………….


………………………………………………..
…………………………………………………….


………………………………………………..
…………………………………………………….


………………………………………………..
…………………………………………………….


………………………………………………..
…………………………………………………….

4.
ถ้า    d  =  ( 88 , 64 )   จงเขียน  d  เป็นผลรวมเชิงเส้นของ  88 , 64


……………………………………………………………………………………………………………….


……………………………………………………………………………………………………………….


……………………………………………………………………………………………………………….


……………………………………………………………………………………………………………….


……………………………………………………………………………………………………………….


……………………………………………………………………………………………………………….


……………………………………………………………………………………………………………….


……………………………………………………………………………………………………………….


……………………………………………………………………………………………………………….

5.
จงหาจำนวนเต็ม  x  และ  y  ที่สอดคล้องกับสมการ  ( 144 , 308 )  =  144x + 308y


……………………………………………………………………………………………………………….


……………………………………………………………………………………………………………….


……………………………………………………………………………………………………………….


……………………………………………………………………………………………………………….


……………………………………………………………………………………………………………….


……………………………………………………………………………………………………………….

เมื่อ  a � EMBED Equation.3  ���





เมื่อ  a � EMBED Equation.3  ���





เมื่อ  a < b  และ  b� EMBED Equation.3  ���
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