שבעת הגשרים של קניגסבורג
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 מוגש על ידי דן ורד – תיכון עירוני א  ת"א

תשס"ב
שבעת  הגשרים של קניגסבורג

בעיר  קניגסבורג שבגרמניה , עבר נהר שבמרכזו אי , לאחר שחלף הנהר על פני האי התפצל הנהר  לשניים . שבעה גשרים נבנו  ושמשו  את תושבי העיר כדי להגיע לכל חלקי העיר . מפת העיר נראתה כך :
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תושבי העיר תהו איפוא אם ניתן לטייל בכל חלקי העיר  ולחצות כל גשר פעם אחת בלבד.

בעיה מס. 1

צייר את מפת העיר  שלמעלה  ונסה לתכנן טיול בעיר ,עם עפרון,בצורה
כזו שהמסלול יעבור דרך כל גשר רק פעם אחת בלבד ,לסיום נסה לשרטט את המסלול במשיכת קולמוס אחת רציפה (מבלי לעבור יותר
מפעם אחת על כל חלק של הקו).

בעיה מס. 2

נניח שתושבי העיר החליטו להקטין את מספר הגשרים בקניגסבורג

כל שמפת העיר נראתה כך:
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נסה עכשיו לפתור את הבעיה .

בעיה מס.3
האם זה משנה איזה גשר אתה מסיר ? מה קורה כאשר אתה מוסיף גשרים ? צור מפות משלך ,ונסה לתכנן את מסלול הטיול לכל אחת מן המפות  שתיצור.

אוילר  אוילר הבחין שניתן להחליף  את כל הבעיות מצורה זו  על ידי

החלפת שטחי אדמה בנקודות (הוא קרא להם קוקודים-VERTICES )

ואת הגשרים המוליכים אל הקדקדים ומהם בעזרת קשתות. במקרה של 

קניגסבורג ,הנקודות האדומות תייצגנה שטחי אדמה ואילו את הגשרים נחליף בקווים שחורים.
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לפיכך,אם נפשיט את הצורה ,בעית 7 הגשרים תיראה כך :
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הבעיה כעת מסתכמת בכך : יש לצייר את הציור שלמעלה מבלי לעבור

על שום קו יותר מפעם אחת ומבלי להרים את העפרון מן הנייר.

שים לב לעובדה  שמספר הקווים היוצאים או מגיעים לקדקד הוא
איזוגי ,נסתכל לדוגמה על הקדקדים שיש להם שלושה קווים.בפעם

הראשונה שמגיעים לקדקד כזה ניתן לצאת ממנו אבל בפעם השניה כבר

אי אפשר לצאת ולכן קדקד כזה צריך להיות נקודת מוצא או נקודת סיום, מאחר ויש יותר משני קדקדים עם מספר אי זוגי של קווים הרי שלא ניתן לפתור את בעית שבע הגשרים של קניגסבורג.
הכללת הבעיה לתיאוריה של גרפים
אוילר , עשה הכללה של צורה זו של חשיבה בעזרת מספר הגדרות 

והוכחת משפט.

הגדרה : "רשת " – דגם המורכב מנקודות (קודקדים)המחוברים על ידי 

                קשתות שאינן חותכות זו את זו.

הגדרה :  קודקוד , נקרא "איזוגי " אם יש מספר איזוגי של קשתות 

                 המובילות אליו,בכל מקרה אחר יקרא הקודקוד זוגי.
הגדרה : " מסלול אוילר " הנו מסלול רציף העובר דרך כל אחת מן הקשתות שברשת פעם אחת ורק פעם אחת בלבד.

משפט : אם לרשת יש יותר משני קודקודים איזוגיים אזי

              לרשת זו לא קיים מסלול אוילר .

אוילר גם הוכיח את המשפט ההפוך.

משפט : אם לרשת יש שני קודקודים איזוגיים ,או פחות , אזי

              לרשת זו קיים לפחות מסלול אוילר אחד.

תרגילים –  האם לכל אחת מן הרשתות הבאות  קיים מסלול אוילר ?
                      אם כן מצא לפחות מסלולס אחד כזה לכל רשת.
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במשיכת   קולמוס   אחת
אילו מהסמלים הבאים ניתן לצייר במשיכת קולמוס אחת , בלי לעבור פעמיים על אותו קו ?
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