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MODELO DE RESPUESTAS

Obj 1

Pta 1
Consideremos un conjunto X y subconjuntos A, B de X.  Las dos leyes de de Morgan se enuncian de manera usual como:
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Demuestre que la segunda ley  
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 es consecuencia de la primera.

Solución:

Tomemos complemento a ambos lados  de la igualdad  
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, obtenemos 
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Luego 
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Esta expresión es valida para cualquier par de conjuntos A,B en particular podemos sustituirlos por 
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Luego  
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 que es lo que queríamos demostrar.

Obj 1

Pta 2

Consideremos una familia de conjuntos 
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Definimos 
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. Demuestre que 
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 sí y sólo si 
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Solución:

Si  
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 entonces 
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, de donde 
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.  Recíprocamente si 
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 para todo j mayor que un cierto N entonces 
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Obj 2

Pta3
Consideremos el plano IR2  y una dirección fija D,  decimos que dos puntos A, B en IR2 están relacionados sí y sólo si existe una recta con dirección D que contiene a  A y a B.

Estudie si esto proporciona o no una relación de equivalencia.

Solución:

Tomemos un punto cualquiera P y la dirección D, vemos que la recta que pasa por P y tiene dirección D existe, luego todo punto está relacionado consigo mismo. La relación es simétrica ya que si la recta pasa por los puntos A, B en IR2 entonces pasa por los puntos B, A. Por último, si una recta L pasa por los puntos A, B con dirección D y otra L’ pasa  por los puntos B, C con la misma dirección, afirmamos que las rectas L y L’ son la misma y por ende A, C están relacionados. Para ver esto basta observar que la recta que pasa por B y tiene dirección D es única. Dos rectas distintas por B forman un ángulo y esto es imposible si tenemos la misma dirección.
Obj 3

Pta 4
Consideremos el conjunto IN de todos los enteros positivos y definamos la operación:
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. Estudie la existencia de un elemento neutro y si la operación conmutativa.

Criterio de corrección: Debe responder de manera completa para lograr el objetivo.
Solución:

Observamos que: 
 
[image: image21.wmf]122*124

212*215

Å=+=

Å=+=


Luego la operación no es conmutativa. En relación al elemento neutro vemos que
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 de donde concluimos que no existe elemento neutro.

Obj 4

Pta 5
Sea H un subgrupo del grupo finito G.
i) Definimos xRy si y solo si x=yz con z en G . Demostrar que R es una relación de equivalencia en G

ii) Verifique que  xH es una clase de equivalencia para cada x en G

iii) Verifique que xH tiene el mismo número de elementos que H.

iv) Concluya que el orden de un subgrupo siempre divide al orden del grupo 
Criterio de corrección: Debe responder tres partes de manera correcta para lograr el objetivo.
Solución:

i) Veamos que xRx, como x=xe siendo e el elemento neutro de G (que debe estar en H también), esto demuestra la reflexividad. Si xRy entonces x=yz, z en G, luego xz-1=yzz-1=y, pero z-1 está en H (¿por qué?), luego yRx; así R es simétrica. Dejamos al estudiante UNA demostrar la transitividad.

ii) Todos los elementos de xH están, por la definición hecha, relacionados con x. Por otro lado si xRy entonces x=yz de donde la clase de x es xH.

iii) Consideremos la función f:H→xH dada por f(z)=xz. Está función es inyectiva ya que f(z)=f(z’) implica que xz=xz’ y multiplicando por la izquierda, ambos lados de la igualdad, por x-1 tenemos que z=z’. La sobreyectividad es un ejercicio para el estudiante UNA. Así f es una biyección y cada conjunto de la forma xH debe tener los mismos elementos que H.

iv) Observe que las clases de equivalencia, por la parte ii) son todas de la forma xH, luego todas las clases de equivalencia  tienen la misma cantidad de elementos, y está cantidad es el cardinal de H, card(H). Como G se escribe como una unión de las clases de equivalencia (¿por qué) y dos clases de equivalencia son disjuntas, tenemos 

Card(G)=kcard(H)
                  Siendo k el número de clases de equivalencia. Esto concluye el ejercicio.

Obj 5

Pta 6

Demuestre que si un polinomio de la forma (x-n) con n en Z divide al polinomio 
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  con ai  entero entonces n divide a  a0
Solución:

Sabemos que 
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 donde q es un polinomio. 
Luego 
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Así 
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 y de esta última igualdad se deduce el resultado.

Obj 6

Pta7

Un cuerpo se denomina de característica finita si existe un entero positivo n tal que n1=0. El menor de tales enteros se denomina la característica del cuerpo. Demuestre que la característica de un cuerpo finito siempre es un número primo.

Solución:

Sea 1 el elemento neutro de la multiplicación del cuerpo. Al ser el cuerpo finito vamos a tener que si sumamos 1+1+1…en algún momento se deben repetir dos resultados (si no se repitiesen tendríamos infinitos elementos en el cuerpo). Esto implica que k1=m1 con k<m y de aquí deducimos inmediatamente que debe existir un r>0 tal que r1=0. Por el principio del menor elemento de los números naturales sea P el menor natural mayor que 0 para el cual P1=0. Afirmamos que P debe ser primo, si no lo fuese P=cd con 1<c<P, 1<d<P, luego (cd)1=0, pero al ser un cuerpo c y d deben tener inversos en el, luego, multiplicando por el inverso de c obtenemos que 

d1=0

Pero d<P y esto contradice la elección hecha de que P era el menor elemento con esta propiedad.

Obj 6

Pta 8

Halle el inverso de [image: image28.png]1+i+j



 en el cuerpo de los cuaternios.
Solución:

Debemos encontrar un cuaternio 
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Es lo que debemos calcular. Vamos a realizar un proceso similar a la racionalización que el estudiante UNA aprendió en Bachillerato.

Vemos que  
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Aquí dejamos al estudiante UNA completar el cálculo.

Sabía Ud. que

Sir Willian Rowan Hamilton que nació en 1.805 y murió en 1.865 fue el descubridor de los cuaternios. Por mucho tiempo meditó sobre la operación de multiplicación de los mismos y no hallaba como definirla. Sus hijos en la mañana, al tomar el desayuno, le preguntaban, ¿sabes multiplicar los cuaternios? El respondía que sólo sabía sumarlos y restarlos. Un día se le ocurrió que la multiplicación no necesariamente debía ser conmutativa lo que le permitió definirla. Eso demuestra que es necesario romper con ciertos paradigmas para avanzar en ciencia.
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Hamilton con el bastón de comando de la Academia Irlandesa
FIN DEL MODELO.
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