TEMAII:
Concepto de probabilidad y calculo de probabilidades

1.- Célculo de probabilidades.

1.1.- Definicion de experimento aleatorio.

1.2.- Sucesos elementales. Espacio muestral.

1.3.- Suceso seguro, suceso imposible.

1.4.- Frecuencia de un suceso. Definicion de probabilidad. Axiomasy
consecuencias.

1.5.- Probabilidad condicionada. Propiedades.

1.6.- Sucesos independientes.

1.7.- Teorema de la probabilidad total y teorema de Bayes.



DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD.

(Ejercicios)
Primera parte.
1.- Unjugador expres6 a Galileo su sorpresa por observar que al jugar con tres dados |la suma 10 aparece
con mas frecuencia que 1a 9. Estudiar la veracidad de esta afirmacion.

2.- Sereparten las cuarenta cartas de una baraja espaniola entre 4 jugadores. Calcular la probabilidad de
gue un jugador determinado tenga 0, 1, 2, 3 0 4 ases.

3.-A los condenados a muerte de un pais se | es concediala gracia de redimir su penasi sacaban unabola
blancade una urna. El proceso consistia en colocarles dos urnas, una con 50 bolas blancasy la otracon
50 negras. El condenado elegiaunaurnaal azar, y sacaba unabola. En cierta ocasion, un condenado pidié
cambiar la composicion de las urnas, gracia que le fue concedida. Colocd en unaurna unabolablancay
en laotra49 blancasy 50 negras. ¢Aumenté de este modo |a probabilidad de salvarse?

4.- ;Cual eslaprobabilidad de torpedear un barco sabiendo que sélo se pueden lanzar tres torpedosy que
la probabilidad de hacer blanco con cada uno de ellos es 0.2?

5.- Un producto esta formado por dos componentes, ay b. El proceso de fabricacion estal quela
probabilidad de que atenga un defecto es 0.06 y de que lo tenga b es 0.07. Calcular la probabilidad
de que el producto no sea defectuoso.

6.- La probabilidad de que un tirador haga blanco en un disparo es 0.8. ¢Cuantos disparos debe efectuar
paraque la probabilidad de no fallar ninguno sea menos que 0.3.

7.- Unaurnacontiene 9 bolas blancas, 8 negrasy 5 rojas. Se extraen sucesivamente tres bolas de laurna.
Hallar la probabilidad de que las tres bolas tengan el mismo color si:

i) La extraccion se hace con reempl azamiento.

i) Laextraccion se hace sin reemplazamiento.

iii) La primerabola se reemplazay las otras no.

8.- Se lanza un dado, se observan |os puntos obtenidosy se pone el mismo nimero de bolas blancas en
unaurna. Selanzael dado otravez y se pone el mismo nimero de bolasrojas en la urna. Se sabe que €l
total de bolas puestas en laurnaes 9. ¢, Cual eslaprobabilidad de que hayasalido un 4 en el primer
lanzamiento?

9. - Enunacgjahay 10 piezasdelafabricaA, 15 delaB y 25 delaC. Laprobabilidad de que una pieza
de A sea decalidad excelente es 0.8, delaB es 0.9y delaC es 0.7. Determinar la probabilidad de que
una piezaextraida al azar resulte de calidad excelente.

10.- Dos maquinas automaticas producen el mismo tipo de piezas que son arrojadas a un transportador
comun. Se sabe que la primera maquina produce las dos terceras partes de las piezas y que un 20% son
defectuosas. En la segunda méquina se producen un 12% de piezas defectuosas. Se pide:

.- Calcular la probabilidad de que una pieza elegida al azar sea defectuosa.

.- Si tomada una pieza al azar resulta ser defectuosa, calcular la probabilidad de que dicha pieza

haya sido producida por |a primera maguina automatica.

11.- En un hospital ingresa un promedio de 50% de enfermos con la afeccion K, 20% con laafeccion L y
30% con laafeccién M. La probabilidad de curacion total delaafeccion K es0.8, dela L es0.7y delaM
es 0.9. Un enfermo ingresado en el hospital ha sido dado de alta totalmente curado. ¢Cudl esla
probabilidad de que este enfermo padecieralaafeccion M?

12.- En unaurnahay 7 bolas blancasy 5 negras. Se extrae unabolaal azar y se desecha; a continuacion
seintroducen en laurnados bolas de un color diferente ala que se desechay se extrae una segunda bola.
i) Hallar la probabilidad de que esta segunda bola sea blanca.

i) Si la segunda bola es blanca, hallar la probabilidad de que la primera haya sido negra.



13.- Cuatro mégquinas A, B, Cy D producen respectivamente el 40%, 30%, 20% y 10% del nimero total
de productos de un laboratorio farmacéutico. Estas maquinas producen articul os defectuosos en los
siguientes porcentajes. 5%, 4%, 2% y 1% respectivamente. Se selecciona al azar un producto y se pide:
i) Probabilidad de que el producto elegido sea defectuoso.

i) Si el producto elegido al azar haresultado ser defectuoso, hallar la probabilidad de que fuera
producida por lamaguina A.

14.-Se dispone de dos urnas. Laurna U contiene el 70% de bolas blancasy el 30% de negras y laurnaV
contiene el 30% de bolas blancasy el 70 % de negras. Se selecciona unade estas urnas al azar y setoman
diez bolas unatras otra con reemplazamiento. El resultado es B=bnbbbbnbbb donde b indica bolablanca
y nnegra. ¢(Cual eslaprobabilidad de que laurnaelegida hayasido U?

Ejercicios de Examen.

1.-Selanzaun dado, si sale un nimero par ponemos en unaurna 5 bolasrojasy un nimero de bolas
negrasigual al que hasalido en el dado, si saleun 1 o un 3 ponemos en laurna 5 bolas negrasy un
nimero de bolasrojasigual al que hasalido en el dado y si sale cinco ponemos en laurnatres bolas de
cadacolor. A continuacién se sacaunaboladelaurnay resulta ser roja. Se pide:

i) Calcular laprobabilidad de que haya salido un tres al lanzar el dado

i) Calcular laprobabilidad de que en el dado haya salido un nimero par.

2.-Una compafiia de seguros de automdviles clasificalos conductores en tres clases:
A: atoriesgo. B: riesgo medio. C: bagjo riesgo.
Laclase A constituye el 30% de los conductores que suscriben un seguro con lacompafiiay la
probabilidad de que uno de esos conductores tenga un accidente en un afio es 0.1. Los datos
correspondientes paralaclase B son 50% y 0.03 y para C 20% y 0.01.
i) Calcular la probabilidad de que un conductor asegurado en la compafiia sufra un
accidente en un afio.
i) Un determinado cliente contrata una péliza de segurosy tiene en el primer afio un
accidente. ¢Cual eslaprobabilidad de que este cliente esté suscrito enlaclase A?.
iii) Si un asegurado lleva diez afios sin sufrir accidentes y suponemos que |os afios son
independientes en cuanto alos accidentes, ¢cuél eslaprobabilidad de que seadelaclase
c?

3.- Tenemos unaurna con 6 bolasrojas4 negrasy 2 verdes. Sacamos unaboladelaurnay a
continuacion ponemos tres del mismo color , después extraemos otrabola . Se pide:
a) Probabilidad de que labola extraida en segundo lugar sea negra.
b) Si labolaextraida en segundolugar es negra que probabilidad hay de que la primerafuera
verde.
c) Probabilidad de que las dos bolas sean del mismo color.



0.- Andlisis Combinatorio.

Variaciones.

Se llaman variaciones de m elementos tomados de n en n a nimero de
subconjuntos de n elementos que pueden formarse en un conjunto con m elementos de
modo que dos subconjuntos difieran entre si, bien por la naturaleza de algin elemento o
bien por e orden de sucesion de los mismos.

Vo =mm-1)(m- 2)......... (m- (n-1))

Permutaciones.

Se [laman permutaciones de orden n a las variaciones de n elementos tomadas de
nenn.

P=V"=n

Combinaciones.

Se llaman combinaciones de m elementos tomados de n en n a nimero de
subconjuntos de n elementos que pueden formarse en un conjunto con m e ementos
entendiendo que dos subconjuntos difieren en la naturaleza de al menos un elemento y
no importa el orden de sucesién de |os mismos.

V' ml %no

Variaciones con repeticion.

VR, =
Combinaciones con repeticion.

am+n- 10
_Cnm+nl_g n -
[7]

EJEMPLO |: Dado € conjunto A ={a, b, c, d} . Comprobar que
V72 =12,C:=6,P=24



1.- Célculo de probabilidades.
1.1.- Definicion de experimento aleatorio.

Un experimento aleatorio es un proceso que se gusta a las siguientes
condiciones:

i) Se realiza de acuerdo con unas reglas que determinan completamente su

gjecucion, conociéndose todos |os resultados posibles.
i) Se puede repetir cuantas veces se desee.
iii) El resultado depende del azar, por 10 que no se puede predecir.

1.2.- Sucesos elementales. Espacio Muestral.

Se denomina suceso a cada uno de los resultados de un experimento aleatorio.
La teoria de conjuntos nos va a resultar muy Util para entender el mangioy €
comportamiento de los sucesos. Usaremos letras mayUsculas para representarlos, asi A,
B, etc. van arepresentar sucesos.

- Representaremos por AE B a suceso que ocurre cuando ocurre A u ocurre B y
le Ilamaremos suceso unién.

.- Representaremos por ACB a suceso que ocurre cuando ocurren Ay B
simultdneamente y le llamaremos suceso interseccion..

- Representaremos por A a suceso que ocurre cuando no ocurre Ay le
[lamaremos suceso contrario de A.

- Sedice que & suceso A esta contenido en el suceso B y se representa Al B s
siempre que ocurre A ocurre B. Dos sucesos se dicen igualessi Al By Bl A.

EJEMPLO |. En € experimento aleatorio que consiste en lanzar un dado consideremos
los siguientes sucesos.

A =" Sacar undos", B =" Sacar un nimero par", C ="Sacar treso cinco".
Determinar. AEB, AEC, ACB, CCB, A, B, C.

L 0s sucesos que no pueden expresarse como unidn de otros sucesos se
denominan sucesos elementales. En una primera definicion llamaremos espacio
muestral al conjunto formado por todos los sucesos elementales junto con E, F y todos
los sucesos compuestos que puedan formarse mediante operaciones (uniones,
intersecciones y complementariedad )de los sucesos elementales .

EJEMPLO II. En € experimento aleatorio del gemplo | los sucesos elementales son
seisy cada uno de ellos corresponde a la obtencidn de cada una de las caras del dado.

1.3.- Suceso segur o, suceso imposible.

AE A sedenomina suceso seguro y lo representaremos por Ey AC A se
denomina suceso imposibley se suele representar por F .
Todas las propiedades de |as operaciones con |0s conjuntos son ciertas para las
operaciones con sucesos. Asi:



i) A=A

i) AEB=ACB, ACB=AEB,

i) E=F, F=E

iv) ACE=A, AEF =A

V) AEBCC)=(AEB)C(AEC), ACBEC)=(ACB)E(ACC),

Dos sucesos A y B se dicen incompatibles s no pueden ocurrir alavez, es decir s
ACB=F

1.4.- Frecuencia de un suceso. Definicién de probabilidad. Axiomasy

consecuencias.
S m es el nimero de veces que ocurre €l suceso A a realizar n veces un

experimento aleatorio, se define lafrecuenciarelativadel suceso A como sigue:

n
fo(a) ="

Observar:
i)Como OEn, Enb O£f,(A)£1L.
i)SSA=EP f(E)=1
iii) SIACB=F b n,zz=n, +ng, por lo que

Na+Ng _Ny N

f(AEB)= 2B = (A)+f,(B).

Este resultado puede generaizarse fécilmente an sucesos Ag, Az, ... , An
incompatibles dos a dos como sigue.

n
N N N [o}
fr(Al E A2 E..E An) = a fr(A|)
i=1

Probabilidad.

La experiencia muestra que la mayoria de |os sucesos presentan una regularidad
estadistica. Esto significa que si un experimento aleatorio se repite en idénticas
condiciones muchas veces las frecuencias relativas de un determinado suceso tienden a
estabilizarse. Por gjemplo, las frecuencias relativas del suceso “obtener cara“ a lanzar
una moneda en varias tandas, constituida cada una de las tandas por un gran nimero de
lanzamientos, irian tomando valores préximos a un medio. En cierto modo, las cosas

ocurren como s existieralim f_(A) .

ne ¥

Esto nos lleva a postular la existencia de un nimero a que llamaremos
probabilidad del suceso A y designaremos por P(A) y tal que en un gran nimero de
pruebas de un experimento aleatorio su valor queda préoximo af(A).

Vamos a considerar una aplicacion P que a cada suceso de un espacio muestral
le asocia un nimero real positivo. Diremos que P define una probabilidad si verificalos
siguientes axiomas:



i) P(A) 3 0 paratodo suceso A del espacio muestral.
i) PE)=1
i) SIACB=F b PAEB)=P(A) + P(B)

Consecuencias de la definicion.
) Para todo suceso A del espacio muestral se verificaque P(A ) = 1- P(A).
i) En consecuencia P(f ) = 1-P( E ) =0.

i) Paratodo suceso A setiene O £ P(A) £1.
iv)  P(AEB)=P(A) + P(B)-P(ACB).
V) Si Al B resultaP(A) £ P(B).

Vi) Si A1, Az, ... , AnSOn sucesos incompatibles dos a dos
PA,EA,E..EA,)=8 PA)
i=1

Para el calculo efectivo de la probabilidad de un suceso se utilizara laregla de
Laplace.
n° de casos favor ables

n° de casos posibles

P(A) =

Supongamos que & suceso seguro pude expresarse como la unién de un nimero

m
finito de sucesos elemental es incompatibles dos a dos E= _ElEi y que unsuceso A esla
1=

unién de r sucesos elementales, esdecir A= E E E, E..E E,

m
[¢}
PE)=a PE) y P(A)=P(E;)+PE,) +..+PE; )
i=1
Si los sucesos e ementales son igual mente probables

P(E) =1 =m P(E) conlo que P(Ei):% "i1=12,..,m.
Luego P(A):%

EJEMPLO I: En una clase hay 16 nifiosy 24 nifias, de los cuales la mitad de los nifios y
lamitad de las nifias tienen e pelo negro. ¢Cud es la probabilidad de que a elegir un
alumno a azar sea nifio o tenga el pelo negro?

A =" El dumno elegido es nifio". P(A) = 16/40

B =" El dumno elegido tiene & pelo negro”. P(B) =1/2
AEB =" El dumno eegido es nifio o tiene & pelo negro”.
ACB =" El dumno elegido es un nifio con & pelo moreno”
P(AE B) = P(A)+P(B)-P(AC B) = 16/40+1/2-8/40 =28/40

EJEMPLO II: Selanzan al aire dos monedas y se consideran |0s siguientes sucesos.
A = “Sacar caraen la primera moneda’

B =* Sacar caraen la segunda’

C =" Sacar cara en una moneda solamente”



i)Escribir el espacio muestral y calcular la probabilidad de los sucesos
elementales.
ii) Calcular P(AEBEC)

E ={ cc, ct, +c, ++ }. P(cc)=P(c+)=P(+c)=P(++)=1/4.
A={cc} E{c+}, P(A)=1/2. B ={+c}E{cc}, P(B)=1/2. C={c+} E{+c}, P(C)=1/2

P(AE BEC) = P(A) + P(B) + P(C)-P(ACB)-P(ACC)-P(BCC)+P(ACB CC)=
=3/2-3/4= 3/4

1.5.- Probabilidad condicionada. Propiedades.

Es frecuente tener que calcular la probabilidad de un suceso B cuando se conoce
gue previamente ha ocurrido un suceso A. Tal probabilidad se denomina probabilidad
de B condicionada a A, se designa P(B/A) y se define como sigue:

_PAGCB)
B/A)=———
PER) P(A)

Es facil comprobar que:

)  P(B/A): 0.
P(A) P(A)

i) S Cy D son sucesos incompatibles, )
P(CE DIA) = P(CED)CA) _P((CCA)E(DCA)) _PCCA+PDCA) _

P(A) P(A) P(A)
=P(C/A) + P(DIA).

EJEMPLO |: En & experimento aleatorio que consiste en lanzar un dado y anotar €
nuimero de puntos de la cara que aparece se pide.

i) Espacio de los sucesos elementales.

i) Probabilidad del suceso A =" obtener un dos’.

i) Probabilidad de obtener un dos si se sabe que el nimero obtenido es par.

P(A) =1/6
B =" El nimero obtenido espar” . P(B) = 1/3
P(A/B)=1/3

EJEMPLO I1: Admitiendo que en cada nacimiento simple existe la misma probabilidad
1/2 de que €l nacido sea nifio o nifia, hallar la probabilidad de que en una familialos dos
hijos sean varones s se sabe:

i) El hijo mayor es un nifio.

i) Por o menos uno de los hijos es nifio.

SeaN;=" El ésmo nacido es un nifio".



PN,GN,) _1/4_1

PN,) 1/2 2

PN, GN,)C(N;EN,) _PN;GN,) _1/4 _1
PIN,EN,) "P(N,EN,) 34 3

P(N1CN2/ Ny)

P(N,CN, /N,EN,) =

EJEMPLO II1. En unaurna hay 4 bolas blancasy 2 rojas. Se extraen dos bolas
consecutivamente sin devolucion. Si la primera bola es blanca, ¢cudl es la probabilidad
de que la segunda bola sea también blanca?

B:=" Laprimerabolaes blanca’. B;=" La segunda bola es blanca’. BiCB>=" Las dos
bolas son blancas’.

oy
P(BL)=4/6, P(Blng)—%_ é
25
P(B CB) 3
PB,) 5

0
g

PB,/B,) =

Teorema de la probabilidad compuesta.

Dados n sucesos cualesquiera Az, Az, ..., An perotales que P(A1CA2C ... CAL.1)>0, se
tiene que

P(A1CAXC ... CAn) = P(A1) P(A2/ A1) P(Az/ Aic An) ....P(An/ A1CAC ... CAn.1)

1.6.- Sucesos independientes.
Dados los sucesos A y B del mismo espacio muestral se dice que B es
independientede A s P(B/A) = P(B).

Propiedades.
i) Si B esindependiente de A , P(ACB) = P(A) P(B).
i) Si B esindependiente de A, entonces A es independiente de B. A yB
independientes si y solo si, P(ACB) = P(A) P(B).
iii) Si A 'y B son independientes también son independientes A y
B,ByA, AyB
Tres sucesos A, B y C se dicen independientes cuando se cumple
PACB) = P(A) P(B), PACC) = P(A) P(C), PBCC) = P(B) P(C)
P(ACBCC) = P(A) P(B) P(C).

EJEMPLO | : Analizar la independencia de los siguientes sucesos.

) A =" El nimero de puntos que aparece en la cara del dada es menor o
igual queb5".
i) B =" El nimero de puntos que aparece en la cara del dado es par”.

_ PACB) _2/6_2
P(A)=5/6  P(A/B) = 8 "33




1.7.- Teorema de la Probabilidad Total y Teorema de Bayes.

Teorema de la Probabilidad Total
Sean Ay, Ay, . . ., A, sucesos tales que:

) EA, =E
i) AGA =F  "it]
iy PA,)>0

Cualquiera que sea €l suceso Bp P(B) :é P(B/A)P(A )

i=1

Demostracion.
D D 8 J
B=BCE= BC(ElAi) = El(Ai CB). PB)=a PA; CB)=a PB/A)PA))
i=1 i=1
EJEMPLO I: En una facultad € 4% de los hombresy e 1% de las mujeres miden mas
de 1m 80cm. Ademas e 60% de los estudiantes son mujeres. Se elige a azar un

estudiante. ¢, Cudl es la probabilidad de que mida mas de 1m 80cm?

H =" El estudiante elegido es hombre”. M =* El estudiante elegido es mujer”.
B =" El estudiante elegido mide mas de 1m 80cm.”

P(B) = P(B / H) P(H) + P(B / M) P(M)= 0.016+0.006=0.022

Teorema de Bayes.

En las mismas hipotesis del teorema anterior se verifica que:

PB/A)PA )
A/B)=— "~ 17
P(A/B) E)
Demostracion.
P(A/B) = PA CB) = P(B/A)P(A;)
P(B) P(B)
EJEMPLOII.

En el gemplo anterior la probabilidad de que un aumno de mas de 1m 80cm sea mujer
es

e 1 )= PEIMPM) _ 0.006 _
P(B) 0.022
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