TEMA II:
MODEL OS DE DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD.

2.- Variables aleatorias.

2.1.- Variables aleatorias discretas.
.-Funcion de probabilidad o funcién de cuantia.
.- Funcion de distribucion.
2.2.- Variables aeatorias continuas.
.- Funcion de densidad de probabilidad.
.- Funcion de distribucion.
2.3.- Medidas caracteristicas de una variable aleatoria.
.- Media 0 esperanza matemética y varianza.
.- Desigualdad de Tchebyshev.
.- Momentos.
.- Funcioén generatriz de momentos
2.4.- Algunos gjemplos de distribuciones discretas.
.- Distribucion Binomial
.- Distribucion de Poisson.
.- Otras distribuciones discretas. Geomeétrica, Binomial Negativa,
Hipergeométrica.
2.5.- Algunos g emplos de distribuciones continuas.
.- Distribucion Exponencial.
.- Distribucion Normal.
2.6.- LaNormal como aproximacion de otros distribuciones.
.- Teorema Central del Limite.
.- Relacion entre la Binomial, la Poisson y la Normal.
2.7.- Distribuciones asociadas a la distribucion Normal
.- ¢ *de Pearson.

- FdeFisher.
.- t de Student.
2.8.- Otras distribuciones continuas : Gamma, Beta, Weibull etc.



DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD.

Segunda parte.
1. - Selanzaa aire cinco veces unamoneday se mirael nimero de apariciones de la cara. Escribir laley de
distribucion del nimero de veces que aparece cara y obtener la probabilidad de:

i) Obtener al menos una cara. i) Obtener mas de tres caras.

2.- El cuestionario de unas oposiciones consta de 100 temas entre los que €l opositor ha de contestar uno elegido al
azar. Supongamaos gque un opositor conoce silo 80 temas. Repite la oposicidn en idénticas condiciones de preparacion
5 veces. Hallar:

i) Probabilidad de que las cinco veces le hayan salido temas desconocidos.

i) Probabilidad de que apruebe laquintavez.

3.- Al inspeccionar 1500 tornillos producidos por una méguina autométi ca se han encontrado 150 defectuosos. Se
colocan 5 tornillos en un aparato. ¢Cual esla probabilidad de quer de ellos
(R=0,1, 2, 3, 4,5) sean defectuosos?. Calcular laesperanzay lavarianza.

4.- Una editorial edita 50000 ejemplares de un mismo libro y se estima que la probabilidad de que un libro presente
defectos en su encuadernacion es 0.0001. Hallar la probabilidad de que:

i) Latirada no contenga ningun libro mal encuadernado.

i) Latirada contenga tres libros mal encuadernados.

5.- Una méquina dedicada a laimpresion de tarjetas de visitarealiza en un dia 20000. La probabilidad de que una sea
defectuosa es 0.0001. Se pide:

i) Lafuncién de cuantia.

i) La probabilidad de obtener todas las tarjetas perfectas.

iii) La probabilidad de obtener dos tarjetas defectuosas.

iv) La probabilidad de obtener por o menos dos tarjetas defectuosas.

6.- Una méaguina automatica de imprenta estd compuesta por 500 interruptores independientes uno de otro. La
probabilidad de fallo de cual quiera de ellos durante un periodo de tiempo t es 0.001. Determinar:

i) La probabilidad de que durante el periodo de tiempo t fallen tres interruptores.

i) " " " mas detres.

iii) " " " " alosumo tres.
7.- Unamaquina de fabricar caramelos tiener roturas con probabilidad.
- T

P(X=r)=
Calcular € valor de I.a constante y la probabilidad de que se produzca al menos una rotura.

8.- El nimero de errores tipogréficos por pagina cometidos en laimpresion de un libro de 95 péginastiene la
siguiente distribucion de frecuencias:

N° de errores Frecuencia

39

31

15

7

2

1

abwNELO

Admitiendo que la variable errores cometidos sigue una distribucion de Poisson, determinar €l parametro y obtener
las frecuencias esperadas a partir del gjuste por la distribucién de Poisson.

9.- El nimero de llamadas tel ef éni cas recibidas en una central telefénica en un intervalo de tiempo se ha tabulado
arrojando los siguientes resultados. Ajustar una distribucién de Poisson a estos datos.

N° de |lamadas frecuencia
0 144
1 136



74
32
11
2
1

O WN

10.- La probabilidad de que se rompalalampara de un televisor en un mes es del 2%. Si tenemos 5 afios €l televisor,
cacular:

i) Laley de probabilidad del n° de roturas.

i) Mediay desviacion tipica

iii) Probabilidad de que no haya ninguna rotura.
iv) Probabilidad de que haya mas de una rotura.

11.- Una maquina de empagquetado de cigarrillos realiza por término medio un 1% de defectuosos. L os paguetes se
guardan en cajas de 200. Se pide:

i) ¢Cuéntas cajas no tienen ninglin paquete defectuoso?
i) ¢Cuantas cgjas contienen un paquete defectuoso?
iii) o " alosumo un paguete defectuoso?

12.- En unadistribucién N(5, 2) determinar las siguientes probabilidades:
a) P(7EX£E10) b) P(-1£X£10) C) P(-2£X£-1)

13.- En unadistribucion N(3, 2) obtener los puntos ay b que verifican:
i)P(X£8)=0.8413 ii)P(X£b)=0.9772

14.- En unadistribucion N(0, 1) encontrar :

i) P(XIE8) if) P(X* a) if) POXP &)

Aplicar € resultado cuando a=0.5 y cuando a=1.23

15.- Unavariable aleatoria se distribuye normalmente con media 20. La probabilidad de que pertenezca a intervalo
(25, 30) esdel 25%. Calcular P(10<X<15).

16.- Las puntuaciones obtenidas por |os alumnos de una facultad en la asignatura de estadistica siguen una
distribucién normal. Determinar lamediay ladesviacion tipica sabiendo que:
i) P(X£3)=0.1587 ii) P(X>9)=0.0228

17.- Una maquina automética fabrica tornillos. Lalongitud del tornillo es una variable aleatorianormal de media
5cm. Y se sabe quetomavalores en el intervalo (3.2, 6.8). Determinar la probabilidad de que un tornillo elegido al
azar tenga una longitud:

i) Mayor que 5.2 cm. i) Menor que 4.4 cm.

18.- Una central telefonica puede establecer 670 conexiones por minuto. El nimero de conexiones solicitadas por
minuto es unav.a. de Poisson de pardmetro | =625. Determinar la probabilidad de que en un minuto determinado la
central esté saturada de llamadas.

19.- Selanzaa aire unamoneda 400 vecesy sea X lavariable que representa el nimero de veces que sale cara. Se
pide:
a)Ley de probabilidad de lavariable. b)Esperanza mateméticay varianza.  ¢)P(X>220) d)P(175£X £230)

20.- Un dado corriente se lanza a aire 720 veces. Sea X la variable que representa el nimero de veces que sale el 6.
Se pide:
a)Ladistribucion de X. Mediay varianza de X. b) P(100£X £125) P(X>150)

21.- Sabiendo que la probabilidad de hacer blanco en una diana es 0.01,¢cuantos disparos deberan
realizarse para, con una probabilidad del 95%, alcanzar el objetivo por |o menos unavez?.

22.- Si las [lamadas telef6nicas en una centralita siguen una distribucion de Poisson de pardmetro | =3
Ilamadas cada 5 minutos, calcular |a probabilidad de:

a) Seis llamadas en cinco minutos. b) Tresendiez.
C) Mas de quince en un cuarto de hora. d) Dos en un minuto.
€) Calcular laprobabilidad de que transcurran cinco minutos sin ninguna llamada.

23.- Supongamos un experimento que tiene una probabilidad de éxito igual a0.01.Calcular cuantas veces
debe repetirse para que la probabilidad de al menos tres éxitos sea como minimo de 0.9.



24 - Supongamos una cal culadora que tiene cuatro circuitos impresos Sea p; la probabilidad de que una
calculadora que ha sido enviada para ser reparada necesitei circuitos nuevos. Se conoce que p;=1/2,
p2=1/4, p3=p4=1/8. Si se envian 10000 cal culadoras areparar al afio, cual eslaprobabilidad de necesitar
mas de 18875 circuitos?

25.-Unaempresarecibe piezas de un proveedor en lotes de 2000 que se someten al siguiente control de
calidad: setoman 20 piezas al azar y si hay mas de una defectuosa se rechaza el |ote; en otro caso se
acepta. La calidad garantizada por el proveedor es de un 8 por mil de defectuosas. Calcular la
probabilidad de:
i) Aceptar un lote que contenga un 2% de defectuosas.
i) Rechazar un lote que deberia haber sido aceptado por contener sélo el 8 por mil de
defectuosss.

26.- Lamedia de las calificaciones obtenidas en un test de aptitud por los alumnos de un centro fue 400y
ladesviacion tipica 100. Si las calificaciones siguen una distribucion normal, calcular:
i) ¢, Qué porcentaje de alumnos tuvieron calificacién superior a 500 puntos?
i) ¢, Cual eslaprobabilidad de que elegido un alumno al azar, su calificacién difieradela
media en menos de 150 puntos?

27 .- Las puntuaciones obtenidas por 1os 300 nifios de un colegio al aplicarles un test de aptitud numérica,
sigue una distribucién normal de media 24 y desviacion tipica 4. Calcular:

i) El cuartil inferior.

i) El cuartil superior.

iii) ¢Cudl eslaprobabilidad de obtener puntuacion igual o inferior a 167.
iv) ¢Cuantos nifios tienen una puntuacion igual o mayor que 267

28.- Unavariable aleatoria se distribuye uniformemente en el intervalo [a,2a]. Calcular lafuncién de
densidad, la funcion de distribucién, lamediay lavarianza.

29. - Hallar losvalores criticos c?, de c? en los siguientes casos.
i) a=0.05y n=15.
i) a=0.90y n=22
iii) a=0.02y n=10

30. - Calcular losvalores det, correspondientes aunat de Student en | os siguientes casos.
i) El &reaaladerechadet, es0.30y n=15.
i) El &reaalaizquierdadet, es0.10y n=12.
iii) El &reaalaizquierdadet, es0.20y n=38.

31. - Calcularlos valores de F, correspondientes a una distribucién F de Snédecor en |os casos
siguientes.

i) a=0.01vy (4,15) grados de libertad.

i) a=0.05y (12,2) grados de libertad.



Ejercicios de examenes del curso 1999-2000 gue corresponden a Probabilidad y a Distribuciones.

Junio

.- Unaurna A contiene 4 bolas negrasy 6 rojas, y unaurna B contiene 5 bolas negrasy 5 rojas. Selanza
unamoneda. Si sale carase ponen doshbolasde A en By si salecruz se poneunadeA en B. A
continuaci6n sacamos una bola de B y resulta ser roja. Calcular |a probabilidad de que en lamoneda
salieracara

- Si X sigue unadistribucién Normal con media 10 y desviacion tipica 2, se pide:

a) PXE 12)
b) P(X|E£13)
c) P(X-10£1)

d) Hallar el percentil 0,95 de ladistribucion.
e) Hallar el valor de aparaque P(|X-10|£a)=0,95

Septiembre.

.- Supongamos un sistema con 9 componentes que requiere para su funcionamiento que al menos 6
funcionen. Si la probabilidad de funcionamiento de una componente es 0,95, calcular la probabilidad de
gue el sistemafuncione.

Si el sistematiene 100 componentesy funcionasi hay 60 disponibles, ¢cudl eslaprobabilidad de
gue funcione?.

.- Una companiia de seguros de automdviles clasifica alos conductores en tres clases:

A: ato riesgo. B: riesgo medio. C: bgjo riesgo.

Laclase A constituye el 30% de los conductores que suscribe un seguro con la compaiiiay la
probabilidad de que uno de esos conductores tenga un accidente en un afio es 0,1. L os datos
correspondientes paralaclase B son 50% Yy 0,03, y para C 20% y 0,01.

a) Calcular laprobabilidad de que un conductor asegurado en la compafiia sufraun accidente

en un afio.

b) Un determinado cliente contrata unapdlizay tiene en el primer afio un accidente. (Cudl esla

probabilidad de que seadelaclase A?

c) Siunasegurado llevadiez afios sin sufrir accidentes y suponemos que los afios son

independientes en cuanto a nimero de accidentes, ¢cual eslaprobabilidad de que seadela

clase C?
Curso 2001/2002
1.- Unaeditorial sabe por laexperiencia acumulada durante afios que un 5% delos libros que editatiene
una encuadernacién imperfecta. Empaquetalos libros en paquetes de 30 libros y después estos paquetes
los pone parasu transporte en cajas de madera con 50 paquetes cadauna. Antesde enviarlosalos
distribuidores hace el siguiente control. Elige unacajaal azar y de esta un paquete cualquiera del que
toma7 librosy revisasu encuadernado.Si encuentra al menos uno defectuoso entonces revisatodos los
del paquetey si encuentramas de 3 defectuosos revisatodoslosdelacaja. Se pide:

a) Calcular laprobabilidad de que tenga querevisar todo el paquete.

b) Calcular laprobabilidad de que tenga que revisar todalacaja.

c) Silaeditorial estaenlo cierto en cuanto a porcentaje de defectuosos,¢, cual esla

probabilidad de que la cajatenga mas de 50 libros defectuosos?.

2.- Calcular las siguientes probabilidades :
a) P(2£ x£7)si xtieneunadistribucion B (9, 0.7)
b) P(3<x£ 8)sixsigueunadistribucion de Poisson de pardmetro 3.

c) P(|X-10| < 3) si x sigueunadistribucion N (8, 6)
d) Calcularnparaque P(t£ tn 0975)=2.16.tesuna(t—deStudent).
e) Cacular aparaqueP( C° 3 CaZ’16 ) =10.312.



2.- Variables aleatorias.

Se denomina variable aleatoria a una variable numérica cuyos valores vienen
determinados por el azar, es decir, asigna un valor numérico a cada uno de los sucesos
gue resultan a realizar un experimento aeatorio.

Ejemplos.

Experimento aleatorio Variable aleatoria

Lanzar un dado. X =" Numero que figura en la cara del
dado”
X1 {1,2,3 4,5,6}

Lanzar un dardo. (X,Y) =" Posicion en ladiand’.
X Y)T{(x,y)T R?/ x?+y? £r?}

Romper en dos trozos una varilla. X =" Longitud del trozo mas largo”
X1 (0, L)

Sexo de un recién nacido. X =* Nifio o Nifia’. XI {0, 1}

Ladefinicion permite trabgjar considerando como un suceso € hecho de que la
variable tome un determinado valor “X = X" o0 pertenezcaaun intervalo "X 3 x” 0
“ % £X £ X" . De cada suceso de este tipo se puede determinar su probabilidad , es
decir P(X = %), P(X 3 x) y P(x £ X £ ¥) . Se dice que se ha definido un modelo de
distribucion de probabilidad para una variable cuando se tienen los valores que toma la
variable y la probabilidad de que los tome.

Segun sea e conjunto numeérico en e que toman valores las variables a eatorias
pueden ser discretas o continuas.

Funcion de distribucion.

Se [lama funcién de distribucion de una variable X alafuncién F(x) = P(X £ X)
"xI R
Propiedades de la funcion de distribucion.

i) P(x1 <X £ x2) = F(%) - F(x).

i) O£ FXx) £ 1

iii) F es una funcién mondtona no decreciente, es decir, S X < Xo p
F(x1) £ F(%2).

iv) F se define en todo €l gereal y se conviene
que XIE@rrJ¥ Fx) =1y xlgn¥ Hx) =0.

V) F es continua por la derecha, es decir:

im F(x) = F(@) y lim F(x) =F@- PX =3)
Demostracion.




i) (X £ %) = (<X £ X%)E (X £ X1), y cOMO |0s sucesos son
incompatiblesP( X £ x2) = P(xx< X £ x2) + P( X £ x9).

i) F(x2) - F(x1))=P(x <X £ x2) 3 0.
V) Sx>a b P@EXEX) =FX)-Fa

ilim FX) =F@) + lim Pa< X £X)
: x® a* Xx® a?

b i

: é;(a,x]:F P lim Ma<X £x) =0

X

—

Sx<a b Px<Xf£a=Fa-Fx) p FX) =F@-PXx<X£a)

b j[lim F(x):F(a)-IimiP(x<X£a)
£ C(xal={ap lm Px<X£a=PX =4

x® X® a

—_

Para que la funcion de distribucién sea continua por laizquierda es necesario
queP(X =a)=0"4d R.

2.1.- Variables aleatorias discretas.
Una variable aleatoria se dice discreta cuando toma valores en conjuntos
discretos, bien sean finitos o infinitos numerables.

Funcion de probabilidad o funcion de cuantia.

Sea Xl { x1, X2, ... Xa} (N N0 necesariamente finito) una variable aleatoria discreta.
Se llama funcién de probabilidad o funcién de cuantia ala funcion que para cada valor
delavariable xi, proporcionala P( X =X ). Presentamos la funcion en la siguiente
tabla

X X1 X2 Xn

P( X =x) P(X=x) P(X =x) P(X =X,)

Observar que § P(X =x,) =1

i=1

Funcion de distribucién de una variable discreta.

Lafuncién de distribucion de una variable discreta en los valores de la variable
sera

F(Xl) = P(X £ X]_) = P(X = X]_)

F(x2) = P(X £ x2) = P(X = x)+ P(X = %).

F(xn) = P(X £ X)) = P(X =x)+ P(X =X%)+ ... + P(X =Xx).

Por lo que F(x) vendra dada por:




10

-:-P(szl) X, £ X<X,

:::P(X=x1)+P(X:x2) X, £EX <X,
A= |

.:.P(X=x1)+P(X:x2)+...+P(X:xj) X; EX <X,

|
}1 X3 X,
Propiedades de la funcion de distribucion de una v.a. discreta.

Lafuncion de distribucion en el caso discreto tiene ademés las siguientes
propiedades.

i) P(a£ X £b) = F(b) - F(a) + P(X = a).

i) P(a< X <b) = F(b) - F(a) - P(X =h).

iii) P(a£ X <b) = F(b) - F(@) - P(X =b) + P(X = a).

Demostracion.
XEb)=(X £ E (a<X £b)
i) (af X £b) = (X=a) E (a< X £ h).
P(a£ X £b) = P(X=a) +P (a< X £ b) = P(X=a)+ F(b)-F(a).
i) (a<X £b) = (X=b) E (a< X <h).
P(a< X £b) = P(X=b) +P (a< X < b)
iii) (@€ X <b) = (X=a) E (a< X <b).
P(a£ X <b) = P(X=a) +P (a< X £ b) = P(X=a)+ F(b)-F(a)-P(X=Db)

EJEMPLOI.
En € lanzamiento de un dado escribir las funciones de cuantiay de distribucién
de probabilidad de la variable nimero de puntos en la cara superior.

Solucion.

Funcion de cuantia.

X 1 2 3 4 5 6
P(X=x%) |16 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

Funcion de distribucion.
F(1) = P(X£1) = P(X = 1)=1/6
F(2) = P(X£2) = P(X = 1)+ P(X=2)=2/6.

F(6) = P(X £6) = P(X = 1)+ P(X =2)+ . .. + P(X =6)=1




i0 X <1

¥y6 1Ex<2
72/6 2£x<3
Fx) =36 3Ex<4
¥46 A4£ x<5
:[5/6 5£x<6
11 X3 6

EJEMPLO II.
Se lanza tres veces una moneda. Escribir la funcion de cuantiay la funcionde
distribucion de la variable nimero de caras.

Solucion.

Funcion de cuantia.

X 3 2 1 0
P( X =X%) 1/8 3/8 3/8 1/8

Funcién de distribucion.

io x<0
L8 0£x<1
Hx) :!3/8 1£x<2
{ys 2£x<3
i1 x3 3

2.2.- Variables aleatorias continuas.
Se dice que unav.a. es continua cuando es continua su funcion de distribucion.
Esto significa que :
iPX=a) =0
im Fe9 = im F) =F@ b |9
X® a* x®a TP@<XEX)=FHX)-F(@ ® 0 cuando Xx® a

La continuidad implica que es cero la probabilidad de un punto y que intervalos
pequefios tienen un probabilidad pequeiia. Son variables continuas las que toman
valores en un intervalo.

Funcién de densidad de probabilidad.
Se dice que una funcion real de variable real f(x) es una funcion de densidad de
unav.a. X s verificalas siguientes propiedades.

Propiedades de la funcion de densidad.
) f(x)3 0" xI R
i) Qf ax=1.

i) P(m<x<&)=6Wmdx




Como consecuencia inmediata de la definicion se tiene que
P(xi<X<x)=P(xEXEX)=PMXEX <x)=Pxx<X£X).

Funcion de distribucion.
Si X esunav.a. continua con funcién de densidad de probabilidad f(x) su
funcién de distribucion F(x) vendra dada por:

X
by

Rm:WX£m:cU®m"ﬂR.

Como consecuencia inmediata de esta definicion tenemos que :
) P(asX<x)=qf dx=Fe) - Fix)

i) F(x) = f(x).

Es conveniente resaltar tres aspectos .

i) La funcién de densidad desempefia en € caso continuo el mismo papel
gue lafuncién de cuantiaen e caso discreto.

i) En el caso continuo laintegral sustituye ala suma

i) Cuando la variable es continua la probabilidad de que tome un valor
concreto es cero.

EJEMPLOI.

Se dice que una variable aeatoria tiene una distribucion uniforme en un
intervalo (a, b) s su funcién de densidad es constante en dicho intervalo y nula fuera de
d.

11 i
0=1p-a X @Y
to x1 (ab)
- S L
F(x)—0¥f(t) dt_Qb-a dt o a(x a) a<x<b

Segun esto la funcion de distribucion es:
i0 XEa
F(x):iﬁ(x-a) a<x<b
1 x3b
EJEMPLOII.

Se dice que una variable tiene una distribucion exponencial de parametro | s su
funcion de densidad es:

i2e™ x30

fx) =
¥ =1 x<0

10



, L, i0 x<0
y su funcion de distribiciones FH(X) =i , .
i1-e™ x30

2.3.- Medidas car acteristicas de una variable aleatoria.
Media o esperanza matematica .
La media o0 esperanza matemética de una variable aeatoria es una medida del

comportamiento central de la variable. Se representa E[X] = my se define de manera
diferente segin que la variable sea discreta o continua.

Caso discreto.

3
E[x]=a x P(x = x))
i=1
Si lavariable toma valores en un conjunto numerable esa suma seria una serie.

Caso continuo.

QMzéyw)w

Propiedades de la esperanza.
) Si k es una constante HK] = k.
i) Ela+b X =a+bHX]
iii) S| (x) es unafuncion de la variable aleatoria X.

Elj (X)]:énj (x;)P(X = x;) end caso discreto.
i=1

Ej(X)]=0g ® f(x) dx ene caso continuo.

iv) SXY,.. ,_W son variables aleatorias definidas sobre un mismo espacio
muestral X +Y + ... +W] = X]+ HY]+...+ HW].

EJEMPLOI.

Calcular la esperanza de | os beneficios obtenidos por una compafiia de seguros
al hacer un seguro cuya primaanual es r, la probabilidad de siniestroesp y la
cantidad aseguradaes M.

Solucion.
Lavariable aleatoria X representa €l beneficio. Su funcién de cuantia es:
X r -(M-r)
P(X =X) 1-p P

E[X] =r(1-p)-(M-nNp=-Mp +r
Si r > Mp € beneficio estara asegurado.

EJEMPLO II.

En laruleta hay 37 nUmeros que van desde el cero hasta el 36. De ellos 18 son
rojosy 19 negros. Calcular €l beneficio esperado con una apuesta de 1000 pts:

1




i) A un nimero cualquiera. Si acierta gana 35000pts.
i) A rojo contra negro. Si acierta gara 1000.

Solucion.
Llamamos X ala variable beneficio obtenido.
Funcion de cuantiaen €l caso i)

X 35000 -1000

P(X = X) 1/37 36/37

E[ X] = 35000x1/37-1000x36/37= -27

En el segundo caso la funcion de cuantia serd

X 1000 -1000

P(X = x) 18/37 19/37

E[X] = 1000x18/37 - 1000x19/37 = -27

L as dos apuestas tienen la misma esperanza de pérdida.

EJEMPLO lll. La esperanza de la distribucién uniforme es

o1 1 ° b+a
E[X]= (K — dx=——(x dx =
y b-a b-a; 2

EJEMPLO V. Laesperanza de la distribucion exponencial es

+¥ +¥

E[X] = X f(9) dx=¢x | e dezli
¥ 0

El resultado se ha obtenido haciendo por partes la integral impropia.
Varianza.
Var [X] = E [(X-E[X] )] = E[X?]- E[X]?

Caso discreto.

Var[x]= & (x; - Elx)?P(X = x))
Caso continuo. -

Var [X] = +& x - E[x])? (%) dx

Propiedades dela varianza.
i) Var [a+bX]=b? Var [X].

i) SiXesunav.a ta queE [X] =my Var [X]=s%P X*= X—Zu estal que
s

E[X] =0y Var [X']=1. X* se denomina variable tipificada.
iii) Desigualdad de Tchebyshev.




P(X - 13 & £ L Var[x]

M omentos.

Momento de orden k respecto a origen.

JI é X:(P(X =X;)
c=EX]=1

L o< “f(x)ax
fos
Momento de orden k respecto de la media.

L& (x -mfPX =x,)

I
| i=1
C=E[x- ExD?] =i
L X - m)*f(x)dx
f
Coeficiente de Asimetria.
ca=E:
S
Coeficiente de Apuntamiento.
_H
CA, =
Funcion generatriz de momentos
i Eol e P(X = x;)
At) =Efe*] =i}
| (e f(x)dx
fe
Propiedades de la funcion generatriz de momentos.
o y©@=1 |
i) La funcién generatriz de momentos se llama asi porque es una

herramienta importante en € calculo de momentos y esto es fundamental
para e cdculo delaesperanzay lavarianza de las distintas

distribuciones.
! é ™ P(X = X,)
A =Ele*|=1
| Gp™f()x
t
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. = X" "]

y ?%(0) = E [X"] conloque ?'(0) = E[X], ? (0) = E[X?]
Var [X] =?7(0) -(? (0)°.

2.4.- Algunos g emplos de distribuciones discr etas.
- Distribucién de Ber nouilli.

Se denomina proceso de Bernouilli a un experimento aleatorio que consiste en

observar elementos de una poblacién bajo las siguientes condiciones.

) L as observaciones se clasifican en dos categorias que se denominan
exitos y fracasos.

i) La proporcion de éxitos y fracasos es constante y no se modifica
cualquiera que sea la cantidad observada. Esto implica que las
observaciones se hacen con reemplazamiento . Llamaremosp ala
probabilidad de éxito y q = 1-p ala de fracaso.

i) L as observaciones son sucesos independientes.

Ejemplos de este proceso son observar € sexo de un recién nacido, observar la
aparicion de un elemento defectuoso en un proceso de fabricacion, etc. Existen
diferentes variables aeatorias que pueden definirse en un proceso de Bernouilli cada
unade ellas con distinta distribucion de probabilidad.

En e proceso de Bernouilli, se define unav.a. quetomael valor 1 s € resultado
de la prueba ha sido un éxito y € vaor 0 s € resultado ha sido un fracaso. Segun esto
P(X=1)=pyP(X=0)=1-p.

EX]=1P(X=1)+0P(X=0)=p

Var [X] = (0-p)* P(X =0) + (1-p)* P (X = 1) = p(1-p) = pa.

Des[X] = y/pa

14



- Distribucion Binomial.

Sellamav.a. Binomia alaque describe e nimero de éxitos obtenidos cuando
se realizan n pruebas de Bernouilli. X1 {0, 1, 2, ..., n}. El suceso X = k representa que
se han obtenido k éxitos, y por tantornt k fracasos, a realizar n pruebas de Bernouilli. La
probabilidad de este resultado teniendo en cuenta que las pruebas de Bernouilli son

sucesos independientes es p*(1-p)™* y como con k éxitos habra g o resultados

diferentes se tendraque P( X = k) = gki p"(l-p)”"‘ gue es la funcién de cuantia de la
a
distribucién.

Observar que a gkz P (Lp)" = (p+q)"=

La funcion de distribucion de labinomia sera

Fm:ég%wsw*

KEX

D
Par indicar que unav.a. es binomial escribiremos X=B(n, p) siendo n & nimero de
pruebas de Bernouilli y p la probabilidad de éxito en cada prueba.

Esperanzay Varianza dela distribucion Binomial .

Para calcular la esperanzay la varianza se usa la funcion generatriz de
momentos.

2 =)= & TG - pt = e =

=(e'p+qg)"
2'() =nEe'p+g) " tpe' P ?'(0) =mp
2"'() =n(n- 1)(e'p+q) " *p*e® + ne'p+q) " pe' b

?"(0) =n(n- H(p+" *p? +n(p+q)"'p=n(n- 1)p* +mp
Dedondeseconcluyeque E[X]=np y Va [X]=npaqa.

EJEMPLOI.

La probabilidad de que un alumno apruebe un examen es 0.25. En un grupo de 4
estudiantes calcular:

i) Probabilidad de que los cuatro aprueben.

i) Probabilidad de que no apruebe ninguno.

iii) Probabilidad de que sélo uno apruebe.

iv) Probabilidad de que a menos dos aprueben.

V) Probabilidad de que alo sumo tres aprueben.

Solucion.

D
X =" nimero de alumnos de es grupo de cuatro que aprueban” =B(4,0.25)
i) P(X = 4)=0.0039

15



i)  P(X =0)=0.3164

i) P(X =1)=0.4219

iv)  P(X32)=1-P(X£ 1)=1-0.7383
V) P(X£3)=0.9961

EJEMPLOII.

Un sistema con nueve componentes requiere para su funcionamiento que al
menos seis estén disponibles. Si la probabilidad de que una componente funcione es
0.95, calcular la probabilidad de que e sistema funcione.

Solucion.

D
SeaY = “numero de componentes que no funcionan en e sistema“=B(9,0.05)
P(Y£3)=0.9994.

Distribucién de Poisson.
Consideremos un experimento aleatorio en €l que observamos la aparicion de
sucesos puntuales sobre un soporte continuo, por ejemplo:
i) Estudio de las averias de maguinas en un periodo de tiempo.
i) Llegadas de aviones a un agropuerto en un intervalo temporal.
iii) Llamadas recibidas en una central telefonica en un intervalo temporal.
iv) Corrosion en puntos de la superficie de una tuberia.

Condiciones del proceso de Poisson.

a) El proceso es estable, es decir, produce alo largo del interval o soporte
( espacial, temporal, etc. ) un nimero medio de sucesos que es constante
Y que Se representa por un parametro | .

b) L os sucesos ocurren de forma independiente.

Una variable aeatoria discreta se dice que tiene una distribucién de Poisson de

D
pardmetro | positivo y se escribe X =P(I ) s toma como valores todos |os enteros no
negativos y su funcion de cuantia viene dada por:

r

PX =r=e7=
r
+¥ +¥ r;r +¥ Qr
[o] [o] .o ¥ .2 0 [/ )
Observar que g P(X =r)=gq € —=eg—=®e =1
r=0 r=0 r =0 I

La variable de Poisson mide € nimero de sucesos que ocurren en un intervalo
de longitud fija.
La distribucion de Poisson puede también considerarse como € limite de una

I)
distribucion B(n, p =— ) cuando n crece indefinidamente. Comprobemos esta
n
afirmacion.
Sea X lavariable aleatoria que mide el nUmero de veces que ocurre un suceso en

un intervalo de longitud L. Supongamos que € intervalo se divide en n subintervalos de
manera que pueda decirse que es cero la probabilidad de que en uno de esos

16



subinterval os ocurran dos sucesos. De este modo X puede considerarse como una

f)
binomial de pardmetrosny —.
n

PX =r1) = ?g( -O”r p Ilm P(X—r)—hmgr:(—) (1- ;) =

) ' nn- 1)..... n-r+1 ?
:nl(l®rrj¥ | I( ) ( ) | n®+¥ ( ) (7 )(1 )
r(n- ! r n'(1- 2 n
?r - - ? '
S LU L L S Ll P A A
rhn@+¥n-?2n-7 n-7? n r!

Luego tenemos que P(X =r) = - e' f Z"ylafuncién de distribucion es
r!

o
F(X) :é e'?? "X R

rEx

Esperanza y Varianza de la distribucion de Poisson.

Usando la funcion generatriz de momentos se tiene:

9r +¥ tt) r
Q(t) _E[ tX] a e -? :e-?é (er;) :e- ?e?et :e?(et-l)
r! r=0 :

2'(t) = 2ele X '1) b ?2'(0)=?b E[X]=?

2() = 26X "D 4+ 22626%e D p 20 = 2422 b vaX]=2

Para aproximar una B(n, p) por una P(l ) hay que tener en cuenta los siguientes
aspectos.

E[Xg] = np, Var [Xg] = npq

E[Xp]=| =Var [Xp]

De €llos se deduce que para que la aproximacion tenga sentido | =np y q tiene
gue ser un valor muy proximo a 1. En la préactica la aproximacion es buena cuando
p<0.1y np£S.

EJEMPLOI.

Las llamadas por averia en un puesto de servicio siguen una distribucion de
Poisson de media dos averias por semana. Calcular:

i) Probabilidad de que en una semana no haya ninguna averia.

i) Probabilidad de que en una semana haya menos de cinco averias.

i) Probabilidad de que haya sei's averias en un mes.

Solucion.

D
Se define lav.a X="“ndmero de averias por semana’ =P(2).
i) P(X=0)=€%=0.14
i) P(X<5) =P(X £ 4) = 0.947
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iii) Considerando que un mes tiene cuatro semanas trabajaremos con la

D
variable Y =" nimero de averias por mes’ =P(8)
P(Y = 6)=0.122
EJEMPLOII.
La probabilidad de reaccion negativa ante un farmaco de un individuo internado
en un hospital es 0.05. Calcular la probabilidad de que en un total de 100 individuos
i) tres presenten reaccion.
i) No presente reaccion ninguno.
iii) Presenten reaccién mas de dos.

Solucion.

D
Lav.a X =* ndmero de individuos que presentan reaccion “=B(100, 0.05)»P(5)
i) P(X =3)=0.1404
i) P( X =0) = 0.0067
i)  PX>2)=1-PX £2)=1-0.125=0.875

EJEMPLO I11.

Se sabe que una central telefénica atiende un promedio de 8 [lamadas por
minuto. Con los medios técnicos de que dispone la central, se pueden atender como
méximo 12 llamadas por minuto, produciéndose una sobresaturacion en lalineas se
sobrepasa dicho nimero.

) Hallar la probabilidad de que en un determinado minuto haya saturacion.

i) Usar la desigualdad de Tchebyshev para acotar la probabilidad de que el

numero de llamadas esté en € intervalo [m2s, m+2s]

Solucioén.

D
) Se define lavariable X = * nimero de llamadas por minuto” =P(8)
P(X>12) = 1-P(X£12)=1-0.9362=0.0638.

i) P(m2s <X <nmt2s) 3 1-

N
Nlw

m=E[X] =8 s = DegX] =+/8 = 2.83p P(2.34<X<13.66) 3 %

Luego la probabilidad de que el nimero de llamadas recibidas por minuto esté
entre dos y trece es mas del 75 %.

EJEMPLOIV.

La probabilidad de que una persona muera debido a un cierto virus es 0.001.
¢Cud es la probabilidad de que mueran a menos tres en una poblacién de 3000
personas afectadas?

Solucion.
Lav.a X =" nimero de personas afectadas por €l virus en una poblacién de

D
3000 =B(3000, 0.001)»P(3)

P(X? 3) = 1- P(X£2) = 1-0.4232=0.5768
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NOTA. Cuando una distribucion de frecuencias cumple las condiciones que permiten
suponer gue sigue una ley de Poisson, la distribucién tedrica que mejor se gjusta es una
Poisson que tiene la misma media que la distribucion empirica.

.- Otrasdistribuciones discr etas:

Geométrica.

En un proceso de Bernouilli se considera una variable X que cuenta el nimero
de pruebas hasta la obtencion del primer éxito. Si p esla probabilidad de éxito la
funcion de cuantia de dicha variable seria:

PX =k =@1-pp k=1,23, ...

2

EX] = < var [x]=12P
Y Y
Binomial Negativa.
En un proceso de Bernouilli se considera una variable X que cuenta el nimero
de fracasos antes de que aparezca €l n-ésimo éxito. La funcion de cuantia serd en este

Caso.

P(X =Kk) = §+k+lg(1-p)kp” k=0,1,23, ...
(4]
p p

Hipergeométrica.

Es el modelo mas adecuado para seleccionar una muestra de tamario n,
procediendo sin reposicion, de un lote de tamafio N en el que existen Np elementos
defectuosos. Por esto esta distribucion se utiliza para elaborar planes de muestreo para
aceptacion en control de calidad.

La probabilidad de que una muestra de tamario n contenga k elementos
defectuosos viene dada por:

aNpeN - Npg
k gn-k
P(X = k) . k=0,1,2,.. N=1,2,3,... n=1,2 ...N.
aN o
n 5

E[X]=np Va [X] =npq

2.5.- Algunos g emplos de distribuciones continuas.
- Distribucién Exponencial .|
En un proceso de Poisson se considera una variable aeatoria continua T que
representa el tiempo que transcurre entre la ocurrencia de dos sucesos consecutivos.
Seamel promedio de sucesos ocurridos en un intervalo temporal (0, tp) y sea X
una variable de Poisson de parametro m La probabilidad de que en € intervalo (0, to) no
haya ocurrido ningin suceso esP (X =0) =P (T > tp)=e™

Sea ? :t_ lamedia de sucesos por unidad detiempobp P(T>t)=¢€'',
0
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Fto) =P(TE£t)=1- P(T>tp) =1- €',

Luego T es una variable aleatoria cuya funcidn de distribucion viene dada como
sigue.

i1- e t3 0
FO) =i
10 t<O0
Sedice que T tiene una distribucion exponencia de parametro | 'y escribiremos
D
T=exp(l ).

Derivando la funcion de distribucion se obtiene la funcion de densidad.

N

i| et t3 0
ft) =1
|

| e
0 t<0

Esperanza y Varianza dela distribucion exponencial .

Como ya mencionamos anteriormente

+¥ +¥
E[T] = G f) dt=¢y | e''dt ={integrand 0 por partes :Il
_¥Y 0

+¥

+¥
E[TZ]: g’ f®) dt=¢3* | e''dt ={integrand 0 por partes} :I%
- 0
Var|[T] :Iiz
EJEMPLOI.

Sea T unav.a que mide el tiempo de vida en horas de un cierto tipo de tubos de

D
vacio. Supongamos que T =exp(0.001). El fabricante desea garantizar |os tubos para una
duracion de ty horas. Determinar to de modo que P( T > tp) =0.95.

Solucion
P(T>t)=1-F(ty) =€',=095b - t,=10g095 b t, :@ b
to = 51.25 horas

EJEMPLO II.

Se ha comprobado que la duracién de vida de ciertas componentes electrénicas
sigue una distribucion exponencial de media 8 meses.
) Calcular la probabilidad de que la vida de una componente esté entre tres
y doce meses.
i) Calcular € percentil 0.95 de la distribucién.
i) Calcular la probabilidad de que una componente que ha vivido 10 meses
viva 25 meses mas.

Solucion.



D
SeaT lav.a. que mide la duracién de vida en meses. T:exp(é).

12 1

1 -zt .lt 12
i) P(3£T£12)=(‘)ée Sdt=-e ® | =047
3 3

i) P(TE£p) =095

_p .k
8=0095b e ¢=005p -gzlogo.osp p=23.97

PTEp)=1-e
iii) P(T>25/T>10) = PUT > 25} G{T>10}) _ AT >25) _e - =e_15%
P(T >10) AT >10) e-loé

Observar que en general la distribucion exponencial tiene la siguiente propiedad.

P(T>t+s/ T >1)=
_PUT>t+3 C{T>t) _PT>t+y _e 'S o~
B P(T > ) TRTS) e 1t TERT>S

Esta propiedad es la que sugiere su aplicacion en ciertos problemas relativos a
duracion de vida.

Distribucion Normal.

Se dice que unav.a. continua sigue una distribucién normal de parametros my s

D
y lo representaremos X=N(m, s) s su funcion de densidad es de laforma siguiente.

_x-m?
L e 32 ] (-¥,+¥)

f(X) =S—$

E[X] =my Var[X] =s2.
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: X-mnmb
Observar que lavariable Z = =N(0, 1) .
., X
Su funcion de densidad es f(2) = e 2 conx (-¥,+¥y).
Jop
z 1 z _ﬁ
Su funcion de distribucidones j (2 = cj(t)dt = (03 2 dt queeslaunica
- ¥ A -¥

gue tenemos tabulada.
Par calcular F(x) hay que tener en cuentaque e suceso { X £ x } es&l mismo

qued suceso {Z £ "S'—”},yportantoF(x)zp(x £X)=PZ£ XS'”)zf(XS:”).

A continuacion se muestra como se calcula la probabilidad de un intervalo.

1)

P(a£X£b):P(M£Z£ b- “):f (b‘ IJ)_ f (a- u).

i)

PX|Ea) = PragX £a) =P e Bezg 2ty Al ¢(tB M@l

A partir de ladistribucion normal tipificada se puede calcular cualquier otra
distribucion normal.
EJEMPLOI.

S ZEN(O,l), determinar:
i) P(Z £ 2.44)

i) P(1£Z £ 3)

iii) P(Z>1)

Solucion.
i) P(Z £ 2.44) = 0.9927



i)  P(1£Z £ 3)=f (3)-f (1) = 0.9987-0.8413= 0.1574
i)  P(Z>1)=1P@Z£1)=1-f (1) =1-0.8413=0.1587

EJEMPLO II.

SeaXEN(O.8,2). Calcular.
i) P(X £ 2.44)
i) P(1£X £ 3)

iy  P(X>1)
Solucion.
) P(XE£244)=PZE @ )=P(Z £0.82) = f ( 0.82)=0.7939
i) P(IEXED)= P(% £ZE 3'—20'8) =f (1.1) - f (0.1) =0.8643-0.5398
=0.3245

P(X>1)=1-PX£ 1)=1-P(Z £1'—20'8)=1-f(0.1):

= 1-0.5398=0.4602

EJEMPLO II.
Calcular e valor dea tal que P(Z £ @) =0.90

Solucion.
Si miramos las tablas de la normal tipificada tenemos que P( Z £ 1.28) = 0.8997

y P(Z £ 1.29) = 0.90147. Convendremos que entre esos dos val ores tomaremos el que
da un resultado més proximo a 0.90 que es a=1.28.

EJEMPLOIV.
Calcular € vaor de ata que P( Z>a) = 0.85

Solucion.

P(Z>a)=1- P(Z£a=085pb P(Z£a)=1-0.85=0.15.

En las tablas observamos que P( Z £ -1.04) =0.1492y P( Z £ -1.03) = 0.1515.
Con €l criterio del ggemplo anterior tomamosa=-1.04

EJEMPLOV.
Calcular ata que P(|Z| £ @ =0.99

Solucion.

P(|Z|£a) =P(-af Z£a) =2f(a)-1=099p f(a):l'—;99 =0.9950b a=258

EJEMPLO VI.

Probar que s XEN(m S) severifica:
i) P(ms <X<mts)=0.6826
i) P(m 2s <X <mt 2s) =0.9546
iif) P(m 3s <X <m* 3s) =0.9974
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Solucién.

) P(ms<x<m+s)=P(“':‘—'“<z<%)=P(-1<z<1)=
= 2f (1)- 1=2x0.8413- 1= 0.6826

i)  Pm2s<X<m2s)=p(R B Moz H¥S W poczm=
= 2f (2)- 1= 2 0.9773- 1 = 09546 ’

i) P(m3s <X<wss):P(@<Z<“+3sj) —P(-3<Z<3)=

=2f(3)-1=2x0.9987-1=0.9974

De los resultados del jemplo anterior se desprende que a observar un gran
nimero de valores de unav.a. normal cabe esperar que arededor de las 2/3 partes de los
datos estén en € intervalo (m s , m+ s), alrededor de 95% en (m 2s , m+ 2s) y €l 99%
entre(m 3s , mt+ 3s). Esto indica que s un conjunto grande de datos no responde a esta
Situacion es porgue no siguen una distribucion normal.

EJEMPLO VII.

Una de las primeras aplicaciones de la curva normal la hizo Bessel que en 1818
comprobd que los errores de medida de 300 observaciones astronémicas coincidian con
bastante gproximacion con los previstos por Gauss en la curva normal. Suponiendo que
lav.a. que mide estos errores tiene media 0 y una desviacion tipica de 4 grados,
calcular:

) La probabilidad de que € error en una medida no sea mayor de seis

grados.

i) La probabilidad de que se cometa un error por defecto mayor que ocho

grados.

iii) Si Ilamamos grandes a | os errores mayores que sSiete grados, calcular €

numero esperado de errores grandes en 300 observaciones.
Solucion.

) P(X|E6)=P(6EXEE)=P(- §£Z£g):2f(1.5)- 1= 0.8663

i) P(X£-8):P(Z£-%)=f (-2)=0.02275

iii) P([X|>7)=1-P(|X|£7)=1-0.91988 = 0.08012

Si se considera cada observacidén como una prueba de Bernouilli en laque €
éxito es obtener un error grande, la variable aeatoria que mide el nimero de errores
grandes en 300 observaciones es una B(300,0.08012) y su esperanza es
np = 300 x 0.08014 = 24 que es numero esperado de errores grandes en 300
observaciones.

2.6.- La Normal como aproximacién de otros distribuciones.

Teorema Central del Limite.
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Sean Xi, X, Xp variables aleatorias independientes con mediasm, m, ..., myy
desviaciones s, S», ..., Sn respectivamente y con una distribucion cualquiera no
n
[o]
Y-au

necesariamente lamisma. SeaY = X1+ Xo+  + X, ysea Z= i=l

JsZ+sZ+..+s?
Se demuestra que cuando n crece la variable Z tiende hacia una distribucion
N(0,1).
Este resultado implica que cuando n es grande se puede considerar que

n n
Y tiene unadistribucion N(& M, /& s 7).
i=1 i=1
Si todas las variables X; tienen la misma media my la misma desviacion s en
tonces Y se distribuye cuando n crece como una norma de media rmy de desviacion

Jns

Observacion.

El teorema Central del Limite es uno de los resultados mas importantes que se
conocen en estadistica. Su demostracion requiere un nivel que supera con mucho al del
curso, pero su aplicacion es de gran interés. En € se basa la justificacion tedricade la
aproximacion por la distribucion normal de otras distribuciones tales como la Binomial
y la Poisson .

Aproximacion de una distribucion B(n, p) por unadistribucion Normal.

D
Unavariable X=B(n, p) eslasumade n variables aleatorias X; de Bernouilli

independientes. HX;] =py Va[Xi]=pq "i1=1, 2, ..., n. Aplicando € teorema central
del limite se concluye que cuando n es grande la variable binomial de pardmetrosny p

puede considerarse como un normal de pardmetros npy +/npg y por tanto la variable
X-np

~'hpq

En la préctica la aproximacion es buena cuando n grande ( mayor que 30) y p no
esta muy préximo a cero ni a uno, también cuando n es pequefio si p esta proximo a 0.5.
Es correcto utilizar la normal como aproximacion de la binomial cuando np2 5y ng3 5.
Si p esta préoximo a 0.5 la aproximacion es valida s np>3 aln cuando n sea pequefio.

Cuando se redlizala aproximacion hay que tener en cuenta que se esta
aproximando una distribucion discreta por una continuay eso obliga a hacer ciertas
COITecciones que se presentan a continuaci on.

D
Z= =N(0,1)

P(Xg=a)=P(a-05£ Xy£a+05)
P(aE XgEb)=P(a-05£ XNEb+05)

EJEMPLOI.

Unavariable aleatoria X sigue una distribucion B(20,0.45). Calcular P(X=10) y
P(3EX£E6):

i) Usando las tablas de la binomial.

i) Usando una N(9, 2.22)

Solucién
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)  P(X=10) = 0.1593
P(3EX£6) = F(6)- F(3) + P(X=3) =0.1299 - 0.0049 + 0.0040 = 0.129
i) P (9.5<X<10.5) = P(0.23<Z<0.68) = f (0.68)-f (0.23) =
0.7517-0.5910= 0.1607
P(2.5EXE6.5) =P( -2.93 £ Z £ -1.13) = P(L.13£ Z £ 2.93) =
f (2.93)-f (1.13) = 0.998305-0.8708=0.127505

Latabla siguiente presenta | os resultados que muestran la bondad de la
aproximacion.

B(20, 0.45) N(9,2.22)
P(X=10) 0.1593 0.1607
P(3EX£6) 0.129 0.127505

EJEMPLOII.

Un profesor decide hacer un examen en forma de test con un cuestionario de 100
preguntas. Cada pregunta va acompafiada de cinco respuestas de las que solo unaes la
correcta. Calcular la probabilidad de que un alumno , que responde al azar una entre las
cinco respuestas, obtenga entre 10 y 30 respuestas correctas.

Solucion.

Lavariable aleatoria que mide €l nimero de respuestas acertadas en el
cuestionario es una B(100, 1/5).Como np=100x0.2=20 y ng=100x0.8=80 se puede hacer
la aproximacion por una N(20,4).

P(10 £ Xg £30) @P(9.5£ XN £ 30.5) =P(-2.63 £ Z £2.63) =
= 2f (2.63)-1=2x0.995731 — 1 = 0.991462

Aproximacion de una distribucion P( ) por una distribucion Normal.
Una distribucién de Poisson de parametro | >5 se puede aproximar por una

distribucién normal de medial y de desviacion J?

EJEMPLOI.
En un proceso de fabricacion de pelicula fotografica aparece por término medio
1 defecto cada 20 metros. Si la distribucion de defectos es una Poisson, calcular la
probabilidad de 6 defectos en un rollo de 200 m
i) Directamente.
i) Aproximando por una normal.

Solucion.

D
i) Sepide P( X =6) siendo X =P(10).

D
X =P(10)»N(10, 3.16)

P(Xp=6) @P(5.5£ Xn £ 6.5) = P(-1.42 £ Z £ -1.11) = f (1.42)-f (1.11)=
= 0.9222 — 0.8665 = 0.0557

E
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2.7.- Distribuciones asociadas a la distribuciéon Normal.
- ¢ 2 de Pearson.

Sean X3, Xo, ..., Xy variables aleatorias todas ellas con distribucién N(O, 1) e
independientes. Se define la variable Ji-cuadrado de Pearson con n grados de libertad y

Se representa ’7§, como:

22 = XZ+X3+..+ X2
EX?1=1 yaque E[X;]1=0 y Va[X,]1=EX?]-(EX;])* entonces

E 221 = E[XZ +X2+..+ X2] = E[X?|+E|XZ ]+ ..+ E[x2| =n

Por un procedimiento mas complejo se demuestra que
Var [ ?2]=2n

Lafuncidn de distribucidén se obtiene a partir de latabla que da colas ala
derecha de un punto es decir P( ?%3 ’?in) =a.

EJEMPLOI.
El valor critico ?Z,, en los siguientes casos es:

i) a=005y Nn=6p ?54=12592
i) a=090 y n=6b ?§q,s=2.204

- F deFisher.
1)2

Sellamav.a. de Fisher con (n, m) grados de libertad a Fn’m = ?—;
"m
Las tablas indican que P(F, ,>Fa nm) =a , es decir proporcionan los valores

Fanm que degjan asu derechaun éreaa (0.05y 0.01).

EJEMPLO 1.
Comprobar usando las tablas correspondientes que F; nm Sendo a=0.05, n=3 y m=15
es3.2874 y s a=0.01, n=5y m=2 es 99.299

- t de Student.

SeaZ=N(0, 1)y ?ﬁ. Sellamav.a. t de Studen con n grados de libertad ala
variable que se define como sigue:

_ Z
n 1
{9192[,‘2

n

én "H
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Lafuncion de densidad es una curva simétrica respecto de OY . Para valores grandes de
N la curva se gproxima mucho ala curva normal tipificada.
Latabla proporcionaP(ty 3 tan) =a.

EJEMPLOI.
El valor tyncuandon=5y a =0.10es1.476
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