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§4 Totale Differenzierbarkeit 
 
In Analysis I §9 Satz 1: 

 [ ],f a b → ℝ ist differenzierbar in x 

 c⇔ ∃ ∈ℝ und eine in x stetige Funktion [ ]: ,a bψ → ℝmit ( ) 0xψ = , so dass gilt: 

  ( ) ( ) ( )f x f x c xξ ξ ψ ξ ξ+ = + ⋅ + + ⋅  

 ⇔ ∃ lineare Abbildung :c →ℝ ℝ und eine in einer  
 Umgebung von 0 definierte Funktionϕ , so dass gilt: 

 ( ) ( ) ( )   Vf x f x c xξ ξ ϕ ξ+ = + ⋅ + ∀ ∈          mit 
( )

0
lim 0
ξ

ϕ ξ
ξ→

=  

 

Beweis: ( ) ( ): xϕ ξ ψ ξ ξ= + ⋅  

 
( ) ( ) ( ) ( )

0 0 0
lim lim lim x x
ξ ξ ξ

ϕ ξ ϕ ξ
ψ ξ ψ

ξ ξ→ → →
⇒ = = + =  

SeiU n⊂ ℝ offen und :U mf →ℝ Abbildung 

Definition: f in Ux ∈ (total) differenzierbar 

 :⇔ ∃eine lineare Abbildung : n m
A →ℝ ℝ und eine in einer  

 UmgebungV von ( )0 n⊂ ℝ definierte Abbildung :V mϕ → ℝ gibt, so dass 

  ( ) ( ) ( ) ( )  Vf x f x Aξ ξ ϕ ξ ξ+ = + ⋅ + ∀ ∈  

  mit
( )

0
lim 0
ξ

ϕ ξ
ξ→

=  

Bzgl. der Standardbasen von nℝ und mℝ ist die Matrix A gegeben durch: 

 ( ) ( ),
ij

A a M m n= ∈ × ℝ  

 Ist
1

n

ξ
ξ

ξ

 
 =  
 
 

⋮ , so ist 
111 1

1 ,
1

mn n

ij j

j i j
m mn n

a a

A a

a a

ξ
ξ ξ

ξ =

  
   = =    
   

  

∑
⋯

⋮ ⋮ ⋮

⋯

 

 Ist 
1

m

f

f

f

 
 =  
 
 

⋮ und
1

m

ϕ
ϕ

ϕ

 
 =  
 
 

⋮ so besagt 

 ( ) ( ) ( )
1

1,...,  

n

i i ij j i

j

f x f x a i mξ ξ ϕ ξ
=

+ = + + ∀ =∑  

Satz 1: Äquivalent sind für
1

:U m

n

f

f

f

 
 = → 
 
 

⋮ ℝ ,  U
n

x ∈ ⊂ ℝ  

1. f ist differenzierbar in x 
2. 

i
f ist differenzierbar in x    1,...,i m∀ =  

 



  ≪ ≫

Analysis II 
Lange 

Sommersemester 2004 
Vorlesung 7  Mittwoch, 12. Mai 2004 

 

   
 

30 

Beispiel: ( ) ( ),
ij

C c M n n= ∈ × ℝ symmetrisch 

 
, 1

: :
,

n n

ij i j

i j

q c x x
x x Cx =

 → =


∑
ℝ ℝ

֏
 

Behauptung: q ist differenzierbar mit n
x ∈ℝ  

Beweis: ( ) ( ),q x x C xξ ξ ξ+ = + +  

 ( ) ( )
( ) ( )

, , , ,

, ,
t

x Cx x C Cx C

q x Cx Cx q

q x a

ξ ξ ξ ξ
ξ ξ ξ

ξ ϕ ξ

= + + +

= + + +

= + ⋅ +

 

 mit ( ) ( ): 2 , ,  a Cx q Cϕ ξ ξ ξ ξ= = =  

 wegen ( ) ,C Cϕ ξ ξ ξ ξ ξ= ≤ ⋅     - Schwartzsche Ungleichung 

  Cξ ξ≤ ⋅ ⋅  

  
( )

0 0
lim lim 0C
ξ ξ

ϕ ξ
ξ

ξ→ →
⇒ = ⋅ =  

  
( )

0
lim 0
ξ

ϕ ξ
ξ→

⇒ =  

Definition: 
1,...,
1,...,

D : i

i mj
j n

f
f

x =
=

 ∂=   ∂ 
 heißt das Differential der Abbildung f  

    oder die Jacobi-Matrix von f 
    oder die Funktionalmatrix von f 
 

Beweis: a) 
0

lim 0A
ξ

ξ
→

⋅ = und ( )
0

lim 0
ξ

ϕ ξ
→

=  

       ( ) ( ) ( )
0

lim 0 0f x f x f x
ξ

ξ
→

⇒ + = + + =  

 

Satz 2: SeiU n⊂ ℝ offen :U mf →ℝ in Ux ∈ differenzierbar 

 Also: ( ) ( ) ( )f x f x Aξ ξ ϕ ξ+ = + ⋅ + mit ( ) ( ),
ij

A a M m n= ∈ × ℝ  

 und :V mϕ → ℝ mit
( )

0
lim 0
ξ

ϕ ξ
ξ→

=  

 Dann gilt: 
 

a) f stetig in x 
b) Alle Komponenten von :U

i
f →ℝ von f sind in x partiell 

differenzierbar mit ( )i
ij

j

f
x a

x

∂ =
∂

 

 Also: A ist gerade die Matrix der partiellen Ableitungen 
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b) Für 1,...,i m= ist ( ) ( ) ( )
1

m

i i ij j i

j

f x f x aξ ξ ϕ ξ
=

+ = + +∑  

 mit
( )

0
lim 0i

ξ

ϕ ξ
ξ→

=  

 

( ) ( ) ( ) ( )

( )
0 0

0

0

lim lim

lim

i j i ij ji

h h
j

j

ij ij
h

f x he f x a h hef
x

x h h

he
a a

h

ϕ

ϕ

→ →

→

=

+ − +∂
⇒ = = =

∂

= + =
��	�


 

 
Beweis: Es genügt die Behauptung an einer beliebigen Stelle Ux ∈ zu zeigen. 

 U offen und 0δ∃ > , so dass ( ), UB x δ ⊂  

 Sei ( )1,..., nξ ξ ξ= mit ξ δ<  

 Sei ( )

1

:
i

i

v v

v

z x eξ
=

= +∑ für 0,...,i n=  

 Also: ( )0
z x=  

  ( )n
z x ξ= +  

  ( )i
z und ( )1i

z
− unterscheiden sich nur in der i-ten Komponente 

 MWS (für eine Variable) ( )0,1θ⇒ ∃ ∈ , so dass 

  

( )( ) ( )( ) ( )( )
1

1

0

i i

i

i i ii

i

f z f z
f z e

x
θ ξ

ξ

−

−
− ∂= +
− ∂

 

  ( )( ) ( )( ) ( )( )1 1i i i

i i i i

i

f z f z f z e
x

θ ξ ξ− −∂
⇒ − = +

∂
 

  

( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )
( )( )

1

1

1

1

n
i i

i

n
i

i i i i

i i

f x f x f z f z

f z e
x

ξ

θ ξ ξ

−

=

−

=

⇒ + − = − =

∂= +
∂

∑

∑
 

 Setzt man ( )i

i

a f x
x

∂=
∂

, so ist 

  ( ) ( ) ( )( )
( )

1

1 1

:

n n
i

i i i i i i i

i i i

f x f x a f z e a
x

ϕ ξ

ξ ξ θ ξ ξ−

= =

=

 ∂+ = + + + − ⋅ ∂ 
∑ ∑

������	�����


 

 zu Zeigen: 
( )

0
lim 0
ξ

ϕ ξ
ξ→

=  

Satz 3: SeiU n⊂ ℝ offen und :Uf →ℝ stetig partiell differenzierbar 

   f⇒ total differenzierbar 
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 Da
i

f

x

∂
∂

stetig in x, gilt: 

  ( )( ) ( )1

0
lim i

i i i i

i i

f z e f x a
x xξ

θ ξ−

→

 ∂ ∂+ = = ∂ ∂ 
 

  ( )( )1

0
lim 0i

i i i i

i

f z e a
xξ

θ ξ−

→

 ∂
⇒ + − = ∂ 

 

  
( )

0
lim 0
ξ

ϕ ξ
ξ→

⇒ =  

Korollar: SeiU n⊂ ℝ offen und :Uf →ℝ stetig partiell differenzierbar 

 f⇒ stetig 

 
Beweis: f total differenzierbar⇒ f stetig 
 
 Also:  f stetig partiell differenzierbar 
   ⇒ f total differenzierbar 
   ⇒ f partiell differenzierbar 
 Kurz: f stetig differenzierbar ⇔ f stetig partiell differenzierbar 
 

Kettenregel: Sei ,U   V
n m⊂ ⊂ℝ ℝ offen 

 : , :U   V
m kg f→ →ℝ ℝ mit ( )V Uf ⊂  

 Anmerkung: g ist in Ux ∈ differenzierbar 

   f  ist in ( )y g x= differenzierbar 

 :U kf g⇒ →� ℝ in Ux ∈ differenzierbar und für ihr Differential gilt: 

  ( ) ( )( )( ) ( )D D Df g f g x g x= ⋅�  

Beweis: Sei ( ) ( ) ( ) ( )
,

: D , : D  
i i

k ji k ij

g f
A g x x B f x y

x y

  ∂ ∂= = = =     ∂ ∂   
 

 z.Z.: ( )( )D f g x B A= ⋅�  

 g differenzierbar in x ( ) ( ) ( )g x g x Aξ ξ ϕ ξ⇔ + = + ⋅ +  

    mit
( )

0
lim 0
ξ

ϕ ξ
ξ→

=  

 f differenzierbar in ( ) ( ) ( )y g x f y Bη η ψ η= ⇔ + + +    

    mit
( )

0
lim 0
ξ

ψ η
η→

=  

 Insbesondere gilt: 

  ( ) ( ) ( ): g x g x Aη ξ ξ ϕ ξ= + − = +     

  ( ) ( ) ( )( ) ( )( )f g x f g x f g xξ ξ η⇒ + = + = +�  
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( )( ) ( )
( )( ) ( ) ( )( )

( )

f g x B

f g x BA B A

χ ξ

η ψ η

ξ ϕ ξ ψ ξ ϕ ξ

= + +

= + + + +�
�����	����


 

 z.Z.: 
( )

0
lim 0
ξ

χ ξ
ξ→

=  

Beweis: 
( )

0
lim 0

B

ξ

ϕ ξ
ξ→

=  

 und 0K∃ > , so dass 

   ( ) Kϕ ξ ξ≤  ξ∀ ∈Umgebung von 0 

 
( ) ( ) ( )1

0
lim 0
η

ψ η
ψ η η ψ η

η→
= ⇔ = ⋅  

  mit ( )1
0

lim 0
η

ψ η
→

=  

 

( )( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

( ) ( )( )
( ) ( )( )

1

1

1

1

A A A

A A

A K A

A K A

ψ ξ ϕ ξ ξ ϕ ξ ψ ξ ϕ ξ

ξ ϕ ξ ψ ξ ϕ ξ

ξ ξ ψ ξ ϕ ξ

ξ ψ ξ ϕ ξ

⇒ + = + ⋅ +

≤ + ⋅ +

≤ ⋅ + +

= + ⋅ +

 

  

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )
0 0 0

1
0

0

lim lim lim

0 lim

AB

A K A

ξ ξ ξ

ξ

ψ ξ ϕ ξχ ξ ϕ ξ
ξ ξ ξ

ψ ξ ϕ ξ

→ → →

→

=

+
⇒ = + =

= + + +
����	���


 


