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1 Resumo

Neste projeto, estudaremos tépicos de Calculo Diferencial e Integral IT com o auxilio do
software Mathematica. O software Mathematica é um programa computacional desenvolvido
na area da matematica que nos auxilia na resolucao de varios problemas, como por exemplos:
na resolucao de calculos numéricos, na apresentacoes de funcoes, na resolucao de equacgoes,
no esbogo e desenho de graficos. Neste projeto, trabalharemos com atividades que exploram
os conceitos que compoem o Célculo Diferencial e Integral de fungoes de varias variaveis.
Procuramos enfatizar a busca do significado dos contetidos e as consequéncias dos resultados
tedricos, a0 mesmo tempo em que nos apoiamos na ferramenta computacional para os calculos
trabalhosos e para as visualizagoes.

2 Introducao e Justificativa

2.1 O Mathematica para o Calculo 2

O software Mathematica pode ser utilizado no estudo dos tépicos de cédlculo diferencial e
integral II. Veja abaixo algumas das mais utilizadas fungoes que englobam conceitos de de
calculo diferencial e integral 2.

2.1.1 Funcoes Vetoriais

Fungoes vetoriais sao definidas em subconjuntos do R em R™, F': D C R —- R™, X —
Queremos dar importancia nas definicoes de Imagem e Gréfico e Curvas de Nivel de uma
funcao vetorial.

Imagem de F Im(F) = {(f1 (X), -+, fn (X)) | X € Dp},

Gréficode F G(F) = {(x1, 2, 1 (X) -, fu(X)) | XE€DreY =F(X)} e

Curva de Nivel de F C' : F7Y((k1, ..., kw)) = {(x1, .., xn) | F(21, s 20) = (b1, ooy k) }-

2.1.2 Curvas e Superficies obtidas pela imagem da funcao vetorial

Curvas Seja F uma funcao de uma variavel real a valores em R".
F:DCR — R™,
1 = F(zy)=(fi(z1), -, fm (71))

Se m = 2 a imagem desta funcao é o tragco de uma curva parametrizada planar, isto é,
Im(F) = {(fi (z1), f2(z1)) | 71 € Dp}.

No software Mathematica



ParametricPlot[{ fi (x1), fa(x1)}, {x1, 1 min, x; max}|

Se m = 3 a imagem desta funcao é o trago de uma curva parametrizada espacial, isto é,

Im(F) = {(f1 (x1), fa(21), f3(21)) | 21 € Dp}.

No software Mathematica
ParametricPlot3D[{ f1 (x1), fo(z1), f3(x1)}, {z1, 21 min, z; max}|

Definicao Uma curva parametrizada é uma funcao vetorial de uma varidavel real a valores
reais, isto é, a: I CR — R, a(t) = (21 (t), -+ , 2 (t)) . Assim, se a(t) é o vetor posigao
do ponto em relagao ao tempo t, a curva é descritada por uma funcao o de um parametro
escalar com valores vetoriais.

Superficies Seja F uma funcao de duas varidveies reais a valores em R3.
F:DcC R? — R™,
(w1,79) — F(xy, 20 ) = (fi(w,m2 ), fon (71, 72))
Se m = 3 a imagem desta funcao é o traco de uma superficie parametrizada, isto é,
Im(F) = {(f1 (z1,22) , fa(z1,22), f3(21,22)) | (@1,22) € Dp}.

No software Mathematica

ParametricPlot3D[{ f1 (x1, z2) , fo(x1, x2), f3(x1,22)}, {z1, £1 min, 1 max}, {x2, o min, o max}|

2.1.3 Curvas e Superficies obtidas pelo Grafico da funcao vetorial

Curvas Seja F uma fungao de uma variavel real a valores em R".

F:DCR — R™,
1 = F(zy)=(fi(z1), -, fm (71))
Curva Planar
Seja ' uma funcao de uma variavel real a valor real , isto é, FF': D C R — R,

xy — F(x1) = fi(x1). O gréfico de F', corrseponde ao trago de uma curva parametrizada
planar, isto é, G(F) = {(x1, f1 (z1)) | 21 € DpeY = F(z1)}.

No software mathematica
ParametricPlot[{z1, fi (z1)}, {x1, z1 min, x; max}|
PlOt[fl (33'1) s {l’l, I l'Ilil'l, Al max}]

Curva Espacial
Seja F' uma funcao de uma variavel real a valores em R? , isto é, F: D C R — R?,
ry — F(x1) = (fi(z1), f2(21)). O grifico de F', corrseponde ao trago de uma curva



parametrizada espacial, isto é, G(F') = {(z1, fi (x1), fo(z1)) | x1 € Dpe Y = F(x1)}.

No software Mathematica
ParametricPlot3D[{z1, fa(x1), f3(x1)}, {x1, 1 min, 1 max}|

Superficies Seja F' uma funcao de duas variaveis reais a valor em R
F:D - R2 —_— R, (Il,l’g) —_— F(l’l,l’g) = f1 (l’l,LEQ)
G(F) = {(21, 72, f1 (21,72)) | (21,72) € Dr e Y = F(x1,29)}.

No software Mathematica
ParametricPlot3D[{x1, xa, f1(x1,22)}, {x1, £1 min, 21 max}, {x2, £2 min, 25 max}]

Plot3D[f1(x1, 22), {x1, z1 min, 21 max}, {2, 22 min, zo max}|

Superficies Paramétricas: o enfoque principal desta atividade é visualizar superficies
que sao graficos de fungoes reais em duas variaveis reais. Para tal, exploramos seus tracos
associados aos planos coordenados e o mapa de curvas de nivel.

2.1.4 Curvas e Superficies obtidas pela Curva de Nivel de uma fungao Vetorial

Seja F uma funcao de varias variaveis reais a valores em R™.
F:DcCR" — R™,

(l'l,.’[]g s ,(En) | F(l’l,(EQ s T T 7xn):(fl (1'1,;@2 P ,.’L’n),"' ,fm(fEl,QCQ [ 7xn))

Curvas de nivel de fungoes vetoriais F': D C R" — R™, isto é,

C 2 F (ks o)) = {(@1, s ) | F(@1s ooy ) = (K1, oo o) ).

Curvas Fungoes de duas variaveis reais a valores em R: Curvas Implicitas
Planares:

o enfoque principal desta atividade é visualizar curvas que podem ser descritas por equacoes
cartesianas f(x1,%2) = ki1, onde f é uma fungao de x; e x5 em k € R. Deste ponto de vista
uma curva é o conjunto de pontos C' : {(z1,x2) € D | f(x1,29) = k} que satisfazem a equagao

flz,y)=k.
No software Mathematica

Contour Plot[f(x1, xe) == k, {1, x1 min, xy max}, {2, v2 min, ro max}|



Superficies Seja f: D C R® — R uma aplicacao diferencidvel no aberto D. Dado k € R,
lembramos que o conjunto de nivel k£ de f é o conjunto definido por f~(k) = {(z,y,z2) €
D; f(z,y,2) = k), isto é, f~1(k) é o conjunto solugao em D da equacao f(x,y,z2) = k.
Formalmente:

S=f71(k)={(v,y,2) eR’| f(z,y,2) = k}.

No software Mathematica

ContourPlot3D|[f1(x1,x2,x3) == k,{x1, x1 min, 1 max}, {xe, ro min, xo max}, {x3, r3 min, x3 max}]|

Curvas Implicitas Espaciais Curvas mais gerais em R?, Curvas Obtidas pela intersecao
de duas superficies ou conjunto de nivel de f : D C R® — R% F~1((ky, ky)) = { (21, 22, 73) |
(fi(x1, e, x3), fo(T1, 0, 23)) = (K1, k2)}., isto é, podem ser definidas pelo conjunto de pontos
que satisfagam ao mesmo tempo o par de equacoes fi (z1, T2, x3) = ki N fo (21, T2, x3) = k.

No software Mathematica
ContourPlot3D[{ f1(x1, x2,x3) == k1, fo(x1, 22, x3) == ka}, {21, £1 min, 21 max},

{2, x2 min, £ max}, {x3, 3 min, 3 max}]

Limites de fungoes vetoriais: O conceito de limite estende-se facilmente para fungoes

vetoriais, porém para fazer o calculo do limite ja nao é tao simples assim, por exemplo o
conceito de limite de funcoes de vérias varidveis torna-se mais complexa o célculo desse tipo
de limite. Esta atividade elimina o aparente mistério que envolve a escolha dos caminhos
para se mostrar que nao existe o limite de uma determinada fungao de duas variaveis.

No software Mathematica
Lszt[f (SL’,y) y T— > Zo, Yy — yO]

Exemplos

Limit[(zy)/(z* + y*),z— > 0] O limite ao longo dos eixos coordenados sao zero.
Limit[(zy)/(z* + y*)/.x— > y,y— > 0] O limite ao longo da reta y = x, com y— > 0.
Limit[(zy)/(z"2 +y"2)/.x— > ty| limite ao longo da curva z = ty.

Plot3D[(zy)/(z"2 4+ y"2),{x, -2, 2}, {y, —2, 2}, Region Function— >
Function[{z,y,z},2"2 +y 2 > 0.03], Mesh— > None]

2.1.5 Derivadas parciais

O comando D|[f[x,y, z|, var| deriva uma fun¢ao f parcialmente em fun¢ao da varidvel var
definida. Da mesma forma que em derivadas convencionais, é possivel calcular a derivada
n-ésima fazendo-se [f|x,y, 2|, {var,n}]|.



Plano tangente e diferenciabilidade: nosso objetivo nesta atividade é conectar a
existéncia de plano tangente em um ponto do grafico de uma funcao de duas variaveis com a
nogao de diferenciabilidade. Uma vez assegurada a existéncia do plano tangente, sua equagao
¢é determinada a partir das derivadas parciais da funcao.

z=f (:Eo,yo) + fa (ZBO, yo) (55 - 950) + fy (550, ?JO) (?J - ?JO)

Derivada direcional e regra da cadeia: esta atividade trabalha com o conceito de
derivada direcional por meio da regra da cadeia, que permite conectar a definicdo com um
resultado classico que oferece uma alternativa pratica para computar a derivada direcional
de fungoes diferencidveis. A regra da cadeia também é essencial na obtencao da relacao entre
o vetor gradiente, em um ponto de seu dominio, e a curva de nivel que passa por este ponto.
Tal relagao sera deduzida analiticamente e explorada visualmente pelo computador.

Vuf =Vf i

[l

2.1.6 Maximos e Minimos

Vetor Gradiente Para esta funcao, faz-se necessario carregar o pacote Vector Analysis.
Para tal, digite << Calculus‘Vector Analysis‘ na linha de comando do Mathematica. O
vetor gradiente de uma fungao permite obter a taxa de crescimento de uma funcao de duas
ou mais varidveis (atua de maneira semelhante a derivada, no Calculo 1). Também vale zero
quando em um ponto critico.



E definido por: Vf = (%7 of of)

Grad(f (z,y, z) , Cartesian|z, y, z||

Hessiana A matriz hessiana fornece algumas informacoes sobre um ponto critico de uma
funcao
z = f(z,y) e é definida por:

as derivadas parciais sao avaliadas no ponto que se deseja analisar. Basta analisar as seguintes
Se fxx < Oe det H > 0, temos um ponto de méaximo local.
Se fxx >0 e det H > 0,temos um ponto de minimo local.
Se det H < 0, temos um ponto de sela (inflexao)
Se det H = 0, nada se conclui.

No software Mathematica
zZ = f[J:v y]
D[f[z, y], {{z, y},2}]

Exemplo:

In[10] == flx,y] == 2" 3 +x %y 2;
Diflx, y], {{x,y},2}]

Out[11] = {{62, 2y}, {2y, 22} }

2.2 Integrais duplas e triplas

Para se calcular integrais duplas e triplas procede-se de maneira semelhante ao calculo de
integrais simples, sendo que agora a expressao pode conter outra integral, observe:

Integrais Duplas



Integrate[Integrate[f (z,y),x],y] ou //f (z,y) dedy
Integrais Triplas

Integrate[Integrate[Integrate[f (z,y, 2),xz],y],2] ou ///f (z,y) dxdy

2.3 Topicos do Calculo Vetorial
2.3.1 Campo Vetorial

Um campo vetorial num plano é uma funcao que associa a cada ponto P do plano um
unico vetor F'(P) = (M, N) paralelo ao plano. Analogamente, um campo vetorial no espago
tridimensional é uma fungao que associa a cada ponto P espacgo tridimensional um tnico
vetor F'(P) = (M, N, Q) do espago.
No software Mathematica
Vector FieldPlot[{M (z,y), N (x,y)},{z, z min, z max}, {y, y min, y max}|
VectorFieldPlot3D[{M (x,y,2), N (z,y,2),Q (z,y, 2)}, {x,  min, x max}, {y, y min, y max}, {z, z min, z max}|

2.3.2 Rotacional e divergente

Finalizando os conceitos de Célculo 2, existem duas defini¢oes particularmente importantes:

Rotacional: mostra a tendéncia de um campo vetorial girar ao redor de um ponto. Ex.: o
campo de velocidades de um fluido. Um campo cujo rotacional é nulo é dito conservativo.
E um vetor definido pela operacao: Seja F' um campo vetorial

F= (fl ($7yvz) 7f2 (I,y,Z) 7f3 (xvyaz))
i j k
VxF= 2 o 2
fl (ZIZ’,y,Z) f2 (Zlf,y,Z) f3 ($7yvz)
No Mathematica, tal operagao é definida por Curl[F).

Divergente: mostra o fluxo de um campo vetorial em uma dada area. E definido pela
operagao:
div F=V F= (%7%7%) ' (fl (ZE’,y,Z) 7f2 (ZE’,y,Z) 7f3 (ZE’,y,Z))

_ 8f1(5[77y,z) 6f2(1',y727) 6f3(1‘,y727)
- Ox + Oy + oz

No Mathematica, tal operagao é definida por Div[F].

Teorema de Green: Teorema que relaciona uma integral de linha sobre uma curva fechada
num plano com uma integral dupla sobre a regiao compreendida no interior dessa curva.



Teorema de Stokes: é uma generalizacao do teorema de Green, no plano, para o espaco
tridimensional. O fluxo de um rotacional de um campo vetorial F' através de uma superficie
S é igual a integral de linha da componente tangencial de F' aplicada na fronteira de S.

Teorema da divergéncia: ¢é uma generalizacao do teorema de Green, no plano, para o
espaco tridimensional. Este teorema efetua uma profunda conexao entre divergente e o fluxo
de um campo vetorial.

3 Objetivos

O objetivo deste projeto é aprofundar o conhecimento do aluno sobre calculo diferencial e
integral II usando o software mathematica.

Como é um projeto de apoio para a disciplina de Calculo Diferencial e Integral II,
o projeto também tem como objetivo um atendimento semanal aos alunos que cursam as
disciplinas de Célculo Diferencial e Integral II do curso de licenciatura de Matemética da
FEIS/UNESP, conforme especificamos no item Plano de Atividades do Bolsista.

Quanto ao objetivo académico, pretendemos que o aluno ganhe experiéncia participando
de congressos e eventos de iniciacao cientifica, tanto com apresentacao oral como em painel
e resumos. Com as apresentagoes de seminarios semanais, o aluno também terd experiéncias
para futuras palestras e conferéncias. E a meta principal é dar uma base, incentivo e ma-
turidade necessarias para que o aluno tenha maiores chances de iniciar um mestrado em
matematica.

4 Programa

O presente projeto sera desenvolvido aplicando o software Mathematica para os seguintes
topicos de Calculo Diferencial II.

Calculo de varias variaveis

1. Fungoes Vetoriais de uma Variavel Real e Curvas.
1.1. Fungoes vetoriais de uma variavel real.
1.2. Limite e continuidade de fungoes vetoriais.
1.3. Curvas e equagoes paramétricas de uma curva.
1.4. Derivada de uma equacao vetorial.
1.5. Regras de derivacao.
1.6. Comprimento de arco e funcao comprimento de arco.
1.7. Parametrizacao pelo comprimento de arco.
1.8. Vetores tangente e normal a curva.

1.9. Aplicacoes a Mecanica.



. Fungoes Reais de Varias Variaveis.

2.1. Funcoes e graficos: curvas de nivel.
2.2. Limite e continuidade.

.3. Derivadas parciais e derivada direcional.
2.4. Diferenciabilidade.

2.5. Regra da cadeia e plano tangente.

2.6. Derivada direcional e gradiente.

. Méaximos e Minimos - Férmula de Taylor.

3.1. Maximos e minimos. Caracterizacao de maximos e minimos locais.
3.2. Método dos multiplicadores de Lagrange.

3.3. Extensao do método dos multiplicadores de Lagrange.

3.4. Férmula de Taylor.

. Fungoes Implicitas e Transformacoes.

4.1. Funcao implicita de uma variavel.

4.2. Funcao implicita de duas variaveis.

4.3. Funcgoes implicitas de vérias varidveis e Jacobianos.

4.3. Teorema das Funcgoes Inversas.

4.5. Transformacoes e suas Inversas. Mudanga de Coordenadas: Coordenadas polares,
Cilindrica e Esféricas.

. Integrais Duplas e Triplas.

5.1. Integrais duplas: areas e volumes, integrais iteradas, propriedades.

5.2. Mudanca de variaveis nas integrais duplas.. Coordenadas polares e mudanca geral
de variaveis.

5.3. Integrais improprias.
5.4. Integrais triplas. Definicao e Propriedades.
5.5. Mudanga de variavel nas integrais triplas. Coordenadas cilindricas e esféricas.

5.6. Aplicacoes : densidade de massa, centro de massa e momento de inércia.

. Integrais de Linha. Teorema de Green.
6.1. Campos vetoriais e escalares. Divergente e rotacional.

6.2. Fungoes potenciais, campos conservativos e dominios simplesmente conexos. Ex-
isténcia de funcoes potenciais.
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6.3. Integrais de linha no plano e no espaco.

6.4. Integrais com relagao ao comprimento de arco. Propriedades fundamentais das
integrais de linha.

6.5. Integrais de linha vistas como integrais de vetores.
6.6. Integrais de linha independentes do caminho e dominios conexos por caminhos.

6.7. Teorema de Green e Dominios simples. Teorema de Gauss e identidades de Green.
Férmula de Leibniz para a derivada de uma integral.

6.8. Integracao em campos conservativos.

7. Teoremas de divergéncia e de Stokes.
7.1. Area de uma superficie. Integrais de Superficies.

7.2. Teoremas da Divergéencia e de Stokes. Interpretacao fisica do divergente e do
rotacional.

5 Metodologia

O presente projeto serd desenvolvido na forma de semindrios com exposi¢oes semanais do
bolsista ao orientador e atendimentos semanais aos alunos que cursam Calculo Diferencial
e Integral II do curso de licenciatura em Matemética da FEIS/UNESP. Nesses atendimen-
tos serao mostrados aos alunos topicos desenvolvidos e preparados pelo bolsista durante o
projeto. Serao feitas discussoes semanais, pelo contato direto com o orientador, a fim de
sanar possiveis duvidas, antes das exposigoes e atendimentos. Com isto, espera-se que o
bolsista desenvolva a capacidade de ler e compreender textos novos, transmitir suas idéias de
forma clara e objetiva em exposicoes e conseqlientemente proporcionar ao aluno condicoes
de desenvolver sua didética.

6 Plano de Atividades do Bolsista

Com o objetivo de desenvolver o projeto segundo a metodologia descrita anteriormente, as
atividades do bolsista estao assim programadas:

e estudo e preparacao de seminérios;
e exposigoes semanais ao orientador;
e discussoes e resolucoes de problemas;

e atendimentos semanais aos alunos que cursam as disciplinas de Célculo Diferencial e
integral IT do curso de licenciatura de Matematica da FEIS/UNESP, que acompanham
os topicos vistos em semindarios com o orientador.
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Também planejamos a participagao do bolsista em reunioes cientificas de sua categoria,
com apresentacao de trabalhos e elaboracao de oficinas.

7 Formacao do Bolsista

Este projeto destina-se a um aluno do Curso de Licenciatura em Matematica da FEIS -
UNESP, em Ilha Solteira-SP. Temos como meta introduzir topicos do Calculo Diferencial e
Integral de fungoes de varias variaveis reais ao aluno, usando o software Mathematica.

A escolha do projeto a ser trabalhado pelo aluno é devido ao fato de iniciarmos um
trabalho de apoio a disciplina de Calculo Diferencial e Integral II do curso de Licenciatura
em Matemadtica, com a idéia de podermos ajudar os alunos do curso de licenciatura em
Matematica. Esperamos que essa preparacao em seu conhecimento e experiéncia em iniciagao
cientifica, possa ajudar posteriormente em uma selecao para um curso de mestrado, ja que
o aluno tem grande potencial e interesse em fazer uma pos-graduagao.

8 Cronograma

O programa desenvolvido em duas etapas contendo vinte e sete tépicos de Calculo especifi-
cados anteriormente sera distribuido da seguinte maneira:
1. Margo/2009: Fungoes Vetoriais de uma Varidvel Real e Curvas.

Curvas. Seja F uma funcao de uma variavel real a valores em R".Fungoes de
uma variavel a valores em R", n = 2,3: Imagem, gréficos e curvas de nivel.

Superficies. Seja F uma fungao de duas varidveies reais a valores em R?.

2. Abril/2009: Fungdes de Virias Varidveis: Curvas e Superficies. Fungoes de vérias
variaveis a valores em R"™,n = 2,3: Graficos e Curvas de nivel.
Curvas. Grafico de uma funcao de uma variavel real a valores reais.
Superficies. Grafico de uma funcao de duas variavel reais a valores reais

3. Maio/2009: Fungoes de Varias Varidveis: Plano tangente e diferenciabilidade. Derivada
direcional e regra da cadeia.

4. Junho e Julho/2009: Maximos e Minimos - Férmula de Taylor.

5. Agosto/2009: Integrais duplas: dreas e volumes, integrais iteradas, propriedades. Mu-
danca de variaveis nas integrais duplas.. Coordenadas polares e mudanca geral de
variaveis. Integrais impréprias.

6. Setembro/2009: Integrais triplas. Definicao e Propriedades. Mudanga de varidvel nas
integrais triplas. Coordenadas cilindricas e esféricas. Aplicacoes : densidade de massa,
centro de massa e momento de inércia.
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7. Outubro/2009: Integrais de Linha. Teorema de Green. Campos vetoriais e escalares.
Divergente e rotacional. Fungoes potenciais, campos conservativos e dominios simples-
mente conexos. Existéncia de fungoes potenciais. Integrais de linha no plano e no
espaco. Integrais com relacao ao comprimento de arco. Propriedades fundamentais
das integrais de linha. Integrais de linha vistas como integrais de vetores. Integrais de
linha independentes do caminho e dominios conexos por caminhos. Teorema de Green
e Dominios simples. Teorema de Gauss e identidades de Green. Férmula de Leibniz
para a derivada de uma integral.Integracao em campos conservativos.

8. Novembro e Dezembro/2009: Teoremas de divergéncia e de Stokes.Area de uma su-
perficie. Integrais de Superficies. Teoremas da Divergéncia e de Stokes. Interpretacao
fisica do divergente e do rotacional.

9. Janeiro e Fevereiro/2010: Escrever o Relatdrio.
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