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Capitulo 1

INTRODUCAO AS EQUACOES
DIFERENCIAIS

1.1 DEFINICOES E CONCEITOS

No curso de célculo, vocé aprendeu que, dada uma funcdo y = f(x), a derivada

dy _
_— = €T
&= )
é também, ela mesma, uma funcao de x e é calculada por regras apropriadas. Por exemplo,

2 ~
se y = e*, entao

dy _ 2xe¢” ou dy _ 2w
dr dr Y
O problema com o qual nos deparamos neste curso nao é: dada uma funcao y = f(x),

encontre sua derivada. Nosso problema é: dada uma equagao como j—g = 2xy, encontre,

de algum modo, uma fungdo y = f(z) que satisfaca a equagdo. Em outras palavras, nds

queremos resolver equacoes difrenciais.

Variaveis Independentes e dependentes

Seja dada uma funcao y = f(z), a varidvel x é independente e a varidvel y é dependente de
x. A derivada simples ou ordindria em relacao a variavel independente x é Z—:yc = f'(x).

Seja dada a seguinte fungao z = f(x,y), as varidveis = e y sao independentes e a variavel z é

dependente de x e y. As derivadas parciais em relagao as suas duas variaveis indenpendentes
T e y sio: 8féw,y) — lim f(w+h,y})L—f(:r,y) e 8fér7y) — lim f(w,y+hf)L—f(x,y).
x h—0 Y h—0

A diferencial da fungao z = f(z,y) é dz = %dx + g—zdy.
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1.1.1 DEFINICAO Equacéao Diferencial

Uma equacao que contém as derivadas ou diferenciais de uma ou mais variaveis depen-
dentes, em relagao a uma ou mais variaveis independentes, é chamada de equagao dife-

rencial (ED).

1.1.2 TERMINOLOGIA E DEFINICOES BASICAS

Classificacao pelo Tipo I

Se na equacao diferencial tivermos somente fungoes desconhecidas que dependam de uma

unica varidvel independente, estd equagao contera somente derivadas ordindrias (simples) e
ela é chamada de equagao diferencial ordinaria (EDO). Resumindo, uma EDO é uma
equacao que contém somente derivadas ordindrias de uma ou mais variaveis dependentes

(fungbes), com relagdo a uma tnica vairdvel independente.

Por exemplo,

% —oy=1

(y —z)dx + 4xdy =0
du _ v _

dx dx

2
37%— Z—z+6y:O

sao equagoes diferenciais ordinarias. Mais precisamente, uma EDO é uma equacao da forma

F(a,y(),y (), y" (), ., y™ (@) = 0
envolvendo uma fungao incégnita y = y(x) e suas derivadas ou suas diferenciais. = é a varidvel

independente, y é a varidvel dependente e o simbolo y*) denota a derivada de ordem & da
funcao y = y(z).

Uma equagao que envolve as derivadas parciais de uma ou mais variaveis dependentes (u, v,
etc) de duas ou mais varidveis independentes (z1, x2, etc) é chamada de equagao diferencial
parcial (EDP). Por exemplo,

% = —g—Z duas variaveis independentes x e y e duas variaveis dependentes u e v.

x% + yg—Z = u duas variaveis independentes x e y e uma variavel dependente wu.

2 2 ~ ., . . .7
9u — 9u _ 99U ty6g varidveis independentes x, y e t e uma varidvel dependente .
ox ot oy )

Exemplos tipicos:
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a) Equagao do Calor

O%u(x,t Ou(x,t
iy = e
b) Equagao da Onda
(12 0%u(x,t) _ 0%u(x,t)
Oz2 ot2
Observacao: A equacao diferencial abaixo nao é uma EDP.

% — % = (0 uma variavel independente x e duas varidveis dependentes u e v.

Mais precisamente, uma EDP é uma equacao da forma

ou Ou ou *u *u O

T0xy Oxy’ 7 Oy, 02 OOy’ Ok
1 n

Classificacao pela Ordem I

A ordem da derivada de maior ordem em uma equacao diferencial é, por defini¢ao, a ordem

) =0

F(xy, 29, ..., Ty,

da equacao. Por exemplo,
3" +y"+ ()" +y =0 éuma equacio diferencial de terceira ordem e

4 2
1o %58 + P42 o

Mais Exemplos I

L y"+3y" + 6y = sin(z) e y" + 3yy’ = e” tém ordem 2.
2. (y")? + 3(y')'° + 6y = tan(x) tem ordem 2.
3. v =f(z,y) e M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 tém ordem 1.

é uma equacao diferencial de quarta ordem.

4. 3 (?Jm)2 + (y”)7 + (y’)3 +y=0 tem ordem 3.

Classificacao como Linear ou Nao-Linear I

EDO

Uma equacao diferencial ordinaria é chamada de linear quando pode ser escrita na forma

m—1
an (1) T+ any (2) Tt 4 -+ ag (2) L+ ap (2) y = g ()

Observe que as equacoes diferenciais lineares sao caracterizadas por duas propriedades:

(i) A varidvel dependente y e todas as suas derivadas sao do primeiro grau; isto é, a poténcia
de cadaq termo envolvendo y é 1.

(ii) Cada coeficiente depende apenas da variavel indenpendente z.
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Uma equacao que nao é linear é chamada de nao-linear.

As equagoes

xdy +ydzr =0

y' =2 +y=0

d3y dzy dy
3 2 _

sao equagoes diferenciais ordinarias de primeira, segunda e terceira ordens, respectivamente.

Por outro lado,

yy' =2y =u
© 3

d’y

s TY =0

sao equacoes diferenciais ordinarias nao-lineares de segunda e terceira ordens, respectiva-

mente.

EDP

Uma equacao diferencial parcial é chamada de linear se as variaveis dependentes u, v, etc
e todas as suas derivadas parciais sao do primeiro grau e em nenhum termo da equagao

aparece uma multiplicacao entre eles, caso contrario a EDP é nao-linear.

o2 82;i§,t) _ Bugvt) +u (x,t) = 0 EDP linear

Au(z,t)
ot

tem grau

2 0%u(x,t) _ (8u(w,t)
ot

2
522 —) EDP nao-linear, pois a derivada de u em relacao a t

Ugg + Uyy + U Uy +u = 0 EDP nao-linear, pois o termo u u, é a multiplicacao da variavel

dependente e sua derivada em relacao a x.

Solugoes I
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Embora as equagoes diferenciais parciais sejam muito importantes, seu estudo demanda um
bom conhecimento da teoria de equagoes diferenciais ordindrias. Portanto, na discussao que

se segue, limitaremos nossa atengao as equacoes diferenciais ordinarias.

Uma solugao de uma equagao diferencial de ordem n em um intervalo I C R é uma fungao
y(z) definida no intervalo I tal que as suas derivadas de ordem até n estdo definidas no
intervalo I e satisfazem a equacao neste intervalo.

Em outras palavras, uma solucao para uma equacao diferencial ordinaria

F(:’E7y7y/7 "‘7y(n)) = O

é uma solucao f que possui pelo menos n derivadas e satisfaz a equacao; isto é,
F(z, f(x), f'(x), ..., f™ (2)) = 0
para todo x no intervalo I.

Para evitar ambiguidades que possam aparecer, vamos estudar equagoes que possam ser
resolvidas em funcao para a maior derivada, isto é,

y™ = F(z,y,y,....y"")
para evitar que uma equacgao do tipo
) +y +3y=0
leve a duas equagoes,

y — —14I—-12y —1—I—-12y
a 2

2

Exemplo 1 I

Considere a equacgao

ou y =

y//+2y/+y:0

Vamos mostrar que y = =% é solugao da equacgao diferencial no intervalo I = (—o0, +00).
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y//_|_2y/_|_y:e—x_|_2(_e—x)_|_€—x =0

Exemplo 2 I

Considere a equagao

~
o=
[a]

Yy -y
no intervalo (—oo, +00).

x
Vamos mostrar que y = 16 é solugao da equacao diferencialn no intervalo I.

X
/—_
y=7
1 JJ41 sz
2 = (—)2 = —
y (16) 1
y=e"

Exemplo 3 I

Considere a equagao

y//+4y:0

no intervalo (—oo, +00).
Vamos mostrar que y = ¢; sin(2z) + ¢3 cos 2x é solugao da equagao diferencialn no intervalo
I.

y' = 2¢1 cos(2x) — 2¢y 8in 22

y" = —4ey sin(2x) — 4eg cos 2x

y" — 4y = —dey sin(2x) — 4ey cos(2x) + 4(cy sin(2z) + ¢ cos(2x)) = 0
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Note que, nos Exemplos 1, 2 e 3, a funcao constante y = 0 também satisfaz a equagao difer-
encial dada para todo x real. Uma solugao para uma equagao diferencial que é identicamente

nula em um intervalo I é em geral referida como solugao trivial.

Solugoes Explicitas e Implicitas I

Uma solugao para uma equagao diferencial ordindria que pode ser escrita na forma y = f(x)

é chamada de solugao solugao explicita. Dizemos que uma relagao G(z,y) = 0 é uma
solugao implicita de uma equacao diferencial ordinaria em um intervalo I, se ela define

uma ou mais solugoes em I.

Exemplo 4 I

Para —2 < x < 2, arelacdao 22 +y?—4 = 0 é uma solucao implicita para a equacao diferencial

dy «x
dr — y’
Segue, por derivagao implicita, que
d d d

2 2
- - . 4 —
S+ )~ = (4) =0
dy
20 +2y— =20
dx
dy
dr vy
A relacao 22 + y* — 4 = 0 define duas funcoes diferenciais explicitas y = 4 — 122 e

y = —v4 — 22 no intervalo (—2,2).

Numero de Solugoes I

As equagoes diferenciais geralmente possuem um ntimero infinito de solugdes.

Exemplo 1 I

x
22 + y? — ¢ = 0 sdo solucoes para d_y = ——. Por exemplo:
€T Y

c:2temosa:2+y2—2:0ésolu(;éoparad—y:—
T

Y

Y

x
o Y
¢ =4 temos 22 + y? — 4 = 0 é solucao para A

dx Y
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Exemplo2 I

_ o7 o = e Yy _ )
y = ce” sao solucoes para I 2zy. Por exemplo:
x

c =2 temos y = 2e” & solugao para d_y = 2xy.
x

¢ =4 temos y = 4¢*” 6 solucio para d_y = 2xy.
x

G(z,y,c1,Ca, ..., ¢y) = 0 é chamada de familia a n-parametros de solugoes.

Solucao Particular I

Uma solucao para uma equacao diferencial que nao depende de parametros arbitrarios é

chamada de solucao particular. Uma maneira de obter uma solucao particular é escolher
valores especificos para o(s) parametro(s) na familia de solugoes. Por exemplo, é facil ver
que y = ce” é uma familia a um parametro para a equagao de primeira ordem muito simples
y = y. Para ¢ = 0,—2 e 5, obtemos solucoes particulares y = 0, y = —2e* e y == 5¢”,

respectivamente.

Algumas com muitas soluc¢oes e outras com nenhuma I

Uma equagoa da forma

F(x,y, 9.,y D y™) =0

sempre tem solugao?
A resposta é ndo. Nem toda equacao diferencial que escrevemos possui necessariamente uma

solugao. Veja os exemplos:

dy2
=g 1=
(57

(V)P +y"+4=0

1.1.3 Exercicios
1) Determine o ordem da equacao diferencial e diga se ela é linear ou nao.
L. (a) vV"+2y+y=0
(b) ¥ +2yy' +y =0
(c) v +2y +y=2a?
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(d) ) +2¢' +y=0

(e) y" +2y +y = sen(x)
(f) LY 2% 1y = sen(y)
(8) % + sen(z)y + vy = 22
(h) wpps + Uyy+ vy +u =0
(1) yy+uu,+u=0

2) Verifique que cada fungao dada é uma solugao da equacao deferencial

L (a) y"—y=0; w(t)=e" ya(x) = cosh(z)
(b) Ups + Uy, = 0; uy(w,t) = cos(z)cosh(t), wug(w,t) =In(z? + t?)
(c) y’—%yzl; y=zln(z), >0

(d) a®uze = uy, ui(z,t) = sen(Ax)sen(Aat),  us(z,t) = sen(r —at), A é uma

constante real.
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1.1.4 ALGUNS MODELOS MATEMATICOS

Em ciéncias, engenharia, economia e até em psicologia, frequentemente desejamos descrever
ou modelar o comportamento de algum sistema em termos matematicos. Essa descricao

comega com

(i) identificar as varidveis que sao responsaveis por mudangas do sistema, e

(ii) um conjunto de hipdteses razodveis sobre o sistema.

As hipésteses também

Corpo em Queda livre I

A descrigdo matematica de um corpo caindo verticalmente sob a influéncia da gravidade

leva a uma simples equacao diferencial de segunda ordem. A solucao para essa equacao

fornece-nos a posicao do corpo em relagao ao solo.

EXEMPLO 1 I

E bem conhecido que um objeto em queda livre a superficie da terra ém acelerado a uma

taxa constante g. Aceleracao é a derivada da velocidade, que, por sua vez, é a derivada da
distancia y. A lei da Fisica uge govcerna o movimento de objetos é a segunda lei de Newton,
que diz que a massa do objeto vezes sua aceleragao é igual a forca totol atuando sobre o
obejto.

F =ma

onde m é a massa do obejto, a sua aceleracao e F' a forca total agindo sobre o objeto.
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Suponha uma pedra seja atirada do alto de um edificio, como ilustrado na Figura abaixo

A gravidade exerce uma forca igual ao peso do objeto, ou mg, onde g = 9,8m/s? é a
aceleracao devido a gravidade. Definindo o sentido positivo para cima, entao o enunciado

matematico
F=—mg
ma = —mg
a=—g
_dv _ &y
COMO @ = 7 = gz, t€mos
d*y
_ = _g
dt?

é a equacao diferencial que governa a trajetoria vertical do corpo. O sinal de subtracao é
usado porque o peso do corpo é uma forca direcionada para baixo, ou seja, oposta a diregao
positiva.

Corpo em Queda Com Resisténcia do Ar I

Vamos considerar todas as forcas que agem sobre o objeto.

EXEMPLO 2 I

A gravidade exerce uma forca igual ao peso do objeto, ou mg, onde g = 9,8m/s? é a

aceleracao devido a gravidade. Existe, também, uma forca devido a resisténcia do ar , a
resisténcia do ar é proporcional a velociodade yv, onde v é uma constante chamada de
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coeficiente de resisténcia do ar. O valor numérico do coeficiente de resisténcia do ar vaira
muito de um objeto para outro.

Definindo o sentido positivo para cima, entao o enunciado matematico

F=—-mg+~yv

ma = —mg + yv
a=—g+ lv

m
como a = Z—’t’, temos

dv v
— =—g+ —v
at Y

é a equacao diferencial que governa a trajetoria vertical do corpo. O sinal de subtracao é
usado porque o peso do corpo é uma forca direcionada para baixo, ou seja, oposta a direcao
positiva.

Sistema Massa-Mola I

Quando a segunda lei de Newton sobre o movimento é combinada com a lei de Hooke,

podemos obter uma equagao diferencial que governa o movimento de uma massa atada a

uma mola.

EXEMPLO 3 I

Para calcular o deslocamento vertical y(t) de uma massa atada a uma mola, usamos duas

leis empiricas: a segunda lei de Newton sobre o movimento e a lei de Hooke. A primeira
delas diz que a resultante das forcas que atuam sobre o sistema em movimento é F' = ma,
em que m é a massa e a, a aceleragdo. A lei de Hooke diz que a forga restauradora é k(s+y),
em que k£ > 0 é uma constante.

Para entender melhor as forcas atuando sobre o obieto. veia a fieura abaixo
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Existem duas forgas atuando sobre o objeto. A forca gravitacional W = mg (peso) e a forga
devido a mola Fy; = —kL (lei de Hooke), onde a constante de proporcionalidade k é chamada
constante da mola. Como a massa estd em equlibrio, as duas forcas estao balanceadas, o

que significa que

F—F,=0
mg — kL =0

Quando o sistema estd em movimento, a variavel u representa o deslocamento da massa em
relagao ao ponto de equilibrio. Entao u(t) esté relacionado as forgas que agem sobre a massa

pela lei do movimento de Newton,

mu”(t) = [(t)

Logo, na auséncia de amortecimento ou outras forgas externas quaisquer que poderiam atuar
sobre o sistema, vamos considerar somente duas forgas para se determinar f:

1. O peso W = mg da massa sempre age para baixo.

2. A forca da mola F é suposta de ser proporcional ao alongamento de total L 4+ u da mola

e sempre age para restaurar a mola a sua posicao natural.
Fy=—k(L+u)

Levando em consideragao essas forcas, podemos escrever a lei de Newton mu”(t) = f(t)

CcOo1mo

mu”(t) = mg — F,
mu"(t) = mg — k(L + u)
mu"(t) = mg — kL — ku

, como mg — kL = 0, segue
mu(t) = —ku
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Péndulo Simples I

O Péndulo Simples é um corpo idela que consiste de uma massa puntiforme suspensa por
um leve fio inextensivel. Quando afastado de sua posicao de equilibrio e largado, o péndulo

oscilara em um plano vertical, sob acao da gravidade.

Queremos determinar o angulo 6, medido a partir da linha vertical, como uma funcao do
tempo t. Lembre-se de que um arco s de um circulo de raio [ esta ralacionado com o angulo
central 6 através da formula s = 16.

Pela segunda lei de Newton, temos
dv d*s d*0

EXEMPLO 4 I

A figura representa um péndulo de comprimento [, sendo m a massa da particula. O com-

ponente tangencial de W = mg constitui a forga restauradora que atua em m e que faz

tender a voltar a posigao de equlibrio.

mgcos

A forga restauradora serd, portanto F' = —mgsen(f),
d*0
mlw = —mgsen(0)
d*0
R —gsen(ﬁ)
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Lei do Esfriamento de Newton I

De acordo com a empirica lei de esfriamento de Newton, a taxa de esfriamento de um corpo

é proporcional a diferenca entre a temperatura do corpo e a temperatura do meio ambiente.

Suponha que T'(t) denote a temperatura de um corpo no instante ¢ e que a temperatura do
emio ambiente seja constante, igual a T,,,. Se % representa a taxa de variacao da temperatura
do corpo, entao a lei de esfriamento de Newton podera ser expressa matematicamente da

seguinte forma

dT
dt

Crescimento Populacional I

Problemas populacionais nos levam fatalmente as perguntas:

= k(T —T,,)

Qual serd a populacao de um certo local ou meio ambiente em alguns anos?

Como poderemos proteger os recursos deste local ou deste meio ambiente para que nao

ocorra a extingao de uma ou de véarias espécies?

Para apresentar uma aplicacao de equagoes diferenciais relacionado com este problema, con-
sideraremos o modelo matematico mais simples para tratar sobre o crescimento populacional

de algumas espécies. Ele é chamado o Modelo de Crescimento Exponencial, isto é, a taxa

de variacao da populagao em relacao ao tempo, aqui denotada por %, é proporcional a

populagao presente. Em outras palavras, se P = P(t) mede a populagao, nés temos

dP
— =kP
dt
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Capitulo 2

Equacoes Diferencial de Primeira
Ordem

As equagoes diferenciais ordinarias de 1% ordem sao equagoes que podem ser escritas como

F(z;y;90) =0

Vamos estudar equacoes de primeira ordem que podem ser escritas na forma

dy
1 L~ fa
(1) W _ flay)
Uma solugao (particular) de uma equagao diferencial (1) em um intervalo I é uma fungao
y(x) definida no intervalo I tal que a sua derivada yo(x) estd definida no intervalo I e satisfaz

a equacao (1) neste intervalo.

O problema

@) { @ = flzy)

y(o) = Yo

¢ chamado problema de valor inicial. @ Uma solucao do problema de valor inicial
(2) em um intervalo I é uma fungao y(t) que estd definida neste intervalo, tal que a sua

derivada também esta definida neste intervalo e o grafico de y(t) passe por um ponto (xg, yo)-

Quando resolvemos uma equagao diferencial ordinaria de la. ordem normalmente obtemos
uma familia de solugoes que dependem de uma constante arbitraria. Se toda solucao partic-
ular puder ser obtida da familia de solugoes que encontramos por uma escolha apropriada
da constante dizemos que a familia de solucoes ¢ a solucao geral da equagao.

17
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EXEMPLO 1

. ~ 2, . A~ ~
Seja ¢ uma cosntante qualquer, entao y(z) = ce” é uma familia a um parametro de solugoes

para

(3) g—g = —6xy

no intervalo (,). Se especificarmos, digamos, y(0) = 3, entao substituindo z = 0, ¥y = 3 na
familia, obteremos 3 = ce® = ¢. Logo, como mostrado na figura abaixo, a curva em vermelho

é o gréfico da funciio y(x) = 3e*", que é solucdo para o problema de valor incial

() {

-10*-

Teorema da Exiténcia e Unicidade

A questao fundamental surge quando consideramos um problema de valor incial como 2:
Existe uma solucao para o porblema?

Se existe uma solucao, ela é uinica?

Problemas de existéncia e unicidade tém relevancia também no processo de modelagem

matematica. Suponha que estamos estudando um sistema fisico cujo comportamento é
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completamente determinado por certas condicoes iniciais, mas que nosso modelo matematico
proposto envolve uma equagao diferencial que nao tenha solucao tnica. Isto imediatamente
levanta a questao de se o modelo matematico representa adequadamente o sistema fisico.
Além disso, se conseguir encontrar uma solucao, vocé pode estar interessado em saber se
deve continuar a procurar outras solugoes possiveis ou se pode ter certeza de que nao existem
outras solucoes.

Teorema de Existéncia e Unicidade

Seja R uma regiao retangular no plano xy definida por a < x < b,¢c < y < d, que contém
o ponto (zo,Yo) em seu interior. Se f(x,y) e f, (z,y) sdo continuas em R, entdo existe um
intervalo I centrado em xy e uma tnica func¢do y (x) definida em I que satisfaz o problema

de valor inicial.

EXEMPLO 1 I

Considere o problema de valor incial

dy __
5 =Y
©) {y(a)zb
para x < 0.

O Teorema da Existéncia e Unicidade implica a existéncia de uma unica solugao passando
por qualquer ponto (a,b), pois f(z,y) = y é continua em toda parte e a sua derivada
fy(z,y) = 1 também é continua em toda parte. A familia de solugdes y = ce” satisfaz a
equagao diferencial ¥’ =y . A solugdo tnica do problema (5) é y = be™%e”.

EXEMPLO 2 I

Considere o problema de valor incial

dy _ ,1/3
(6) { 0 =0

para x < 0. O Teorema da Existéncia e Unicidade nao pode ser aplicado a esse problema de
valor inicial, Por que?.
~ 1 . , :
Porque, mesmo que a fungao f(x,y) = y3 seja continua em toda parte a sua derivada em
2
~ -3 ~ . ~ ’ ’ / .
relacao a y fy,(r,y) = 3= nao existe quando y = 0, logo nao é continua ai. Assim, o Teorema
nao se aplica a esse problema de valor incial e nao podemos concluir nada dele. No entanto,
a continuidade de f garante a existéncia de solugoes, embora nao garanta a unicidade.
dy

A familia de fungoes y = [2(z + ¢)]2 ¢é solugao para a eq. dif. W= ylfs
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Porém somente para ¢ = 0 a familia satisfaz a condic@o inicial y(0) = 0. Também temos
outras fungoes que nao sao da familia y = [3(z + c)]%, mas satisfazem o problema de valor
inicial (6)4. Veja alguns exemplos:

=0

3
y=—(32)

2.1 Variaveis Separaveis

As equagoes separaveis sao equacoes que podem ser escritas na forma

dy  g(x)
@) e = h(y)

Podemos ter casos particulares da forma acima, por exemplo:

W _ ga)haly)

dr
, onde .
h(y) = )
@ _ ha(y)
dr  go(x)
onde . { R
V5w 0w

Método de Solucao I

Podemos multiplicar a equagao (7) por h(y) e dz, dai temos

integra ambos os lados

EXEMPLO 2 I

Resolva o problema de valor inicial

Z—I = —06x
®) { y(0) = 7y
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Solugao Informalmente, dividimos cada lado da equacao diferencial por y e multipliquemos
cada lado por dx para obter

d
2 = —6xdx

d
/—y:—/6xdx
Yy

In|y| = =32 + ¢,

Entao

Vemos pela condigao incial y (0) = 7 que y (x) é positivo perto de x = 0, e entdo podemos
”deletar” o simbolo de varlor absoluto

Iny = —-322+ ¢

e dai

—3z2+01 — 6—3322 32

y=e el = e

onde ¢3 = €. A condigao y (0) = 7 fornece co = 7, e portanto a solugdo desejada é

—322

y="Te

2.2 Equacoes Homogéneas

Uma equagao diferencial de primeira ordem é homogénea se puder ser escrita da forma

0 2o ()

a

Fazendo as substituicoes

Y _ dy _ dv
x) y =z, dx_v+xdx

a equagao (9) pode ser transformada em uma equagao diferencial separavel
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EXEMPLO 1 I

Resolva a equagao diferencial

d
Qxyﬁ = 42” + 3y°

Solucao Esta equacao nao ¢é separavel, mas ela é homogénea

dy 4% + 3y2 T 3.y
DT a5
dx 2zy Y 2 x
Vamos substituir y = vz, % =0 —|—x§—;, v="12e % = %
Isto fornece
dv 1 3
ooV + 2(w) —
xd:): (v) + Q(U) v
dv 1?44
rT— =
dx 2v

2v 1
dv= [ —d
/v2+4 ! /x .
In (v’ +4) =Inlz[+ Cy

In(v*+4) =In|z[+InC

v’ +4 = C|z|
como v = ¥, temos
(2) +4=Clal
x
yvi+4=Cx

porque o sinal de x pode ser absorvido pela constante arbitraria C.

Outra Maneira de Definir Equacoes Homogéneas I

Definicao: Funcao Homogénea

Se uma funcao f satisfaz
[, ty) =" f(z,y)
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para algum nimero real n, entao dizemos que f é uma funcao homogénea de grau n.

Exemplos:

A fungao M (z,y) = 42* + 3y* e N (x,y) = —2zy sao fungoes homogéneas de grau 2.
De fato

M (tz,ty) = 4 (tx)* + 3 (ty)* = 2 (422 + 3y2) = 2M (z,9)

N (tz, ty) = —2tzty = t* (—2xy) = >N (z,y)

Definicao: Equacao Homogénea
Se uma equagao diferencial M (z,y)dx + N(x,y)dy = 0 é dita ser homogénea se ambos os
coeficientes M (z,y) e N(x,y) sao fungoes homogéneas do mesmo grau.

A equacao diferencial Qxyg—g = 422 + 3y? é homogeénea de grau 2. De fato, excreva a equacao
20y % = 42% + 3y? da seguinte forma M (z,y)dz + N(z,y)dy = 0.

Qxy@ = 42* + 3y?
dz

(2zy) dy = (42 + 3y°) dx
(42° + 3y°) dz + (—2zy) dy = 0

Como as fungoes M (z,y) = 422 + 3y? e N (z,y) = —2zy sao funcoes homogeneas de grau

2, entao a equacao ¢ homogeénea de grau 2.

Método de Solucao I

Se f(z,y) for uma equagao homogénea de grau n, note que poderemos escrever

flag)=a"f(L.7) e flay)=y"f(1),

em que f(1,2) e f(},1) sdo ambas homogéneas de grau zero.

Uma equagao diferencial homogénea M (x,y)dz + N(x,y)dy = 0 pode ser resolvida por
meio de uma substituicao algébrica. Especificamente, a substituicao y = ux ou = = vy,
em que u e v sao novas variaveis independentes, transformard a equagao em uma equacao
diferenciavel de primeira ordem separavel. Para ver isso, seja y = ux; entao, sua diferencial

dy = udx + xdu. Substituindo em , temos

M(z,ux)dx + N(x,uz) [udz + zdu] = 0.

Agora, pela propriedade de homogeneidade dada em , podemos escrever
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2" M(1,u)dx + 2" N (1, u) [udx + xdu] = 0.

2" [M(1,u) +uN(1,u)|dr + 2" N(1,u)du = 0.

N(1,u)
[M(1,u) + uN(1,u)]

EXEMPLO 2 I

Resolva a equagao diferencial

du

1
—dr = —
x

dy 2y'+at
de — ay3

Seja y = ux, entao dy = udx + xdu e Z—:yc =u+ xj—z. Substituindo acima, temos

du B 2utat + 2t

dr  xudxd
n du  2u*+1
u+r— =
dx u3
du  2u*+1
rT— = —u
dx u3
du  2u*+1—ut
rT— =
dx u?
du u*+1
XrT— =
dx u?
@ =ty
u = —dzx
ut+1 T

iln‘u4+1‘ =lIn|z|+c
1 4
Zln{u +1} =Injz[+InC

In{u*+1} =In |Cx|*

ut +1=(Cz)*
Como y = ux, temos que u = £, logo a familia de solugoes torna-se
4
Y 4

yt=Cia® -2, ¢ =t
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2.3 Equacoes Exatas

Uma equagao diferencial de primeira ordem M (z,y)dz + N (z,y)dy = 0 é exata se existe

uma funcao f(z,y) tal que

(10) d(f(z,y) =M (z,y)dx + N (z,y) dy

Vocé deve se lembrar do Céclulo Diferencial e Integral II que, se z = f(z,y) é uma fungao
com derivadas parciais continuas em uma regiao retangular R = (a,b) X (¢, d) do plano xy,
entao sua diferencial total é

_of of
dz =2 (2,y)dz + 9 (2, y) dy.
Agora se f(x,y) = C, segue-se que
of of _
Iz (z,y)dz + o (z,y)dy =0

Em outras palavras, dada uma familia de curvas f(z,y) = C, podemos gerar uma equagao
diferencial de primeira ordem, calculando a diferencial total.

EXEMPLO 1 I

A equacao diferencial

yidx + 3xy*dy = 0

é exata?
Solugao Sim, pois a fungao f(x,y) = zy> tem a propriedade de que % (r,y) = 3° e
of

o (z,y) = 3xy?. Assim a solucao geral da equacio é

xy’ =C.

Critério para Exatidao I

Suponha que as func¢oes M(z,y) e N(z,y) sdo continuas e tém derivadas de parciais de

primeira ordem continuas num retangulo aberto R = (a,b) X (¢,d) do plano zy. Entao a
equacao diferencial
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M (z,y)dz + N(z,y)dy =0

¢é exata em R, se e somente se

oM  ON

dy  Ox
em cada ponto de R. Isto é, existe uma fungao f(z,y) definida em R com % (x,y) =M (z,y)
e g—g (x,y) = N (x,y), se e somente se a %—Aj = 9% vale em R.

Método de Solugao I

Dada a equacao
M(z,y)dx + N(z,y)dy =0

verifique se ela é exata, isto é,

oM _ N
dy  Ox
Depois suponha que
% (z,y) = M (z,y)

dai podemos encontrar f integrando M (z,y) com relacao a x, considerando y como constante.

f(x,y>=/M<x,y>d:c+g<y>,

em que a fungao arbitraria g(y) é a constante de integracao. Queremos encontrar quem é

fungao ¢g(y), para isso

Portanto a solugao para

f(x,y):/M(x,y)dx+/(N(x,y)—%/M(x,y)dm) dy.
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O mesmo pode ser feito supondo

%@szmw

dai podemos encontrar f integrando N(z,y) com relagao a y, considerando x como constante.

f@wwa/waww+hwm

em que a fungdo arbitraria h(z) é a constante de integracdo. Queremos encontrar quem é

fungao h(z), para isso

M (z,y) Zg—i(%y): %/N(x,y)dy+h’(x),

W @) = M(e.g) - 5 [N @)y

hm:/(M@w—%/N@w@ym

Portanto a solugao para

P = [Nandy+ [ (s - 5 [N i) i

EXEMPLO 2 I

Resolva a equagao diferencial

(11) (y cos(x) + 2ze?) dx + (sen(z) + z°e? —y) dy = 0

Ela é exata, pois

oM

oM _ y

9 (x,y) = cos(z) + 2xe
¢ ON

oy _ y

e (x,y) = cos(z) + 2xe

Integrando M (z,y) com relagao a z, considerando y como constante.

f(%y):/M(x’y)dijg(y%
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f(z,y) Z/(yCOS(x)Jr?xey)derg(y),

f(x,y) =y sen(x) + 2% + g (y),

Queremos encontrar quem é fungao g(y), para isso

N(z,y) = g—; (z,y) = %/M(Ly)dwrg’(y),
g (y) = N(z,y) — agy (y sen(x) + x2ey) 7

g (y) = sen(z) + x%e¥ —y — 83 (y sen(z) + z%eY) ,
Y

g (y) = sen(x) + 2%e¥ — y — sen(z) — €Y,

g(y) Z/(—y)dy = —y; + ¢

Portanto a solugao para (11) é

2
f (xvy) =Y SGTL((L‘) -+ :L’Zey — % +c

ou seja, a familia de solucoes da eq. dif. é
2

y sen(z) + 2%e — % =C

EXEMPLO 2 I

Se a equacao diferencial nao for exata, nao podemos utilizar o método descrito acima.

Vamos verificar esta afirmacao tentando resolver a equagao diferencial

Bry +y?) + (2* +ay)y’ =0

(3zy + y*)dz + (2 + xy)dy =0

Supondo que M (z,y) = %(x,y), temos

flz,y) = /(?wy +yHdz + g (),



EQUACOES DIFERENCIAIS COM O MATHEMATICA 29

onde g (y) é uma funcao que depende somente de y,

3
flz,y) = ixzy +2y®+9(y),

of

3
8—y(f€,y) =2’ +2zy + ¢ (y) = N (z,y) = 2° + xy,

2
/ 2 3 2
gy ==z +tay - o — 2y,

1

g (y) = —5932 — 1y,

chegamos num absurdo, g (y) estd dependendo de x e y.

2.3.1 Exercicios

I) Verifique se as equacao diferenciais seguintes sao exatas, e resolva as que o forem

1. 2ey+z)de+ (2 +y)dy=0
2. (ye™)dx + (ze™)dy =0
3. (xze™)dx + (ye™)dy =0

dy yt 4+ ot
Cdr o day?

5. 224+3)+ 2y —2)y' =0

Fator Integrante Algumas vezes, é possivel converter uma equagao diferencial nao ex-
ata em uma equacdo exata multiplicando-a por uma funcao p (z,y) chamada fator inte-
grante.

EXEMPLO 1 I

A equagao diferencial nao é exata

(x +y)dx + xIn(z)dy = 0.
De fato, %—A; (z,y) =1# 2L (2,y) = In(z) + 1.

Agora, vamos multiplicar pela p (z,y) = %, x>0,
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(@, y) (x+y)de + p(z,y) v In(z)dy = 0.
1 1
—(z +y)dz + —xIn(z)dy = 0.
T T

(1+ g)d:ﬁ + In(x)dy = 0.
x

Agora a nova equacio é exata, de fato, 24 (z, y) = % = %—JZ (x,y).

9y
Supondo que M (z,y) = %(x,y), temos

flz,y) = /(1+ %)dzwg(y),

onde g (y) é uma fungao que depende somente de ¥,

flz,y) =r+yn(z) +g(y),

g—i@, y) =In(z) +¢'(y) = N (z,y) = In(x)
g9 (y) =0,
9() =C

Portanto

flz,y) =z +yln(x) + C,

EXEMPLO 1 I

A equacao diferencial nao é exata

(y)dx + sec(z)dy = 0.

De fato, %—ZI (z,y) =1 # 2 (z,y) = sec(x) tan(z).

1
ysec(z)’

Agora, vamos multiplicar pela u (z,y) = y >0,

1z, y) (z +y)de + p (2, y) zIn(z)dy = 0.
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1
d dy = 0.
ysec(x)( Jdz ysec(x) sec(z)dy
1 1
——dx + —dy = 0.
sec(x) Yy
Agora a nova equacao é exata, de fato, %—Aj (r,y)=0= %_11 (z,y).

Supondo que M (x,y) = %(:ﬂ, Y), temos

1
= d
Fa) = [ oo+ ).
onde g (y) é uma funcao que depende somente de y,
f(2,y) = sen(z) +g(y),

g—gw,y):owww:w,w:g

Portanto

f(z,y) = sen(z) + In(y) + C.
O fator de integracao destes dois exemplos foram obtidos por um palpite sensato.
Vamos tentar encontrar uma método para encontrar a p (x,y) .

Bom, depois de multiplicarmos a equacao

(12) M (xz,y)dz+ N (z,y)dy =0,
por i (,y)
(13) p(x,y) M (z,y) de + p(z,y) N (z,y) dy = 0,

ela torna-se exata. Entao temos

d O ) N (o)

gy M@y M(z.9)] = 5
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(14) My — Npy + (M, — Ny)pp =0

Se for possivel encontrar uma fungao p (z,y) satisfazendo a equacao (14), entdo a equagao
(13) vai ser exata. A equacao diferencial parcial (14) pode ter mais de uma solugao; se for
este o caso, qualquer uma das solugoes podem ser usada como fator integrante. Infelizmente,
determinar o fator integrante é, em geral, pelo menos tao dificil de resolver quanto a equagao
original. Mas se a equacdo M (z,y)dx + N (z,y) dy = 0 tem um fator de integragao u que é
uma funcdo apenas de z ou apenas de y, a equagao (14), torna-se mais simples. Por exemplo,

vamo supor que g ¢ uma funcao apenas de z, entao
Nty + (My = Ny p =0

dp
—N— M, — N, =

—Ndp = — (M, — N,) pdx

(My — Nx)
N

In || :/wdx

/(MyNNw)dw
piz)=e

1
—dp = dz
u

Se u for uma fungao apenas de y,

/Md
M Y
piy) =e

EXEMPLO 1 I

A equacao diferencial nao é exata

(x +y)dx + xIn(z)dy = 0.
De fato, %—JZ[ (z,y) =1# L (2,y) = In(z) + 1.

Agora, vamos encontrar (),
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(1—In(z)—1) dr
(x) e z In(x)
u —_=

m (l’) _ e—ln(m)
1

p(x) = )
1
p(r) = -

p(x) (z+y)dr + p(x) zIn(z)dy = 0.

1 1
—(x 4+ y)dx + —zIn(x)dy = 0.
x x

(1+ %)dx + In(z)dy = 0.
oM 1 _ ON
B

Agora a nova equacao é exata, de fato, By (r,y) =+ =5 (2,9).

33

I) Mostre que as equagoes abaixo nao sao exatas, mas tonam-se exatas ao serem multiplicadas

por um fator integrante. Depois resolva as equacoes.

L (e?y)dz+a(1+y*)dy=0, p(z,y)= 5
2. (y)de + (2r —ye')dy = 0, p(z,y) =y
3. (x +2)sen(y)dz + (zcos(y))dy =0, p(z,y)=xe”

IT) Nos problemas abaixo, encontre um fator integrante e resolva as equagoes.
Use p(y) = e/(NZMMy)dy ou u(x) = e/(MyNNz)dx

1. (y)dz+ (2 —ye¥)dy =0,

2. (z+2)sen(y)dz + (zcos(y)) dy = 0,

3. (322%y + 2zy + ) dx + (22 +y*) dy = 0,
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2.4 Equacoes Lineares

Na secao 1, definimos a forma geral para uma equacao diferencial linear de ordem n como,
uma equacao diferencial que pode ser escrita na forma

d™y drly dy _
an (2) T8+ apy (T) Tt + -+ ar (2) F +ag (2)y = g (o)

onde

(i) A variavel dependente y e todas as suas derivadas sao do primeiro grau; isto é, a poténcia
de cadaq termo envolvendo y é 1.

(ii) Cada coeficiente depende apenas da variavel indenpendente .

Equacgao Diferencial Linear de 1* Ordem I

Uma equacao diferencial que pode ser escrita na forma

ar (2) &+ ao (x)y = g (v)
¢ chamada de equagao linear.

Como a; (z) # 0, podemos dividir a equacio a; (z) £ + ao (z)y = g (x) por ele, obtendo

uma forma mais 1til de uma equacao linear

Fator Integrante
Usando diferenciais, podemos escrever a equagao (15) como

dy + (P(x)y — Q (x)) dz = 0,

Equagoes lineares possuem a agradavel propriedade através da qual podemos sempre encon-

trar uma func¢ao p(z). Supondo p é uma fungao apenas de x, entao

M (z,y)dz + N (x,y) dy = 0,
() M (z,y) dz + pu(x) N (z,y) dy = 0,

p () [(P(x)y — @ (2))] de + p () dy = 0,
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a% [ (z) (P(2)y — Q(2))] = gu ()

/P(x)dx
p(z)=e
EXEMPLO 1 I

Resolva a equagao diferencial

dy 1 1 %x
——= + —y = —es”.
dr 27 72
Seja a sua forma diferencial
1 1
dy + <§y — ieéx) dxr = 0,

Noa é exata, de fato, %—Aj (z,y) =5 # %—];7 (x,y) = 0. Agora vamos encontrar o fator integrante

/P(w)dr
p(z)=e

multiplicando a equacao pelo fator integrante, temos

1 1 1 1 1
e2*dy + e2" <§y — 563“’) dx =0,

que é uma equacao exata. De fato, %—Aj (x,y) = %e =5 (2,9).

Supondo que N (z,y) = g—i(x,y), temos
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flay) = / eFdy + g (2),

onde ¢ (y) é uma fungao que depende somente de ¥,

fla,y) = ex™y + g (z),

9 1 1 1
a—i(%y) = 56%“’@/ +9 (@) =M (z,y) = 5@/6%“’ - 56%:06%
1
g'(x) = —5es”,
3
g(z)= _geér +C,

Portanto

f(z,y) = e%“"y — gegx +C.

EXEMPLO 2 I

Resolva o problema de valor inicial

_— = 2z =
7 3y=e~, y(0)=3.

Seja a sua forma diferencial
dy + (—3y — 62””) dr =0,

oM

Nao ¢ exata, de fato, G- (z,y) = —3 # 9N (z,y) = 0. Agora vamos encontrar o fator

integrante

pla)=e™

multiplicando a equagao pelo fator integrante, temos
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e dy + e (—Sy — 6296) dr =0,

que é uma equacao exata. De fato, %—Aj (2,y) = =373 = %—];’ (x,y).

Supondo que N (x,y) = g—;(:c,y), temos

f(ay) = / eFdy+ g (),

onde g (y) é uma funcao que depende somente de y,

fla,y)=e > y+g(a),

of
ox

Portanto

fla,y) =e >y +e "+ O,
fla,y) =C,
ey e+ O = C,
ey =C—e*—0Cy,

y:CQe?’x—e%, CQZC—Ol,

A condigao incial y (0) = 3, produz

3=19y(0) = Cye’ —¢°,
3=0Cy—1,

Cy =4,

(z,y) = =3¢ >y + ¢ (x) = M (z,y) = e (=3y — )

37
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Portanto a solucao para PVI é

y = 4e3® — 2.

I) Resolva as equagoes diferenciais.
1. (y—2)dx+dy =0,
2.y — 2y = 3e*®,
3. B4 3y = 2ze%,
4. Yy +3y =1 +e %,
5. Z—g —y = senh(z),
6. xy' + 2y = e* + In(x),

IT) Nos problemas abaixo, encontre a solugao para o PVI.

1. xj—:yv +2y = sen(z), y (3) =1,
2. (—y —2ze*)dx +dy =0,y (0) = 1,
3. ¥y + 4’y =e % y(—1) =0,

4. & 4 5y =20, y(0) =2,
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