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Capitulo 1

SISTEMAS LINEARES, MATRIZES
E DETERMINANTES

1.1 Consideracoes Iniciais

1.1.1 Conjuntos Numéricos

Ao longo do curso, utilizaremos os conjuntos numéricos a seguir.
Ntameros Naturais: N = {1,2,...}, Ny ={0,1,2,...}
Ntameros Inteiros: Z = {...,—3,—-2,—-1,0,1,2,3, ...}
Numeros Racionais: Q = {%;p, qE€EZeq# 0}
Nimeros Reais: O conjunto dos ntimeros reais sera denotado por R.

Quando quisermos indicar os subconjuntos de Z, Q e R excluindo-se o nimero 0, indicaremos

por Z*,Q* e R*, respectivamente.

1.1.2 Numeros Complexos

O conjunto dos nimeros complexos é o conjunto

C={a+bija,be R}

munido das operagoes de soma e produto definidas a seguir, onde x é a parte real, y é a
parte imagindria e 1 = y/—1.
Dados dois ntimeros complexos z = a + bi, w = ¢ + di € C, definimos:

Soma: z+w = (a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+d)i
Produto: z.w = (a + bi).(c + di) = (ac — bd) + (bc + ad)i

2

Caso particular: ¢ =70 = —1
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Nomenclatura:

1) O elmento i é chamado de imaginario puro.
2) Se z = a+bi, com a,b € R, denotamos a = Re(z) (a parte real de z) e b = Im(z) (a parte
imagindria de z). Assim: z = Re(z) + Im(2)i.

Representacao geométrica:

Podemos representar os numeros complexos geometricamente como pontos de um plano.
Munimos o plano R? de maneira usual com os eixos cartesianos e identificamos o nimero
complexo z = a -+ bi com o ponto (a,b) € R?. Usando coordenadas polares, ainda obteremos:
para (a,b) € R?, teremos que a = rcosf e b = r senf, onde r é a distancia da origem do
plano ao ponto (a,b) e 6 indica o angulo formado entre o eixo Ox e a reta que passa pela
origem do plano e por (a,b).

O moédulo de um niimero complexo z é definido como sendo

2| = Va2 + b

A representagao polar de um niimero complexo nao nulo z serd entao

2z =rcos—+i rsenf =1 €, onde r = |2|.

1,64 z=(a,b)
1,21

i l2l
0,84

i theta
0,4+

G_ T T T T T T T T T T T T T T T T T T T ™
0 0,4 0,8 1,2 1,6

O conjugado complexo de z = a+ bi é definido como sendo Z = a — bi. Na forma polar, se
z = re entdao z = re”". Geometricamente, considerar o conjugado de um niimero complexo

corresponde a refleti-lo em relagao ao eixo real Ozx.
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1.1.3 Corpos

Um dos objetivos deste curso é desenvolver o conceito de espago vetorial sobre corpos ar-
bitrarios. Para isso, precisamos da seguinte definicao.

Definicao Um conjunto nao vazio k (ou F) é um corpo se em k pudermos definir duas
operagoes, denotadas por + (adi¢ao) e - (multiplicacao):

Adicao: associa, a cada par a,b € k, um elemento a + b € k

Multiplicagao: associa, a cada par a,b € k, um elemento a - b € k,

satisfazendo as seguintes propriedades:

Al) a+b=0b+ a,Va,b € k (comutativa da adicao)

A2) a+ (b+c¢) = (a+b) + ¢,Va, b, c € k (associativa da adi¢ao)

A3) Existe um elemento em k, denotado por 0, que satisfaz 0 +a = a + 0 = a,Va € k
elemento neutro da adigao)

A4) Para cada a € k, existe um elemento em k, denotado por —a, tal que a + (—a) =

(
(
(
(
(
(—a) + a = 0 (oposto aditivo ou inverso aditivo de a)
(M1) a-b=10b-a,Va,b €k (comutativa da multiplicagao)

(M2) a-(b-c)=(a-b)-c,Va,b,c €k (associativa da multiplicagao)

(M3) Existe um elemento em k, denotado por 1, que satisfaz 1 -a = a-1 = a,Va € k
(elemento neutro da multiplicagao)

(M4) Para cada elemento nao nulo a € k, existe um elemento em k, denotado por a™!, tal
que a-a~''=a"'a=1 (inverso multiplicativo de a)

(D)a-(b+c¢)=a-b+a-cVa,b,c ek (distributiva da multiplicacido com relagao a adigao)

A notacao do produto a - b poderd ser simplesmente denotada por ab.

EXEMPLOS.

(1) Sao exemplos de corpos: Q,R e C.
(2) O conjunto Z dos numeros inteiros nao é um corpo. (Justifique.)

(3) Seja Q(v/2) o conjunto formado pelos elementos a +byv/2 com a,b € Q. Dados a+ by/2 €
Q(v2) e ¢+ dv2 € Q(+/2), defina a soma e o produto, respectivamente, como:

Soma: (a4 bv2)+ (c+dv2) = (a+c) + (b+d)V2 € Q(V2)

Produto: (a + bv/2) - (¢ + dv2) € Q(v/2) = (ac + 2bd) + (ad + bc)v2 € Q(v/2)

Q(v/2) é um corpo (Verifique. Em particular, determine o inverso de um elemento a+bv/2 # 0

em Q(v2)).
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(4) Seja m um inteiro positivo ndo nulo e defina as seguintes operagdes no conjunto Z,, =
{0,1,....,m —1}:

Adicdo: @+ b =g, onde ¢ é o resto da divisao de a + b por m.

Multiplicacdo: @-b = d, onde d é o resto da divisao de a - b por m.

Temos que Z,, é um corpo se, e somente se, m for um ntmero primo. Em particular,
s, L7, L3 sa0 exemplos de corpos, enquanto Zy, Zys, Zisgoo nao sao. Obtemos assim exemplos
de conjuntos finitos que sao corpos.

1.2 Sistemas Lineares

Sabemos que muitos problemas praticos podem ser equacionados em termos de sistemas
lineares. Nesta primeira secao, introduziremos alguma terminologia basica importante para

o desenvolvimento de tal teoria.

1.2.1 Equacao lineares

Defini¢ao DEFINICAO.
Qualquer linha reta no plano xy pode ser representada algebricamente por uma equacao da

forma

ar+asy =>b

onde a1, as e b sdo constantes reais e a; e as nao sao ambas nulas.

Uma equagao desta forma é chamada uma equagao linear nas variaveis z e y.

Mais geralmente, definimos uma equacao linear nas n variaveis z1, ..., £,, COmo uma equagao
que pode ser expressa na forma

a1 + asxy + azxs + ... + apx, = b

onde:

x1, %9, T3, ..., Ty SA0 as variaveis ou incognitas

ai,as,as, ..., a, sao os respectivos coeficientes das variaveis
b é o termo independente.

Os coeficientes ay, as, as, ..., a, e o termo independente b sao ntimeros reais ou complexos.

Observagao: uma equagao linear nao envolve quaisquer produtos ou raizes de variaveis.
Todas as variaveis ocorrem somente na primeira poténcia e nao aparecem como argumentos
de funcoes trigonométricas, logaritmicas ou exponenciais.
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EXEMPLOS.

1) As equagoes

1
I+3y:7,y:§$+32+1, l‘l—2$2—3I3+£L’4:76332:2(\/6—I1)+I3
sao lineares.
2) As equagoes
r+3y=5 3v+2y—z2+22=4 e y=senx

sao nao-lineares.
Solucao de uma equacao linear

Os valores das variaveis que transformam uma equacao linear em identidade, ou seja, que
satisfazem a equacao, constituem sua solucao. Esses valores sao denominados raizes da
equacao linear. Portanto, uma solucao de uma equagao linear a,x; + asxs + azxs + ... +
an,x, = b é uma sequéncia de n nimeros aq, s, ..., o, tais que a equacao é satisfeita quando
substituimos x; = ay, s = ao, ..., T, = a,. O conjunto de todas as solucoes de uma equagao

¢é chamado seu conjunto-solugao ou, as vezes, a solugao geral da equagao.

EXEMPLOS.

Encontre o conjunto-solucao de

(a) 4o —2y =1
(b) $1—4$2+7l’3:5

1.2.2 Sistema de Equacgoes Lineares

Defini¢ao DEFINICAO.
Seja k um corpo. Um sistema de equacgoes lineares com m equagoes e n incognitas é um
conjunto de equacoes lineares

a1 -+ 122 + ...+ A1ndy = Y1
2171 + Q22T + ... + A2 Ty = Yo

Am1T1 + AmaT2 + ... + ATy = Ym

ondea;; €k, 1<i<mel<j<n.
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Da mesma forma que vimos anteriormente, dizemos que x1, s, X3, ..., T, Sa0 as variaveis
ou incognitas do sistema e ajq,d12, ..., A1n, -y A1, G2, -+, Amp SA0 0 coeficientes das
equacoes.

Um sistema de equagoes lineares é um conjunto finito de equacgoes lineares.
Solucao de um sistema linear

Denomina-se solugao do sistema S a n-upla ordenada (aq, s, ..., ;) de elementos de k
que satisfaz simultaneamente as m equacoes:

a110q -+ a1209 4+ ...+ A1n,0p = Y1
21001 + A2900s + ... + AopQtyy = Yo

Am1 Q1 + A2 + ... + QppQny = Ym

Se y1 = Y2 = ... = Y = 0, dizemos que o sistema é homogéneo. A n-upla (0,0,...,0)
sempre é solucao de um sistema homogéneo e é denominada solucao zero ou solugao
trivial. Qualquer outra solugao, se existir, é dita nao trivial (ou prépria).

Uma possivel estratégia para resolver esse sistema ¢é por meio do processo de escalonamento
que veremos logo a seguir. Mais adiante estudaremos também outros métodos para deter-

minar a solucao de um sistema de equagoes lineares.

EXEMPLO.
O sistema
g - 4x1—x2+3x3:—1
' 31’1+l‘2+9$3:—4
tem a solucao r1 = 1,29 = 2,23 = —1, pois estes valores satisfazem ambas equacoes. No

entanto, r1 = 1,25, = 8,3 = 1 nao é uma solucao do sistema, pois estes valores satisfazem
apenas a primeira das duas equagoes do sistema.

Classificacao de um sistema linear
Podemos classificar um sistema linear conforme seu tipo de solucao.

1°) Um sistema S é compativel (ou possivel ou consistente) e determinado se ele admitir

uma unica solucao.

2°) Um sistema S é compativel (ou possivel ou consistente) e indeterminado se ele
admitir varias (infinitas) solugoes.
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3°) Um sistema S é incompativel (ou impossivel ou inconsistente) se ele nao admitir

solucao.

Para ilustrar as possibilidades que podem ocorrer na resolucao de sistemas de equagoes

lineares, considere um sistema arbitrario de duas equacoes lineares em R nas incognitas x e
e

ez +bhiy=a
| asr + by = ¢

onde a, by nao sao ambas nulas e as, by também nao sao ambas nulas.

E facil determinar o conjunto solucao de um sistema linear de duas equacoes porque é
equivalente a determinar a intersecao de duas retas.

Os gréficos destas equagoes sao retas, digamos [; e ly. Como um ponto (x,y) estd na reta
se, e somente se, os numeros x e y satisfazem a equacao da reta, as solucoes do sistema de
equagoes correspondem a pontos de intersecao de [y e l5. Assim, existem 3 possibilidades:
1%) As retas [; e l; podem ser paralelas, caso em que nao hé interse¢ao e consequentemente

nao existe nenhuma solucao do sistema.

y-x=0 e 2y-2x=0

2%) As retas [y e [y podem cortar-se em um tnico ponto, caso em que o sistema tem exata-

mente uma solucao.

yx=1 e y+x=1
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3%) As retas [y e s podem coincidir, caso em que existe uma infinidade de solugoes do sistema.

y-x=0 e 2y-2x=0

EXEMPLOS.

) 224+y=T7
ysi et

¢ um sistema possivel e determinado.

_ 2e+y="7
2>S'{4x+2y:14

é um sistema possivel e indeterminado.

' 20 +y =7
3>S'{4x+2y:2

¢ um sistema impossivel.

Exercicio: Faca o grafico das retas de cada exemplo anterior para ilustrar a solucao do

sistema correspondente.

Exercicio: Classifique os seguintes sistemas lineares e esboce as retas num mesmo plano

para cada sistema.

(a)S:{ z—2y=—1

—x+3y=3
) —2y=-1
(b)S.{ —r+2y=3

) r—-2y=-1
(C)S’{ —r+2y=1
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1.3 Equivaléncia de Sistemas Lineares

Nosso objetivo nesta secao é transformar um sistema complicado S num sistema mais simples
S’. Mais especificamente, apds efetuarmos operagoes elementares nas equacoes de um sistema
S, vamos obter um outro sistema S’ que seja mais facil de resolver e que tenha o mesmo

conjunto de solugoes.

Definicao

Dizemos que dois sistemas S e S’ de equacoes lineares a n incdgnitas sao equivalentes
quando admitem a mesma solugao.

Notagao: S ~ 5’

Exemplo:

sao equivalentes, pois admitem a

Os sistemas S : { 31 + Oy = 42 e S : { r+2y=14

20 — 4y =12 r—2y==6
mesma solugao: x = 10 e y = 2. (Verifique!)

Observacgao: Para a relacao ~ assim definida valem as seguintes propriedades:

(a) S~ S (reflexiva)
(b) S~ 85" =85 ~ S (simétrica)
(c)S'~SeS~S"=5~S5" (transitiva)

Logo, se S" ~ S, entao toda solucao de S é solucao de S’ e vice-versa. Em particular, se S’

¢ incompativel, o mesmo ocorre com S.
Operacoes Elementares e Sistemas Equivalentes

Um sistema de equacoes lineares se transforma num sistema equivalente quando se efetuam

as seguintes operacoes:

I) Permutagao de duas equagoes.
IT) Multiplicacado de uma equagao por um escalar nao nulo.
[II) Substituicdo de uma equagao por sua soma com outra equagao previamente multiplicada

por um escalar nao nulo.
Estas operacoes sao chamadas de operagoes elementares.

Por meio dessas operagoes elementares, pode-se transformar um sistema complicado S num

sistema mais simples de ser resolvido, S’.
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Exercicio: Mostre que efetuar operagoes elementares em um sistema linear produz um

sistema linear equivalente.

Notagoes das Operagoes Elementares

Considere o seguinte sistema de equagoes lineares

2z + 4y — 62 =10
S:< dr+2y+22=16
204+ 8y —4z=24

Adotaremos as notacoes abaixo para as operacoes elementares:

1%) Lag — permutacao da 2% equagao pela 3* de um sistema de equagoes lineares

2+ 4y — 62 =10 20+ 4y — 62 =10
S dr+2y+22=16 [/_23) S1:Q 20 +8y—42=24
20+ 8y — 4z =24 dr +2y+22=16

2%) Ly - (%) — multiplicacao da 1% equacgao por %

2z + 4y — 62 = 10 rT+2y—32=5
Spiq 2048y —42=24 Ly-(3) Sp:q 20+8y—4z=24
dr 4+ 2y + 22 = 16 dor 4+ 2y + 22 = 16

3%) Ly = Lo+ Ly - (—2) — substituicdo da 2% linha por sua soma com a 1% linha previamente
multiplicada por —2

r+2y—32=95 r+2y—32=95
So:iQ 20+8y—42=24 Ly=Lo+L;-(—2) S3:¢ Ox+4y+22=14
4o + 2y + 22 =16 dr + 2y + 22 =16

Temos que S ~ 57 ~ S5 ~ S3 e entao todos os sistemas S, 57, 52 e S3 tém a mesma solugao:
r=2,y=3ez=1. (Verifique!)

Veja a intersecao dos trés planos na figura abaixo
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1.4 Escalonamento de Sistemas Lineares, Discussao e
Resolucao

1.4.1 Sistemas Escalonados

DEFINICAO.

Um sistema linear de m equagoes com n incégnitas que tem o seguinte aspecto:

(
Alpy Ty F oo, + aipx, = by
A9y Ty + oo + A2p Ty, = by

ko Tyy, + oo + ATy = g
0z, = bk:—i—l

\

serd chamado de escalonado se tivermos ay,, # 0, as,, # 0, ..., ag,, # 0 e cada r; > 1, onde
1<rm<r<..<r,<n.

E claro que se by = 0, a ultima equacao de S pode ser eliminada do sistema. Logo, num
sistema escalonado o nimero de coeficientes iniciais nulos em cada equacao, a partir da

segunda, ¢ maior do que na precedente.

EXEMPLO.

O seguinte sistema
20 —y—2z—3t=0
S z—t=1
2t =2
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¢é escalonado.

O seguinte resultado é o fato mais importante de sistemas escalonados.

PROPOSICAO.

Todo sistema linear S é equivalente a um sistema escalonado.

Desta forma, para a resolucao de um sistema linear, basta sabermos lidar com os sistemas
escalonados, para assim reduzir um sistema qualquer a um escalonado. Vamos entao aplicar
o método de escalonamento no exemplo a seguir.

EXEMPLO.
Escalone o seguinte sistema

2r—y+z—t=4

3r+2y—z+2t=1

20 —y—2z—1t=0
dor+2t=1

S :

Observagao: E claro que equacoes do tipo 0 = 0 que aparecerem no processo de escalona-
mento devem ser suprimidas.

1.4.2 Discussao e Resolugcao de um Sistema Linear

DISCUTIR um sistema linear S significa efetuar um estudo de S visando a classifica-lo em
compativel determinado, compativel indeterminado ou incompativel.

RESOLVER um sistema linear significa determinar todas as suas solugoes.

Seja S um sistema linear de m equagoes com n incégnitas. Procedendo ao escalonamento
de S chegaremos a uma das trés seguintes situagoes:

(I) No processo de escalonamento, numa certa etapa, obtém-se um sistema:
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Como S’ é incompativel (justifique), entdo o mesmo se pode dizer de S.

(IT) Obtém-se um sistema escalonado do seguinte tipo:

1+ a9 + ... + a1, = bl
S’- $2+...+a2n$n:b2

T, = b,

Neste caso, S’ poderd ser transformado, por equivaléncia, no seguinte sistema

r1 = C1

Ty = Co
S

Ty = Cp

Logo, S é compativel determinado (justifique) e (¢q, co, ..., ¢,) € a sua solugao.

EXEMPLO.

Discutir e resolver o seguinte sistema

r—y+z=1
S8 2x4+y+22=0
r—y+z=1

(III) Obtém-se um sistema escalonado do tipo abaixo:
(2 + ..+ A1y Try + oo+ Qg Ty + o+ A1y Ty + oo+ ATy = by
Tpy + oo+ A2y Ty + oo+ A2, Ty + o+ A2p Ty = by

S’ - Tpy + .o+ A3, Ty, + o+ 3, T, = b3

Ty, + .+ ATy, = by

onde p < n.

Neste caso, podemos eliminar por meio de operagoes elementares

e 0 termo em z,, na primeira equacao.

e os termos em z,, da primeira e segunda equagoes.

e 0s termos em x, da primeira a (p — 1)—ésima equacao.
P
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Feito isto, passamos para o segundo membro de cada equagao todas as parcelas, com excecao
da primeira. Assim obtemos:

561:f1
Ly = f2
x’“p = fp

onde cada f; é uma expressao linear nas variaveis z; com j # 1, 7 # ro,...,J # rp. A cada
sequéncia de valores dada para estas n — p varidveis (variaveis livres) obteremos valores para
Ty, Tpy, ..., Tp, € consequentemente uma solucao do sistema. Como p < n, teremos mais do

que uma solugao (infinitas na verdade). Logo, neste caso temos um sistema indeterminado.

EXEMPLO.
Discutir e resolver o seguinte sistema

r—2y—z=1
S 2r+y—32=0
r—Ty=3

1.5 Matrizes

1.5.1 Definicao e Exemplos

DEFINICAO.

Sejam m, n dois inteiros positivos. Uma matriz de ordem m por n é um quadro de m-n
elementos (nimeros, polindmios, fungoes, etc) dispostos em m linhas e n colunas.

Notagao: Tal matriz é denotada por letra maitscula, subscrita com a dimensao (ou ordem)
m x n (1é-se "m por n”). Assim:

@11 Q2 - Qin @11 Q2 -+ Qin

Q21 Q22 -+ Q2 Q21 Q22 -+ Q2
Amxn - (a'ij) - . ou

Am1 Am2 Amn Am1 Am2  ° Amn

sendo a;; o elemento ou entrada na i-ésima linha e j-ésima coluna do quadro, isto €, o elemento
de posicao i, j da matriz A.
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Os elementos de uma matriz sao denominados coeficientes.
Pode-se dizer também que uma matriz é um conjunto de vetores, no caso de A,,x, sao m

vetores-linha de n coeficientes ou n vetores-coluna de m coeficientes.
A i-ésima linha de A é
( i1 Q2 Qin )7

parai=1,....,m e a j-ésima coluna de A é
CLU
CLQj
Qmyj
para j =1,...,n.

Dado um corpo k, uma matriz de escalares m por n sobre k é dada por m.n valores a;; € k.

Notagao: Neste caso denotamos por M,,x, (k) o conjunto de todas as matrizes m x n sobre
k.

EXEMPLOS.

@ (5 0)

() (-1 2)

24x 5—=z 3
(e) 6 y -1
-2 24y 3+

(f) Considere o seguinte quadro de produgao

Prod(t)/ano 2003 2004 2005 2006
Milho 5 4 6 4.5
Feijao 2 3 2.5 3
Arroz 05 1.5 1 2
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Deste quadro, extrai-se a matriz

5 4 6 45
A= 2 3 25 3

05 15 1 2 /..,

que representa nas linhas a quantidade de cereal produzida e, nas colunas, o ano de producao.
Temos: A = A3><4, 93 = 25, s34 = 2, etc.

1.5.2 Tipos de matrizes

(I) Matriz retangular
Uma matriz A,,x, na qual m # n é denominada matriz retangular.

4 0 -1
Exemplo: Asyg = ( 9 23 5 )
2x3

(IT) Matriz-coluna

Uma matriz de ordem n X 1 é uma matriz-coluna:

Exemplo: By = ( 74 )
o 2x1

(IIT) Matriz-linha
A matriz de ordem 1 x n é uma matriz-linha:

Cixn = ( Ci1 G2 -+ Cin )
Exemplo: Ciy4 = ( 7T -3 0 1 )

(IV) Matriz quadrada
Quando o nimero de linhas é igual ao niimero de colunas, tem-se uma matriz quadrada.

A ordem da matriz quadrada é n x n, ou simplesmente n.

aix Qa2 - Aip
A21 Qg2 -+ QAap

Anxn =

ap1 Ap2 - Qpp
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-2 10
Exemplo: A = 4 00
-9 3 2

3x3

(a) Diagonal principal

Numa matriz quadrada A = (a;;), de ordem n, os elementos a;;, em que i = j, constituem
a diagonal principal.
Assim, a diagonal formada pelos elementos

a1, A22,A33, ..., Ann

¢ a diagonal principal.

-2 0 1 3
9 15 7 0
Exemplo: B = 0 —1 4 8
5 0 01

4x4

(b) Diagonal secundaria

Numa matriz quadrada A = (a;;), de ordem n, os elementos a;;, em que i + j = n + 1,
constituem a diagonal secundaria.
Assim, a diagonal formada pelos elementos

A1ny A2 1503 52 - Apl
¢é a diagonal secundaria.

-2 0 1 3
Exemplo: B = 8 _1? Z g

5 0 01/,,

(V) Matriz diagonal

A matriz quadrada A = (a;;) que tem os elementos a;; = 0 quando ¢ # j é uma matriz

diagonal.
a1 0 0 ce 0
0 a922 0 cee 0
0 0 0 - apy
-3 00
Exemplo: A = 0 9 0
0 01
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(VI) Matriz escalar
A matriz diagonal que tem os elementos a;; iguais entre si para ¢ = j ¢ uma matriz

escalar.
6 00
Exemplo: B=1| 0 6 0
0 0 6

(VII) Matriz unidade ou identidade

A matriz escalar de qualquer ordem que tem os elementos a;; = 1 para ¢ = j ¢ uma
matriz unidade ou identidade.
Notacao: I, ou [

100
Exemplo: Iy;=| 0 1 0
001

(VIII) Matriz zero ou nula
Uma matriz zero ou nula ¢ a matriz cujos elementos a;; sao todos nulos.

Notacao: 0,xm

Exemplo: 0gy3 = ( 8 8 8 )

(IX) Matriz triangular superior
A matriz quadrada A = (a;;), que tem os elementos a;; = 0 para i > j, ¢ uma matriz

triangular superior.

-4 7 =2 6
0 1 13 0
Exemplo: Ayxy = 00 9 -5
0 0 0 2

Neste exemplo, temos que: as; = az; = a3 = g1 = ag9 = ay3 = 0.

(X) Matriz triangular inferior
A matriz quadrada A = (a;;), que tem os elementos a;; = 0 para i < j, é uma matriz

triangular inferior.

2 0 0 0
-8 1 0 0
Exemplo: Ajxy = 1 6 2 0
0 5 —7 -9

Neste exemplo, temos que: a1 = 13 = Q14 = 423 = Qg4 = A34 — 0.
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1.5.3 Operacoes com matrizes

1) Igualdade de matrizes

Duas matrizes A = (@ij)mxn € B = (bij)mxn 580 iguais se, e somente se, a;; = b;;, para todo
i, 7.
2) Produto de uma matriz por um escalar

Se K é um escalar e A = (a;;)mxn ¢ uma matriz, entao o produto de A por esse escalar é a
¥l I
matriz

k-A:(k:-a,-j),

ou seja, € a matriz obtida multiplicando-se cada elemento de A por k :

]{JCLH kalg e kaln

ka ka - kaoy,
b A .21 22 2

kami kama - kamn

mxXn

EXEMPLO.
3. -1 0 5 (-3 0 15
3 7 =2 ) 9 21 -6
PROPRIEDADES.

I) (A)A = A(pA)

II) AN+ p)A= A+ pA
IIT) A(A+ B) = M + \B
IV)1-A=A

3) Adicao de matrizes

A soma de duas matrizes A = (a;;) e B = (b;;), de mesma ordem m X n, é uma matriz
C = (¢i;) dada por
Cij = aij + b

Isto é, a soma de 2 matrizes é definida elemento a elemento.
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EXEMPLOS.
a) ailr G2 Q13 I b1 bia bis _( an + b1 a2 +bi2 a3+ bis
Qo1 G2 Q23 ba1  baa  bos ag1 + ba1  age + by ags + bos
-1 2 10 0 0 1 -4 0 -1 36 0
b) 5 0 4 =7 |+ 5 6 1 =2 | = 10 6 5 =9
9 —6 1 O -3 6 0 7 6 01 7

1.5.4 PROPRIEDADES.

I) A+ B=B+ A (comutativa)

II) (A+ B)+C = A+ (B+C) (associativa)

III) A+0=0+ A=A (elemento neutro aditivo)
IV)A—A=—-A+ A=0 (elemento oposto ou simétrico aditivo)

DEFINICAO.

Dada a matriz A = (a;;), chama-se matriz oposta de A a matriz B tal que A+ B = 0.
Logo, a matriz oposta de A é B = —A = (—ay;).

Notagao: B=—A
4) Subtragao de matrizes
A diferenca A — B de duas matrizes A = (a;;) e B = (b;;), de mesma ordem m X n, é uma

matriz C' = (¢;;) dada por

Cij = aij — bij

EXEMPLOS.
a) air Qiz2 Qi3 | bui bz bis _( du— b a2 —biz a3 — bis
G21 Q22 Q23 bar b Do3 a1 — b1 Gz —bay a3 — by

b) -1210 0Y)} (01 -4 0\ (-1 1 14 0
5 0 4 -7 56 1 -2/ \ 0 -6 3 =5
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PROPRIEDADES.

I) A(B—C)=AB — AC (distributiva)
ITI) (B—C)A = BA — CA (distributiva)
III) A(B — C) = AB — \C (distributiva)
IV) (A = u)C = \C — uC' (distributiva)

5) Produto de matrizes

Sejam A,xn = (ai;) € Bpxp = (bji) duas matrizes cujo nimero de colunas n da primeira é
igual ao nimero de linhas n da segunda. O produto de A por B é dado por

ABmXp - (Czk)

em que cada coeficiente c;;, é dado produto escalar de cada linha da primeira matriz por cada
coluna da segunda matriz, ou seja,

n
Cik, = E ;b = abig + aiboy + ... + ainbpi
j=1

O tamanho (ordem ou dimensao) da matriz produto é dado pelo ntiimero de linhas da primeira
e pelo nimero de colunas da segunda.

Observagao: Note que a definicao de multiplicagao de matrizes exige que o niimero de colunas
do primeiro fator A seja igual ao nimero de linhas do segundo fator B para que seja possivel
formar o produto AB.Se esta condicao nao é satisfeita, o produto nao esta definido.

Maneira pratica para determinar se o produto de duas matrizes estd ou nao definido. Escreva:

A B AB
mxn nxXp = mXxp

Se os numeros internos coincidem, entao o produto esta definido. E os niimeros externos nos
dao a dimensao de AB.

METODO PRATICO

Vejamos um método pratico para multiplicar matrizes.
Sejam A, xn = (i) € Bnxp = (bjr). O produto AB = (¢;;) é a matriz m X p cujas entradas
sao determinadas como segue.

Para obter a entrada na linha i e coluna k de AB, isto é, ¢ :

1°) destaque a linha i de A e a coluna k de B
2°) multiplique as entradas correspondentes desta linha e desta coluna
3°) some os produtos resultantes
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EXEMPLO.

Considere as matrizes

4 1 4 3
A:(égg)  oB=|o0 2131
2x3 2.7 52/,
Entao: AB2><4 = (Cij)
Calculo de o3 :
(b28) (oaar) (27 5%0)
2602><32752 - = 26 -/,
3x4
ca3=1(2-4)4+(6-3)+(0-5) =26
Calculo de ¢y :
1 2 4 i1 43 - — — 13
9 6 0 0 -1 3 1 o
2x3 2 7 5 2 2x4

3x4

Célculo das outras entradas:

cr=01-4)4+(2-00+4-2)=12
cio=1-1)+[2-(=1)]+@4-7)=27
ci3=(1-4)4+(2-3)+(4-5) =30
o1 =(2-4)4(6-00+(0-2)=8
cpp=2-1)4+[6-(-1)]+(0-7)=—4
o1 =1(2-3)4+(6-1)4+(0-2) =12
Dai

12 27 30 13
AB = ( 8 —4 26 12)
2x4
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PROPRIEDADES.

I) Dadas as matrizes A,,xn, Bnxp € Cpxr, vale que: (AB)C = A(BC') (associativa)

IT) Dadas as matrizes A,xn, Bmxn € Chxp, vale que: (A+ B)C' = AC' 4+ BC (distributiva
em relagao a adigao)

IIT) Dadas as matrizes A, xp, Buxp € Crxn, vale que: C(A+ B) = CA+ CB (distributiva
em relagao a adigao)

IV) Seja Apxn, daf: I,,A = Al, = A (elemento neutro)

V) Dadas as matrizes A,,xn € Byxp, para todo nimero k, vale que: (kA)B = A(kB) = k(AB)

Observacoes:

a) A multiplicagdo matricial nao é, em geral, comutativa. Ou seja, em geral: AB # BA.

N O O 83_2014
Xemplos\ 9 5 1 | X ~\ 11 21
1 2
5 2 24 20 2
oo )e(120)- (Vs
1 2 8 12 2

b) Se AB = 0, nao necessariamente, A =0 ou B = 0.
Exemplo: 01 11\ (00
P {1 )\oo0o) Voo

¢) Se AB = 0 qualquer que seja B, entao A = 0. Do mesmo modo, se AB = 0 qualquer que
seja A, entao B = 0.

Exercicio: Considere as matrizes

-2 1 0 1 4
A= 4 -1 3 ., B=| -11 e C:<0_2 _1)
1 -1 4 2 0 2x3

3x3 3x2

Calcule AB, BA, BC, CB, AC e C'A, se possivel.
6) Poténcia de uma matriz

Uma matriz quadrada A = (a;;) pode ser multiplicada n vezes por si mesma. A matriz que
resulta dessas operagoes, e que se representa por A", é chamada poténcia n da matriz A.
De uma maneira mais formal, vamos definir poténcias de matrizes quadradas, discutir suas

propriedades e dar exemplos.
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DEFINICAO.
Se A é uma matriz quadrada, definimos as poténcias inteiras nao-negativas de A por

A=T e A"=AA.A (n>0)

n fatores

Como esta definicao ¢ idéntica a de poténcias de ntmeros reais, valem as leis usuais de
expoentes.

TEOREMA. (Leis de expoentes)

Se A é uma matriz quadrada e r e s s@o inteiros, entao

ArAs — AT+S, (Ar)s — Ars

EXEMPLOS.

1) Seja A = L2 . Entao:
4 3/,
X2

we=(32)<(33)-(0 &)
me= () (15 (13)=( 8- (3)-(4 §)

2) Seja A = 2 1 . Determine A2
4 =2 /50

Expressoes Polinomiais Envolvendo Matrizes
Se A é uma matriz quadrada, digamos m x m e se
p(r) =ap+ a1z + ... + aa”
¢ um polindmio qualquer, entao definimos
p(A) = apl + a1 A+ ... + a, A"

onde [ é a matriz identidade m x m. Ou seja, p(A) é a matriz m x m que resulta quando x
é substituido por A e ag é substituido por agl.
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1.5.5 EXEMPLO.
Se

o2 (-1 2
plr) =22"—3x+4 e A-( 0 3)

on-sesien-s (2 5(7 1)
(23)-(39)-(1)-(22)

7) Fungao Traco

O =
—= O

Seja A = (a;;) € M, (k) uma matriz quadrada.

Definimos o traco de A, denotado por tr A, como sendo a soma dos elementos de sua

tr A= iaii
=1

diagonal principal, isto é,

EXEMPLO.

-1 4 -8
trl 0 1 V3 |=1
—2 11 1

Terminaremos esta secao, fazendo a seguir um resumo das propriedades mais importantes
da aritmética matricial.

TEOREMA. (Propriedades da Aritmética Matricial)

Supondo que as ordens das matrizes sao tais que as operacoes indicadas podem ser efetuadas,

valem as seguintes regras da aritmética matricial.

(a) A+ B=B+ A

(b) A+ (B+C)=(A+B)+C
(c) A(BC) = (AB)C

(d) A(B+C)=AB+ AC

(e) (A+ B)C = AC + BC
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(f) A(B—C) = AB — AC
(g) (B—C)A=BA—CA
(h) A(B+ C) = AB + AC

(i) \B —C) = AB — \C

() A+ p)C=AC+puC

(k) A =p)C =AC —puC

) AuC) = (Ap)C

(m) A(BC) = (AB)C' = B(\C)

1.5.6 Matrizes Especiais

Tendo explorado as operacgoes matriciais, podemos ainda definir outros tipos de matrizes.
1) Matriz transposta

Dada a matriz A = (@;j)mxn, denomina-se transposta de A a matriz B = (b;;)nxm, tal que
bji = a;;, para todo 4,7, 4 = 1,...,m e j = 1,...,n. Para determinar a matriz transposta da
matriz A, basta trocar suas linhas por colunas ou suas colunas por linhas.

Notagao: A ou A’

EXEMPLO.
i 4 -2 5
SejaA=| -2 0 . A transposta de A é: Al = ( ) .
9 0 1
5 1 2x3
3x2
PROPRIEDADES

I)(A+B)!=A"+ B!
1) (kA =kA' keR
1) (At = A

IV) (A.B)! = B*. A

Exercicio: Considere as matrizes

1 2
€ B2><2:<3 4)

N W

1
A3><2 = 0
2
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Verifique a propriedade (IV) de matriz transposta.
2) Matriz simétrica

Uma matriz quadrada A é dita simétrica se A = A’.

EXEMPLO.
25 7
A=A=(51 3
T30),.,
OBSERVACOES.

1) Se A = (a;;) é uma matriz simétrica, os elementos dispostos simetricamente em relacdo a

diagonal principal sao iguais, isto é, a;; = aj;.

2) O produto de uma matriz quadrada A pela sua transposta A’ é uma matriz simétrica.

2 0 2
Exemplo: Considere a matriz A= | 1 —1 2 | . Temos que:
0 3 0
2 1 0 0 2 2 1 0 8 6 0
A= 0 -1 3 e S=AA' = 1 -1 2 0O -1 3 |=(6 4 -3
2 2 0 0 3 0 2 2 0 0 -3 0
Logo: S = S*.
3) Matriz anti-simétrica
Uma matriz quadrada A é dita anti-simétrica se A = —A?.
1.51.5.6.1 EXEMPLO.
0 -2 3
A matriz A = 2 0 -9 é anti-simétrica.
-3 9 0
De fato:
0 2 =3 0 -2 3
Al=| -2 0 9 =— 2 0 -9 |=-A4A
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Observagao: Se A = (a;;) é uma matriz anti-simétrica, os elementos dispostos simetrica-
mente em relacao a diagonal principal sao opostos e os elementos da diagonal principal sao

nulos.
4) Matriz Periédica

Dada uma matriz quadrada A = (a;;), diz-se que A é uma matriz periédica se A" = A,
sendo n > 2. Se n é o menor inteiro para o qual A” = A, diz-se que o periodo de A én — 1.

5) Matriz Idempotente

Dada uma matriz periédica A, tal que A% = A, diz-se que A é uma matriz idempotente.
O periodo da matriz idempotente é 2 — 1 = 1.

1.51.5.6.2 EXEMPLO.

2 -1 1
Considere a matriz A= | —3 4 —3 |. Temos que A é idempotente, pois A% = A.
-5 5 —4
De fato:
2 -1 1 2 -1 1 2 -1 1
A2=| -3 4 -3 |x| -3 4 -3 |=|-3 4 =3
-5 5 —4 -5 5 —4 -5 5 —4
Observacao: Se A2 = A, entdao A3 =At =A% = ... = A" = A

6) Matriz Nihilpotente

Dada uma matriz quadrada A, se existir um numero p, inteiro e positivo, tal que AP = 0,
diz-se que A é uma matriz nihilpotente. Se p é o menor inteiro positivo tal que AP = 0,
diz-se que A é uma matriz nihilpotente de indice p.

1.51.5.6.3 EXEMPLOS.

1 -1 1
a)Seja A= —3 3 —3 |. Temos que:
-4 4 -4
1 -1 1 1 -1 1 0 00
A= -3 3 -3 | x| -3 3 -3 |=]000
-4 4 -4 -4 4 -4 000

Logo, a matriz A é nihilpotente de indice 2.
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Observacao: Se A2 =0, entdo A3 =A*=A>=... = A" = 0.
1 -1 1

b) Considere a matriz A= | —3 3 —3 | . Verifique que A é nihilpotente de indice 3.
-4 4 —4

Observagao: Se A3 =0, entdao A = A5 =A% = ... = A" = (.

1.5.7 Inversao de matrizes

DEFINICAO.

Dada uma matriz quadrada A, de ordem n, se existir uma matriz quadrada B, de mesma
ordem, que satisfaca a condicao
AB=BA=1

entao dizemos que A é inversivel (ou invertivel) e que B é uma inversa de A.
Notacao: B = A~}

Veremos que a inversa é tinica, por isso podemos denoté-la por A~!. Entao:
AA ' =A7"A=1

Se nao existe uma tal matriz B, entao dizemos que A é nao-inversivel ou singular.

EXEMPLOS.

a) Verifique que a matriz B = ( i) g ) ¢ uma inversa de A = ( _21 _35 )

Solucgao:

Basta verificar que AB = I = BA.
De fato:

ERHET
s (1)(25 7))

Portanto: B=A"1'ou A= B~ L.

— O — O
N~ N
Il I
~ ~
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1 40
b) Verifique que a matriz A= | 2 5 0 ¢ singular.
360/,
bin bz bis
Dica: Tome uma matriz Bsyz = ba1 b bog | qualquer e prove que BA # I.

b31 b32 b33

c) Seja A = < Z 11)) ) . Determine a inversa A~! de A, caso exista.
2x2

1.51.5.7.4 PROPRIEDADES.

P1) Se uma matriz é inversivel, entao sua inversa é tnica, isto é, uma matriz inversivel nao

pode ter mais de uma inversa.

1.51.5.7.5 TEOREMA.
Se B e C sao ambas inversas da matriz A, entao B = C.

Demonstracao: Exercicio

Observacao: A inversa de A desempenha, portanto, na aritmética matricial o mesmo papel

1

que o reciproco a~! desempenha nas relacoes numéricas aa ! =1 e a ta = 1.

P2) O préximo teorema dé condigoes sob as quais uma matriz 2 x 2 é invertivel e fornece

uma férmula simples para sua inversa.

b
=(0d)
Cd 2x2

é inversivel se ad — bc # 0, e neste caso a inversa é dada pela férmula

1.51.5.7.6 TEOREMA.
A matriz

d —b
Al — 1 d =0\ _ | ad—bc ad—bc
ad—bc \ —c a ¢ @

ad —bc ad— be

Demonstracgao: Exercicio

Mais adiante iremos desenvolver um método para encontrar a inversa de matrizes inversiveis

de qualquer tamanho.

1.51.5.7.7 EXEMPLOS.
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1 2

a) Considere a matriz A = ( 1 3

) . Ache A~ se existir, aplicando a propriedade P2.
2x2

Solucgao:

Como 1-3—2-1 =1+ 0, entao pela propriedade P2, existe a inversa A~ de A. E a inversa

¢é dada por

1 3 =2 3 =2
-1 _ * _
()
3 2

b) Considere B = ( 5 o

) . Determine A~ se existir, aplicando a propriedade P2.
2x2

c) Seja A = ( i zl)) ) . Encontre a inversa A~! de A, agora aplicando a propriedade P2.
2X2

P3) A inversa do produto de duas matrizes inversiveis.

1.51.5.7.8 TEOREMA.
Se A e B sao matrizes inversiveis de mesmo tamanho, entao AB é inversivel e

(AB)™'=pB7tA™!
Demonstracao: Exercicio

Este resultado pode ser estendido para incluir trés ou mais fatores. Vejamos a seguir, a
generalizacao do resultado anterior para n fatores.

1.51.5.7.9 TEOREMA.
Se Ai, As, ..., A, sao matrizes inversiveis de mesmo tamanho, entao A;A,... A, é inversivel e

(A1Ay. At =ATA AT
Demonstragao: Exercicio. (Basta aplicar indugao e o teorema anterior).

Conclusao: O produto de um ntimero qualquer de matrizes invertiveis é invertivel e a

inversa do produto é o produto das inversas em ordem inversa.

1.51.5.7.10 EXEMPLO.

Considere as matrizes A = b2 e B= 3 2 dos exemplos de P2.
13 2x2 2 2 2x2

a) Ache a inversa (AB)~! usando P2.
b) Ache a inversa (AB)~! usando P3.
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P4) Invertibilidade de uma transposta.
O teorema a seguir estabelece uma relacao entre a inversa de uma matriz invertivel e a
inversa de sua transposta.

1.51.5.7.11 TEOREMA.
Se a matriz A ¢ inversivel, sua transposta A’ também o é. A matriz inversa de A* ¢ (A71)".
Isto é:

(At>—1 — (A—1>t
Demonstracgao: Exercicio

1.51.5.7.12 EXEMPLO.

Considere a matriz
-5 =3
(27
(a) A matriz A é inversivel? No caso afirmativo, ache a matriz inversa de A.
(b) Determine a transposta de A.

(¢) A matriz A" é inversivel? Aplique o teorema anterior e ache a inversa de A’ no caso
afirmativo.

P5) Se a matriz A é inversivel, entdo sua inversa também o é e (A7')"1 = A.
P6) A matriz identidade I admite inversa e ela é a sua prépria inversa, isto é: I = 1.
Exercicio:
a) Verifique se a matriz C' é inversa de A.
8 5 2 =5
(i) e (57
b) Verifique se a matriz F' ¢é inversa de B.
9 7 4 -7
B_<5 4) ¢ F‘<—5 9 )
c) Efetue o produto das matrizes A e B.
d) Efetue o produto das matrizes B~! e A7L.

e) Verifique que o produto das matrizes AB e B~1A™! éigual a I. Comente sobre o resultado.

P7) Poténcia negativa de uma matriz
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1.51.5.7.13 DEFINICAO.
Se A é invertivel, definimos as poténcias inteiras negativas por

A= (A= A4 A (n>0)

n fatores

O préximo teorema fornece algumas propriedades tteis de expoentes negativos.

1.51.5.7.14 TEOREMA. (Leis de expoentes)

Se A é uma matriz invertivel, entao

(a) A™ é invertivel e (A")™! = (A71)" paran =0,1,2, ...

1
(b) Para qualquer escalar nao-nulo k, a matriz kA é invertivel e (kA)™! = (E) AL

Demonstragao: Exercicio.

1.51.5.7.15 EXEMPLO.

1 2

Considere a matriz A = ( 1 3

) . Encontre as poténcias A% e A3,
2x2

1.5.8 Meétodo para encontrar a inversa de matrizes inversiveis de
qualquer tamanho

Operacoes Elementares

Denominam-se operacoes elementares de uma matriz as seguintes:

I) Permutagao de 2 linhas (ou 2 colunas).

IT) Multiplicacdo de todos os elementos de uma linha (ou coluna) por um ntdmero real
diferente de zero.

IIT) Substituigdo dos elementos de uma linha (coluna) pela soma deles com os elementos
correspondentes de outra linha (coluna) previamente multiplicados por um nimero real

diferente de zero.
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Equivaléncia de matrizes

Dadas as matrizes A e B, de mesma ordem, diz-se que a matriz B é equivalente a matriz
A, e se representa por B ~ A, se for possivel transformar A em B por meio de uma sucessao

finita de operacoes elementares.
Notacao: A~ BouA— B.

Observacgao: Se as operacoes elementares sao obtidas através de linhas, também podemos
dizer que B é linha equivalente a A. No caso de ser obtido através de colunas, dizemos

ainda que B é coluna equivalente a A.

Notagoes das operacoes elementares:

Usaremos a mesma notagao vista referente a operagoes elementares para sistema lineares:
1%) Lag — permutacao da 2% linha pela 3% de uma matriz

2%) Ly - (i) — multiplicacao de todos os elementos da 2 linha por i

3%) Ly = Ly + Ly - (—3) — substituigao dos elementos da 1? linha de uma matriz pela soma
deles com os elementos correspondentes da 2 linha previamente multiplicados por —3

1.51.5.8.16 EXEMPLO.

13 5
Considere amatrizA=| 0 0 2 | . Vamos aplicar operagoes elementares para transfor-
0 4 12

mar a matriz A numa matriz equivalente As.

1°) Queremos permutar a 2% linha pela 3* da matriz A :

13 5 13 5
A= 0 0 2 Los A= 0 4 12
0 4 12 — 00 2

2°) Queremos multiplicar todos os elementos da 2 linha da matriz Ay, por i:

13 5 135
A= 0412 ] Ly-(}) A=[013
00 2/) — 00 2

3°) Queremos substituir os elementos da 1% linha da matriz A, pela soma deles com os
elementos correspondentes da 2 linha previamente multiplicados por —3 :
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1 35 1 0 —4
AQI 0 1 3 L1:L1—|—L2(—3) Agz 0 1 3

00 2 00 2
Assim: A ~ Aj.

Transformagao de uma matriz na matriz identidade [

Veremos mais adiante que qualquer matriz quadrada A, de ordem n, nao-singular (isto é,
det A # 0), pode ser transformada na matriz equivalente I, de mesma ordem, por meio de
uma sucessao finita de operacoes elementares, isto é, [ ~ A.

Procedimento

Veremos agora um procedimento para transformar uma matriz quadrada A, nao-singular,
na matriz 1.

Aplicar operagoes elementares adequadas nas linhas (ou colunas), de maneira que:
1°) transformem a matriz A numa matriz triangular superior (inferior);
2°) substituam cada um dos elementos da diagonal principal pelo nimero 1;

3°) substituam todos os elementos situados acima (abaixo) da diagonal principal por zeros

(isto é, processem a diagonalizagdo da matriz A).
Observacao: o 2° passo pode ser feito simultaneamente ao 1° passo.

1.51.5.8.17 EXEMPLO.

Transformar a matriz Asys na matriz equivalente 1.

213 1 % %

a-li22) L@ a-(423) L-nin-cy
2 5 3 — 2 5 3

A= 00 —4 Ly=Ly+ L -(-2) Ay=|00 —4 Log
2 5 3 04 0
S 1 1L 1

As = 40 Ly-(3) As={01 0 Ls- (1)
00 —4 — 00 —4 —
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113 10 3
2 2 2
AGI 010 Ly=L{+ Ly- (—%) A7: 01 0 L1:L1+L3. (_%)
0 0 1 0 0 1
1 00
Ag=| 0 1 0 | =1
0 01

Logo, a matriz A, por meio de uma sucessao finita (8) de operagoes elementares, foi trans-
formada na matriz equivalente I.
Portanto: A ~ I.

Inversao de uma matriz por meio de operagoes elementares

Procedimento de Inversao

Para determinar a inversa de uma matriz inversivel A,,.,,, devemos encontrar uma sequéncia
de operagoes elementares sobre linhas (ou colunas) que reduz A a identidade e depois efetuar
esta mesma sequéncia de operacoes em I, para obter A7

Ou seja, a mesma sucessao finita de operagoes elementares que transforma a matriz A na

matriz identidade I, transforma a matriz I na matriz A=, inversa de A.
Método simples para executar este procedimento
Para determinar a matriz inversa A~! de A :

a) coloca-se ao lado da matriz A a matriz I, separada por um trago vertical:

[A11]

b) transforma-se, por meio de operagoes elementares, a matriz A na matriz I, aplicando-se,
simultaneamente, a matriz I, colocada ao lado da matriz A, as mesmas operacoes elementares
para produzir A~!. No final teremos:

[11A™]

1.51.5.8.18 EXEMPLO.
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21 3
Determinar a matriz inversa da matriz A = 4 2 2
2 5 3
Solucao:
(213 100 1132 100
4221010 Ly(%) 4 2 21010 Ly =1Lo+ Ly (—4)
| 2 5 3 0 01 2 5 3 0 0 1
R R K
00 -4 | -210 Ly= L3+ L (—2) 00 -4 | -210 Los
|2 5 3 0 0 1] 0 4 0 -1 0 1
[ 1 % % % 0 0] 1 % % % 0 0
04 0 | -101 Ly- (%) 01 0| —-10 1 Ls-(—1)
| 0 0 —4 -2 1 0 00 —4| -2 10 ’
r 1 3 1 y
L5 3 2, 0 ? 1
01 0| -3 0 4 Li=L,+L, (_5)
|0 0 1 % —i 0 |
r 3 1 13 1
10 3 210—15 100—§§—1§
010 - 0 1 Ly =L+ L3 (-32) 010 -3 0 1
|0 0 1 % —i 0 0 01 % —i 0
13 1
_§ 8 8
Portanto: A== | -3 0 1
L _1
2 4

Pode-se fazer a verificacdo efetuando o produto AA~! e confirmando que o resultado deve
ser .

Exercicio: Determinar a inversa das seguintes matrizes

1 2 3
5 3
0 8

a) A=

N

[\]

17
3
5 3 4

—_
[\

b) B =

Observacao: Muitas vezes nao sabemos de primeira se uma dada matriz é ou nao invertivel.

Veremos na préxima secao uma forma de determinar se uma matriz admite inversa por meio
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de determinantes. Enquanto nao temos a teoria de determinantes, se o procedimento dos
exemplos anteriores for tentado em uma matriz que nao é inversivel, entao em algum ponto
das contas vai aparecer uma linha de zeros no lado esquerdo. Pode-se entao concluir que
a dada matriz nao é inversivel e parar as contas. Em outras palavras, se uma matriz A
de tamanho n X n nao é invertivel, entao ela nao pode ser reduzida a I, por operacoes
elementares sobre linhas. Ou seja, a forma escalonada reduzida por linhas de A tem pelo

menos uma linha de zeros.

1.5.9 Determinantes

O determinante de uma matriz é um escalar obtido dos elementos da matriz, mediante
operacoes especificas. Os determinantes sao definidos somente para matrizes quadradas.
Indicamos o determinante da matriz

@11 Q2 - Aip @11 Q2 - Aip

Q21 Qg2 -+ QAop Q21 Qg2 -+ Aoy
Apsn = ] pordet A= |A|=| .

Anp1 Ap2 - Ann Ap1 Ap2 - Ann

Determinante de 1% ordem

O determinante da matriz A;x; = [a11] é dado por det A = ay;.
1.51.5.9.19 EXEMPLO.

Se A =[-5], entdo det A = —5.

Determinante de 2% ordem
a1 Q22

O determinante da matriz Agys = [ @ 412 } é dado por

@11 A2
G21 A2

det A =

= (11022 — A12021

Isto é: o determinante de uma matriz de 2% ordem é dado pela diferenca entre o produto dos
elementos da diagonal principal e o produto dos elementos da diagonal secundéria.
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1.51.5.9.20 EXEMPLO.

6 —3 N
Se A = [5 _1},enta0detA—'

(@2 8@

Determinante de 3% ordem

a1 a1z ai3
O determinante da matriz Azxz = | ao1 a9 as3 | é dado por

az1 asz ass

a1 G2 ais
det A = ao1 Q22 A23 =

az1 asz ass

= Q11Q22G33 + Q12023031 + G13021A32 — (13022031 — (11023032 — G12021G33.

1.51.5.9.21 EXEMPLO.

5 -3 -1
Seja Azy3 = 2 0 6 |.Entao:
-1 3 =2
5 -3 -1
detA=| 2 0 6 |=
-1 3 =2

Podemos utilizar um dos dois métodos, descritos a seguir, para simplificar essa memorizacao:

a) Regra de Sarrus
b) Teorema de Laplace

Regra de Sarrus

A Regra de Sarrus é utilizada, unicamente, para determinantes de matrizes de 3% ordem.
Repetimos ao lado da matriz, as duas primeiras colunas dessa matriz.

Os termos precedidos pelo sinal ”+7sao obtidos multiplicando-se os elementos segundo as
flechas situadas na direcao da diagonal principal:

11022033 + 12023031 + G13G21032

Os termos precedidos pelo sinal -”sao obtidos multiplicando-se os elementos de acordo com
as setas situadas na direcao da diagonal secundaria:

—Q13022031 — (11023032 — A12021033
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Esquema:

11 diz2 A3 a11 Qa2
det A= ag1 aoo as3 | a1 @

a31 aszz2 a3s3 a31 Aasz2

1.51.5.9.22 EXEMPLO.

5 =3 -1
Seja Agxg = 2 0 6 . Entao:
-1 3 =2

5 -3 -1 5 =3
detA=] 2 0 6 2 0 =
-1 3 -2 -1 3

Teorema de Laplace

O Teorema de Laplace é utilizado para determinantes de matrizes de ordem n > 2.
Para desenvolvermos esse teorema, vamos definir, primeiramente, o que é um cofator.

1.51.5.9.23 DEFINICAO.

Seja A = a;] ., - Eliminando-se a i-ésima linha e a j-ésima coluna da matriz, obtém-se

outra matriz de ordem (n — 1) x (n — 1), representada por M;; = [a;;], ., -
O determinante dessa matriz é denominado menor da matriz A.

O escalar ¢;; = (—1)""7 | M;;| é chamado cofator da matriz A.

1.51.5.9.24 EXEMPLOS.

a) Seja A = [ Zl% i } . Os cofatores relativos a todos os elementos dessa matriz sao:
2x2

C11 = (—1)1+1 ‘4| =4
Cl2 = (—1)1+2 ‘3| =-3
Co1 = (—1)2+1 ‘2| = -2
Co2 — (—1)2+2 |1| =1

1 2 3
b) Seja A=|4 5 6 . Os cofatores relativos a todos os elementos dessa matriz sao:

78 9

3x3

en = (~1) M| = (12| J ' — 1(45— 48) = —3

3
8

Cl2 =
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C13 =

Co1 =

Cog =

C23 =

C31 =

C32 =

C33 =

Célculo do determinante via cofator
1.51.5.9.25 TEOREMA. (Teorema de Laplace)

Considere uma matriz quadrada A = [a;;] com n > 2.

nxn’
O determinante de A pode ser obtido pela soma dos produtos dos elementos de uma linha

ou coluna da matriz A pelos respectivos cofatores, isto é:

a) Fixando a coluna j, temos:

det A = zn:a,-jcij

i=1

b) Fixando a linha 4, temos:

det A = Zn:aijcij

i=1
Observacoes:
1) Para fazer menos célculos, pode-se escolher a linha ou coluna que tenha mais ”zeros”.

2) O determinante de uma matriz de ordem maior que 3 s6 pode ser calculado por meio dos
cofatores.

1.51.5.9.26 EXEMPLOS.

1
a) Considere a matriz A = | —2 3 . Ache o determinante de A por meio de
2

cofatores.
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1 2 3 4

b) Seja a matriz A = —L=2s . Determine det A.
-3 -4 1 0
6 -5 0 2

4x4

1.51.5.9.27 PROPRIEDADES.

1) Quando todos os elementos de uma linha ou coluna sao nulos, o determinante dessa matriz

sera zero.
2) Quando duas linhas ou colunas sao iguais, o determinante dessa matriz serd zero.

3) Quando duas linhas ou colunas sdo proporcionais (uma miltipla da outra), o determinante

dessa matriz sera zero.

4) Quando os elementos de uma linha (coluna) forem combinagoes lineares dos elementos
correspondentes das outras linhas (colunas), o determinante dessa matriz seréd zero.

5) O determinante de uma matriz e o de sua transposta sao iguais.

6) Quando os elementos de uma linha (coluna) forem multiplicados por um numero real, o
determinante dessa matriz serd multiplicado por este ntimero.

7) Se A= [Clij] e B= [bij]
Dessa propriedade conclui-se que:

entdo det(AB) = det Adet B.

nxn nxn’

1
det A™' = ——
¢ det A’

pois AA™' =1,.
8) Seja A = [a;;], ... e k € R. Entao:

nxn

det(kA) = k" det A

Inversao de Matrizes x Determinante
1.51.5.9.28 DEFINICOES.
1) Uma matriz quadrada A = [a;;] ., cujo determinante é nulo é uma matriz singular.

2) Uma matriz quadrada A = [a;;] .~ cujo determinante é diferente de zero é uma matriz

nxn
nao-singular ou regular.
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Observacoes:

a) A matriz singular nao tem inversa.

b) A matriz ndo-singular sempre tem inversa.

1.51.5.9.29 EXEMPLOS.

1 4 7
a) A matriz A= | 2 5 8 é singular, pois det A = 0. (Verifique usando a Regra de
36 9],
X3
Sarrus.)
2 31
b) A matriz A = | 5 2 2 é nao-singular, pois det A # 0. (Verifique aplicando o
313

3x3
Teorema de Laplace.)

1.6 Método de Cramer

Muitos problemas em varias areas da Ciéncia recaem na solucao de sistemas lineares. Vere-

mos agora como a algebra matricial pode simplificar o estudo dos sistemas lineares.

1.6.1 Forma Matricial de um Sistema

Seja S um sistema de m equagdes lineares (m > 1) e com n incdgnitas x1, g, ..., T, onde a;;
¢ o coeficiente da incédgnita z; e ¢;, o termo independente.
Esse sistema sera representado da seguinte forma:

a11T1 + 199 + ...+ A1y — C1
211 + a29T9 + ...+ A2n Ty — Co

U121 + Q2o + ... + Gty = Cm,

ondeg;; €k, 1<i<mel<j<n.

Esse sistema pode ser escrito, na forma matricial, como:

apy a2 - Qp T @]
A21 Q22 - Q2p T2 C2
Am1 Am2 - Amn Ty, Cm

mxn nx1 mx1
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aix Q2 - Ain xy C1
Q21 Q22 -+ A2p M) Co
Chamando de A = . , X = . eC = . , temos
a a eea x c
B . ml m2 mn mxn n nx1 m mx1
em notagao matricial:
AX =C

1.61.6.1.1 EXEMPLOS.

20 — 3y =17

pode ser escrito, na forma matricial, como
dr+y=1

HllHEH

20 -3y +22=5
r+y—"Tz=2

e

1.6.2 Matrizes de um Sistema

a) O sistema S : {

pode ser escrito, como

b) O sistema S, : {

1.61.6.2.2 DEFINICOES.

(a) A matriz incompleta, associada ao sistema S anterior, é

aix aiz - Q1p

A1 Q22 -+ Q2p
A=

Am1 Am2 Amn

mxn

formada somente pelos coeficientes das incognitas do sistema.

(b) A matriz completa (ou ampliada, ou aumentada), associada ao sistema S anterior,
é

apy Qa2 - Q1 C a;iy  aiz - QAip @]

A21 Q22 -+ Q2p C2 A21 Q22 - QA2p C2
B = ou B=

am1 Am2 - Amn  Cm Am1 Am2 - Amn Cm

mxn-+1
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formada pelos coeficientes das incégnitas e pelos termos independentes do sistema.

O traco vertical é opcional, mas é colocado para facilitar a visualizagao da matriz dos coefi-

cientes das variaveis e da matriz coluna dos termos independentes.

1.61.6.2.3 EXEMPLOS.

a) Seja S : { 23213;::17 . Daf:
2 =3 2 =37
A‘[s 1]63—[3 11]
) 20 -3y +22=195 ;
b) Seja Sy : { Sxx N yy_ 7;: 5 - Dalf:

2 -3 2 2 -3 2 5
A‘[ 7]63_[3 1 —72}

1.6.3 Determinante do Sistema

1.61.6.3.4 DEFINICAO.

Quando o nimero de equagoes de um sistema linear for igual ao niimero de incégnitas (m =
n), entdao a matriz incompleta A serd quadrada. Dali, existe um determinante D = det A,

denominado determinante do sistema.
Observacoes:
1) Se D = det A # 0, entao o sistema é compativel e determinado.

2) Se D = det A = 0, entao o sistema ou é compativel e indeterminado (isto é, possui infinitas

solugdes) ou é incompativel (isto é, ndo tem solugoes).

1.61.6.3.5 EXEMPLOS.

2r4+y=7

a) Seja Sl:{x—y:—l . Entao:
2 1 1
A—{l _1}edetA—‘1 _1‘——2—1——37&0.
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Dai, o sistema ¢ compativel e determinado. (Unica solugdo: x =2 e y = 3. Verifique!)

. ) 2e+y =7 -
b) Seja 52'{4:L'+2y:14 . Entao:
2 1 2 1
A—[4 2}edetA—‘4 2‘—4—4—0.

Dali, o sistema é compativel e indeterminado ou é incompativel.
Nesse caso, ele é compativel e indeterminado (infinitas solugoes: y = 7 — 2z. Verifique!)

. ) 2x4+y=7 <
c) Seja Sg.{4x+2y:2 . Entao:
21 21
A—[4 2}edetA—‘4 2‘—4—4—0.

Dali, o sistema é compativel e indeterminado ou é incompativel.
Nesse caso, ele é incompativel (nenhuma solugao. Verifique!)

Sistema homogeéneo x Determinante do sistema
Determinante do sistema homogéneo

Seja A a matriz incompleta de um sistema homogéneo S cujo niimero de incognitas é igual
ao numero de equagoes. Conforme a andlise do determinante do sistema D = det A feita
anteriormente, podemos concluir:

1) Se D = det A # 0, entao o sistema homogéneo S possui apenas a solugao trivial.

2) Se D = det A = 0, entdo o sistema possui a solugao trivial e as solugbes nao-triviais.

1.6.4 Regra de Cramer

Na resolucao de sistemas de equacoes, onde a matriz A é quadrada, empregamos uma regra
pratica conhecida pelo nome de Regra de Cramer, que permite encontrar facilmente a
solucao.

Considere o sistema
a1121 + a12T9 + ...+ A1pnTy = C1
a91T1 + 99T + ...+ QonTy — Co

S :

Ap1T1 + Q2T 4+ ...+ ApnTpy = Cp
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O valor da incognita x; é obtido da seguinte maneira:
D

ZT;
onde:
xr; — variaveis do sistema;
D — determinante formado pelos coeficientes das incognitas (determinante do sistema);

Dx; — determinante que se obtém substituindo-se a coluna dos coeficientes da incégnita
procurada pelos termos independentes ¢y, co, ..., ¢,,.

Ou equivalentemente:

aix Qi - Qip
D — det A — ag1 Q22 -+  Q2p
ap1 Ap2 - Apn
C1 Qa2 -+ Qip a3 €1 - Aip a3 aiz -+
Day — 0‘2 Q2 -+ Q2 Dary = a?1 Ca -+ Q2p Dz, = Q21 Q22 -+ C2
Cn Qp2 - Upn an1 Cp (07979 Ap1 Ap2 - (&9
1.61.6.4.6 EXEMPLOS.
. ) 3r—y=4 <
a) Seja S : { %+ 3y = —1 Entao:
3 —1 3 —1
A—[ 3}eD—detA—'2 3 '—9—(—2)—117&0.

Logo, o sistema S é compativel e determinado, ou seja, S possui uma tnica solugao.
Pela Regra de Cramer, temos:

4 -1 D, 11
Dx—‘_l 3 ‘—12—1—11.Log0.x—3—ﬁ—1.
3 4 D, -—11
Portanto: x =1 e y = —1 é a Unica solucao de S.
r+y—z=1

b) Seja S : ¢ 4dr—2y+32=0
—r+3y+22=3

b-1) Discutir o sistema S por meio do determinante do sistema.
b-2) Resolver o sistema S usando a Regra de Cramer.
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1.7 Outros Métodos para Resolucao de um Sistema
Linear utilizando matrizes

Nesta secao, continuaremos o estudo da resolucao de sistemas de equagoes lineares utilizando

matrizes. Vamos separar o estudo em trés casos:

1°) Sistema de n equagdes lineares com igual niimero de varidveis.
2°) Sistema de m equagoes lineares com n varidveis (para n # m).
3°) Sistema de equagoes lineares homogéneo (para m = n ou m # n).
1° caso) Sistema de n equagoes lineares com n varidveis

Destacamos na secao anterior, o Método de Cramer, uma regra pratica utilizada para resolver
sistemas de n equagoes lineares com n variaveis, por meio de determinantes.

Estudaremos agora outros dois métodos:

(i) o Método de Gauss-Jordan e
(ii) o Método da Matriz Inversa

(i) O Método de Gauss-Jordan

Considere o sistema de equagoes lineares

a1 + 122 + ...+ ATy = C1
a91T1 + Aoy + ... + A9nTy = Co

S

Ap1T1 + Ap2T9 + ...+ ApnTy — Cp

Procedimento:

1) Considere a matriz ampliada de S

11 Aai2 -+ Qin &1

Q21 Q22 -+ QA2pn C2
B =

Ap1 Apa - Ann Cp,

2) Transforme, por meio de operagoes elementares, a matriz dos coeficientes das varidveis na
matriz unidade, aplicando-se, simultaneamente, a matriz-coluna, colocada ao lado da matriz

dos coeficientes das varidveis, as mesmas operagoes.
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3) Transformada a matriz dos coeficientes das varidveis na matriz unidade, a matriz dos
termos independentes ficara transformada, ao final, na solucao do sistema.

1.71.7.0.1 EXEMPLOS.

20 + Ay = 22

a) Considere o sistema S : { b — 15y = —20 °

Ache a solucao de S pelo Método de Gauss-Jordan.
Solucao:

Considere a matriz incompleta de S
2 4
A= { 5 —15 ]
2 4

Como det A = T —30 — 20 = =50 # 0, entao S tem uma tnica solugao, isto é, S

é um sistema compativel e determinado.

Aplicando o Método de Gauss-Jordan, considere a matriz ampliada de S

_|2 4 22 ! 1 2 11 B L
B_[E) —15' —20} Ll'(i), {5 —15' —20} Ly =Ly + Ly - (=)

L2 11 1 1 2| 11 B
{O _25' _75} L2(—_2_5)> [0 1‘ 3} Ly =L+ Ly (-2)

1 0|5
0 1] 3

O sistema inicial ficou transformado no sistema equivalente:

lz+0y=5 sto & T =95
Oz+1ly=3"~ ’ y=3

Logo, a tnica solugao do sistema dado é: z =5 e y = 3.
b) Utilizando o Método de Gauss-Jordan, resolva o sistema

2$1+$2+3l’3 =38
S 4xy + 2x9 + 223 = 4
2x1 + 5x9 + 313 = —12

(ii) O Método da Matriz Inversa
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Considere o sistema de n equagoes lineares com n variaveis:

a1121 + a12T9 + ...+ ALy = bl
2121 + A929T9 4+ ...+ Aonly, = bg

A1 T1 + oo + ... + AppTy, = by

Fazendo
ajx G2 - dip T by
A— CL.21 (€5, I a?n L X = SL"2 . B by
ap1 Qp2 - Qpp Tn bn

o sistema S pode ser escrito na forma matricial

AX =108

Admitindo a existéncia da matriz A~! e multiplicando ambos os membros da igualdade por
A1 vem:

ATTAX =A"'B=IX=A"'B=X=A"'B

Dai, para achar a solucdo do sistema, basta multiplicar a matriz inversa A~! da matriz A
dos coeficientes das varidveis pela matriz coluna B dos termos independentes.

1.71.7.0.2 EXEMPLO.

Resolver os seguintes sistemas de equagoes lineares

21‘1 + xo + 71‘3 = bl
1+ 319 + 223 = by
5x1 + 3o + 43 = b3

1) Para b1 = 16, b2 = —5, b3 =11
2) Para b1 = 25, b2 = —11, b3 = -5
3) Para bl = 3, bg = 5, bg =-5

2° caso) Sistema de m equagoes lineares com n variaveis (para n # m).

O método para resolver um sistema de m equagoes lineares com n variaveis é semelhante
ao método de Gauss-Jordan visto anteriormente, com a diferenga de que a matriz dos coefi-
cientes das variaveis nao pode ser transformada na matriz unidade, porque ela é uma matriz

retangular. Entretanto, o procedimento inicial é o mesmo.
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Resumo do procedimento: transforma-se no nimero 1, por meio de operacoes adequadas,
cada elemento a;j, no qual ¢ = j, e em zeros os demais elementos das colunas em que se
situam esses a;;. Depois, feitas algumas consideracoes, se encontrard a solucao do sistema.

Forma Escada
1.71.7.0.3 DEFINICAO.
Uma matriz m X n é linha reduzida a forma escada se

a) O primeiro elemento nao nulo de uma linha nao nula é 1.

b) Cada coluna que contém o primeiro elemento nao nulo de alguma linha tem todos os seus
outros elementos iguais a zero.

¢) Toda linha nula ocorre abaixo de todas as linhas nao nulas (isto é, daquelas que possuem
pelo menos um elemento nao nulo).

d) Se as linhas 1, ...,7 sdo as linhas nao nulas, e se o primeiro elemento nao nulo da linha i
ocorre na coluna k;, entao k1 < ko < ... < k,.

Esta tltima condigao impoe a forma escada a matriz:

Isto é, o nimero de zeros precedendo o primeiro elemento nao nulo de uma linha aumenta a

cada linha, até que sobrem somente linhas nulas, se houver.
1.71.7.0.4 EXEMPLOS.

a) Considere a matriz

10 0 0
01 -1 0
00 1 O

Nao é a forma escada pois a segunda condicao nao é satisfeita.

b) Tome a matriz

2 1
0 -3
00 O

0
1

Nao é a forma escada pois nao satisfaz a primeira e a quarta condigoes.
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¢) Seja a matriz

01 -3 0 1
00 0 0 O
00 0 -1 2

Nao é a forma escada pois nao satisfaz a primeira nem a terceira condicao.

d) Considere a matriz

01 -3 0 2
00 0 1 2
00 0 00O

E a forma escada pois todas as condicoes sao satisfeitas.

1.71.7.0.5 TEOREMA.

Toda matriz A,,«, € linha equivalente a uma tinica matriz linha reduzida a forma escada.

Este teorema permite-nos definir os conceitos abaixo que serao relacionados a seguir com o
numero real de equagoes e o niimero de solugoes de um sistema.

1.71.7.0.6 DEFINICAO.

Dada uma matriz A,,«,, seja B,,x, a matriz linha reduzida a forma escada linha equivalente
a A.

a) O posto de A, denotado por p, é o nimero de linhas nao nulas de B.

b) A nulidade de A é o nimero n — p.

Observacao: Dada uma matriz A qualquer, para achar seu posto necessitamos encontrar
primeiro sua matriz linha reduzida a forma escada, e depois contar suas linhas nao nulas.
Este ntimero é o posto de A. Para determinar sua nulidade, basta fazer a diferenca entre o
numero de colunas de A e o posto.

1.71.7.0.7 EXEMPLOS.

1) Encontre o posto e a nulidade de A, onde
1 2

A=1] -1 0

1 =2

— w
— ot O

Solugao:

Devemos achar sua matriz linha reduzida a forma escada. Para isso, efetuamos as seguintes

operacoes com matrizes
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1 2 10 1 2 10
-1 0 35 Ly=1Ly+ L,y 0 2 45 L3y =1Ls+ Ly (—1)
1 -2 11 1 -2 11
(1 2 10 1 2 10
0 2 45| Ly-(3) |0 1 2 3| Li=L+L(-2)
0 -4 01 0 -4 0 1
1 0 -3 -5 (1 0 -3 —5 ]

1 2 3 Ly = L3+ Ly - (4) 01 2 3 Ls- (%)
0 -4 0 1 00 8 11| —
[1 0 -3 —5 1 0 -3 -5 ]
00 1 ¥ 00 1 4]
100 -1
010 —
001 4

Assim, o posto de A é 3 e a nulidade de A é 4 —3 = 1.

Observacgao: Se interpretarmos a matriz A dada acima como sendo a matriz ampliada de

um sistema linear, teremos:
T+ 25{,’2 +x3 = 0
-1 + 05(32 + 35(33 =5
Xry — 21‘2 + 3 = 1

A matriz linha reduzida a forma escada é linha equivalente a matriz A. Logo, o sistema que
ela representa

¢é equivalente ao sistema inicial, possuindo a mesma solugao que este.

2) Determine o posto e a nulidade de B, onde

2 -1 3
1 4 2
B = 1 -5 1
4 16 8

Solugao:
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Efetuando operagoes adequadas (exercicio!), obtemos a matriz linha reduzida a forma escada
que é linha equivalente a B

o O O
O O = O
O Oolo|R

Logo, o posto de B ¢é 2, e a nulidade é 1.
Observacoes:
a) Note que a matriz

2 -1 3
Bl—L 4 2}

tem o mesmo posto e nulidade que B.

b) Reinterpretando as matrizes anteriores como sistemas de equagoes, temos que o sistema
de quatro equagoes associado a matriz inicial:

20 —y =3
44y =2
r—oy=1
4o + 16y = 8

¢ equivalente ao sistema de duas equagoes:

associado a matriz linha reduzida a forma escada.

Este é um caso de sistema com equagoes reduntantes. A terceira e a quarta equagoes (que
se tornam nulas no final do processo) podem ser desprezadas. Isto significa que o sistema

20—y =3
r+4y =2

inicial é equivalente ao sistema:

associado a matriz B;.

Terminologia: Neste caso, dizemos que as duas primeiras equacoes sao independentes e
que as demais sdo dependentes destas (isto é, igual a zero no final do processo de redugao).
Observe que uma linha é dependente se ela for combinagao linear das outras, ou seja, ela
pode ser escrita como soma de produtos das outras linhas por constantes.

Conclusao: segundo esta terminologia, o posto de uma matriz é o nimero de linhas inde-
pendentes dela.
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A seguir, serao dados trés exemplos dos casos que podem ocorrer e que facilitarao a com-
preensao do método.
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Capitulo 2

SEQUENCIAS E SERIES
DE FUNCOES

2.1 Seqiiéncias de Funcoes

2.1.1 DEFINICAO.

Uma seqiiéncia de fun¢des {f,}, definidas num mesmo dominio D C R, converge
em um ponto = € D se a sequiéncia numérica { f,(x)} converge. Se a seqiiéncia
converge em todos os pontos de um subconjunto S C D diremos que converge
pontualmente em S.

EXEMPLO. Seja, para cada n € N, f,, definido em R por
fulz) = 2™

Entao se |z| < 1, {f.(x)} converge (para zero), {f.(1)} converge (para 1), {f.(—1)} diverge
ese|z| > 1, {f.(z)} também diverge. Logo {f,} converge pontualmente em S =] — 1, 1].

2.1.2 OBSERVACAO.

Se uma seqiiéncia de fungdes {f,} converge pontualmente num subconjunto S do

dominio comum, podemos definir uma funcdo f : S — R por

f(x)= lim f,(x), =x€S8.

n—--—uoo

Dizemos entdo que {f,} converge pontualmente para f, em S.

57
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EXEMPLO. Seja {f,} a seqiiéncia em [0, 1] definida por f,(x) = z™. Entao {f,} converge
pontualmente para X}, onde xgy : [0, 1] — R é definida por

0 se 0< <1,
Xqp() = 1 se z=1.
Portanto
lim 2" = Xm(z), 0<z <1

n—-uoo

2.1.3 DEFINICAO.

Uma seqiiéncia de fun¢des { f,}, definidas num mesmo dominio D C R, converge
uniformemente num subconjunto S C D, se existe uma fungdo f : S — R para
a qual, dado € > 0, existe N, € N tal que se n > N, temos

[fulz) = f(2)] <e,

qualquer que seja x € S. Dizemos entdo que {f,} converge uniformente para f,
em S.

E claro que se {f,} converge uniformemente, converge também pontualmente.

EXEMPLO. Consideremos a seqiiéncia { f,,} definida em [0, 1], por

na? x?

fnl@) = 1+nr %+x

A seqiiéncia {f,} converge uniformemente para a fungao identidade I(z) = z. De fato

1

n

1

n.

nT
1+ nx

[ fulz) = 2] = 1—|—nx_x 1+ nx

na? ' ‘ x

Como a seqiiéncia {1/n}, converge para zero e nao depende de x, dado ¢ > 0, podemos
determinar N. € N de modo que 1/n < ¢, se n > N.; conseqiientemente

2

— X

nr
<,

14+ nx

para todo z € [0, 1].

CONTRA-EXEMPLOS. (i) Consideremos em [0,1], a seqiiéncia {f,} definida por
fn(z) = 2™ A convergéncia de {f,} para X3 é pontual mas nao é uniforme. De fato,
seja ¢ escolhido de modo que 0 < e < 1/2. Mas, qualquer que seja n € N vamos ter

1
@7 = X @) = |27 = 0] = 5 > e
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logo { fn(z) = 2™} nao pode convirgir uniformemente para X} em [0, 1].
(ii) A sequéncia {f,} definida por

xXr
n = ER?
f@ =L

converge para zero pontualmente mas nao uniformemente em R. A convergéncia é uniforme

apenas em subconjuntos limitados.
2.1.4 TEOREMA.

Uma seqiiéncia {f,} de fungdes definidas num mesmo dominio D, converge
uniformemente para uma fungdo f num subconjunto S C D, se e somente se

(1) sgg\fn(x) — f(x)] — 0, quando n — oo.

Demonstracao. Se 2.1.4(1) é verificada, dado ¢ > 0 existe N. € N, tal que para todo
r € S, temos

|[fu(z) = f(z) <sup[fu(z) — f(2)] <e,

zesS
se n > N.. Logo, {f,} converge uniformemente para f em S.
Reciprocamente, se {f,} converge uniformemente para f em S, dado £ > 0 seja e’ = ¢/2.
Entao, existe N. € N tal que para todo x € S temos

|fu(z) = f(2)] <€,

se n > N.. Como & nao depende de x podemos tomar o supremo na desigualdade acima
para obtermos

sup |fu(@) — fl@)] < &' < e,

sen > N.. [ |

EXEMPLO. Consideremos em [0, +00[ a seqiiéncia { f,,} definida por f,(z) =

Seja I C [0, +oo[ um subconjunto limitado e ¢ = sup I. Entao,

318

n

sup < — — 0, quando n — oo.

zel

c
n
Portanto {f,(x) = z/n} converge uniformemente para zero em qualquer subconjunto limi-
tado de [0, +o00[. Mas

n

sup >1

0<z<+00

e {fu(z) = x/n} nao pode convirgir uniformemente em [0, 4+00.

2.1.5 DEFINICAO.
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Seja {f.} uma seqiiéncia de fungdes limitadas definidas num mesmo dominio D.
Dizemos que {f,} é uma seqiiéncia de Cauchy uniforme se dado ¢ > 0 existe
N € N tal que para todon > N e todo k € N temos

sup | fu(x) = fair(@)| <e.
€D

2.1.6 TEOREMA.

Seja {f,} uma seqiiéncia de Cauchy uniforme de fung¢des limitadas definidas num
mesmo dominio D. Ent3o, a seqiiéncia {f,} converge uniformemente para uma
funcdo limitada f.

Demonstracao. Dado ¢ > 0, existe N tal que

(1) | fu(@) = fasr(z)] <e,

para todo = € D, todon > N e k € N. Logo, para cada x € D, {f,(x)} é uma seqiiéncia de
Cauchy de ntumeros reais e portanto converge para um numero real, que denotaremos por

f(z). Como o limite de uma seqiiéncia é tinico, a correspondencia
reD— f(x) R
¢ uma fungao. De (1) segue em particular, para todo x € D e k € N, que

|fn(x) = fyve(D)] <e.

Fazendo k tender ao infinito obtemos

[fn(x) = flz)| <e

|f(@)] < |fn(z)] +e,

para todo x € D. Logo f é limitada. A uniformidade da convergéncia é clara (por que?) B

EXERCICIOS. i
1. Seja fo(x) =

T
,0< 2 < o0.
1+2zn

1) Demonstre que a sequiiéncia {f,} é limitada

2) Demonstre que {f,} converge uniformemente em [0, c| C [0, 1].
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3) Demonstre que {f,} converge uniformemente em x > b > 1

4) Demonstre que {f,} nao converge uniformemente em z > 1.

2. Seja fn(z) = 1/nx, x > 0. Para que valores de z existe limy_oo fp(2)? E uniforme para z > 07

E uniforme para x > 17

3. Verificar a convergéncia pontual e uniforme das seguintes seqiiéncias.
n

T
0 = ) )= g
3) fulz) = W’ x> 0; 4)  falz) = T na?’
5) fn<w>:1£7; 6) fn<x>=1ifm, 0<e<T;
D)= i e )= i 0<a s
9) fn(m):n2+w,m20; 10) fn(x):1+nx,0§x§1.

2.2 Seqiiéncias de Funcoes Continuas

2.2.1 DEFINICAO.

Seja f uma fungdo definida num dominio D e x € D tal que existe uma vizinhancga
V(z) C D. Diremos que f é continua no ponto z se, para toda seqiiéncia {z,} que

converge para x, temos

lim f(z,) = f(2).

n—oo

Dizemos que f é continua em D se for continua em todos os pontos de D.

2.2.2 DEFINICAO.

Diremos que seqliéncias {z,} e {y,} sdo paralelas, e escrevemos {x,} // {yn} se

lim |z, —y,| = 0.

n—oo

EXEMPLO. As seqiéncias dadas por x, = V/3 e y, = V/2 sdo paralelas.

2.2.3 TEOREMA.

Se f é uma func¢3o definida num intervalo [a, b], as seguintes afirma¢des sdo equiva-

lentes:
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A) f é continua em [a, b]:

B) {xn} //{yn} implica {f(xn)} //{f(yn)}-

Demonstracao. A) = B) Suponhamos que f ¢é continua e que existam seqiiéncias
paralelas {x,} e {y,} tais que

|f(zn) = f(yn)| #— 0.

Logo, dado € > 0, existem subseqiiéncias {Zp@m)} € {yrw)} tais que

(1) |f @rm) = f W) > €,
para todo k(n). Como {zk)} é uma seqiiéncia limitada admite uma subseqiiéncia {2y (n)}
convergente, digamos para zy. Como f é suposta continua vamos ter

lim f(2wm)) = f(@o).

n—oo

Por outro lado, como {yi/(n)} // {®rn)} teremos também yu(ny — xo. Entao, de (1) vamos
ter

e <|f(awm) = Fluwm)l < 1f(@rm) = F@o)l + 1 f (yww) — fzo)] — 0,

o que é absurdo.

B) <= A) Seja z € [a,b] e {x,} uma seqliéncia arbitraria que converge para z. Entao, as
seqiiéncia de termos z,, e y, = z sao paralelas. Mas neste caso a afirmagao B) é a definigao
de funcao continua no ponto . [ |

2.2.4 TEOREMA.

Seja (f,) uma seqiiéncia de fun¢des continuas definidas num mesmo intervalo [a, b].
Suponhamos que ( f;,) converge uniformemente para uma fungdo f, definida em [a, b].
Entdo f é uma funcdo continua.

Demonstracao. Como (f,) converge uniformemente para f, dado € > 0 existe kg € N tal
que
€
fal2) = £ < 5
para todo z em [a, b]. Por outro lado, como f, é continua, quaisquer que sejam as seqiiéncias
paralelas {x,} e {y,} existe N € N tal que se n > N entao

[Fraln) = fraln)| <
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Portanto, vamos ter

[F(en) = Fn)| < 1F(en) = o) |+ [ Frg (@) = Fua )] + 1 fua0) = Fw)] < 5+ 5+ ==,

ou seja f ¢é continua em [a, b]. |

2.2.5 COROLARIO.

Seja {f,} uma seqiiéncia de Cauchy uniforme de fun¢des continuas definidas num
mesmo intervalo [a, b]. Ent3o, a seqiiéncia f,, converge uniformente para uma fun¢do

continua f em [a, b].

Demonstracao. As funcoes f, sao limitadas. Logo convergem uniformente para uma
fungao limitada f, pelo Teorema 2.1.6. Finalmente, pelo Teorema anterior a fungao f é

continua.

Os seguintes exemplos mostram que a condi¢cao de convergéncia uniforme no Teorema

2.2.4 é suficiente mas nao é necessaria.

EXEMPLO. A seqiiéncia {f,}, definida por

nx
1+ n2x2’

fn()

converge pontualmente em R; pois f,,(0) = 0, para todo n e se z # 0 temos

n|z|
Portanto, a funcao limite é f(x) = 0, que é continua, mas

% _ |fn(%)| < sup|fu(2)|

Logo a convergéncia nao é uniforme.

EXEMPLO. Para cada n € N, seja f, definida em [0, 1] pela férmula
nx 0<z<1/n,
n(l—x)/(n—1) 1/n<z<1.

Vamos ter
' 0 z=0
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Como a funcao limite f nao é continua a convergéncia nao pode ser uniforme. De fato, para

todo n, temos
1
n

L= fa()) < sup fu(2).

EXERCICIOS.
1) Considere a seqiiéncia {f,} definida por

{nx 0<xz<1/n

1/nz 1/n < x.

fulz) =

Demonstre que lim f,(z) = 0, para todo z > 0. A convergéncia é uniforme em = > 0?7 E em
xz>c>07

2) Seja f,, definida no intervalo [0,1] pela férmula

l1—nz, 0<x<1/n,
fulz) =

0 1/n<z<1.

Demonstre que (f,(x)) converge para todo xz em [0,1]. Esta convergéncia é uniforme? A fungao

limite é continua?

2.2.6 O TEOREMA DE APROXIMACAO DE WEIERSTRASS.
Demonstragao. Basta demonstrar o teorema no caso em que [a,b] = [0, 1] .

Seja f € C([0,1]). Vamos demonstrar que os polinomios de Bernstein

0 B = 3 () )1 =y

convergem para f, quando n — oo, uniformemente.

Como a demonstragao é longa vamos dividi-la em trés etapas.

Primeira Etapa: Os polinomios de Bernstein aproximam uniformemente as fungoes

(i) fol) = 1:

(i) fi(z) =
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B,(f2)(z) = 2"2(5)2 (Z) (1 — )k = - %(Z : i) (1= z)"*

=0 " k=1
= 1—a)" — 1—a)"
n Zn—l(k—l)x( z) +n <k:—1)x( z)
k=1 k=1
n—1, 1 9
= + —x —z° = fo(z), n— oo.
n n

Segunda Etapa: Parat € [0, 1] seja ¢;(x) = (t—z)* e € > 0. Entao para n suficientemente
grande temos

(1) | Bu(er)(1)] < &,

para todo t € [0, 1]. Com efeito

Bl = 1 () () - or

— 13- Ep ()t
= [ Bu(1)(t) — 1} = 2t{ Bu(1)(t) — t} + {Ba(1*)(t) — t*}]
< doo(Bn(fo0), fo) + 2dec(Bn(f1), f1) + doo(Bn(f2), f2) = deo(Bn(f2), f2),

(onde dw(g, h) = sup{|g(t) — h(t)] ; 0 <t <1}) como querfamos.

Terceira Etapa: Seja f € C([0,1]). Dado € > 0, existe 6 > 0 tal que |f(z) — f(t)| < ¢, se
|x —t| < 0. Agora, se |z — t| > § vamos ter
[F() = f(@)] < 2l £Il < 20| £I(t — 2)*07* = ape(a),

onde o = 2||f||oc 672 Entao, para todo x € [0, 1], temos

—& —api(x) < f(1) = f2) < e+ ().
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Observando que se h < g entdao B, (h) < B, (g) obtemos

—& —aB, (@) (z) < f(t) — Bulf)(z) < e+ aBuler)

Em particular, tomando x =t

[f() = Ba()(B)] < &+ alBule)(t)] < (1 +a)e

para n suficientemente grande. Como ¢ foi tomado arbitrario a demostragao esta completa.ll
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2.3 Séries de Funcoes
2.3.1 DEFINICAO.

Seja {f,} uma seqiiéncia de fun¢des definidas num mesmo subconjunto I de R. A
seqiiéncia de térmos F,, = Y ,_, fi é representada por >_ f,. O simbolo >" f, é
chamado ent3o série das fun¢des f,.

2.3.2 DEFINICAO.

Seja {f.} uma seqiiéncia de fung¢Bes definidas num mesmo subconjunto 7 de R. A
série > f,, converge pontualmente em S C I se para cada x € S a série numérica
> fu(z) for convergente.

EXEMPLOS. (i) A série Y 2/n? converge pontualmente para cada z em R.
(ii) A série Y 2™ converge pontualmente em |-1,1].

2.3.3 DEFINICAO.

Seja {f.} uma seqiiéncia de fun¢des definidas num mesmo conjunto I C R. A
série Y f, converge uniformemente em S C [ se a seqiiéncia de termos Y ,_, f
convergir uniformemente em S.

Antes de darmos exemplos, vamos estabelecer o critério de Cauchy para a convergéncia
uniforme de séries de funcgoes .

2.3.4 CRITERIO DE CAUCHY.

A série Y f,, converge uniformemente em S se, e somente se, para todo € > 0 existe
um N, tal que n > N. implica

n-+p
| Y K@)l <
k=n+1
para todop € Netodox € S.
Demonstracao. Basta aplicar o critério de Cauchy para a seqiiéncia F,, = >}, f- |

EXEMPLOS. (i) A série Y 1/(n® + x*) converge uniformemente em R:

il 1 1 1 1

1
k:%;rlk?jtxz (n+1)2—|—x2jL +(n—|—p)2+x2 (n+1)2jL +(n+p)2
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(ii) A série > 2"/n! nao converge uniformemente em R: Tomando 0 <e <lexz >n+1,

arbitrario, vamos ter

k=n+1
Para a verificacao da convergéncia uniforme de uma série de fungoes é muito ttil o

seguinte teste conhecido como o M—teste de Weierstrass.

2.3.5 M-TESTE DE WEIERSTRASS.

Seja { f.} uma seqiiéncia de fun¢des definidas num mesmo subconjunto I C R. Seja
{M,,} é uma seqiiéncia de nimeros ndo negativos tais que

0 < |fu(2)] < M,

paracadaz € S C [ en > N, para algum N. Entdo > f,, converge uniformemente
se Y M, converge.

Demonstracao. Segue da desigualdade

n—+p n—+p

| Y @)l < ) M,

k=n+1 k=n+1

e dos critérios de Cauchy para séries numéricas e séries de fungoes. [

EXEMPLO. A série Y 1/(n* + 2?) converge uniformemente em R:
1 1
n?+x? ~ n?
EXEMPLO. Toda série de poténcias ) a,z" converge uniformemente em intervalos
fechados contidos em seu intervalos de convergéncia.

De fato: Seja R o raio de convergéncia da série e [a, b] C]— R, R[. Suponhamos que |a| < |b].
Como ) a,z" converge absolutamente qualquer que seja x € [a, b], temos
bn n
ana”] = ana” ] = lan b"l| 5] < Jan b7,

bn

A conclusao segue entao do M-teste de Weierstrass.
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2.3.6 TEOREMA.

Seja { f.} uma seqiiéncia de fun¢des continuas definidas num mesmo intervalo [a, b].
Suponhamos que a série ) f,, convirja uniformemente para uma fun¢do f definida
em [a, b]. Entdo, f é uma funcdo continua.

Demonstragao. Seja F),, = Z frx, m € N. Entao, a seqiiéncia(F,,) converge uniformemente

k=1
para f, pelo Critério de Cauchy para seqiiéncias de funcoes . |

EXEMPLO. Consideremos a série de termos ﬁ, que sao fungoes continuas em [0, 1].
€T n

Vamos ter
o0

T
m = X]O,l] (l‘)

n=1
Como Xjo,1) no é uma funcao continua em [0,1], concluimos que a convergéncia da série

nao ¢ uniforme.

EXERCICIOS. A. Estude quanto a convergéncia e convergéncia uniforme as séries ). fp,
onde f, é dada por

xn

1) falz) = (1 —2)"a", 0<z <1 2) fulz) = ——, x>0;

) ful@) = (1—2)"a™, 0 <« ) fale) = T @

3) fult) = —, 2 #0; 1) fule) = — 2 >0;
nx_nx27x b n$_1+xn7$— )

—1)" "
5)fn(x):§l+)x,x20; 6)fn(ac):1+xn,0§\x!§c<l;
7) fale) = —— 0<c<uz; 8) fult) = ———s. 220

n$—1+n2$, CsS T} n$—n2_$2,$_ N
o nw2 < <

B. Calcule a soma das seguintes séries e verifique a uniformidade da convergéncia.

)Y (1-z)"", 0<z<I

n

1 1
2 — 0<z<1;
)%:(x—i—n x—i—n—i—l)’ =T=5

1 1
3 — 0<z<1;
);<nw+2 nw+x+2>’ =r=h




