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Introduccion.

Este libro fue creado para el entrenamiento de la seleccion estatal de la Olimpiada de
Matematicas en Yucatan. El objetivo que se busca no es crear un curso con el material
expuesto, sino que se use como referencia y guia. Esto significa que no es necesario
cubrir en clase todo el material que se incluye, pues eso representaria una pérdida
enorme de tiempo de entrenamiento, ademas que se corre el riesgo de enfatizar mas
la acumulacion de conocimiento en vez de la habilidad de problemas.

El entrenamiento consta de aproximadamente seis meses. Durante los dos
primeros, es aconsejable revisar los conceptos de divisibilidad y maximo coman divisor,
realizando la mayor cantidad de ejercicios posibles. Se recomienda que al final de los
mismos se empiece a usar la terminologia de congruencias esporadicamente para que
al abordar el tema a partir del tercer mes ya se tenga una cierta familiaridad con el
concepto. El objetivo final de todo el curso es que los alumnos dominen los conceptos
y teoremas de congruencia, de manera que los primeros dos meses son soblo una
introduccion a las ideas principales de la Teoria de los NUmeros.

Es por esto que se recomienda iniciar la resolucion de problemas usando los
métodos de congruencia a partir del tercer mes, ya que se ha visto que posponer el
estudio de las mismas causa que los alumnos no adquieran la familiaridad con los
métodos de las mismas, atacando los problemas exclusivamente por los métodos mas
débiles de la divisibilidad y el Algoritmo de la Division.

Finalmente quiero enfatizar que la parte central del presente libro la constituyen las
secciones de problemas. Los problemas tienen un nivel de dificultad variado, y en vez
de soluciones se incluyen Gnicamente sugerencias para la resolucion en la mayoria
de los casos. La razon para este enfoque es que una gran cantidad de problemas
pueden resolverse usando distintas técnicas ademas de que el proceso de analisis y
exploracion de los problemas es mucho mas provechoso que leer la solucion misma.
Asi, se evita “dirigir” al alumno por un camino exclusivo pero al mismo tiempo se
proporcionan puntos guia en caso de encontrar dificultades.

Pedro Sanchez.
Mérida, Yucatan. 2001.



— No sblo lee. jCombatelo! Haz tus propias preguntas, busca tus propios
ejemplos, descubre tus propias pruebas. ¢Es esta hipotesis necesaria? ¢Se
cumple el reciproco? ¢Qué pasa en el caso especial clasico? ¢Y qué hay de los
casos degenerados? ¢En qué parte usa la prueba la hipotesis?

Paul. R. Halmos, | want to be a mathematician.

— Las Matematicas consisten en probar la cosa mas obvia de la manera menos
obvia.

G. Polya, Mathematical Maxims and Minims.

Divisibilidad

1.1 Conceptos b asicos.

El concepto fundamental en el que estaremos interesados ahora, sera el de
divisibilidad, por ello, introducimos la siguiente definicion.

Definicion 1.1 Sean a y b dos nimeros enteros. Decimos que a divide a b (lo que
simbolizamos con a | b) si existe un entero c tal que b = ac. Esto equivale a decir a que
b es mltiplo de a, o que la division b = a no deja residuo.

Si a no divide a b, escribimos afb. Esto es lo mismo que decir que la division b + a
deja residuo.

Ejemplos:

i 3]|12pues12=4-3
ii 4J10 ya que no existe un entero c tal que 10 = 4c.

i 4]20yaquesic=5,20=4c.
iv 3 | 0 dado que 0 = 3¢ cuando ¢ = 0.
v 1|5 puestoque5 =15
vi 5/1 dado que 1 # 5c¢ para cualquier entero c.
vii Para cualquier enteroa, a +1|a* —1,yaquea®> — 1= (a+1)-kconk =a — 1.

De la definicion, podemos derivar ciertas propiedades basicas:
1. Todo nimero se divide a si mismo: a | a Va € Z.

2. Sia| b, entonces a | —b. Como4 |8 (8 =4-2),4| —8 (pues —8 = 4(—2)).

4

No confundir a | b
con a/b. Por ejem-
plo, 2 | 10 no es
lo mismo que 2/10.
En el primer ca-
so estamos diciendo
que 10 es muiiltiplo
de 2, y en el segun-
do la fraccién 35 =
0.2.



1.1. CONCEPTOS BASICOS. Aritmética

. Sia|b, entonces a | be para todo entero c. (4 | 12, entonces 4 | 12-5).
. Sia,bson positivos y a | b, entonces a < b.

. Sia|byb]|centoncesa | c. Ejemplo: 2 |10y 10 | 30, entonces 2 | 30.
. Sia|bya|centoncesa | (b+c). Asi,2|4y2]|6implica2| (4+ 6).

o 0~ W

La prueba de la Gltima propiedad es tipica de las pruebas de problemas de
divisibilidad, asi que se incluye para tener un modelo.

Prueba. Sia | by a | ¢, entonces existen enteros m y n tales que b = am y ¢ = an.
Entonces b+ ¢ = am + an = a(m + n). Como b+ ¢ = ak cuando k = (m + n), la
definicion de divisibilidad nos dice que a | (b + ¢). La prueba queda terminada. |

La prueba anterior puede extenderse a varios sumandos:

Teoremal.l Sia|xi,a|x2,a|xs,...a]| z,, entonces

a|(c1m1 + cawa + cams + -+ + Con)

para cualquier combinacion de enteros ci, ¢z, cs, . . ., Cp.

> Dados a y b, un nimero de la forma ax + by se denomina una combinacién
lineal de a y b. En general, dados z1,x2,...,Z,, un nimero de la forma
U1T1 +usT2+- - -+ uUnTn Se conoce como una combinacion lineal de los nimeros
ri,%2,...,Tn. Entonces el teorema anterior lo enunciamos: “Si un ntdmero
divide a un conjunto de enteros, divide a cualquier combinacién lineal de los
mismos”.

Por ejemplo, dado que 3 | 6, 3 | 12y 3 | 15, aplicando el teorema anterior con
¢1 =5,c0 = —7,c3 = 2, deducimos que 3| (6-54+12:(=7) + 15-2)

El concepto de divisibilidad puede generalizarse de la siguiente manera:

Teorema 1.2 (Algoritmo de la divisi  6n.) Sean a y b dos enteros con b > 0. Entonces
existen enteros Unicos cy rtalesque a =bc+ry 0 <r <b.

Lo importante a notar es que el residuo es positivo y cumple 0 < r < b, y si bla
entonces 0 < r < b. Basicamente, el entero c es el cociente de la divisibn a - by r es
el residuo.

Ejemplos:

e a=12,b=5.a=02+2.

e 0 =38,b=8.a=0b4+6.

e a=20,b=4.a=05b5+0.

e a=70=10.a=b0+7.

e a=-15b=4.a=0b(—4)+1.
e a=18,b=—-5.a=">b-(-3)+3.
e a=—-14b=-3.a=b5+1.

Este algoritmo adquirirA mayor importancia en la siguiente seccion.
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El  reciproco no
siempre se cumple:
4 | 6-2 pero 46 y
492.

El reciproco no
siempre se cumple:
4| 5+ 3 pero 445
y 43

What?

Sir = 0 obtenemos
bl a.



1.1. CONCEPTOS BASICOS. Aritmética

Definicion 1.2 Un namero positivo se llama namero primo si tiene sélo dos divisores
positivos distintos. Un nimero mayor a 1 que no es primo se denomina compuesto.

Teorema 1.3 Todo namero mayor a 1 es divisible por algan primo.

Prueba. Sea n > 1. Supongamos que no es divisible por ningln primo. En particular,
n mismo no puede ser primo pues seria divisible entre si mismo. Como n no es primo,
tiene algln divisor positivo d; distinto de 1 y n, es decir, 1 < di < n. Pero di no
puede ser primo porque dividiria a n. Entonces existe un dz que divide a d; tal que
1 < d2 < di < n. Como dz no puede ser primo porque divide a n, repetimos el
argumento con dy para obtener un ds tal que 1 < d3 < d2 < d1 < n. Como d3 no puede
ser primo existe d4 que divide a ds y asi sucesivamente. Esto lleva a una contradiccion
pues no es posible continuar indefinidamente este proceso ya que entre 1y n s6lo hay
un namero finito de términos. Por tanto, n debe ser divisible entre algan primo. |

> Este tipo de pruebas se conocen como por descenso infinito y se basa en que
si la condicién pedida no se cumple se crea una sucesién infinita decreciente
de enteros positivos, lo cual es imposible porque los enteros positivos tienen
elemento minimo. Las pruebas por descenso infinito fueron ampliamente
usadas por Fermat.

El teorema anterior sera usado en muchas pruebas en la siguiente forma: “Si n es
un nimero compuesto n, hay un primo p que lo divide.”

Sea n un entero mayor a 1. Si n es primo, es igual a si mismo. Si no es primo
existe un primo p; que lo divide y entonces p = pin1. Si ni €s primo, n es igual a un
producto de primos, de lo contrario existe un primo p2 que divide a ny y asi p = pi1pana.
Si na es primo, n es igual a un producto de primos, en caso contrario existe un primo
p3 que lo divide. Continuamos aplicando este argumento y construimos una sucesion
ni,nz2,ns ... decreciente de enteros positivos que debe terminar, es decir, en algin
momento n, es un nimero primo. De esta manera ya probamos el siguiente teorema:

Teorema 1.4 Todo namero mayor a 1 puede escribirse como producto de primos.

Es decir, un nimero n > 1 puede escribirse de la forma:

a1 ,,a2 Ak

N =Dpy PPy
donde cada p; es un namero primo.

Por ejemplo, 12 = 22.3, 60 = 2%.3-5, 101 = 101, 99 = 3-11. Ahora bien, al igual
que 12 = 2-6 = 3-4 tiene varias factorizaciones, nada nos garantiza que un niimero
dado no se pueda factorizar de maneras diferentes en producto de primos (sin importar
el orden). Pero después probaremos que para cada numero dado la factorizacion en
primos si es Gnica. Asi podemos establecer el siguiente teorema (aunque la prueba de
la unicidad la posponemos hasta tener las herramientas necesarias).

Teorema 1.5 (Teorema Fundamental de la Aritm  ética) Todo nimero se puede fac-
torizar de manera Gnica como producto de primos.

Para finalizar la seccion probaremos uno de los resultados clasicos de la Teoria de
los nUmeros y que fue establecido hace cerca de 2000 afios.

Teorema 1.6 (Euclides) Hay una cantidad infinita de nUmeros primos.
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Nota que el 1 no
es primo ni com-
puesto.

Siempre se puede
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1.2. MAXIMO COMUN DIVISOR. Aritmética

Prueba. Supongamos que hay una cantidad finita de nUmeros primos y sea
p1,D2,---,Dn la lista de todos ellos. Consideremos el nUmero pips - --p, + 1. Como
ese nimero es mayor a 1 hay un primo que lo divide. Sea pj, tal que pi | pip2 - - - pn + 1.
Como pi. | pip2 - - - pn SE Sigue que pi | 1, lo cual es imposible. Concluimos que debe
existir una cantidad infinita de primos. |

1.2 Maximo comun divisor.

Definicion 1.3 Dados dos nimeros a y b no negativos y no ambos cero, el mayor
namero que divide a los dos se denomina maximo coman divisor de a y b. Denotamos
a este nimero como (a, b). En general, dado un conjunto de enteros no negativos y no
todos cero {a1,az,...,an}, definimos su maximo coman divisor (a1, az,...,a,) COMO
el mayor entero positivo que los divide a todos.

La definicion anterior implica que (a,b) siempre es positivo. Esto es claro pues si
(a,b) fuera negativo, —(a, b) también seria un divisor com(n de a y b, por lo que (a, b)
no seria el menor.

Algunas propiedades basicas son:

1. (a,1) =1 para toda a.
2. (a,a) = a para toda a.
3. (a,0) = a para toda a.
4. (a,b) = (b,a).

5. (a,b) = (b,a —b).

Para probar la Gltima propiedad notemos que si un nimero divide a a y a b, divide
a a — b porlo que es un divisorcominde by a — b. Alainversa, sidivideabyaaa—1b
divide a (a —b) +b = a. Esto implica que los divisores comunes de a y b son los mismos
que los de by a — by por tanto el mayor de ambos conjuntos es el mismo nimero.

Esta propiedad también nos permite calcular el MCD de dos nUmeros dados. Por
ejemplo, sean a = 24, b = 8. Entonces

(26,10) = (10, 16) = (16,10) = (10,6) = (6,4) = (4,2) = (2,0) = 0.

Estas cuentas se pueden acelerar mediante el uso del algoritmo de la division. Si
a =bg+rcon0 <r <bentonces (a,b) = (b,a — bq) = (b,r). Se deja la prueba de
estas igualdades al lector. Asi, como 26 = 10-2 + 6 el calculo anterior se convierte en:

(26,10) = (10,6) = (6,4) = (4,2) = (2,0) = 0.
El proceso arriba mencionado se conoce como Algoritmo de Euclides

Teorema 1.7 Si g es el maximo com(n divisor de a y b, entonces existen enteros u, v
tales que g = au + bv.

Prueba. Consideremos el conjunto de todos los niumeros de la forma ax + by con z,y
enteros (el conjunto de combinaciones lineales de a y b). De este conjunto, escojamos
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1.2. MAXIMO COMUN DIVISOR. Aritmética

el menor entero positivo y llamémosle d Sean u, v tales que d = au + bv.
Si d}a aplicamos el algoritmo de la division a = dg + r con 0 < r < d. Pero
r:a—dqza—(au+bv)q=a(1—qu) +b(—qv)

significa que r es positivo, esta en el conjunto y es menor a d. Esto es una contradiccion
ya que habiamos supuesto que d era el menor nimero positivo del conjunto. Por tanto,
d | a. Por un argumento similar obtenemos que d | b.

Ahora, sea g el maximo com(n divisorde ay b. Comog|ayg|b, g |au+bv. Sig#d
tendriamos que g < d, es decir, g no era el mayor de todos los divisores comunes de a
y b, lo cual es una contradiccion. Concluimos pues, que g = d. |

Corolario 1.8 EI maximo comdn divisor de a y b es la combinacion lineal positiva mas
pequefia de ambos.

Corolario 1.9 Si (a,b) = 1, la ecuacion ax + by = 1 tiene solucion entera.
Prueba. Hallese los enteros z, y para los que (a,b) = ax + by. |
Corolario 1.10 (a,a+1) =1.

Prueba. (—1)-a 4+ (1):(a — 1) = 1, Entonces 1 es la combinacion lineal positiva mas
pequefia y por tanto igual a (a,a + 1). |

Teorema 1.11 (am,bm) = m(a,b).

Prueba. (am,bm) es el menor valor positivo de amaz + by = m(az + by). Esto es lo
mismo que m veces el menor valor positivo de ax + by el cual es (a, b). |

Corolario 1.12  Si d = (a, b) entonces (g, g) =1

Otra manera de caracterizar el maximo comin divisor de a y b es como sigue.
Supongamos que d es cualquier divisor comdn de a y de b. Entonces d divide a
cualquier combinacion lineal de a y b, en particular divide a la menor positiva, es decir,
divide a (a,b). Y como a | bimplica a < b, (a,b) es el tnico nUmero con esta propiedad.
Esto prueba el siguiente teorema.

Teorema 1.13 El maximo comin divisor de a y b es el (nico entero positivo que es
divisible entre cualquier namero que divida tanto a « como a b.

Definicion 1.4 Dados dos nimeros a, b, decimos que son primos relativos, si (a,b) =

1. En general, decimos que un conjunto {zi,z2,...,z,} de enteros son primos
relativos entre si cuando (z1, z2,...,z,) = 1.
Definicion 1.5 Dado un conjunto {z1, z2, ...,z } de enteros, decimos que son primos

relativos dos a dos si (zi,z;) = 1 para cualquier pareja z;, x;.

Ser primos relativos entre si y ser primos relativos dos a dos no es lo mismo. Por
ejemplo, los nimeros 4, 6,9 son primos relativos entre si puesto que (4,6,9) = 1, pero
no son primos relativos dos a dos ya que (4,6) = 2.

A continuacion se enuncia uno de los resultados mas usados en relacion al maximo
comun divisor y a la vez uno de los mas fuertes, ya que sera pieza clave en la
demostracion del Teorema Fundamental de la Aritmética.
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1.2. MAXIMO COMUN DIVISOR. Aritmética

Teorema 1.14 Sic|aby (c,a) = 1 entonces c | b.

Prueba. Como c | aby c | be, c | (ab, be). Pero (ab, bc) = b(a, c) = b. Por tanto, ¢ | ab.
Un caso muy especial se obtiene cuando ¢ es primo.

Teorema 1.15 Si p es primo y divide a ab, y p no divide a a entonces p divide a b.

Prueba. Sea d = (a,p). Entonces d | p por lo que d s6lo puede ser 1 0 p. Como pja
tenemos que d # p y por tanto d = 1. Aplicando el teorema anterior llegamos a que

plo.

Teorema 1.16 (Teorema Fundamental de la Aritm ética) Todo nGmero se puede fac-
torizar de manera (nica como producto de primos.

Prueba. Ya hemos probado que todo nimero se puede factorizar en primos, y nos resta
probar la unicidad de esta factorizacion. Sean

n=pips? e plt =gyt

dos factorizaciones distintas donde por conveniencia suponemos que los primos
aparecen listados en orden creciente. Cada p; divide a n y por tanto a alguna g;
(aplicando varias veces el resultado anterior. Pero un primo divide a otro si y solo
si son el mismo. Entonces cada p; es alguna g, y por un argumento similar cada g es
alguna p;, esto implica que p; = ¢; para cada i.

Falta ver que las potencias son las mismas, pero si por ejemplo a; < b; dividimos a
ambos lados entre p;” y del lado derecho nos sobran factores p; que dividen al lado
izquierdo y son iguales a alguna p, lo cual es imposible. Una contradiccion similar
elimina el caso a; > b;.

Asi, podemos concluir que las factorizaciones son las mismas. |

Ahora, retomemos el problema de expresar el maximo comdn divisor de dos
nimeros como combinacion lineal de los mismos. Probamos que siempre es posible
escribir (a,b) en la forma au + bv donde u y v son enteros y hemos usado este hecho
en diversas pruebas, aunque no mencionamos de manera explicita como hallar esos
numeros. El procedimiento para hallar los coeficientes a y b se basa en el algoritmo de
la division y mas que escribir explicitamente el proceso, lo ilustraremos con un ejemplo.
Asi, deseamos expresar (124, 44) como combinacion lineal de 124 y 44.

124 = 442436
4 = 36148
36 = 84+4

8§ = 4240

Entonces (124,44) = 4 (es el Gltimo residuo distinto de cero). Despejamos el 4 y
empezamos a sustituir de la siguiente manera:

4 = 36-4-8
= 36— 4(44 — 36)
= 5-36—4-44
= 5 (124 — 44-2) —4.44
= 5124 -14.44
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1.3. MINIMO COMUN MULTIPLO. Aritmética

Asi, 4 = 124-5 — 44-14. Comparemos esto con el proceso para calcular Gnicamente
(124, 44) (version rapida):

(124, 44) = (44, 36) = (36,8) = (8,4) = (4,0) =4

y hotemos que los nUmeros que aparecen son los mismos que aparecen al desarrollar
todo el algoritmo de la division, con lo que comprobamos que el algoritmo de Euclides
es en realidad la aplicacion sucesiva del algoritmo de la division.

> Vale la pena recalcar que los coeficientes que se encuentran no son unicos,
de hecho hay una infinidad de soluciones. Para este caso en particular notamos
que

(5 + %‘t) 124 — (14+ %) = (5+ 11t)124 — (14 4+ 31£)44 = 4

cada entero t nos genera una combinacién distinta.

1.3 Minimo comun multiplo.

9. Definicion 1.6 Si a, b son enteros (no ambos cero), entonces el minimo comdn multiplo
de a y b es el menor entero positivo que es mdltiplo tanto de a com ode b. Este nUmero
lo denotamos con [a, b].

Podemos extender la definicion a un conjunto as, az,as, . .., a, de enteros que no
sean todos cero, definiendo su minimo comum multiplo como el menor entero positivo
gue es mltiplo de todos ellos.

Estamos interesados en buscar alguna relacion entre el maximo com(n divisor y el
minimo comdn mdltiplo. Escojamos dos nimeros, digamos

a=252=2*.3".7 'y b=735=3-5-7

Para facilitar el analisis, podemos “completar” los factores para que los primos que
aparecen en ambas expresiones sean los mismos:

252 = 22.32.5%0.7!
735 = 20.3'.50.7!

Si calculamos manualmente (a, b) y [a, b] obtenemos

(252,735) = 21=2°.3".5'.7"
[252,735] = 8820=2%-3".5".7'

Podemos ver que los primos que aparecen en ambas expresiones son los mismos
gue los que aparecen en las factorizaciones (acompletadas) de los nUmeros variando
Gnicamente los exponentes. Esto lo enunciamos como sigue:
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1.4. ECUACIONES LINEALES DIOFANTINAS. Aritmética

Teorema 1.17 Sea p un nimero primo.

El exponente con el que p aparece en (a,b) es el minimo de los exponentes con los
gue aparece en las factorizaciones de a y b.

El exponente con el que p aparece en [a, b] es el maximo de los exponentes con los
gue aparece en las factorizaciones de a y b.

El teorema anterior puede deducirse del Teorema Fundamental de la Aritmética y
de las definiciones de maximo comdn divisor y minimo comén mltiplo. Ya tenemos la
herramienta necesaria para demostrar la siguiente relacion, cuya prueba se deja como
ejercicio.

Teorema 1.18 Si a, b son enteros, entonces

ab = (a,b)[a,b].

1.4 Ecuaciones lineales diofantinas.

Esta seccion es opcional en el sentido de que en el capitulo siguiente se estudiara
la Ecuacion Lineal de Congruencia que es equivalente a lo que se expondra a
continuacion. Sin embargo, se incluye este tema por ser parte del desarrollo clasico del
estudio de divisibilidad, ademas de que puede usarse para reforzar los conocimientos
relacionados con el maximo comun divisor.

Una ecuacion lineal diofantina es una ecuacion de la forma
ar + by =c
donde a,b,c son nimeros enteros y x,y son variables que toman valores enteros.
Veamos algunos ejemplos:

La ecuacion 4x — 6y = 5 no tiene soluciones enteras, ya que sin importar el valor
de z y y el lado izquierdo siempre es un nimero par, mientras que el derecho es un
namero impar.

La ecuacion 4z — 6y = 2 tiene solucion, ya que (4,6) = 2 y entonces existe una
combinacion lineal de 4 y 6 que es igual a dos.

La ecuacion 4x — 6y = 10 tiene solucion. Si zo Y yo son solucién de 4x — 6y = 2
entonces 5z y 5yo son solucion de 4z — 6y = 10.

Podemos generalizar los Gltimos dos ejemplos. Si d = (a,b) sabemos que existen
enteros xo, yo tales que axo + byo = d, es decir, la ecuacion

azr + by = (a,b)
siempre tiene solucion.
Mas aln, si ¢ es un miltiplo de d (por ejemplo ¢ = kd) entonces

a(kxo) + b(kyo) = k(azo + byo) = kd =c¢
es decir, una ecuacion de la forma
az + by = k(a,b)

siempre tiene solucion. Esto constituye el primer teorema de la seccion.
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1.4. ECUACIONES LINEALES DIOFANTINAS. Aritmética

Teorema 1.19 Si (a, b)|c entonces la ecuacion lineal diofantina
ar + by =c
siempre tiene solucion entera.
Un corolario muy importante es:

Corolario 1.20 Si a y b son primos relativos, la ecuacion ax + by = ¢ siempre tiene
solucion entera.

Ahora nos preguntamos: ¢Habra alguna ecuacion lineal ax + by = c que tenga
solucién y en donde (a, b) no divida a ¢?

Vamos a restringirnos Gnicamente al caso en que c es positivo, puesto que si u y v
son solucion de az + by = ¢ entonces —u y —v son solucion de ax + by = —c.

Por un lado, como (a,b) es la minima combinacion lineal positiva, si ¢ =
1,2,...,(a,b) — 1 la ecuacion ax + by = ¢ no puede tener solucion. De esta manera, si
existe una solucion, necesariamente ¢ > (a, b).

Supongamos que la ecuacion az + by = c tiene como solucion a x1 y yi, que
d = (a,b) no divide a ¢, y sean z Yy yo una solucion para ax + by = d. De esta manera
tenemos

ar1+by1 = ¢
aro+byy = d

Por el algoritmo de la division tenemos ¢ = md + r con 0 < r < ¢ puesto que d no
divide a c. Entonces

ari1 +byr = md+r
m(azo + byo) + 7
a(mxzo) + b(myo) +r

y por tanto
a(x1 —mxzo) + b(y1 — myo) =r.

iLo anterior es una contradiccion! Puesto que tenemos una combinacion lineal
positiva de ay bigualary 0 < r < d, eso contradice que d era la combinacion lineal
minima positiva (es decir, d no era el maximo comdn divisor). La contradiccion surgio
de suponer que az + by = ¢ podia tener solucién aunque (a, b) no dividiera a ¢, por lo
gue hemos demostrado el siguiente teorema.

Teorema 1.21 La ecuacion lineal diofantina
ar +by =c
tiene solucion siy solo si (a,b) | c.

Ya estamos en condicion de determinar si una ecuacion dada tiene solucion o no,
ahora nos interesa determinar cuales son las soluciones. Supongamos que la ecuacion
az + by = c tiene solucion, es decir, ¢ = kd donde d = (a, b).
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1.4. ECUACIONES LINEALES DIOFANTINAS. Aritmética

Si w y v son una solucion de ax + by = d, entonces xo = ku y yo = kv son una
solucion de ax + by = c. De este modo podemos encontrar al menos una solucion a la
ecuacion. Sea z1, y; otra solucion. Como x1 # x, existe un entero r tal que 1 = xo+.
Sustituyamos en la ecuacion

a(zo 4+ r) + byr = ¢ = axo + byo

y al simplificar obtenemos

_byo—ar _ar
Y1 = - Yo b
Un argumento simétrico muestra que si y1 = yo — s entonces
bs

xr1 = X9+ —.
a
Una vez mas sustituimos en la ecuacion
bs ar
a(zo + ;) +b(yo — ?) = azo + byo

y al simplificar llegamos a bs — ar = 0. Sean

Entonces (a’,b’) = 1y (', s')=1. Ademas

N /i
bs —ar =0.

’

Esto implica que b's’ = a’r’. Ademas, la coprimalidad implicara que ' = by s’ = a’.
Por tanto tenemos que,

_ b(r,s) _a(r,s)
"Tab) 7T (b
Asi, toda solucion es de la forma
bt at
T =xo+

R )

donde ¢ es un entero que satisface la relacion

. bt at
b= ((a,b)’(mb))'

b at a b
((a,b)7 (a,b)) _t((a,b)’ (a,b)) —t.1=1

Para terminar, notemos que

iEsto quiere decir que todo entero satisface la relacion anterior! En otras palabras, los
nimeros de la forma z = z¢ + bt/d 'y y = yo — at/d siempre son soluciones y ademas
toda pareja de nUmeros que es de esa forma es solucion.

Para recapitular todo el trabajo desarrollado en esta seccion establecemos el
teorema principal.
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1.5. EJERCICIOS Aritmética

Teorema 1.22 (Resoluci 6n de la ecuaci 6n lineal de congruencia.)
La ecuacion ax + by = c tiene solucion si y solo si d = (a,b) divide a c. Ademas, las
soluciones son los niUmeros de la forma
n bt at
X = X0 — = Yo — —
a YTV

donde z, y yo son una solucion particular y ¢ es cualquier nUmero entero.

1.5 Ejercicios

1.1 Determine cuales de las siguientes afirmaciones son verdaderas y cuales son
falsas.
i. Si un nimero es divisible entre 6, es divisible entre 3.
ii. Siun ndmero es divisible entre 3, es divisible entre 6.
ii. Siun namero es divisible entre 2 y entre 3, es divisible entre 6.
iv. Si un entero no es divisible entre 6, no es divisible entre 9.
v. Siun nimero es divisible entre 6, no es divisible entre 9.

1.2 Indique cuales afirmaciones son ciertas y provea de una demostracion, y para las
gue no lo sean muestre un contraejemplo. Recuerda que x =
. y se lee “Si x en-
i.alb+c=alboalc »
tonces y.

i. a|b=al|b

i. a|b®>=alb.
iv. albc=>a|boal]ec
V. albyc|b=ac|b.

Vi.a|byal|lc=alb—c

Vii. a|b+cyalb=alc

viii. a|b=a+b]|b.
iX. alb=ala+b El simbolo V se lee
X.alb=a+z|b+z VreZ “Para todo“.

1.3 Demostrar que a — b | a™ — b™ para toda n.

1.4 ¢Para qué enteros n se cumple 120 | n® — n?

1.5 Probarquen | a+b+csiysolosin|a® +b? cuando n = 3,7,21.
1.6 Siay bsonimpares, entonces a? + b no puede ser un cuadrado.
1.7 Si3 | n, pruebe que 7 | 2™ — 1.

1.8 Encuentra el menor nimero por el que hay que multiplicar 2000 para obtener un
cuadrado perfecto.
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1.5. EJERCICIOS Aritmética

1.9 Probar que todo primo de la forma 3k + 1 es de la forma 6m + 1.
1.10 Demostrar que un 2" — 1 s6lo puede ser primo si n es primo.

1.11 (YUC1994) Sean a, b, ¢ tres nimeros positivos tales que 2 + 2° = 2°. Demostrar
que a = b.

1.12 (HUN1906) Los nUmeros ai,as,...,a, representan una permutacion de los
nimeros 1,2,3...,n. Sin es impar, muestre que el producto (a1 —1)(a2—2) - - - (an—n)
es par.

1.13 (MEX1987) ¢Cuantos nameros dividen a 20!?

1.14 Encontrar 100 nimeros consecutivos tal que ninguno de ellos es primo.

1.15 Un ndmero con 3™ digitos iguales siempre es divisible entre 3™.

1.16 Probar que hay una cantidad infinita de primos de la forma 4k + 3.

1.17 Demuestra que si p,, es el n-ésimo primo, entonces p,, < 22"t

1.18 Demuestra que n* + 4™ nunca es un primo paran > 1.

1.19 Sia | b, calcule (a,b) y [a,b].

1.20 Sia| ¢, b|cy (a,b) =1, prueba que ab | c.

1.21 Si[a,b,c](a,b,c) = abc, entonces (a,b) = (b,c) = (¢,a) = 1.

1.22 Si(a,b) = pcon p primo, ¢cuales son los posibles valores de (a?,b), (a*,b), (a?,b%)?

1.23 Determine para qué enteros positivos n se cumple
n n
PNIE
j=1 j=1
1.24 Sean a,b naturales tales que a | b*,b* | a®,a® | b*,b? | @°,. ... Pruebe que a = b.

1.25 Probar que sin > 2, existe un primo p tal que n < p < nl.

1.26 Usando el Teorema Fundamental de la Aritmética, indique un procedimiento para
calcular (a,b) y [a,b] en base a su factorizacion en primos. Calcule (1202456, 1202460)
con este procedimiento y también con el algoritmo de Euclides.

1.27 (YUC1996) Considere un recipiente vacio de 1000 litros de capacidad y una
cantidad ilimitada de agua.

a. Con recipientes de capacidad de 13 y 19 litros, medir 24 litros de agua.
b. ¢Sera posible medir 3 litros con recipientes con capacidad de 2y 6 litros?

2In+4
l4n + 3

1.28 (IM01959) Prueba que es irreducible para toda n.
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1.5. EJERCICIOS Aritmética

2

., -1 . .
1.29 (MEX1987) Demuestra que para toda n, la fraccion njin es irreducible.
n

+ 2n

1.30 (MEX1988) Si a y b son primos relativos y n es entero, prueba que (a® + b* —
nab, a + b) divide a n + 2.

1.31 Sipesunndmero primo, demuestra que el exponente de p en la factorizacion de

n! en primos es
L8 N 0 P N SRR () O
p p? p? p*

1.32 ¢Cuantos ceros hay al final de 100! ?

1.33 Demuestra que el nimero de divisores de n = p{'p53? - --p* es (a1 + 1)(az +
1)+ (ax +1).

1.34 Sead(n) la suma de los digitos de n. Si d(n) = d(2n), muestre que 9 | 9.

1.35 (0IM1987) Se define la sucesion {p,} de la siguiente manera:
p1 =2y paran > 1, p, es el mayor primo que divide a

pip2ps ... pn—1+ L.
Pruebe que p,, siempre es distinto a 5.

1.36 (IM01970) Encuentre el conjunto de nimeros n tales que el conjunto {n,n +
1,n+ 2n,n+ 3,n+ 4,n + 5} puede dividirse en dos grupos de modo que el producto
de los nimeros del primer grupo sea igual al del segundo.

1.37 Pruebe que la ecuacion =2 + y* 4 2% = 2xyz no tiene soluciones enteras excepto
r=y=z2=0.
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“Numerorum congruentiam hoc signo, =, in posterum denotabimus, modulum ubi
opus erit in clausulis adiungentes, —16 =9 (mod 5), =7 =15 (mod 11).

K. F. Gauss, Disquisitiones Arithmeticae

Congruencias.

En muchos problemas, la idea central para encontrar la solucion es considerar los
residuos de los niUmeros que se relacionan al dividirse entre otro nimero fijo. Esto nos
llevara a desarrollar la nocion de congruencia de nimeros, la cual unifica y extiende
muchos resultados desarrollados hasta ahora.

2.1 Congruencias.

Definicion 2.1 Sean a y b dos nimeros enteros, y sea m un entero distinto de cero.
Decimos que a es congruente a b modulo m si m divide a b — a. Esto lo escribimos
como

a=b (modm) < m|(b—a).

A grandes rasgos lo que decimos es que dos nimeros a y b son congruentes
(equivalentes, iguales) moédulo m si ambos son de la forma mk + r con una misma r,
esto es, si dejan el mismo residuo al dividirse por m. Para decir que a no es congruente
a b moédulo m escribimos a b (mod m).

Ejemplos:

e 8=23 (mod 5) puesto que 5 | (23 — 8) = 15. Notemos que tanto 23 y 5 son de
la forma 5k + 3.

e 36 =0 (mod 12) pues 12| (36 — 0) = 36.

e —22=6 (mod 7)dadoque 7| (6—(—22))=28.

e 14#£21 (mod 4) porque 4}(21 — 14) = 7.

Las ventajas de usar congruencias es que estas comparten muchas propiedades
con la igualdad (de ahi que sea apropiado decir que los niUmeros son “congruentes”):
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2.1. CONGRUENCIAS. Aritmética

9] Teorema 2.1 Sia,b,c,d,n son enteros y n # 0 entonces:

i. a=a (modn)

i. Sia=b (modn)entoncesb=a (mod n).

)
ii. Sia=b (modn)yb=c (modn)entoncesa=c (modn).
iv. Sia=0b (mod n)entoncesa+x=b+2z (mod z) para todo entero x.
V. Sia=b (modn)yc=d (modn)entoncesa+c=b+d (mod n).
vi. Sia =b (mod n)entonces ax = bz (mod n) para todo entero z.
Vii. Sia=b (modn)yc=b (mod n)entonces ac=>bd (mod n).

vii. Sia =b (mod n) entonces a® =b° (mod n) paraz € Z*

ix. Si f(z) es un polinomio de coeficientes enteros, entonces a = b (mod n)

implica que f(a) = f(b) (mod n)

X. Sia=b (modn)yd|nentoncesa="> (mod d).

Xi. Sia=b (modm),a=b (modm)y(m,n)=1entoncesa=>b (mod mn).
Xii. a=0 (modn)siysoélosin|a.

El teorema anterior se prueba a partir de los teoremas de divisibilidad. Como

ejemplo: a =b (mod n) entoncesa+xz =b+2x (mod n).

Prueba. a = b (mod n) quiere decirquen | (b—a). Perob—a=b+z+a—x =
(b+z)—(a+=x)porloquen | (b+z)— (a+ ), lo que significaque a + =z =b+
(mod n). |

Hay, sin embargo, una propiedad que la igualdad no comparte con la congruencia.
Siax = bz (z # 0) podemos decir que a = b, pero con las congruencias no. Por
ejemplo 106 = 4x6 (mod 4) pero 10 #4 (mod 4). Es decir, no se permite cancelar
factores en las congruencias. El siguiente teorema nos proporciona condiciones para
poder efectuar tal operacion.

2 Teorema 2.2 Sean a, b enteros. Entonces

i. az =bz (modn)siysdlosia=b (mod ).

ii. Siax =bx (mod n)y(n,z)=1entoncesa=>b (mod n).
ii.a=b (modng)parak=1,2,...,rsiysblosia=b (mod [ni,ns,...,n]).

Prueba. Siax = bx (mod n) entonces bz — ax = nz para algin entero z. Entonces

xT

(n, z)

(b—a)=

(n, )

y por tanto
n X

(n,2) | (n, )

(b—a).

(n,z)? (n,z) (n,z)

Pero ( L L ) =1 por lo que -2 divide a b — a, es decir,

a=b (mod )-

(n,)

De este modo hemos probado que az = bx (mod n) implicaa =b (mod ﬁ).
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2.1. CONGRUENCIAS. Aritmética

Ahora, supongamos que a« =b (mod —). Esto quiere decir que

(n,2)
n

(n, )

b—a= z

de donde (b — a)(n,z) = nz, es decir, n | (b — a)(n,z). Pero z es un multiplo de (n, z)
lo cual nos dice que n | (b — a)z. Se sigue que ax = bz (mod n).

Ya hemos probado el primer inciso. El segundo es una aplicacion directa del
primero. Para probar el tercero, notemos que n; | (b — a) nos dice que (b — a) es

un maltiplo comin de todas las n;, por lo que [n1,n2,...,n,] | b—a. Ya queda probado
quea=b (modng)(k=1...r)implicaa=b (mod [ni,ns,...,n.).

Para el regreso, notemos que ny es un divisor de [ni,n2,...,n.|, porloque a =b
(mod [n1,n2,...,n.]) implicaa=b (mod nx) para cada ny. |

Un caso muy especial y Gtil del teorema anterior es el siguiente resultado:

Teorema 2.3 Sea p un namero primo y ¢ un niamero que no es divisible entre p. Si
at =bt (mod p) entoncesa=0> (mod p)

Para ilustrar el uso de congruencias al resolver problemas, demostremos el
siguiente teorema:

Teorema 2.4 Si a es impar, entonces a? — 1 es divisible entre 8.

Prueba. Si a es impar, entonces alguna de las siguientes proposiciones es cierta:

~N Ot W =

Q2 2 2

Por otro lado 12 = 1 (mod 8), 32 = 1 (mod 8), 5> = 1 (mod 8), 7> = 1
(mod 8), por lo que en cualquier caso, > = 1 (mod 8), lo que es lo mismo que
decir que a® — 1 es divisible entre 8. |

Una prueba ligeramente distinta:
Prueba. Supongamos que a es impar, es decir,a =1 (mod 2). Entonces

a®>=1=1 (mod 2).

Por otro lado, si > — 1 no fuese divisible entre 8 tendriamos a® # 1 (mod 8) y
como 2 | 8 esto implicaria que

a®>#1 (mod 2).

Esto es una contradiccion, por lo que concluimos que a? — 1 debe ser entre 8. |

Los teoremas principales sobre divisibilidad pueden formularse con congruencias.
El teorema 1.15 se enuncia:

Teorema 2.5 Sip es primo, ab = 0 (modp) y a # 0 (mod p) entonces b = 0
(mod p).
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2.2. ECUACION LINEAL DE CONGRUENCIA. Aritmética

El teorema anterior es el analogo (para la igualdad) de la afirmacion ab = 0
entonces a = 0 0 b = 0. Es importante recalcar que el médulo debe ser primo. Como
ejercicio, encontrar un contraejemplo cuando el modulo no es primo.

El teorema que dice que si a = bg + r entonces (a,b) = (b, ) puede reescribirse
como

Teorema 2.6 Siz=y (mod n)entonces (z,n) = (y,n).

Para terminar la seccibn, es importante recalcar que aunque los resultados
de congruencia se pueden reescribir como resultados de divisibilidad y viceversa,
las congruencias generalmente permiten realizar pruebas mas claras y concisas,
ademas de que familiarizarse con ellas permite entender resultados mas profundos
y poderosos. Por esto es que se recomienda especialmente que en lo posible se
intente usar congruencias en vez de divisibilidad para resolver los problemas del libro, e
inclusive se sugiere que conforme se adquiera mas practica, tratar de resolver ejercicios
del primer capitulo con estas técnicas.

Ejercicios

2.2 Ecuaci 6n lineal de congruencia.

2.1 Demostrar el teorema 2.1
2.2 Probar que sip es primoy a®> =b®> (mod p) entonces p | (a+b) 0p | (a — b).

2.3 Probar que todo cuadrado debe terminar en 0,1,4,5,6 0 9 y que toda cuarta
potencia debe terminar en 0,1,5 0 6. ¢ Qué puedes decir de las octavas potencias?

2.4 Sip es primo, demostrar que (a + b)”? = a” + b7 (mod p).

2.5 Probar que si p es un primo que no divide a a, entonces no hay dos elementos del
conjunto {a, 2a, 3a, ..., (p — 1)a} que sean congruentes modulo p.

2.6 Probar que ninguna de las siguientes ecuaciones tiene soluciones enteras.

322 4+2 = y2
2042 = y3
P -2 = Ty
2 +5 = Ty

2.7 Sean p1, p2, ps Primos tales que p = p? + p3 + p2 también es primo. Probar que
algln p; esigual a 3.

2.8 Sea p(z) un polinomio de coeficientes enteros tal que los nimeros p(—1),p(0) y
p(1) no son divisibles entre 3. Probar que p(a) # 0 para cualquier a entera.

2.9 Calcular el residuo que se obtiene al dividir 7077377 entre 11.

7
2.10 Hallar las Gltimas dos cifras del namero 77" .
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Sugerencias y respuestas a
ejercicios selectos.

1.1 (i) Verdadero. (ii) Falso. (iii) Verdadero. (iv) Falso. (v) Falso.

1.2 (i) Falso: 4 | 5-+3 pero 445y 4}3. (i) Verdadero. (jii) Falso: 9 | 3% pero 9}3. (iv) Falso:
6 | 2-3 pero 62y 6/3. (v) Falso: 3| 6y 6 | 6, pero 186. (vi) Verdadero. (vii) Verdadero.
(viii) Falso: a = b = 1. (ix) Verdadero. (x) Falso. a =2,b =4,z = 1.

1.3 Factoricese a™ — b".
1.5 Piensa en los residuos al dividir entre 3y 7.
1.6 Considera los residuos al dividir entre 4.

1.7 Como 3 | n, n = 3k. Ahora
2n 1= 23k 1= (23)k _ 1k _ (23 _ 1) ((23)1671 + (23)](372 N (23) + 1)

como 2® — 1 = 7sesigue 7| 2" — 1.
1.8 Factoriza 2000.

1.9 Si el primo es de la forma 3k + 1 entonces es de la forma 6m + 1 0 6m + 4, pero
en el segundo caso tendriamos que el primo es par, esto es, 6m + 4 = 2, lo cual es
imposible.
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1.10 Factorizar 2™ — 1™.

1.11 Sia # b podemos suponer primero que a < b. Factoricemos 2% de ambos lados y
cancelemos. Seguimos un proceso similar cuando a > b.

1.12 Proceda por contradiccion. Si el producto fuera impar, cada factor también lo
seria.

1.13 Factorice 20! en primos y aplique un argumento combinatorio.
1.14 Considera 100!.

1.15 Induccibn matematica.

1.16 Procede por contradiccion.

1.17 Usando induccion matematica.

1.18 Sin es par, el nUmero también lo es. Si el nUmero es impar, usa la factorizacion
de Sophie-Germain.

1.20 Considera los factores primos de c.

1.25 (n!,n! — 1) = 1. Entonces, sea p un primo que divide a n! — 1, y verifique que tal
nimero cumple la condicion pedida.

1.26 Para (a,b) se toman los factores primos comunes con el exponente menor bajo
el que aparezcan en cada factorizacion. Para [a, b], tome los primos que aparecen en
cualquiera de las dos factorizaciones con el mayor exponente de ambas.

1.27 (a) Exprese (13,19) como combinacion lineal de 13 y 19. (b) Podria hacerse si 3
fuese combinacion lineal de 2y 6.

1.28 (a,b) = (a — b, b).

1.32 Usando el problema anterior, determine el exponente de 5 en la factorizacion
Unica.

1.34 Pruebe que la diferencia 2n — n es divisible entre 9.

1.35 Supongamos p, =5y n > 2. Laexpresion pips ...p.—1+1 no puede ser divisible
por 2 y tampoco por 3. Entonces es una potencia de 5. Muestre que el producto
p1p2 . . . pn—1 Sera divisible por 4 y obtenga una contradiccion.

1.36 Si p es un primo que divide al producto de los del primer grupo, debe haber un
namero en el segundo grupo divisible por p.
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1.37 Use descenso infinito.

2.6 Para probar que 3z> + 2 = y? no tiene soluciones enteras, notemos que si tal
solucion hubiera se tendria y> =2 (mod 3). Derive una contradiccion.

2.7 Considere los residuos de p?, p3 y p2 modulo 3.

2.8 Todo entero n es congruente a 0, 1, 0 —1 modulo 3. Entonces p(n) es congruente
ap(—1), p(0) o p(1).
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