Lista de Preparacdo —Problemas Diversos

XXIIl Olimpiada Brasileira de Matematica —Fase 1

1) Considere dois nimeros naturais, cada um deles com
trés algarismos diferentes. O maior deles s tem
algarismos pares e 0 menor sb tem algarismos impares.
O menor valor possivel paraa diferencaentre eles &

A) 111; B) 49; C) 29; D) 69; E) 5

2) Nafiguraabaixo, temos 4 circunferéncias e alguns
pontos destacados no interior dessas circunferéncias.
Escolhendo exatamente um desses pontos dentro de
cada uma das circunferé ncias, eunindo  -0s por
segmentos de reta que ndo se cruzam, formamos um
guadrilatero. Quantos quadrilateros diferentes seremos
capazes de desenhar nessas condicdes?

D) ()
ol

A) 4; B) 14; C) 60; D) 120; E) 24

3) Joana escreve a seqiiéncia de nimeros naturais 1, 6,
11, ..., onde cada nimero, com e xcegdo do primeiro, €
igual ao anterior mais cinco. Joana para quando
encontrao primeiro nimero de trés algarismos.
ndmero &

A) 100; B) 104; C) 101; D) 103; E) 102

Esse

4) Quantos nimeros de dois algarismos ndo sao pr imos
nem multiplos de 2, 3 ou 5?
A)1;B) 3;C) 2, D) 4, E) maisde 4

5) No conjunto {101, 1 001, 10 001, ..., 1 000 000 000
001} cada el emento é um nimero formado pelo
algarismo 1 nas extremidades e por algarismos 0 entre
eles. Alguns desses elementos sGo nUm  eros primos e
outros sao compostos.  Sobre a quantidade de nimeros
compostos podemos afirmar que:

A) éigual 11; B) éigual a4; C) é menor doque 3; D) é
maior do que 4 emenor doque 11; E) é3

6) Uma peratem cerca de 90% de &gua e 10% de
matéria solida. Um produtor coloca 100 quilogramas de
pera para desidratar até o ponto em que a dgua
represente 60% da massa total. Quantos litros de &gua
serdo evaporados? (lembre -se: 1 litro de &guatem
massa de 1 quilograma).

A) 15 litros; B) 45 litros; C) 75 litros; D) 80 litro; E) 30
litros
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7) Otridngulo equildtero T adireitatem lado 1.
Juntando tridngulos congruentes a esse, podemos
formar outros tridngulos eqiil ateros maiores, conforme
indicado no desenho abaixo.

v

Qual éoladodo triangulo equilétero formado por 49
dostridngulos T?

A) 7; B) 49; C) 13; D) 21 ; E) éimpossivel formar um
tridngulo equil&tero com esse nimero de tridngulos T

8) Osnumeros inteiros positivos de 1 a 1000 sdo
escritos lado alado, em ordem crescente, for mando a
sequiéncia 123456789101112131415... 9991000. Nesta
sequiéncia, quantas vezes aparece o grupo “89"?

A) 98; B) 32; C) 22; D) 89; E) 21;

9) Um serralheiro tem 10 pedacos de 3 elos de ferro
cada um, mostrados abaixo.

e i
SSEI ST

Ele quer fazer uma Unica corrente de 30 elos. Para abrir
edepoissoldar umeloo  serralheiro leva5 minutos.
Quantos minutos no minimo ele levara parafazer a
corrente?

A) 30; B) 35; C) 40; D) 45; E) 50

10) Escrevem-se 0s nUmeros naturais numafaixa

decorativa, da seguinte maneira:
1 3 5 7

i

2 4 6 8
Assinale afigura correta:
Ay 2001 B) 2001 Q) 2000
2000 2000 2001
2001 2001
D) B
2000 2000

11) 2 melancias custam o mesmo que 9 laranjas mais 6

bananas; além disso, meia dlzia de bananas custa a

metade de uma melancia. Portanto , 0 prego pago por
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uma duzia de laranjas e uma duzia de bananas é igual

a0 preco de:

A) 3melancias; B) 4 melancias; C) 6 melancias; D) 5
melancias; E) 2 melancias

12) Qual é o ultimo algarismo da soma de 70 nimeros
inteiros positivos consecutivos?
A) 4, B) 0; C) 7; D) 5; E) Faltam dados

13) Em Tumbdlia, um quilograma de moedas de 50
centavos equival e em dinheiro a dois quilogramas de
moedas de 20 centavos. Sendo 8 gramas o peso de uma
moeda de 20 centavos, uma moeda de 50 centavos
pesar&

A) 15 gramas ; B) 10 gramas ; C) 12 gramas ; D) 20
gramas; E) 22 gramas

14) As medidas dos lados de um retangulo s&0 nimeros
inteiros distintos. O perimetro e a &rea do retangulo se
exprimem pelo mesmo ndmero. Determine esse
namero.

A) 18;B) 12; C) 24, D) 9; E) 36

15) O nimero N de trés algarismos multiplicado por 7
deu como resultado um nimero gque terminaem 171.
A somados algarismosde N &

A) 10;B) 11; C) 12; D) 13, E) 14

16) Em um tabuleiro retangular com 6 linhas e 9
colunas, 32 casas estdo ocupadas. Podemos a firmar
que:

A) Todas as colunas tém pelo menos 3 casas ocupadas.
B) Nenhuma colunatem mais de 3 casas ocupadas.

C) Alguma coluna néo tem casas ocupadas.

D) Algumalinhatem pelo menos 6 casas ocupadas.

E) Todas as linhas tém pelo menos 4 casas ocupadas.

17) Contando-se os alunos deumaclassede4 em 4
sobram 2, e contando-se de 5 em 5 sobra 1. Sabendo-se
que 15 alunos sdo meninas e que nesta classe o nUmero
de meninas é maior que o nUMero de meninos, o
numero de meninos nesta classe &
A)7;B)8;C)9;D)10; E) 11

18) Séo escritos todos 0s nimeros de 1 a 999 nos quais
o algarismo 1 aparece exatamente 2 vezes (tais como,
11, 121, 411, etc). A somade todos estes nimeros €:
A) 6882; B) 5994; C) 4668; D) 7224; E) 3448

19) Cincoanimais A, B, C,D, e E, sdocéesou sdo
lobos. Cées sempre contam a verdade e lobos sempre
mentem. A diz que B éum c&o. B diz que C € um lobo.
Cdizque D éumlobo. D diz que B e E sdo animais de
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espéciesdiferentes. E dizque A éum cdo. Quantos
lobos h& entre os cinco animais?
A)1;B)2,C)3D)4,E)5

20) Com azul€gjos quadrados brancos e pretos todos do
mesmo tamanho, construimos os seguintes mosai cos.

A regra para se construir estesmosaicoséa  seguinte:
inicialmente formamos um quadrado com 1 azulgjo
branco cercado por azul€jos pretos; e em seguida, outro
quadrado, este com 4 azul€jos brancos, também cercado
por azul € os pretos; e assim sucess vamente.

Com 80 azulejos pretos, quantos azul€jos br ancos serdo
necessarios para se fazer uma seqiiéncia de mosaicos
como esta?

A) 55; B) 65; C) 75; D) 85; E) 100

XX Olimpiada Brasileira de Matematica —Fase 2

1) Jodo comprou um livro e reparou que ele tinha 200
paginas. Seu irmdo maisnovo arrancouao ac =~ aso 25
folhas e somou os niimeros das 50 péginas.

Expligue porque o resultado desta soma nao pode ser
igual a1998.

Atencao: cada folhatem duas péginas. A primeirafolha
tem aspaginas 1 e 2, asegundafolhatem as paginas 3 e
4, e assim por diante.

2) Que fragdes devem ser retiradas da soma

1111 1 1

—+—+—+—+—+— paraque a soma das restantes
2 4 6 8 10 12

sgaigua al?

3) Encontre dois nimeros de trés algarismos cada um,
usando cada um dos digitos 1, 2, 3, 4, 5, 6 exatamente
umavez, deformaque adiferencaentr eeles(o maior
Mmenos 0 menor) sejaa menor possivel.

4) Existem casas em volta de uma praga. Jodo e Pedro
d&o uma volta na praga, caminhando no mesmo sentido
e contando as casas. Como ndo comecgaram a contar da
mesma casa, a5 casade Jodo éal22 deP edroea5®
casade Pedro € a302 de Jodo. Quantas casas existem
em volta da praca?

5) Existem 20 balas sobre uma mesa e duas criancas
comegam a comé -las, umacrianca de cadavez. Em
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cada vez, cada crianca deve comer pelo menos uma
balaeestaproibida de comer mais que a metade das
balas que existem sobre a mesa. Nesta brincadeira,
ganha a crianca que deixar apenas uma bala sobre a
mesa. Qual das duas criangas pode sempre ganhar na
brincadeira: a primeira ou a segunda a jogar? Como
deve fazer para ganhar?

6) Pintam-se de preto todas as faces de um cubo de
madeira cujas arestas medem 10 centimetros. Por cortes
paralelos as faces, o cubo € dividido em 1000 cubos
pequenos, cada um com arestas medindo 1 centimetro.
Determine:

a) 0 nimero de cubos que ndo po ssuem nenhumaface
pintada de preto.

b) 0 nimero de cubos que possuem uma Unica face
pintada de preto.

C) 0 numero de cubos que possuem exatamente duas
faces pintadas de preto.

d) o nimero de cubos gque possuem trés faces pintadas
de preto.

XXI Olimpiada Brasileira de Matematica —Fase 2

1) Corte 10 agarismos do ndmero
1234512345123451234512345, para que O nUmero
restante seja 0 maior possivel.

2) Sabe-se que trés meses consecutivos de um
determinado ano, ndo bissexto, possuem cada um
exatamente quatro domingos.

a) Estes meses podem ser janeiro, fevereiro e marco?
b) Podem ser agosto, setembro e outubro?

3) Nafigura, ostrigngulos ABC e EGF sdo equil&teros.
O perimetro do tridngulo  ABC é 132cm e, além disso,
AE =EC, BD =DC, EF = FC, DG = GE.

a) Qual o perimetro da area sombreada?
b) Que fragdo da &rea do tridngulo ABC representaa
&rea sombreada?

4) Pedro distribuiu 127 moedas de 1 real em sete caixas
e colocou em cada uma delas uma etiqueta dizendo o
nimero de moedas da caixa. Essa distribuicdo foi feita
de forma que qualquer quantia de R$1,00 a R$127,00
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pudesse ser paga entregando-se apenas caixas fechadas.
De que maneira Pedro fez essa distribuicdo?

5) Um edificio muito alto possui 1000 andares,
excluindo-seotérreo. Do andar térreo partem 5
elevadores:

O elevador A paraem todos os andares.

O elevador B péranos andares multiplos de 5, isto &, O,
5,10, 15, ... Oelevador C péranos andares multiplos
de7,isto 0,7, 14,21, ... O elevador D paranos
andares multiplos de 17, isto €, 0, 17, 34, 51, ... 0]
elevador E para nos andares multiplos de 23, isto €, O,
23, 46, 69, ...

a) Mostre gque, excetuando -se 0 andar térreo, ndo existe
nenhum andar onde param os 5 elevadores.

b) Determine todos os andares onde param 4
elevadores.

6) Encontre o menor tabuleiro quadrado que pode ser
ladrilhado usando pegas com o seguinte formato:

[ 1]

Obs: Ladrilhado significa completamente coberto, sem
superposi¢éo de pegas, e de modo que nenhum ponto
fora do tabuleiro sgja coberto por alguma peca

XXII Olimpiada Brasileira de Matematica —Fase 2

1) De quantas maneiras diferentes podemos construir
um paraelepipedo usando exatamente 24 blocos
cubicosde medidas 1 x 1 x 1?

Obs: Blocos de dimensfes2 x 3x 4 e 2 x 4 x 3devem
ser considerados iguais.

2) O reténgulo abaixo esta dividido em 9 quadrados, A,
B,C,D,E F, G Hel Oquadrado Atemlado 1 eo
guadrado B tem lado 9.

Qual é o lado do quadrado 1?

3) Pintamos de vermelho ou azul 100 pontos em uma
reta. Se dois pontos vizinhos sdo vermel hos, pintamos o
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segmento que os une de vermelho. Se dois pontos
vizinhos sd0 azuis, pintamos o segmento de azul.
Finalmente, se dois pontos vizinhos tém cores distintas,
pintamos 0 segmento de verde. Feito isto, existem
exatamente 20 segmentos verdes.

O ponto na ponta esguerda é vermel ho.

E possivel determinar com estes dados a cor do ponto
na ponta direita?

Em caso afirmativo, qual a cor deste ponto?

4) Desgjamos escrever os inteiros de 1 a 10 nas casas
do desenho ao lado de tal forma que quaisquer quatro
nimeros alinhados aparecem em ordem crescente ou
decrescente.

ad Mostre uma maneira de dispor 0S numeros
respeitando estas condicoes.

b) Quais nimeros podem aparecer nas pontas da
estrela?

c) Quais nimeros podem aparecer nas outras cinco
posi¢oes?

5) Qual é o menor inteiro positivo que é o dobro de um
cubo e o quintuplo de um quadrado?

6) Qual é 0 maior inteiro positivo ntal que os restos das
divisdes de 154, 238 e 334 por n sdo iguais?

XXIII Olimpiada Brasileira de Matematica —Fase 2

1) Ojogo de domind é formado por 28 pegas
retangulares distintas, cada uma com duas partes, com
cada parte contendo de 0 a6 pontinhos.  Por exemplo,
vejatrés dessas pecas

Qual é o nimero total de pontinhos de todas as pecas?

2) Aspecas de um jogo chamado Tangram sdo
construidas cortando -se um quadrado em sete partes,
como mostra o desenho: dois tridngulos reténgulos
grandes, um triangulo retdngulo médio, dois tridngulos
retangul os pequenos, um quadrado e um paral elogramo.
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Se a éreado quadrado grande € 1, qual é aareado
paralelogramo?

3) Carlinhos faz um furo numafolha de papel
retangular. Dobraafolhaao meio efu ra o papel
dobrado; em seguida, dobra e fura novamente o papel
dobrado. Ele pode repetir esse procedimento quantas
vezes quiser, evitando furar onde j& haviafuros. Ao
desdobrar afolha, ele conta o nimero total de furos
feitos. No minimo, quantasdobrasd  everafazer para
obter mais de 100 furos nafolha?

4) Os pontos da rede quadriculada abaixo séo
numerados a partir do vértice inferior esquerdo
seguindo o caminho poligonal sugerido no desenho.
Considere o ponto correspondente ao nimero 2001.
Quaissdo o s nimeros dos pontos situados
imediatamente abaixo e imediatamente a esquerda dele?

13 A

5 6 7 12

4 3 8 11

1 2 9 10

5) Apresente todos 0s nUmeros inteiros positivos
menores do que 1000 que tém exatamente trés divisores
positivos. Por exemplo: o nUmero4teme  xatamente
trés divisores positivos: 1, 2 e 4.

6) Sgja N 0 nimero inteiro positivo dado por N = 12+ 22

+3%+4 2+...+ (196883)?. Qual é 0 algarismo das
unidades de N?
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