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Como Resolver Problemas|
Kin-Yin LI

O famoso livro de George Polya"A Arte de
Resolver Problemas’ é altamente recomendado a
todo estudante que quer ler sobre como se resolver
problemas. Ao nos defrontarmos com um
problema dificil, Polya nosinstrui afazer as
seguintes perguntas: Que condigdo precisa ser
satisfeita? VVocé ja viu um problema parecido?

V 0océ consegue reescrever o problema de um outro
modo? de um modo similar? Onde estd a
dificuldade? Se vocé ndo consegue resolvé-lo,
VOCE consegue resolver uma parte do problema se
as condic¢des sdo enfraquecidas? VV océ consegue
resolver casos especiais? Existe algum padréo
nesses casos particulares? VVocé tem algum pal pite
para aresposta? Que pistas resposta ou esses
casos especiais |he fornecem? Abaixo iremos
fornecer alguns exemplos de como analisar
problemas.

Exemplo 1. Dado um tridngulo ABC com AB o
maior lado. Construa um quadrado tendo dois
vértices sobre o lado AB e um vértice em cadaum
doslados BC e CA utilizando-se de umarégua
(sem medidas) e de um compasso.

Analise. (Onde estd a dificuldade?) A dificuldade
esta na exigéncia de que 0s quatro vértices estejam
sobre os lados do triangulo. Se pudermos afrouxar
de quatro paratrés, o problematorna-se facil.
Sobre CA, tome um ponto P perto de A. Trace uma
perpendicular de AB passando por P, cujo pé é Q.
Com Q como o centro e PQ como o raio, trace um
circulo e deixe-o intersectar AB em R. Desenhe a
linha perpendicular a AB por R esga S o ponto de
intersecao dessa perpendicular com alinha paralela
aAB que passa por P. O quadrilatero PQRS é um
quadrado comPem CA eQ, Rem AB.

(O gue acontece se movermos o ponto P sobre o
lado CA?) Vocé obtém um guadrado semelhante a
PQRS. (O que acontece no caso especial P=A?)

V océ obtém um anico ponto. (O que acontecea S
se vocé move P de A até C?) Enquanto P se move
em AC, otridngulo APQ ira ser similar atodo
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outro triangulo APQ. Ent&o o tridngulo APSir3,
também, ser semelhante a todo outro triangulo
APS, e Siratracar um segmento de reta partindo
de A. Essalinha AS intersecta BC em um ponto S,
gue é o quarto vértice procurado. De S, nés
podemos encontrar o0s trés outros vertices tracando
retas perpendiculares e rotando pontos.

Obs. Existe uma redundancia proposital. As vezes
S quer dizer um S especifico, e as vezes ele quer
dizer um genérico. Cabe a vocé perceber esta
sutileza.

Exemplo 2. (Olimpiada Matemética Russa 1995)
Han>1 assentos em um carrossel. Um menino dan
voltas. Entre cada volta, ele se move no sentido do
rel6gio um certo nimero (inferior an) de vagas até
um novo cavalo. Cada vez €le se move um nimero
diferente de vagas. Encontre todos n para os quais
ele consegue pilotar cada cavalo.

Andlise. (Vocé consegue resolver casos
particulares?) Os casosn = 2, 4, 6 funcionam, mas
0s casos n = 3, 5 ndo funcionam. (Vocé consegue
adivinhar a resposta?) A resposta deve ser n par.
(Que pista os casos particulares |he fornecem?)
Através da experimentacdo com casos particulares,
nOs vemos que se n € impar, entdo a Ultimavolta
parece sempre repetir o cavalo da primeiravolta.
Daprimeira até a Gltimavolta, o garoto se move 1
+2+...+(n=1) =n(n—1)/2 vagas. Se n é impar,
esse numero € multiplo de n e portanto nés
repetimos o primeiro cavalo.

(Existe algum padr&o gue vocé percebe dos casos
particulares em que n € par?) Nomeie os cavalos
1, 2, ..., nno sentido horario. Paran=1, nés
podemos cavalgar os cavalos 1, 2 nesta ordem e a
sequéncia de movimentos é 1. Paran=4, n6s
podemos cavalgar os cavalos 1, 2, 4, 3 nesta ordem
e a sequénciade movimentos € 1, 2, 3. Paran=6,
os cavalospodem ser 1, 2,6, 3, 5, 4 easequéncia
de movimentos 1, 4, 3, 2, 5. Entdo para o caso
geral n par, nés podemos cavalgar os cavalos 1, 2,
n,3,n—1, .., n/2+ 1 nestaordem com os
movimentos1,n-2,3,n—-4, ...,2,n—1. Os
numeros na sequéncia de movimentos séo todos
distintos assim como € o resultado dos nimeros
impares 1, 3, ..., n—1comosparesn—2,n—4, ...,
2.
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Exemplo 3. (Putnam 1982) SejaK(x,y,z) aérea
do tridngulo cujos lados medem Xx, y, z. Para
quaisquer dois tridngulos cujos lados medem a, b, ¢
ed, b, ', respectivamente, mostre que

JK(@b,0) +{K(@,b,c) <{K(a+a',b+b',c+c)
Determine quando vale aigualdade.

Analise. (Vocé consegue reescrever o problema de
outro modo?) Como o problema é sobre a érea e 0s
lados de triangul os, nos vem a mente a formula de
Heron, que informa a &rea de um tridngulo
somente conhecendo a medida de seuslados, X, y,
z e é dada por

K(x,y,2) =4 P(P—X)(P-Y)(P-2),

onde p € 0 semi-perimetro, i.e., p=3(X+y+2).
Utilizando-se dessa férmula, o problematorna-se
demonstrar que

VYstuv +Yst'u'v <4/(s+s)(t+t)(u+u)(v+V')
onde s=3(a+b+c),t=s-au=s-bv=s-ce
similar paras,t,u,Vv'.

(Vocé ja viu um problema similar ou vocé pode
enfraquecer as condi¢des?) Para aqueles que
conhecem a demonstragdo por inducdo de trés para
frente da desigualdade das médias, o problema é
similar aguele do caso n=4 vindo do caso n=2. Para
0S outros, que ndo viram, trabalhar com quatro
variaveis é dificil. Consideremos o caso mais
simples n=2. A desigualdade se tornaria

VY + Xy < Jx+=xX)(y+Y)

que é maisfacil de se provar. Elevando ambos os
lados da igualdade a0 quadrado, cancelando termos
comuns, e fatorando, encontramos a desigualdade

(\/W —Jx y)2 > 0. Vaeaigualdade se e somente
sex/x’ =yly'. Aplicando esta desigualdade — mais
simples — duas vezes, facilmente chegamos a
desigualdade do enunciado

Ystuv +4/st'u'v'
< JWst + Vst Jfuv +4u'v)
< YW+ S)t+t)lu+u)v+v)

A igualdade vale se e somente se a, b, ¢ forem
proporcionaisaa’, b’, ¢, ou sga, quando os
triangul os forem semel hantes.
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Exemplo 4. Existe como distribuir 250 pegas
1x1x4 numa caixa 10x10x107?

Analise. (Onde esta a dificuldade?) 10 € grande
para um cubo tridimensional. NOs podemos
facilitar o problema um pouco se considerarmos
uma caixa bidimensional com nimeros menores,
digamos pegas 1x2 em uma caixa 8x8. 1sso é
claramente possivel de montar. (E se o problema
fosse com um tabuleiro de xadrez e retirassemos
duas pecas?) Ai amontagem pode se tornar
impossivel. Por exemplo, se retiramos duas casas
pretas, ja que 1x2 ocupa uma casa preta e uma
branca qualquer cobertura do tabuleiro deve cobrir
amesma quantidade de casas brancas e pretas.
(Que dicas vocé tira dos casos particulares?)
Colorir as casas da caixa pode gjudar aresolver o
problema. (Podemos reescrever o problema de um
modo similar?) E possivel colorir as casas de uma
caixa 10x10x10 usando quatro cores de forma que
em cada quatro casas consecutivas, cada cor
aparece umavez? Sim, nds podemos colocar uma
cor 1 naquinada caixa, e entdo estender
periodicamente 1, 2, 3, 4 em cada umadas trés
direcOes perpendicul ares paralelas as arestas da
caixa. Contudo, uma contagem mostra que paraa
caixa 10x10x10, existem 251 casas de cor 1, 251
de cor 2, 248 de cor 3 e 249 de cor 4. Portanto a
montagem pedida é impossivel.

Exercicio. (Olimpiada de Moscou 1985) Paratodo
n> 2, mostre que 2" = 7x* + y* paracertos
inteiros imparesx ey.

Perguntas. (\Vocé consegue resolver casos
particulares?) (Existe algum padré&o que vocé
perceba nesses casos particulares?)
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