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1. Optimizacion no lineal sin restricciones

Problema 1 Dada una funcién diferenciable f : R2 — R, hallar x* € R? de
modo que existe una vecindad N de x* tal que

f@") < f(=)
para todo x € N. Tal punto se llama minimo local de f.

Los algoritmos para resolver este problema, dada una aproximacién zy al
minimo local, generan una sucesién de iteraciones {xi}fzo que termina cuando
no se puede mejorar la aproximacion o se alcanza alguna precisién prestablecida.
Para moverse de un punto xj al siguiente zpy; en la iteracién, se utiliza la
informacién de f en x (y ocasionalmente la de los valores previos xo, . .., Tk).

Hay dos formas de lograr esta sucesién. La estrategia que analizaremos
aqui brevemente es la de biisqueda de linea. En este caso, el algoritmo esco-
ge una direcciéon pi y busca a lo largo de esta direccién desde el punto actual
por un nuevo punto que reduzca el valor de f. Se necesita, ademds, calcular la



distancia que recorrerse en esta direccion, lo cual se puede conseguir resolviendo
el siguiente problema de minimizacién

min f(zy, + apy).

Sin embargo, resolver este problema exactamente es muchas veces innecesa-
rio, y basta con aproximarse a una solucién para calcular un nuevo punto de la
sucesion.

1.1. Direcciones de biisqueda

La direccién de maximo descenso —V fj es la eleccién més obvia para buscar
el minimo, pues es la direccién en la que f decrece més rapidamente. Este
esquema nos conduce al método del descenso méas pronunciado. En efecto, por
el teorema de Taylor, tenemos que para cualquier direccién de buisqueda p y
parametro de tamano de paso «, tenemos

i+ ap) = f (ex) + ap" Vi + 50%" V2 f (s + 1),

para algin p € (0,«). La tasa de crecimiento de f a lo largo de p en xj, es el
coeficiente de «, es decir, p” V f;.. Por lo tanto, la direccién unitaria p de méximo
decrecimiento es la solucién del problema

min p?'Vf.
lIpll=1

En virtud de que
p"V fx = Il IV fi]| cos 6,

donde 6 es dngulo entre p y V fi, se infiere que el minimo se alcanza cuando

pe— Vi
IV fill”

Aunque con el método del descenso més pronunciado no necesita calcular
segundas derivadas. De hecho, con cualquier direccién de descenso producird un
decremento en f, siempre que el tamano de paso sea suficientemente pequerno.
Para ver esto, acudimos al teorema de Taylor,

f @i+ epe) = f (z) + epi Vi + O (€7) .

Si py, es una direcciéon de descenso, el coseno del dngulo entre pr v V fi es
negativo, luego ep{v fr <0, asi que

I (xr +epr) < f(wx).



1.2. Calculo del tamano de paso

Tomar simplemente como direccién de descenso al vector unitario en direc-
cién contraria al gradiente no es una buena eleccién pues puede no converger.
En efecto, para una funcién tan simple como f (z) = 22 + y? + 1, el gradien-
te Vf = (2z,2y) evaluado en (0,5,0) vale (1,0). Al movernos en la direccién
opuesta a la este vector (es decir, buscando el mayor descenso), llegamos al punto
(—0,5,0). Repitiendo el proceso de calcular el gradiente y moverse en direccién
opuesta, nos mantendremos oscilando infinitamente entre (0,5,0) y (—0,5,0).
Esto puede evitarse escogiendo un tamafnio de paso para avanzar en la direccion
opuesta a la del gradiente. Para calcular dicho tamano de paso, utilizamos las
condicién de decrecimiento suficiente

f (x4 arpr) < f (vr) + carV fE pr, (1)

donde ¢; € (0,1) es una constante apropiada. Intuitivamente, que se cumpla
esta desigualdad significa que la funcién

¢ (o) = f(z+ ap)
estd por debajo de la linea
(@) = f(z) +caV fTp,

la constante ¢ se escoge generalmente como 1 x 104,
Podemos utilizar el siguiente algoritmo para encontrar el tamano de paso en
el método del descenso mas pronunciado.

Algoritmo 2 (Bisqueda de linea por rastreo hacia atras) Dadosa > 0,
p, ¢ € (0,1), devuelve o, un tamano de paso para el método de descenso mds
pronunciado.

1. Hacer o — @
2. Repetir 3 mientras f (zy + apy) > f (xx) + caV fL .
3. Hacer a — pav.

4. Devolver ay, = a.

Este algoritmo termina porque « se vuelve suficientemente pequeno como
para satisfacer (1). El factor de contraccién p puede variar en cada paso de la
iteracion del método de méximo descenso, pero siempre se halla en el intervalo
(0,1).

Asi, el algoritmo del método del descenso més pronunciado queda de la
siguiente manera.

Algoritmo 3 (Descenso mds pronunciado) Dada f, xg aproximacion ini-
cial al minimo local de f, n el mdzimo nimero de iteraciones y tol la tolerancia.



1. Hacer k = 1.

2. Hacer py «— —%.

Calcular ay, de acuerdo al algoritmo 2.
Hacer xp41 = 2 + agpi

Repetir de 2 a 4 mientras |xp+1 — xx| > tol y k < n.

S v e

Devolver xy,

En particular, vamos a aplicar el algoritmo 3 a la funcién de Rosenbrock

f (@1, 22) = 100 (22 — 22)° + (1 — 21)?, (2)

implementando particularmente para esta funcién los algoritmos en Octave
2.1.50 (http://www.octave.org).

1.3. Implementacién

Como vamos a aplicar el método del descenso mas pronunciado a la funcién
de Rosenbrock, la graficaremos con ayuda de Octave.

function GraficaRosenbrock(a,b,n)

x=[a: (b-a)/n:b];

y=[a: (b-a)/n:b];

for i=1:n+1

for j=1:n+1

ros(i,j)=100*(y(i)-x(i)"2) "2+(1-x(1))"2;
endfor

endfor

mesh (x,y,ros);

endfunction

El resultado es el siguiente para GraficaRosenbrock(-10,10,100).

Ahora reproducimos el cédigo que calcula para (2) la iteracién de descen-
so mas pronunciado de acuerdo a los algoritmos 2 y 3, realizando este tltimo
un nimero de maxit de veces. No se toma en cuenta la tolerancia, porque el
algoritmo converge con mucha lentitud para la funcién (2).

function alpha=busqueda(a,rho,c,u)

gradiente=[-400* (u(2)-(u(1))"2)*u(1)-2x(1-u(1)) 200*(u(2)-(u(1))"2)]1;
p=-gradiente/norm(gradiente) ;

alpha=a;

x=(u+alphax*p) ;

£=100*%(x(2)-x(1)"2) "2+ (1-x (1)) "2;

x=u;

g=100*(x(2)-x(1)"2) "2+ (1-x(1)) "2;
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Figura 1: Funcién de Rosenbrock.

while f>g+(c*alpha)*gradiente*p’
alpha=alphax*rho;
x=(u+alphax*p) ;
£=100* (x(2)-x(1)"2) "2+ (1-x(1)) "2;
endwhile
endfunction

function x=Descenso(x,maxit)
clearplot;
hold on;
u=[1;
y=[1;
for i=0:maxit
alpha=busqueda(1,0.5,0.0001,x);
p=[-400* (x(2) - (x (1)) "2) *x (1) -2*(1-x(1)) 200*(x(2)-(x(1))"2)];
p=p/norm(p) ;
x=x-(alphaxp) ;
u=[u x(1)];




y=[ly x(2)];
endfor
plot(u,y);
hold off

endfunction

La salida es la siguiente para x=Descenso ([0 0],1000).

x = 0.9054 0.8153
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Figura 2: Convergencia del método del descenso mas pronunciado para la funcion
de Rosenbrock.

La gréfica representa el avance del punto g = (0,0). Obsérvese que la con-
vergencia se hace més lenta conforme se acerca al éptimo (1,1).

También se realizd una implementacién genérica del método, aproximando
el gradiente con la férmula

_ 1 f(z+der) - f(x)
Vi) = (f(x+5ez)—f(x))’

donde {e1,es} es la base canénica de R2.



function gra=gradiente(expr,u,delta)
x=u(1l)+delta;

y=u(2);

wl=eval (expr) ;

x=u(l);

y=u(2)+delta;

w2=eval (expr) ;

gra=[wl w2];

x=u(1);

y=u(2);

wl=eval (expr) ;
gra=(gra-[wl wil])/delta;
endfunction

function alpha=busqueda2(expr,delta,a,rho,c,u)
x=u(1)+delta;

y=u(2);

wl=eval (expr) ;

x=u(1);

y=u(2)+delta;

w2=eval (expr) ;

gra=[wl w2];

x=u(1);

y=u(2);

wl=eval (expr) ;
gra=(gra-[wl wl])/delta;
p=-gra/norm(gra) ;
alpha=a;
x=(u(1)+alpha*p(1));
y=(u(2)+alpha*p(2));
f=eval (expr) ;

x=u(1);

y=u(2);

g=eval (expr) ;

while f>g+(c*alpha)*gra*p’
alpha=alpha*rho;
x=(u(1)+alpha*p(1));
y=(u(2)+alpha*p(2));
f=eval (expr) ;

endwhile

endfunction

function x=Descenso2(expr,x,delta,maxit)
clearplot;

hold on;

u=[1;



y=[1;

for i=0:maxit
alpha=busqueda?(expr,delta,1,0.5,0.0001,x%);
p=gradiente (expr,x,delta);
p=p/norm(p) ;
x=x-(alpha*p) ;
u=[u x(1)];
y=[y x(2)]1;

endfor

plot(u,y);

hold off

endfunction

Lasalida para x=Descenso2(’’100*(y-x~2) “2+(1-x)~2)’’, [0 0],0.0001,1000)
es:

x = 0.97095 0.94263
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Figura 3: Maximo descenso con aproximacion del gradiente.



1.4. Conclusiones

Si bien el método del descenso més pronunciado surge de manera muy natural
y es muy intuitivo, atn escogiendo el tamano de paso adecuado puede ser muy
lento, como puede verse en la figura 77.

Por otra parte, el mismo método ilustra una técnica muy importante de la
optimizacion no lineal: la busqueda por linea. Ademas, dentro de ésta estrategia,
pudimos estimar tamanos de paso apropiados para asegurar la convergencia, la
cual no puede garantizarse siguiendo una implementacién inmediata del descen-
so mas pronunciado.

Cabe observar que el desempeno de la segunda implementacion del algoritmo
y la primera son distintas. La segunda resulté mejor porque la funcién es casi
plana alrededor de su minimo global (1,1), y es por ello que la aproximacién
linea al gradiente es superior al valor exacto, en lo referente a escoger la ruta
hacia el minimo.
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