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1. Resultados preliminares

Las fracciones continuas son herramientas muy (tiles en el andlisis y la
teoria de nimeros. Para manipularlas, primero tenemos que definirlas.

Definiciéon 1. Una fraccién continua es una tripla ({a,}3°, {b,}5°, {w,}5°)
donde {a,} y {b,} de sucesiones complejas, con a, #0paran=1,2,...,y
w, se define como sigue. Si t, es la transformacion

dk

() = 25 k=12, (1)

entonces
Wn::tlo~~~otn(0), n:1,2 .....

A w, le llamamos n-ésimo aproximante de la fracciéon continua.

. . N . T
Si al cociente " lo escribimos como el vector (x y) vemos que cada t

es equivalente a la matriz
0 dg
M, =
K (1 bk>

(o) ()= ()

De la definicién es evidente que w, es equivalente al valor de

pues

Myp= M- My M, (0 1)
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Escribamos a la matriz My , como

fon Prm
My,=(" ;
L <sm qm>

tenemos por construccién que

Sp—1 dn-1 1 bn

My, = My 1M, = (Fn—l pn—l) (0 an) _ (,Dn_l aptn—1+ bppn—1

y entonces
'n = Pn-1, Sp = (gp-1,

lo que implica que

Pn = anlp_1 + bnpnfl = apPno+ bnpnfly
Gn = apSp—1 + bnqnfl = anQn-o+ bnqnfly

y que en notacidon matricial es simplemente

Pn Pn—2 Pn-1 dp T
= = M n an bn ]
(qn) (qn—2 qn—l) (bn> Ln—1 ( )

Como My , = My ,, tiene sentido definir

P-1 Po 10
M = = ,
’ (ql qo) (0 1)
lo que hace que la recurrencia (2) tenga sentido para n > 1.
Tenemos que

M, (0 1) = (pn a0) .

dn—1 dnSn-1 + bnqn—l

)

(3)

Yy a p, VY g, los llamamos n-ésimo denominador y numerador de la fraccién

continua. Es claro que
Pn

dn
Resumimos todo lo anterior en el siguiente resultado.

Whp

Teorema 1. Sea t, como en la ecuacion (1). Entonces para n > 1 la trans-

formacion
tl,n = tlo-..otn
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estd asociada a la matriz

Pn—-1 Pn
M, —
o (qn—l qn)
donde p, y q, estan definidas a través de las ecuaciones (2) y (3). Ademds,

_ Pn
dn’

Whp

2. Aplicaciones de la teoria

Hemos visto que el enfoque matricial nos ha dado una recursién para
un cdlculo efectivo del n-ésimo aproximante de una fracciéon continua. Pero
vamos a obtener un poco mas: en virtud de la identidad

det My , = det My det M, - - - det M,
resulta que
Pn-1Gn = PnGn—1 = (=1)"ar -+ - ap;
dividendo esto ultimo entre g,_1g, Ssi es posible, nos conduce a
ne1 ai - ap
dn—19n

Definiendo wo = 0y go = 1 y sumando desde n = m hasta n = 1,
llegamos a una importante relacién:

Wp— Wp1 = (_1)

m

W, = Z(_l)k+1 ngl dy

=1 Ak—14k

La transformacién t,, puede escribirse equivalentemente como

dmam

t(U) = ——2
W)= T au

donde {d,}5°_; es una sucesién de nimeros complejos no nulos. Mds atn,
definiendo
dmam
dmbm + u
rm(u) = dpu

Sm(u) =



tenemos que t, = s, o Iy, y adicionalmente
tjo- -0ty =50r0085,0r,=50(r085)0-0(rm_105,)0 Iy,

entonces Jd
* _ ~10ma
t(u) == rp_10sy(u) = W
y ya que rp,(0) = 0, se sigue que

Wp=totho---0t,(0)=1t]o---0t:(0).

m

Llegamos a otra relacién importante: si remplazamos las sucesiones {a,,}
y {bm} por
{dm—ldmam}: {dmbm} (4)

respectivamente (y definiendo dy := 1), obtenemos una fraccién continua
con la misma sucesién de aproximantes. Dos fracciones continuas con dicha
propiedad se dicen equivalentes.

Ahora estamos en posicion de examinar qué sucede con las sucesiones

a, = ¢y, ax = —Ck/Ck—1,
by =1, b =1+ ci/Ck-1,

donde ¢, # 0. Primeramente:
(_1)n+lal s dp = Cp,

y ademas ¢» = a»qy + boq1 = a» + boby = 1. Por lo tanto, suponiendo que
k-1 = Qx> = 1, entonces gx = 1 por las relaciones de recurrencia. Luego
gk-19x = 1 para k > 1. Entonces tenemos un resultado debido a Euler,

n
w, = E Cp.
k=1

Usando esto para los nimeros ¢, = z"/n!, vemos que

a =z, a = —z/k,
b1:1, bk:].‘l—Z/k,



y esto, ademds, es equivalente a

a =2z, ax=—(k—1)z,
bl =1, bk =k + z,
utilizando la sucesién dx = k en (4).
De aqui que
: 1+§:Zk 1+ ‘
e = _— =
k! 1.z
k=1 1 —
) 2.z
Tz 3+z—---
y en particular, cuando z =1,
1+ !
e —
1
1—
2
3_
3
4 —
5_
y cuando z = —1,
1 1
1— = =
e |+ 1
1+ 2
3
2+
3+ 4
4+ ..
de donde es facil concluir que
e 1 1
— ]_ —= ey
e—1 e—1 ) 2
+
2+ >
3+..



Todo esto funciona bien para e. Probemos para w. Sabemos que si |z] < 1,
entonces
X2k71

arctanz = 2:(—1)"’1
— 2k —1

y segun el resultado de Euler,
(—1)F1x2k=1/(2k — 1) _ 2k—3,

n=N M T(CL) 2 32k —3)  2k—1 "
2k — 3
by =1, by =1 2,
: R Ve
tomando d, = 2k — 1, nos lleva a los coeficientes
a; = x, a = (2k — 3)°x?,
by =1, b = 2k — 1+ (2k — 3)x?,
y por lo tanto,
X
arctanx = 5
|+ 1-x
3 x4 9-x?
— X
53 20X
T T T
Ya que arctan(1) = 7, tenemos
T 1
4 1
1+
9
2+
2+ >
24 ...

3. La fraccion elegante de Euler

Consideremos a la fraccién continua simple
1

a +
as +

as+ ...



que denotaremos como
[a1, a2, a3, ...],

sabemos por las recurrencias (2) y (3) que
Pn = Pn—2 + anPn—1, Gn = Qn—2 + anqn_1.
Euler descubrio, en 1774, la particularmente bella expresién

1
e—2= ,

que madas sucintamente es
e—2=1[1,2,1,1,4,1,..., 1,2n,1,..],

y que probaremos ahora, siguiendo a Cohn [1]. De la fraccién continua anterior
facilmente se siguen las recurrencias para n > 0

P3n+1 = P3n—1 1 P3n, G3nt1 = G3n—1 + Gz,
P3n+2 = P3n + 20P3p41, Q3n = Q3n + 2NGQ3041,
P3nt3 = P3nt1 + P3ni2, Q3043 = G3nt+1 1 Q3ni2.

Lema 1. Dados los niimeros

1 on o n
A _/ Mexdx,

n—|—1 n
= / eX dx,

/ X _ 1)n+1 e Jx



para n > 0 se satisfacen las relaciones

An = q3n—2(e - 2) — P3p—2,
B, = p3n-1— Gan-1(e — 2),
Cn = P3n — q3n(e - 2)

definiendop > = -1y q > =1.

Demostracion. Integrando por partes la expresién para A,, tenemos

1 anl(X _ 1)nex 1 Xn(X _ 1)nflex
R e e B e e

y ahora examinamos la derivada

d (x”(x — 1)”+1ex> o X"(x =1 axTH (x = 1)

dx n! n! et n! et
(n+1)x"(x—-1)" |
n!

n -1 n+1 2 n —1 n
R CEE D PN Gk
n! nl
nx"Hx—-1)"  x"(x—1)"

- n! n! €
n+1 — 1) n —1)"
X1 Xk 1)
n! n!

anl(X _ 1)neX
(n—1)! '

que puede integrarse en el intervalo [0, 1] y obtenemos

1 n+1 —1)" 1 n —1)"
O:/ uexdx_l_Qn/ uexdx
0 n! 0 n!

1 n—-1 . n
_/ XD
=B,+2nA, — C,_1.

que implica
B,=-2nA,+C, 1. (6)



Por dltimo,

An — By = (P3nt+1 + Pant2) — €(@znt2 + Gant1) (7)

= P3nt3 — Qznr3e = Cp.

Finalmente
1
AOZ/GXdX:€—1:QQ(€—2)—pQ
0

1
BO:/ xe¥dx=1=p ;1 —q 1(e —2)
0

—/le—l)e —/xe —/

=2—e=py— qo(e—2),
que junto con las recurrencias (5), (6) y (7) implican el lema. ]
Teorema 2. Se satisfacee —2=1[1,2,1,..., 1,2n,1,..].

Demostracion. Claramente A,, B, y C, tienden a 0 conforme n — oo. Por el
Lema 1 se tiene que

lim qe(e —2) — px =0,
k—00
y como gx > 0 cuando k > 1, se sigue que

e—2=1im > =21 . 1201, ] O

k—oo (g
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