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Ecuaciones Polinomiales, Algoritmosy Robética

Para comenzar vamos a describir qué es o que entenderemos por un robot en €
resto de la charla

Un robot es una sucesion de segmentos conectados en forma de serie, y un
elemento terminal denominado mano (este puede ser prolongacion del segmento

anterior 0 un segmento aparte de longitud cero). Cada una de estas uniones de
segmentos seran denominadas joints o smplemente uniones, y pueden ser de diversos
tipos.
1) En forma esférica (como e hombro o la mufieca de un ser humano)
2) En forma de codo.
L os segmentos pueden ser de dos tipos.
1) De longitud fija.

2) De longitud variable.

mano

codo 3

codo 2
segmento 2

codo 1
segmento 1

Figural
Proposicion: Toda union en forma esférica puede ser reemplazada por uniones en
forma de codo.
De aqui en adelante s6lo analizaremos uniones del tipo 2).
Nuestro principal interés sera:

1) Poder determinar la la posicion de la mano de un robot en términos de
ciertos parametros. (Forward Kinematic Problem)

2) Poder conocer los pardmetros que tienen que ser pasados a robot para
una posicién dada de la mano. (Inverse Kinematic Problem)

Para esto introduciremos Jy C dos espacios en |os cuales trabajaremos.

J=S"" v s [ai,®] " Y% [an,R] (Jointspace) (S' » [0, 2p])
donde cada S representa el la circunferencia de radio uno, y los segmentos [a; , 3]
representan las posibles longitudes de los brazos prisméticos.

C=U"V donde: Ui R? laposicion de lamano y

V=gt la orientacion de la mano.
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Definimos: | : J® C, unafuncién que a cada configuraciénj deJ leasigna un
unico valor de C (posicion y orientacion).

1) ¢Hay una descripcion de | en funcion de una configuracion j de J ?
(FKP)

2) Dado un valor cde C ¢sepuedeobtenerj1 Jtal que! (j) = c? (IKP)

Veremos que existe una forma polinomial para expresar |, sin embargo 2) no es

tan fécil de responder, ya que sera necesario resolver | (j) = ¢ cuando en genera | no
resulta linedl.

Se puede observar que por lo general si e robot estd formado por nmés de un
segmento puede suceder que exista mas de una configuracion posible de J para un
determinado valor ¢ de C y no deberia asombrarnos encontrar para algunas posiciones,
infinitos configuraciones distintas que la representen (Esto muestra que en general | no
resulta inyectiva).

Para estos casos seria de interés poder encontrar todas las soluciones ya que a la
hora de implementar puede que varias de éstas se vean anuladas por imposibilidad fisica
(por gjemplo si hay obstaculos en el medio donde €l robot opera).

Figura 2

FKP (Forward Kinematic Problem)

Fijaremos un sistema de coordenadas (X, y; ) para cada segmento, donde €l ge Xx;
serd una extension de del segmento i+1 y definiremos €l angulo g como aquel entre %
y X%+1 en sentido antihorario.

Tomemos ahora un punto p tiene coordenadas (a+1, bB+1) con respecto a (%41,

Yi+1), para escribirlo en las coordenadas de (X, Vi ) deberemos rotar q; para alinear % y
Xi+1 Y ademés trasladar L; , donde ésta es la medida del i-ésimo segmento.

Nos queda:
&Igzwos(ch) 'Sen(q|)9@+19+%19
&y &en@) cos(a) péh.p &0 g

se puede rescribir como:
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580 a0s(0) -sen@) Load.o
g;%en(qi) cos(q,) o;étlzﬂ;

P 0 0 158 4

Aj

Consideraremos que € segmento correspondiente a la mano tendra L+ = 0y
L 1 =0 porquelos ges (x, y1) estan centrados en € codo 1 igua que (%, Y2)

Considerando € caso en gque € robot tiene Unicamente tres codos y operando:

2,0 2, ¢
g@: AA-%-%@E

a 2
y operando:

3@‘10 agos(Q, +d, +q3) -sen(q, +q, +q3) L, cos(g, +q,) +L, Cos(ql)f_j 334(-?
S I=fsen(@, +0,+0;)  COS(, +0,+0;)  Lysen(d, +0,)+ Lsen(@y) L gb,
§:8 o 0 1 28
y como la mano esta centrada en €l origen (as, bs) = (0, 0), entonces:

a0 ad, o8, +q,) + L, cos(,) 6

é?}g@en(qﬁqz)msen(ql); ®

2

1 2

Si nos interesara, ademas de la posicion, la orientacion de la mano debemos
considerar:

o, C0S(q, +0,) + L, cos(q,) 0
f (0, 0, 0) = & Losen(d +a,) + Lsen(ay) =
é 0, +0, +0, p
Si hubiéramos consideradoJ = St~ &~ St ° [a;, Ry], obteniamos:
&b, 00S(0}, + 0, +0) + L, COS(@, +,) + L, cos(d,) &
f (O 0.0, L) = & LeSeN(@, +, +0,) + Lysen(q, +a,) +L sen(d,) -
§ q, +0, +0, 5

Generalizando se prueba por induccién en n, que| puede ser escrita como:

&’ SN
(;a Li+1COS(a qj)+
j=1

(;i:l j -

¢t & T

f@,---d,) =ca L..sen(a qj)+
i j=1 =

¢ g N

g ad =

i=1 (4]
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Procederemos a llevar la expresion (1) a un sistema polinomia tomando
cos(g:) = ¢ y sen(q;) = s (aplicando igualdades trigonomeétricas), obteniendo:

G’ +s7=1

2 6_34(GC, - §5,) +1L,0)0

& 8L(sC- $6)+LS)g

esto cual define unavariedad en R® que resultaser J. Se puede pensar como

PVOC+HY -1 +y; -1 +y; - )® R?
Observacion: La posicion de la mano no depende de q,, solo interviene para definir la
orientacion:

Observacion: Si se quiere parametrizar la orientacion de la mano podemos pensar a | :
J® U V como }|:J® U ~ [-1,1] ~ [-1,1]

i ® (abs0) donde: cos(g,) =¢
sen(ds) =s
y obtenemos:
a0 @ L(aC-ss)*tLle) 0O
¢ ¢

i § Lise-so)tls) I
6C T 560 98)-5(C8*CS) T
Es 5 Es(s3- 38)+(cs +es);

IKP (Inverse Kinematic Problem)

En esta etapa queremos determinar dado un vaor c1 C si se puede obtener j T J
tal que'! (j) =c, i.e. calcular ! ().

Observando el diagrama 2 podemos observar que | puede resultar no inyectiva

Si estudiamos un caso como el gque planteamos antes donde se tiene un codo
inmediatamente antes de la mano, la posicién de la mano se puede determinar

independientemente de los dngulos g, y q,, veamos esto: sea f el angulo en el cudl se
desea colocar la mano y consideremos q, y q, fijos, tenemos que f =q +q, +q;,
entonces g, =f - q-q,.

Olvidemos entonces la orientacion de la mano y centrémonos en el problema de
laposicion.

Sea(a b)T U laposicion de lamano, entonces resolvamos:
a0_a4(GC, - 58)+L,0)0
Sy 8Ly(sC - 56)+L,S)g
Consideremos entonces €l ideal | donde:

| =<L,(SC, - $6) +L,8)- &, L(cc, - ss,) +L,6) -b,c*+5°- 1,c,* +s5,°- 1>

, teniendo en cuentaque ¢’ +s°=1
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f1 fa f3 fa
Calculemos entonces una base de Grobner reducida para | segun el termorder
lex(c,.s,,¢,,8,)
Obtenemos
N 2 2 2 2 2 2 2 3 2 2
GB::'CZ- a“+b°- LS - L, ,Sz+a +b - a’b+b” +b(L,” - Lg),
i 2L, al, 2l L,
b a+b®+L7*- L’ a’b+b’ +b(L,*- L
G+—§- L2 3’512"' 2(22 %)
a 2al, L,(a" +b%)

+(612+b2)2+(L22- Ly*)? - 2a% (L’ + L) + 20°(L,° - L)u
41,7 (a* +b%)

%+

={% .2 .5 %}

Observacion: cada uno de estos polinomios son elementos del anillo F[c,,c,,S,,S,],
donde F=R(a,b,L,,L;), cuerpo de funciones racionales.

Notar que P=0en F[c,c,,S;,S,]P a=0,b=0,L,=0,L, =0y ademéas F no es
al gebraicamente cerrado.

S| =<f, ,f3,l4>, especidizando a,b, L,, L, obtenemos I* = < fi* fo* fa* 4>
¢Serd cierto que GB* (la base con los polinomios especializados), seguird siendo una

base de Grobner de I*?
¢Puedo especializar en cualquier valor rea?

S F=R(t,...t) Se puede ver que s consideramos una variedad Wi R"
definida como W=V(d,,...,d,)donde los di son los denominadores de

f,0,,Pi !0, =a p.f, yevauamosen R™- W podremos asegurar que GB* sera una
r=1
base de Grobner de 1*.

Observemos ahoralos LT de la GB computada, podemos concluir:
1) resolviendo f, = O se obtiene dos soluciones posibles para s, y para cada
una de éstas, podemos encontrar de forma Unica una solucion del sistemas
2) Eligiendoa® 0,L, 1 0,Ls * 0,&+b?1 0,seveque #V(q,% ,0 ,04)
<¥
3) Para las soluciones encontradas fata determinar cuales de éellas
corresponden a valores reales.

Observacion: Parael caso del robot estudiado se puede ver que W definido como antes
esta formado Unicamente por los valores dénde |os denominadores se anulan.

Para poder realizar algunos calculos, tomemos L, = L3 =1, y quedade gercicio
ver que tanto sustituyendo en GB como recalculando la base de Grobner y luego
especificando, obtenemos el mismo resultado:
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a’+b’- 2 +a2+b2 a’b+b’

GBL={c, - , :
1 2 a 2a
quEsl_ a’+b’ §2+a2b+b3§+u

a 2a a’ +b’ %’,
={h,h, h, h}

Si consideramos € caso L, ! L3, la situacion cambia bastante.
Observacion: GB1 es unabase de Grobner " a b/at 0,&+b’1 0.

Obser vacion: Las soluciones para s, son redlessii 0 £ & + b? £ 4, y paralos casos en
que0< & + b? < 4 hay dos soluciones posibles, para & + b? = 4 hay una dnica solucion,
gue corresponde a poner de manera lineada los segmentos 2y 3.

Observacion: Si & + b? = 0 resultaque a= b = 0, si observamos los polinomios h, hy,
hs, hy podemos ver que varios de |os denominadores se anulan. En este caso basta tomar
g, =p y podemos ver que €l segmento 3 se dobla sobre €l segmento 2 posicionando la

mano enel (0, 0) sinimportar que valor tome ¢ .

Observacion: Si tomamosa=0y & + b* 1 0 resulta que algunos denominadores se
anulan. Sin embargo geométricamente, es un caso que no deberia ser estudiado aparte.
Para solucionar esto bastaria cambiar los ges de coordenadas de forma tal que los
puntos en cuestion no queden con su primera coordenada nula.

Algebraicamente podemos sustituir a= 0y recomputar GB = { &1 ,@ ,0s ,u} estavez
con L, =L3 =1y a=0, obteniendo;
N 2 _ 2

:Cz'b ’Sz'bcuclz"'b
I

GB10 =

4 by _
i 5 YRS Eg—{gl,92,93194}

En resumen:
- s 0<a+b® <4hay 2 soluciones.
- & & +b?>4no hay soluciores.
- & &+ b?=0 hay infinitas soluciones.
- s &+ b? =4 hay unatnica solucion.

Los dos ultimos casos corresponden a lo que llamaremos una singularidad
(kinematic singularities), y sera estudiado méas adelante.

S hubiéramos tomado Ly T [0, 1] sin agregar codos, habria posiciones de la
mano las cuales pueden ser acanzadas con cualquier orientacion de la mano (basta
mirar el caso Ly = 0 dentro de &), mientras que hay otras posiciones que slo se las
puede a canzar con una Gnica orientacion de la mano (S).

_ i b*- 2 b’- 4
Analicemos ahora GBlO:ic2 - T’SZ - bCl,Cl2 + 2
|

by
,51‘5%

A diferencia de la situacion que obteniamos en GB1, se puede ver que €
polinomio g4 involucra solamente a § y ademas es linea en esa variable, de lo cual
deducimos que podemos despegjar obteniendo un Unico valor para §. Mientras que €l
polinomio que Lg es cuadratico e involucra solo a g con lo cual habrd dos valores
posibles para esta variable.



Ecuaciones Polinomiales, Algoritmosy Robdtica Nicolés S. Botbol

Esto so condice geométricamente con que €l valor del angulo sen(q,) esta
determinado de forma Unica, mientras que para cos(g,) tenemos dos valores posibles.

J1b
SN (ia = SN up

N Y

COSqub T Cogcha

Figura3

KS(Kinematic Sinqularities)

Supongamos ahora que tenemos un robot que realiza un trabgjo repetitivo (ciclico),
puesto en términos ma;s precisos, realiza un movimiento en el espacio de configuracion
descrito por c(t) cont |l [a, b], deformata que c(a) = c(b).

Sabemos que paracadacl C $j1 J/!(j) = c. Como hemos visto puede suceder que
haya méas de un sdloj.

Observacion: Es de esperar que si c(t) es cerrado, j(t) sea cerrado, donde j(t) es tal que
F(J(®))=c(®),” t1 [a,b].

Observacién: Podria suceder que si € recorrido no fuera elegido con cuidado, €l robot
tuviera que realizar tareas que lo dafien.

Observacion: Laforma de elegir j(t) no solo deberia tener en cuenta lo anterior, sino
gue se buscara minimizar €l recorrido realizado para mejorar la eficiencia.

Esto motiva el estudio de lo que posteriormente denominaremos singularidades
Cinéticas.
Observacion: f (g, ,d,,9,) definida como antes resulta diferenciable.

Calculemos entonces su diferencial:

aedf, df, 6
gda, " odi, I
bf @,...q9,,L...L,)=¢ : . i =+
gt ol
édql dL, 3
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Sabemos que Df(q,...q,,L...L,) es la funcion que mejor aproxima a
f@Q,...q9,,L...L,) . En & sentido en que:

e&eq, - CI10

F (GG Lo L) @F (A Gy oLy oo Ly )+ DF @ -Gy Ly Ly )
el - L,

Q- I - O:

Diremos que
a:11'q10
F (G Lo L) - £y oGy oLy - Ly ) @DF @ Gy Ly oLy )
DC 8Lm- Lmo

N ——
DJ

I+ -l O

Q

Definicion: Un singularidad cinética para un robot esun puntoj T J tal que Df (j) no
tiene rango maximo.

En nuestro eemplo resulta que Df (j)T R*?, entonces podemos decir que
det(Df (j))=0 " T J.

V eamos esto:
ab;cog(q, +0,) +L, cos(ql)g

S (60 G) = { LSN(d, +0,) + Lsen(qy) - entonces Df (,0;,;) =
§ 0, +0,+0, P

ad-sen(q,) cos(q,) - cos(q,) sen(q,)) L ,-sen(q,) L,  (-sen(q,) cos(q,) - cos(q,) sen(q,)) L,

= £(cos(q,) cos(a) - sen(q,) sen(q,)) La+ cos(q) L,  (cos(a,) cos(d,) - sen(dy) sen(a,)) L,

: 1 :

y entonces:

det(Df (9,,9,,0,)) = L,sen(q,)’L ,sen(q,)+L ,cos(a,)’L ,sen@ ,) = sen(@,)

L uego los puntos de singularidades son {0, p} tal como se esperaba.
Esto se condice geométricamente con las configuraciones para las cuaes hay una Unica,
o infinitas preiméagenes.
Proposicion: Sea, : J® C lafuncién de configuracion para un robot planar con mas de
dos codos. Entonces existen singularidades cinéticas.
Dem.:

Yavimos antes que | puede ser escrita como

05
0;

15
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bt g o

(;a |—i+1003(a qj)+

gi:l j=1 N

Gt ) -

f@....09,) =¢ca L.sen(aq;) +
ci=t j=1 =

¢ a -

g a d =

i=1 4]

y por lo tanto su diferencial Df T R*" resulta:

n-1

2% i n-1 i O

(o a Li+133n(é q]') - é Li+1sen(é. q j) cee 7 I-nse"qn-l 0-

C i=1 i=1 i=2 el =

_CBt 9 Bl d =

Df @....9,)=ca L.cos@d;) a L.cos@g;) ... L,cosq,, O+

c =l =1 i=2 i=1 =

¢ 1 1 1 17

g 5
Observemos ahora que si tomo ¢, 1 {Op} " 1£i£n, todala primera fila se

anula, y por consiguiente rg(Df (q,,...,q,)) £2

H

Veamos cuan importantes son las singularidades cinéticas a la hora de decidir
una parametrizacion j(t)apropiada.

Sea j(f) una parametrizacion que pasa por una singularidad, es decir
rg(Df (j(t))) £ 2paraalgin t.

Sabemos que f (j(t)) =c(t) paratodot.

Derivando obtenemos que Df (j(t)).j%t) =c¢t), con lo cudl puede suceder que
rg£2
no exista una solucién para este sistema, lo cua nos indicaria que no hay un camino
suave j(t) en esadireccion.
Si consideramos un robot con tres codos y dos segmentos, donde
9,=0, g,=p, g,=a, loque corresponde a que € robot tenga un codo en €l punto

(2,0), y otro en € (0,0), y se quiera avanzar en ladireccion —e;, s caculamos la matriz
diferencia nos queda

e 0 0 0o
Df (O,p,a) = G. L+L -L O: esto nos permite ver que €l sistema:
1 1 15
e 0 0 0o
ckt,) = é L +L, -L; O;.j ®t,) no tiene solucion, ya que c&t,).e * Oyaque
1 1 1

avanzo en esa direccion. Con lo cud no hay un camino suave desde esa posicion en esa
sentido hasta & punto (b,0) .
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