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Binary Tree

การใช้ต้นไม้ในการวิเคราะห์การเรียงลำดับข้อมูล (Sorting)

การเรียงลำดับข้อมูลเป็นงานที่เกิดขึ้นบ่อยครั้ง โดยเฉพาะในการประยุกต์ใช้คอมพิวเตอร์ เช่น การจัดพิมพ์สมุดรายนามผู้ใช้โทรศัพท์   ซึ่งการพิมพ์รายนามผู้ใช้โทรศัพท์จะต้องเรียงตามตัวอักษรหรือการพิมพ์รายชื่อนักศึกษาเรียงตามรหัสประจำตัว 
กรรมวิธีในการเรียงข้อมูลมีอยู่หลายวิธี โดยมีประสิทธิภาพและความซับซ้อนในการทำงานที่ต่างกันไป ในหัวข้อนี้จะทำการวิเคราะห์ความซับซ้อนในการเรียงลำดับข้อมูลโดยนำลักษณะโครงสร้างของต้นไม้มาช่วยในการวิเคราะห์
1. การเรียงลำดับด้วยการเลือก (selection sort) 

หลักการทำงาน คือเลือกข้อมูลที่น้อยที่สุดออกมาไว้ ณ ตำแหน่งแรก (กรณีเรียงข้อมูลจากน้อยไปมาก) จากนั้นเลือกข้อมูลที่น้อยที่สุดรองลงมาไว้ ณ ตำแหน่งที่สอง ทำเช่นนี้จนกว่าข้อมูลทุกตัวถูกเลือกก็เป็นอันสิ้นสุดการเรียงลำดับ 
ถ้าข้อมูล n จำนวนที่จะทำการเรียงลำดับคือ a[1], a[2],..., a[n] ขั้นตอนการเรียงลำดับสามารถเขียนเป็นอัลกอลิทึมได้ดังนี้
	1:       FOR  i  := 1  TO  n-1  DO {

2:             k  :=   i ;   min  :=  a[i]; 

3:                 FOR   j  :=  i+1  TO  n  DO

4:                       IF  a[j]  <  min  THEN 

5:                           {  k  :=  j;  min  :=   a[j]; }

                }       

6:                  a[k]  :=  a[i];  a[i]  :=  min; [สลับค่า]

            }


ตัวอย่าง เรียงลำดับรายการตัวเลข 4,1,6,0,8 จากน้อยไปหามาก โดยใช้การเรียงลำดับแบบตัวเลือก
	ลำดับข้อมูล
	พิจารณาข้อมูลตำแหน่งที่
	ค่าที่น้อยที่สุด
	สลับกับ
	จำนวนครั้งในการเปรียบเทียบ

	4 1 6 0 8
	1 ถึง 5
	0
	4
	4

	0 1 6 4 8
	2 ถึง 5
	1
	1
	3

	0 1 6 4 8
	3 ถึง 5
	4
	6
	2

	0 1 4 6 8 
	4 ถึง 5
	6
	6
	1

	0 1 4 6 8
	เรียงเรียบร้อย
	
	
	รวม 10


 
จากตารางแสดงการเปลี่ยนแปลงตำแหน่งข้อมูลระหว่างการเรียงลำดับแบบเลือก โดยข้อมูลชุดซึ่งถูกขีดเส้นใต้คือ ข้อมูลส่วนที่ถูกเรียงแล้ว ในแต่ละรอบการทำการหาค่าน้อยที่สุดในกลุ่มที่พิจารณาที่ยังไม่เรียงลำดับ (ข้อมูลที่ไม่มีเส้นในตาราง) หลังจากเลือกข้อมูลที่น้อยที่สุดเช่นนี้เป็นจำนวน 4 รอบ(จำนวนข้อมูลทั้งหมดลบด้วย 1) จะได้ข้อมูลที่เรียงลำดับ คือ 0 1 4 6 8 และจำนวนครั้งในการเปรียบเทียบทั้งหมดคือ 4+3+2+1 = 5(5-1)/2 = 10 ครั้ง

ประสิทธิภาพของการเรียงลำดับแบบเลือก

จำนวนครั้งในการเปรียบเทียบของการเรียงลำดับด้วยการเลือกตามอัลกอริทึมเท่ากับ
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 (n-1) + (n-2) + ... + 1 =                    =                   = O(n2)

อัตราการเติบโตของเวลาในการทำงานว่า แปรตามกำลังสองของขนาดของจำนวนข้อมูล เครื่องหมาย O (big-oh) เป็นเครื่องหมายที่ใช้ทางวิทยาศาสตร์คอมพิวเตอร์ที่ว่าด้วยเรื่องระดับความยุ่งยากของอัลกอลิทึม ให้เครื่องหมาย O แทนใน function quadratic เป็น        f(n) = an2 + bn + c  สามารถกล่าวได้ว่า f(n) เป็น O(n2) [f ของ n เป็น Oh ของ n กำลังสอง]

· การเรียงลำดับข้อมูลโดยใช้การเปรียบเทียบข้อมูลทีละคู่นั้น สามารถจำลองการเปรียบเทียบโดยใช้ Binary tree ซึ่งมีจุดภายในแทนการเปรียบเทียบข้อมูล แทนผลลัพธ์ในการเรียงข้อมูลและทางเดินจากรากถึงใบเป็นขั้นตอนในการเปรียบเทียบข้อมูล 

ดังภาพแสดงขั้นตอนการเรียงลำดับข้อมูล a, b, c แบบเลือก ขั้นตอนการเรียงลำดับจะขึ้นอยู่กับผลลัพธ์ในการเปรียบเทียบ ซึ่งบอกถึงเส้นทางที่ต้องไปในต้นไม้ 
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จากภาพสรุปได้ว่าถ้ามีข้อมูล 3 จำนวน คำตอบที่ออกมาจะมีได้ 6 รูปแบบหรือ 3! = 1x2x3 = 6   ดังนั้นถ้ามีข้อมูล n จำนวน ผลลัพธ์ในการเรียงลำดับที่เป็นไปได้ทั้งหมด = n! แบบ ดังนั้นต้นไม้การเปรียบเทียบของการเรียงลำดับข้อมูล n ข้อมูลใด ๆ จะมีใบอย่างน้อย n! ใบ  จึงต้องมีความสูงอย่างน้อย [log2 n!] เนื่องจากความยาวของทางเดินจากรากถึงใบคือจำนวนการเปรียบเทียบข้อมูล ดังนั้นการเรียงลำดับข้อมูล n ข้อมูล ต้องมีการเปรียบเทียบข้อมูลอย่างน้อย [log2 n!]  ครั้ง ซึ่งเท่ากับ  O (n log2 n) 
จากภาพมีบางนัยแทนสถานะซึ่งไม่มีทางเกิดขึ้น นั่นคือ จะไม่มีการเปรียบเทียบใดๆ ที่จะนำไปสู่นัยดังกล่าว เนื่องจากผลของการเปรียบเทียบต่างๆ ในทางเดินขัดแย้งกัน  จึงเห็นได้ว่าการเรียงลำดับแบบเลือกนั้นมีการเปรียบเทียบซึ่งไม่จำเป็นต้องทำ
ตัวอย่าง ถ้า a, b, c = 3, 1, 2  จงเรียงลำดับจากน้อยไปหามาก
· เริ่มเปรียบเทียบ 3 กับ 1 เนื่องจาก 1 < 3  จึงเปรียบเทียบ 1 กับ 2 เนื่องจาก 1 < 2  จึงเปลี่ยนตำแหน่งข้อมูลเป็น  b, a, c = 1, 3, 2   

· จากนั้นเปรียบเทียบ 3 กับ 2 เนื่องจาก 2 < 3 จึงเปลี่ยนตำแหน่งเป็น b, c, a  = 1, 2 ,3  

2.  การเรียงลำดับแบบ Bubble sort 


    การเรียงลำดับข้อมูลแบบ Bubble sort เป็นวิธีหนึ่งที่ง่ายและสะดวกในการเรียงลำดับข้อมูล แต่ไม่ใช่วิธีที่มีประสิทธิภาพมากที่สุด โดยหลักการของวิธีการเรียงลำดับข้อมูลแบบนี้ คือ การให้ค่าของข้อมูลที่มีค่ามากมีน้ำหนักมากที่สุดและจะจมลงข้างล่าง ส่วนข้อมูลที่มีค่าน้อยจะมีน้ำหนักน้อยและมีคุณสมบัติลอยตัวกว่าทำให้ข้อมูลที่มีค่าน้อยจะเลื่อนขึ้นข้างบนคล้ายฟองน้ำที่มีความหนาแน่นน้อยจะต้องลอยขึ้นผิวน้ำ ความหนาแน่นของฟองน้ำเปรียบได้กับค่าของข้อมูล   
ตัวอย่าง ให้ใช้วิธี Bubble sort ในการเรียงข้อมูล 3,2,4,1,5 จากน้อยไปหามาก
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สำหรับ Pseudocode ของการเรียงลำดับข้อมูลแบบ Bubble sort สามารถแสดงได้ดังนี้
Algorithm the Bubble sort

procedure bubblesort(a1,....an)

for i := 1 to n - 1


begin

    for j := 1 to n - i


    if aj > aj+1 then สลับที่ระหว่าง  aj และ aj+1

end


จากตัวอย่างสามารถอธิบายได้ดังนี้ ขั้นแรกของการเรียงลำดับข้อมูลแบบ Bubble sort คือจากโจทย์กำหนดให้เรียงลำดับจากน้อยไปหามาก ดังนั้นการเปรียบเทียบต้องตรวจสอบดังนี้ 

· เริ่มด้วยการเปรียบเทียบข้อมูลตัวแรกกับข้อมูลตัวที่ 2    นั่นคือเปรียบเทียบ 3 กับ 2 ปรากฏว่า 3 > 2 ซึ่งไม่เป็นสิ่งที่โจทย์ต้องการ จากคุณสมบัติที่กำหนดให้ข้อมูลที่มีค่ามากกว่าจะต้องจมลงและข้อมูลที่มีค่าน้อยจะต้องลอยตัวขึ้น ดังนั้นจึงสลับ 3 อยู่ข้างล่างของ 2  

· จากนั้นเปรียบเทียบ 3  กับข้อมูลตัวที่ (3) คือ 4  ปรากฏว่า 3 < 4 ซึ่งอยู่ในตำแหน่งที่ถูกต้องจึงไม่มีการสลับที่ของข้อมูล  

· จากนั้นเปรียบเทียบ 4 กับข้อมูลตัวที่ (4) คือ 1 ปรากฏว่า 4 > 1 ซึ่งอยู่ผิดตำแหน่งกันจึงต้องมีการสลับเอาข้อมูลที่มีค่าน้อยกว่าไปอยู่ข้างบน 

· ขณะนี้ 4 เป็นข้อมูลที่ใช้เปรียบกับข้อมูลตัวถัดไปคือ 5 ซึ่ง 4 < 5 ซึ่งอยู่ในตำแหน่งที่ถูกต้อง cและ 5 เป็นข้อมูลที่มีค่ามากที่สุดในจำนวนข้อมูลทั้งหมด ซึ่ง 5 เป็นข้อมูลที่อยู่ในตำแหน่งที่ถูกต้องแล้วจากการเรียงลำดับไป หนึ่งรอบ เพราะฉะนั้นในรอบที่ 2 จะไม่มีการนำข้อมูลที่ถูกต้องแล้วมาพิจารณาอีก ซึ่งมีเพียง 4 ตัวเท่านั้น 

· เมื่อกระทำการเปรียบเทียบในรอบที่ 2 เสร็จจะสังเกตเห็นว่าข้อมูลที่มีค่ามากเป็นที่สองรองจาก 5 จะถูกนำมาเรียงต่อขึ้นมากจาก 5 คือ 4  เพราะฉะนั้นในการทำการเรียงลำดับข้อมูลในรอบที่ 3 จะพิจารณาข้อมูลเพียง 3 ตัวเท่านั้น จนในรอบที่ 4 จะเหลือข้อมูลในเปรียบเทียบเพียง 2 ตัวเท่านั้น
ประสิทธิภาพของการเรียงลำดับแบบ Bubble sort 

จาก pseudocode จะสังเกตได้ว่าวิธีการ bubble sort มีการเปรียบเทียบของข้อมูลทั้งหมดนับเป็นจำนวนรอบคือ จำนวนข้อมูล - 1 รอบ (n-1) และจำนวนครั้งในการเปรียบเทียบเท่ากับ

(n-1) + (n-2) + .... + 1 =                     =                = O(n2)

ตัวอย่าง ในเรียงลำดับข้อมูลต่อไปนี้จากน้อยไปหามาก   10,3,6,1 โดยใช้วิธี bubble sort 


3.  การเรียงลำดับข้อมูลแบบ merging


    ในการเรียงลำดับหลาย ๆ แบบนั้น แบบ Merging sort เป็นวิธีการเรียงลำดับข้อมูลที่มีความยุ่งยากของอัลกอลิทึมที่สุดของการเรียงลำดับน้อยมากระดับหนึ่ง โดยหลักการของการเรียงลำดับแบบ merging คือการรวมข้อมูลที่ได้รับการเรียงลำดับแล้วสองชุดเข้าด้วยกันเป็นชุดใหม่ ซึ่งมีตัวอย่างช่วยในการอธิบายได้ดังนี้
 ตัวอย่าง  ในการเรียงลำดับข้อมูล 8 , 2 , 4 , 6 , 9 , 7 , 10 , 1 , 5 , 3  โดยใช้การเรียงลำดับแบบ merging  วิธีการนี้เริ่มด้วยการแยกข้อมูลที่ต้องการเรียงลำดับออกเป็น 2 ชุด  ซึ่งแสดงข้อมูลแสดงอยู่ใน binary tree ดังภาพด้านบน

วิธีการเรียงลำดับกระทำได้โดยการรวมคู่ของกลุ่มข้อมูลย่อย ข้อมูลจะเรียงลำดับจากน้อยไปหามาก ทำการรวมข้อมูลของแต่ละคู่กลุ่มข้อมูลจนกระทั่งข้อมูลทั้งหมดถูกเรียงลำดับจนครบทุกค่า ดังแสดงในภาพด้านล่าง


จากกระบวนการรวมชุดของข้อมูล 2 ชุดเข้าด้วยกันโดยเรียงตามลำดับ จนกระทั่งได้ชุดข้อมูลทั้งหมด สามารถอธิบายการเรียงลำดับแบบ merging  เป็นกระบวนการแบบเรียกตัวเอง (recursive)  โดยการแยกข้อมูลออกเป็น 2 ชุดเท่า ๆ กัน ทำการเรียงลำดับข้อมูลแต่ละชุดด้วยวิธีการ merging  และนำข้อมูลทั้ง 2 ชุดมารวมกัน
ตัวอย่าง ในเรียงลำดับของข้อมูล 2 ชุดต่อไปนี้เข้าด้วยกันจากน้อยไปหามาก โดยมีข้อมูลสองชุดคือ  1 , 3 , 4  และ  2 , 4 , 5 , 6 

	ตารางที่ 1  การรวมข้อมูล  2 , 3 , 5 , 6  และ 1 , 4

	ข้อมูลชุดที่ 1
	ข้อมูลชุดที่ 2
	ชุดข้อมูล Merging
	การเปรียบเทียบ

	2 4 5 6
	1 3 4
	
	1 < 2

	2 4 5 6
	    3 4
	1
	2 < 3

	  4 5 6
	    3 4
	1 2
	3 < 4

	   4 5 6
	      4
	1 2 3
	4 = 4

	       5 6
	     4
	1 2 3 4
	4 < 5

	       5 6
	
	1 2 3 4 4
	

	
	
	1 2 3 4 5 6
	


หลักของการเรียงลำดับแบบ Merging คือการนำข้อมูลทีละตัวของแต่ละชุดมาเปรียบเทียบกัน โดยให้เลือกเอาข้อมูลที่มีค่าน้อยกว่าไปไว้เป็นคำตอบ แล้วนำข้อมูลที่เหลือมาเปรียบเทียบกับข้อมูลตัวถัดไปของชุดที่ถูกเลือกหรือคัดออกแล้ว จากนั้นจึงเลือกข้อมูลที่มีค่าน้อยกว่าไปเป็นคำตอบอีก การเปรียบเทียบจะสิ้นสุดลงด้วยการไม่มีคู่จะให้เปรียบเทียบ นำข้อมูลที่เหลือมารวมเป็นคำตอบ  

จากตัวอย่างสามารถเขียนเป็นอัลกอลิทึมได้ดังนี้

ประสิทธิภาพของการเรียงลำดับแบบ merging 


ถ้าสมมติให้ มีข้อมูลสองชุด ชุดแรกมีจำนวนข้อมูล m ตัว และชุดที่สองมีจำนวนข้อมูล n ตัว ในการใช้อัลกอลิทึมของ merging sort ในการเรียงลำดับของข้อมูลสองชุดนี้จะทำให้เกิดการเปรียบเทียบข้อมูลเป็นจำนวน m+n-1 ครั้ง 


การหาประสิทธิภาพของการเรียงลำดับแบบ merging ที่สมบูรณ์หาได้โดย กำหนดให้มีข้อมูลทั้งหมดเท่ากับ n ต้องการนำมาเรียงลำดับ กำหนดให้ n = 2m (เมื่อ m เป็นเลขจำนวนเต็ม) 

ดังนั้นการแบ่งข้อมูล 2m ข้อมูลออกเป็นสองส่วนแรก ข้อมูลในชุดข้อมูลย่อยจะมีข้อมูลอยู่ชุดละ 2m-1 ข้อมูล จำนวนจุดภายในของต้นไม้ในระดับที่หนึ่งคือระดับที่ 1 จะมีชุดข้อมูลอยู่  21 = 2 ชุด  

ดังนั้นจำนวนชุดข้อมูลในระดับที่ k-1  เท่ากับ 2k-1 ชุด โดยที่ k คือระดับในต้นไม้ เพราะฉะนั้นจำนวนสมาชิกในแต่ละชุดในระดับที่ k-1 = 2m-k+1      ซึ่งในระดับที่ k-1  เมื่อแยกข้อมูลเป็นในระดับที่ k จะได้ชุดข้อมูล 2k ชุดและข้อมูลในแต่ละชุดเท่ากับ 2m-k  ในระดับสุดท้ายของต้นไม้จะมีชุดข้อมูลทั้งหมด 2m ชุดในแต่ละชุดมีข้อมูลอยู่ 1 ข้อมูล
ในการรวมชุดข้อมูลเริ่มต้นการเปรียบเทียบที่คู่ของชุดข้อมูล 2m ชุด ซึ่งมีข้อมูลอยู่ 1 ข้อมูลให้เป็น 2m-1 ชุด  ในระดับที่ m-1 แต่ละชุดจะมีข้อมูล 2 ข้อมูล โดยที่การรวมในแต่ละคู่จะมีการเปรียบเทียบกัน 1 ครั้ง (จาก m+n-1 = 1+1-1 = 1)

ในระดับที่ k (k= m , m-1, m-2, … , 3 , 2 ,1 )  จะมีจำนวนชุดข้อมูล 2k ชุดในแต่ละชุดมีจำนวนข้อมูล 2m-k  ข้อมูลจะถูกรวมเป็นชุดข้อมูล 2k-1 ชุดที่แต่ละชุดมีข้อมูล 2m-k+1  ข้อมูลในระดับที่ k-1  ดังนั้นการรวมข้อมูลในแต่ละ 2k-1 ชุดต้องการข้อมูล 2 ชุดและข้อมูลในแต่ละชุดจะต้องมีการเปรียบเทียบกัน จาก m+n-1  เพราะฉะนั้นจำนวนครั้งในการเปรียบเทียบจะมีไม่เกิน 2m-k+2m-k–1  = 2m-k+1-1   ดังนั้นในเปรียบเทียบในแต่ละระดับจะต้องกระทำไม่เกิน 2k-1(2m-k+1-1)

ดังนั้นผลรวมในการเปรียบเทียบทั้งหมดในแต่ละระดับคือ  






         =    m2m – (2m-1)

ในที่นี้  2m = n  และ m = log 2 n  เพราะฉะนั้นจากการวิเคราะห์จำนวนครั้งในการเปรียบเทียบจะได้ว่า O(n log2 n) นั่นคือวิธีการนี้มีประสิทธิภาพ สามารถเรียงลำดับได้เร็ว
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a>b>c





 รอบแรก


 3	2	2	2


 2	3	3	3


 4	4	4	1


 1	1	1	4


 5	5	5	5





 รอบที่สอง


 2	2	2


 3	3	1


 1	1	3


 4	4	4


 5	5	5





 รอบที่สาม


 2	1


 1	2


 3	3


 4	4


 5	5





 รอบที่สี่


     1


     2


     3


     4


     5





มีการสลับที่


ตำแหน่งถูกต้อง





         รอบที่หนึ่ง


     3	 3	       3       3	 


    10  	10	      6       6


     6	 6     10       1


     1	 1      1       10 





   รอบที่สอง


 3       3       3	 


 6       6       1


 1       1       6


10     10     10





   รอบที่สอง


 3       1	 


 1       3


6       6


10     10
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Algorithm Merging 2 lists


procedure merge (L1,L2:list)


L := เป็นชุดข้อมูลว่าง


while L1 และ L2 ไม่เป็นชุดข้อมูลที่ว่าง


begin


เลือกค่าที่น้อยที่สุดของข้อมูลตัวแรกของ L1 และ L2 แล้วนำไปวางใน L


if ข้อมูลชุดหนึ่งชุดใดถูกเลือกออกหมดจนเป็นที่ว่าง then 


     นำส่วนที่เหลือของข้อมูลชุดที่เหลือไปวางเรียงต่อจาก L


end
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b>c
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