moskowskij fiziko-tehni~eskij institut gosudarstwennyj uniwersitet

nA PRAWAH RUKOPISI

dANILOW nIKITA ‘RXEWI^

udk 517.91.1

kategornye i burbakowskie konstrukcii w teorii uprawleniq

sPECIALXNOSTX 01.01.09 — ,,mATEMATI^ESKAQ KIBERNETIKA“

dissertaciq NA SOISKANIE U^ENOJ STEPENI KANDIDATA FIZIKO-MATEMATI^ESKIH NAUK

nAU^NYJ RUKOWODITELX ^LEN.-KORR. ran pAWLOWSKIJ ‘RIJ nIKOLAEWI^

dOLGOPRUDNYJ — 1999

oGLAWLENIE

gLAWA 1. pREDISLOWIE 4

gLAWA 2. wWEDENIE 6

gLAWA 3. pOSTANOWKA ZADA^I 9 3.1 wWEDENIE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 3.2 sTRUKTURY . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11 3.3 oBOZNA^ENIQ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

gLAWA 4. pODOB˙EKTY I FAKTOROB˙EKTY 13 4.1 iN˙EKCII I MONOMORFIZMY . . . . . . . . . . . . . . . . . 13 4.2 sWOBODNYE OB˙EKTY . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15 4.3 bURBAKOWSKOE I KATEGORNOE OPREDELENIE PODOB˙EKTA I FAKTOR-OB˙EKTA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18 4.4 sTROGIE MONOMORFIZMY I “PIMORFIZMY . . . . . . . . . 22 4.5 rEGULQRNYE MONOMORFIZMY I “PIMORFIZMY . . . . . . . 24

4.6 HP F -RODY STRUKTUR I BIKATEGORII . . . . . . . . . . . . 26

gLAWA 5. pROIZWEDENIQ I KOPROIZWEDENIQ 28 5.1 oPREDELENIQ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

5.2 (P_i) − lim-PREDEL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

oglawlenie 2 5.3 sTROGOSTX KONUSA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34 5.4 kATEGORII FUNKTOROW . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

5.5 EKM-MORFIZMY . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

gLAWA 6. uPRAWLQEMYE SISTEMY 43 6.1 kATEGORII DLQ DINAMI^ESKIH SISTEM . . . . . . . . . . . 43

6.1.1 gLADKIE MNOGOOBRAZIQ . . . . . . . . . . . . . . . . 43 6.1.2 oBYKNOWENNYE DIFFERENCIALXNYE URAWNENIQ . . 47 6.1.3 dINAMI^ESKIE SISTEMY . . . . . . . . . . . . . . . 49 6.2 EKM-RODA STRUKTUR DLQ DINAMI^ESKIH SISTEM . . . . . 62 6.2.1 gLADKIE MNOGOOBRAZIQ . . . . . . . . . . . . . . . . 63 6.2.2 dIFFERENCIALXNYE URAWNENIQ . . . . . . . . . . . 66 6.2.3 dINAMI^ESKIE SISTEMY . . . . . . . . . . . . . . . 70

gLAWA 7. η-KATEGORII 72 7.1 oPREDELENIQ I MOTIWIROWKA . . . . . . . . . . . . . . . . 72

7.1.1 wWEDENIE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72 7.1.2 oPREDELENIQ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73 7.1.3 pRIMERY . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

7.2 kATEGORII FUNKTOROW . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77 7.3 lEMMA jONEDY . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87 gLAWA a. tEORIQ KATEGORIJ 101 a.1 oSNOWNYE PONQTIQ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101 a.2 eSTESTWENNYE PREOBRAZOWANIQ, PREDELY . . . . . . . . . . 109 a.3 pODOB˙EKTY I FAKTOROB˙EKTY . . . . . . . . . . . . . . . 115 a.4 bIKATEGORII . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119 gLAWA b. rODA STRUKTUR 122 b.1 oSNOWNYE FAKTY . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122 b.2 rODA STRUKTUR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126 b.3 oSOBENNOSTI BURBAKOWSKIOJ SISTEMY . . . . . . . . . . . 129

gLAWA w. pRIMERY 133 w.1 kATEGORII . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133 w.2 rODY STRUKTUR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136 w.3 sWOBODNYE I KOSWOBODNYE OB˙EKTY . . . . . . . . . . . . 140

bIBLIOGRAFIQ 147

pREDMETNYJ UKAZATELX 149

gLAWA 1

pREDISLOWIE

oPISANIE CELI I MOTIWACII.

dANNAQ RABOTA PREDSTAWLQET SOBOJ SRAWNENIE NEKOTORYH KONSTRUKCIJ TEORII KATEGORIJ I IS^ISLENIQ RODOW STRUKTUR bURBAKI PRIMENITELX- NO K TEORII UPRAWLQEMYH DINAMI^ESKIH SISTEM. kAK TEORIQ KATEGO- RIJ, TAK I IS^ISLENIE RODOW STRUKTUR ISPOLXZU@TSQ KAK FORMALIZ- MY DLQ OPISANIQ I IZU^ENIQ SOWOKUPNOSTEJ (TIPOW) ODNORODNYH MA- TEMATI^ESKIH OB˙EKTOW: ALGEBR, TOPOLOGI^ESKIH PROSTRANSTW, DIFF. MNOGOOBRAZIJ, DIFF. URAWNENIJ (S UPRAWLENIEM) I T.P. oBA “TIH FOR- MALIZMA KONKRETIZIRU@T OB]EMATEMATI^ESKIE PONQTIQ PODOB˙EKTA, FAKTOROOB˙EKTA, PROIZWEDENIQ SEMEJSTWA OB˙EKTOW I T.D. w TO WREMQ KAK W KLASSI^ESKIH PRIMERAH (GRUPPY, KOLXCA, MONOIDY) “TI KONKRETIZACII PRIWODQT K ODINAKOWYM REZULXTATAM, DOSTATO^NO LEGKO STROQTSQ PRIMERY, W KOTORYH KATEGORNYE I BURBAKOWSKIE WERSII OPREDELENIJ NE“KWIWALENTNY. —TO ESTESTWENNYM OBRAZOM PRIWODIT K ZADA^E ,,SWEDENIQ“ T.E. OPREDELENIQ TOGO KAK I PRI KAKIH USLOWIQH MOV- NO WYRAZITX KATEGORNYE PONQTIQ ^EREZ BURBAKOWSKIE I/ILI NAOOBOROT. o^EWIDNYM REZULXTATOM RAZRE[ENIQ TAKIH ZADA^ QWLQETSQ WOZMOV- NOSTX PERENOSITX UTWERVDENIQ IZ ODNOGO FORMALIZMA W DRUGOJ, NA- PRIMER, ISPOLXZOWATX TAKU@ KATEGORNU@ KONSTRUKCI@ KAK “PI-MONO- RAZLOVENIE W TEORII PERENOSIMOSTI, ESTESTWENNYM OBRAZOM FORMULI- RUEMOJ W RAMKAH IS^ISLENIQ RODOW STRUKTUR.

glawa 1. predislowie 5

aWTOR WYRAVAET ISKRENNU@ BLAGODARNOSTX ‘RI@ nIKOLAEWI^U pAWLOW- SKOMU BEZ POMO]I KOTOROGO “TA RABOTA BYLA BY NEWOZMOVNA. tEKST PODGOTOWLEN S ISPOLXZOWANIEM diagrams.tex p. tEJLORA I [RIF- TOW LH Cyrillic, SOZDANNYH W CyrTUG.

rABOTA WYPOLNENA PRI FINANSOWOJ PODDERVKE rOSSIJSKOGO fONDA fUN- DAMENTALXNYH iSSLEDOWANIJ. kOD PROEKTA 99-01-00018.

gLAWA 2

wWEDENIE

oPISANIE METODIKI. pROISHOVDENIE TEORII KATEGORIJ I BURBA- KOWSKIH RODOW STRUKTUR. iH MESTO W (META-)MATEMATIKE. aNALOGI: (UNIWERSALXNYE) ALGEBRY, NABROSKI (sketches) I T.D.

tEORIQ KATEGORIJ BYLA SOZDANA —JLENBERGOM I mAKLEJNOM W KONCE 40-H GODOW KAK FORMALIZM DLQ IZU^ENIQ GOMOLOGI^ESKIH KONSTRUKCIJ NAD STRUKTURAMI BOLEE OB]IMI ^EM RE[ETKA OTKRYTYH MNOVESTW TOPOLO- GI^ESKOGO PROSTRANSTWA. nESMOTRQ NA TO, ^TO S ALGEBRAI^ESKOJ TO^KI ZRENIQ STRUKTURA KATEGORII DOSTATO^NO BEDNA (NET WS@DU OPREDELEN- NOGO UMNOVENIQ, OBRATNYH “LEMENTOW I T. D.), ONA OKAZALASX ^EREZWY- ^AJNO UDOBNOJ NE TOLXKO DLQ RE[ENIQ ZADA^ ALGEBRAI^ESKOJ TOPOLOGII I ALGEBRAI^ESKOJ GEOMETRII, NO I W CELOM RQDE DRUGIH OBLASTEJ MATE- MATIKI:

• INSTRUMENT W ALGEBRAI^ESKOJ GEOMETRII I TOPOLOGII — IZNA^ALX- NAQ OBLASTX PRIMENENIQ KATEGORIJ ([5]).

• sAMOSTOQTELXNAQ WETWX OB]EJ ALGEBRY (T.E. IZU^ENIE KATEGORIJ TAK VE KAK IZU^A@TSQ GRUPPY, KOLXCA I T.D.).

• sREDSTWO UNIFIKACII POSTROENIJ W ALGEBRE I MATEMATIKE WOOB- ]E. mNOGIE PONQTIQ, ESTESTWENNYM OBRAZOM WOZNIKA@]IE W TEO- RII KATEGORIJ (UNIWERSALXNYE OTOBRAVENIQ, SOPRQVENNYE FUNK- TORY, MONOMORFIZMY I “PIMORFIZMY, PREDELY FUNKTOROW I T. D.),

EDINOOBRAZNYM OBRAZOM OPISYWA@T PONQTIQ IZ RAZNYH WETWEJ MA- TEMATIKI, POMOGAQ OBNARUVIWATX SKRYTYE SOOTWETSTWIQ. oTS@DA BERET NA^ALO TRADICIQ ISPOLXZOWANIQ TEORII KATEGORIJ DLQ HA- RAKTERIZACII MATEMATI^ESKIH OB˙EKTOW W STANDARTNYH IZLOVE- NIQH TOJ ILI INOJ TEORII. kAK ODIN IZ NAIBOLEE RANNIH PRIMEROW TAKOGO PODHODA MOVNO UKAZATX [1].

• iNSTRUMENT W MAT. LOGIKE I KIBERNETIKE. kLASSI^ESKAQ MAT. LOGI- KA RASSMATRIWAET MODELI TOJ ILI INOJ FORMALXNOJ TEORII. s TO^- KI ZRENIQ TEORII KATEGORIJ, “TO MODELI ,,W KATEGORII MNOVESTW“, PO“TOMU WOZNIKAET ESTESTWENNOE VELANIE RASSMATRIWATX MODELI W DRUGIH KATEGORIQH (NAPRIMER, KATEGORIQH GRUPP, TOPOLOGI^ESKIH PROSTRANSTW, FUNKTOROW I T.D.). rEALIZACIQ “TOJ IDEI POZWOLILA POLU^ITX ANALOGI MNOGIH KLASSI^ESKIH REZULXTATOW (NAPRIMER, TEOREMY gEDELQ O POLNOTE) DLQ NEKLASSI^ESKIH LOGIK: INTUICI- ONISTSKIH, KOGERENTNYH, MODALXNYH I DR. s DRUGOJ STORONY, DE- KARTOWYE ZAMKNUTYE KATEGORII QWLQ@TSQ ESTESTWENNYMI MODELQ- MI DLQ λ-IS^ISLENIJ, FUNDAMENTALXNYH DLQ KIBERNETIKI.

• fORMALIZM DLQ OSNOWANIJ MATEMATIKI. nA^INAQ S RABOTY [9], GDE BYLA PREDLOVENA SISTEMA “LEMENTARNYH AKSIOM, HARAKTERIZU@- ]IH KATEGORI@ MNOVESTW, TEORIQ KATEGORIJ STALA WOSPRINIMATX- SQ W RABOTAH PO OSNOWANIQM MATEMATIKI, KAK WOZMOVNAQ ALXTER- NATIWA TEORII MNOVESTW. dALXNEJ[EE RAZWITIE “TOJ TEMY I EE PE- RESE^ENIE S TEORIEJ PU^KOW PRIWELO K WOZNIKNOWENI@ I IZU^ENI@ PONQTIQ (“LEMENTARNOGO) TOPOSA ([7],[6]).

tEORIQ KATEGORIJ I IS^ISLENIE RODOW STRUKTUR PREDLAGA@T RAZLI^- NYE MODELI DLQ OPISANIQ SOWOKUPNOSTEJ ,,ODNORODNYH“ MATEMATI^E- SKIH OB˙EKTOW. w RAZNOE WREMQ DLQ “TOJ CELI BYLI PREDLOVENY I DRU- GIE FORMALIZMY, NAPRIMER, UNIWERSALXNYE ALGEBRY (SM. [17]), NABROS- KI (sketches, BIBLIOGRAFI@ SM. W [13]) I ~U-PROSTRANSTWA (Chu-spaces). oDNAKO, MEVDU UNIWERSALXNYMI ALGEBRAMI I KATEGORIQMI S ODNOJ STO- RONY I RODAMI STRUKTUR I NABROSKAMI S DRUGOJ ESTX SU]ESTWENNOE RAZ- LI^IE: PERWYE BOLX[E PODHODQT DLQ IZU^ENIQ MATEMATI^ESKIH STRUK- TUR UVE ZADANNYH PRI POMO]I SREDSTW, LEVA]IH WNE “TIH FORMALIZ-

MOW I, SOOTWETSTWENNO, PREDOSTAWL@T MINIMALXNYE SREDSTWA DLQ PORO- VDENIQ NOWYH TIPOW OB˙EKTOW (PO DWUM TIPAM UNIWERSALXNYH ALGEBR, MOVNO POSTROITX ,,TIP-PROIZWEDENIE“, PO DWUM KATEGORIQM — KATE- GORI@ FUNKTOROW I T.D.), W TO WREMQ KAK FORMALIZMY WTOROJ GRUP- PY PREDOSTAWLQ@T SREDSTWA DLQ POSTROENIQ WSEH TIPOW MATEMATI^E- SKIH OB˙EKTOW (KAK MNOVESTW SO STRUKTUROJ W SLU^AE RODOW STRUK- TUR ILI KAK FUNKTOROW SPECIALXNOGO WIDA W SLU^AE NABROSKOW). nA- PRIMER, TAM GDE PRI ISPOLXZOWANII RODOW STRUKTUR MOVNO SKAZATX ,,OPREDELIM ROD STRUKTURY GRUPPY KAK . . . “, W TEORII KATEGORIJ GO- WORITSQ ,,RASSMOTRIM KATEGORI@ GRUPP . . . “, PREDPOLAGAQ PRI “TOM, ^TO OPREDELENIE GRUPPY I GOMOMORFIZMA GRUPP IZWESTNO ZARANEE. dEJ- STWITELXNO, POPYTKI OPREDELITX KATEGORII ,,POHOVIE“ NA KATEGORI@ MNOVESTW PRI POMO]I ^ISTO KATEGORNYH METODOW POTREBOWALI MNOGO- LETNIH USILIJ MNOVESTWA MATEMATIKOW (SM. [7]).

nAIBOLEE O^EWIDNYM OTLI^IEM TEORII KATEGORIJ OT IS^ISLENIQ RODOW STRUKTUR QWLQETSQ, KONE^NO, ISPOLXZOWANIE MORFIZMOW, KAK EDISTWEN- NOGO SREDSTWA IZU^ENIQ OB˙EKTOW. tAKOE RE[ENIE SWQZYWA@T OBY^NO S TE^ENIEM W FILOSOFII MATEMATIKI, IZWESTNYM KAK STRUKTURALIZM I PROTIWOPOSTAWLQEMYM REDUKCIONIZMU (T.E., SWEDENI@ WSEH MATEMA- TI^ESKIH STRUKTUR K ODNOJ), PRIMEROM KOTOROGO QWLQ@TSQ POSTROENIQ bURBAKI (TEORETIKO-MNOVESTWENNYJ REDUKCIONIZM). nE WDAWAQSX W “TU OB[IRNU@ TEMU, SO[LEMSQ NA [26],[23],[24] I [25].

gLAWA 3

pOSTANOWKA ZADA^I

oPISANIE STRUKTURY DOKUMENTA, OBOZNA^ENIQ, SSYLKI.

3.1 wWEDENIE

w IS^ISLENII RODOW STRUKTUR bURBAKI RAZLI^NYE MATEMATI^ESKIE OB˙EKTY MOVNO IZU^ATX, OBRAZUQ TAKIE KONSTRUKCII, KAK PODOB˙EKTY, FAKTOROB˙EKTY, PROIZWEDENIQ I SUMMY (KOPROIZWEDENIQ). wSE “TI KON- STRUKCII QWLQ@TSQ OBOB]ENIQMI SOOTWETSTWU@]IH POSTROENIJ RAZ- LI^NYH ,,^ASTNYH“ MATEMATI^ESKIH TEORIJ (ISTORI^ESKI, W OSNOWNOM ALGEBRAI^ESKIH I TOPOLOGI^ESKIH): GRUPP, KOLEC, MODULEJ, TOPOLOGI- ^ESKIH PROSTRANSTW I T. D.

nA PODOBNOE OBOB]ENIE PRETENDUET I TEORIQ KATEGORIJ, IZU^A@]AQ MATEMATI^ESKIE OB˙EKTY ISKL@^ITELXNO PRI POMO]I ,,OTOBRAVENIJ“

(MORFIZMOW) MEVDU NIMI. w TEORII KATEGORIJ TAKVE WWODQTSQ PONQ-

TIQ PODOB˙EKTA, FAKTOROB˙EKTA, PROIZWEDENIQ I KOPROIZWEDENIQ. tAK KAK OBA “TIH OBOB]ENIQ (T.E. TEORIQ KATEGORIJ I IS^ISLENIE RODOW STRUKTUR) BAZIRU@TSQ NA ODNOM I TOM VE FUNDAMENTE NIVELEVA]EGO ,,NAIWNOGO“ MATEMATI^ESKOGO ZNANIQ, TO, KAK I SLEDOWALO OVIDATX, WWO- DIMYE IMI ANALOGI STANDARTNYH MATEMATI^ESKIH KONSTRUKCIJ OKAZY- WA@TSQ POHOVIMI I W NEKOTORYH SLU^AQH SOWPADA@T. w OB]EM SLU^AE, “TO, ODNAKO, NE TAK, KAK BUDET POKAZANO DALEE. tAK KAK HO^ETSQ IMETX

WOZMOVOSTX PERENOSITX REZULXTATY IZ KATEGORIJ W RODA STRUKTUR I OBRATNO, TO PERED NAMI WSTAET ZADA^A ,,SRAWNENIQ“ ILI ,,SWEDENIQ“ SO- OTWETSTWU@]IH ODNOIMENNYH PONQTIJ.

pRIME^ANIE 3.1. zADA^U “TU MOVNO RE[ATX, W ^ASTNOSTI, ODNIM IZ DWUH SLEDU@]IH SPOSOBOW.

• pOGRUZITX TEORI@ KATEGORIJ W BURBAKOWSKIJ FORMALIZM, T.E., W KONTEKSTE NEKOTOROJ BURBAKOWSKOJ FORMALXNOJ SISTEMY BI, WWE- STI TERMY I SOOTNO[ENIQ, OBOZNA^A@]IE KATEGORNYE KONSTRUK- CII: MONOMORFIZMY, PREDELY FUNKTOROW I T. D. (SM. DALEE).

• rASSMATRIWATX RODA STRUKTUR KAK KATEGORII, SNABVENNYE, WOZ- MOVNO, NEKOTOROJ DOPOLNITELXNOJ STURKTUROJ.

mY BUDEM PRIDERVIWATXSQ W OSNOWNOM WTOROGO PODHODA, T.E. BUDEM STROITX W KATEGORIQH ANALOGI BURBAKOWSKIH KONSTRUKCIJ I SRAWNI- WATX IH S ,,ABORIGENAMI“.

pRIME^ANIE 3.2. pERWYM WOPROSOM, KOTORYJ TREBUETSQ RAZRE[ITX, QWLQETSQ TERMINOLOGIQ. kAK UVE UPOMINALOSX, MY BUDEM IZU^ATX KON- STRUKCII, IME@]IE W TEORII KATEGORIJ I IS^ISLENII RODOW STRUKTUR ODINAKOWYE NAZWANIQ: PODOB˙EKT, FAKTOROB˙EKT, PROIZWEDENIE I T. D. tAK KAK MY W OSNOWNOM BUDEM ISPOLXZOWATX KATEGORNYJ APPARAT, TO NAZWANIQ KATEGORNYH PONQTIJ OSTANUTSQ BEZ IZMENENIJ, A IH BURBA- KOWSKIE ANALOGI BUDUT QWNO NAZYWATXSQ BURBAKOWSKIM PODOB˙EKTOM, BURBAKOWSKIM PROIZWEDENIEM I T. D.

w RAZDELE 4.1 RASSMATRIWAETSQ SWQZX MEVDU PONQTIQMI MONOMORFIZ- MA I “PIMORFIZMA S ODNOJ STORONY, I IN˙EKTIWNOGO I S@R˙EKTIWNOGO OTOBRAVENIJ, S DRUGOJ STORONY.

w RAZDELAH 4.4 I 4.5, ISHODQ IZ REZULXTATOW PREDYDU]EGO, SRAWNIWA@T- SQ BURBAKOWSKIE I KATEGORNYE PONQTIQ PODOB˙EKTA I FAKTOROB˙EKTA. nAHODQTSQ USLOWIQ, PRI KOTORYH BURBAKOWSKIE PODOB˙EKTY SOWPADA@T S KATEGORNYMI PODOB˙EKTAMI, POLU^AEMYMI PRI POMO]I NEKOTORYH

SUVENNYH KLASSOW MONOMORFIZMOW (REGULQRNYH I STROGIH), I ANALO-

GI^NO DLQ FAKTOROB˙EKTOW.

dRUGIM NAPRAWLENIEM ISSLEDOWANIQ “TOGO WOPROSA QWLQETSQ NALOVE- NIE NEKOTORYH USLOWIJ NA SAMU KATEGORI@, PRI WYPOLNENII KOTORYH KATEGORNYE PODOB˙EKTY I FAKTOROB˙EKTY SOWPADA@T S BURBAKOWSKI- MI. nEKOTORYE REZULXTATY W “TOM NAPRAWLENII MOVNO NAJTI W RAZ- DELE 4.6: PONQTIE HP F -RODA STRUKTURY INTERPRETIRUETSQ KAK BIKA- TEGORNAQ STRUKTURA NA SOOTWETSTWU@]EJ KATEGORII, WYQSNQETSQ, ^TO PRI NEOBREMENITELXNYH USLOWIQH W HP F -RODAH STRUKTUR KATEGORNYE I BURBAKOWSKIE POD-[FAKTOR-]OB˙EKTY — ODNO I TOVE (SM. TAKVE [15]). w RAZDELE 5 ANALOGI^NYM OBRAZOM RASSMATRIWA@TSQ KATEGORNYE PROIZ- WEDENIQ (KOPROIZWEDENIQ) I BURBAKOWSKIE NA^ALXNYE-FINALXNYE STRUK- TURY.

w GLAWE 6 STROQTSQ KATEGORII I RODY STRUKTUR (S EKM-MORFIZMAMI) DLQ OB˙EKTOW, IZU^AEMYH W TEORII UPRAWLQEMYH DINAMI^ESKIH SISTEM: OBYKNOWENNYH DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ PERWOGO PORQDKA, KONE^- NOMERNYH DIFFERENCIRUEMYH MNOGOOBRAZIJ I UPRAWLQEMYH SISTEM. w OTNOSITELXNO ZAMKNUTOJ GLAWE 7 RASSMATRIWAETSQ NEKOTORYJ WA- RIANT ,,OBOGA]ENIQ“ KATEGORIJ, T.E. SNABVENIQ MNOVESTW MORFIZMOW DOPOLNITELXNOJ STRUKTUROJ, I DOKAZYWA@TSQ NEKOTORYE SWOJSTWA ZA- MKNUTOSTI POLU^ENNOGO KLASSA KATEGORIJ.

w RAZDELE w POLU^ENNYE REZULXTATY RAZBIRA@TSQ (W ^ASTNOSTI, STRO- QTSQ SWOBODNYE OB˙EKTY) NA PRIMERAH [IROKO IZWESTNYH RODOW STRUK- TUR (MNOVESTWA, GRUPPY, OTOBRAVENIQ, OTNO[ENIQ “KWIWALENTNOSTI I T.D.).

3.2 rODA STRUKTUR bURBAKI

iS^ISLENIE RODOW STRUKTUR BYLO PREDLOVENO I RAZWITO W [14]. sWODKU OSNOWNYH REZULXTATOW MOVNO NAJTI W [16], A TAKVE W [18]. oB]IE FAKTY PRIWEDENY W PRILOVENII b.

3.3 oBOZNA^ENIQ

[sOKRA]ENIQ] QWLQ@TSQ USTUPKAMI KRATKOSTI ^ELOWE^ESKOJ VIZNI I TERPENIQ, KOTORYE MY DELAEM NA PRAKTIKE, NO DELATX KOTORYE W TEORII MY S^ITAEM NIVE SWOEGO DOSTOINSTWA.

a. ~ER^ ,,wWEDENIE W MATEMATI^ESKU@ LOGIKU“

sTANDARTNYMI IZLOVENIQMI TEORII KATEGORIJ QWLQ@TSQ [22] ILI [12]. —LEMENTARNOE WWEDENIE W “TU OBLASTX DANO W PRILOVENII a. iMEQ W WIDU PRIWEDENNYE TAM OPREDELENIQ, MY WWEDEM SLEDU@]IE SO- KRA]ENIQ I USLOWNYE OBOZNA^ENIQ:

• PROIZWOLXNYE KATEGORII BUDUT OBOZNA^ATXSQ ZAGLAWNYMI LATIN- SKIMI BUKWAMI IZ NA^ALA ALFAWITA: A, B, C I T. D. • fIKSIROWANNYE KATEGORII BUDUT OBOZNA^ATXSQ SOKRA]ENIQMI, NA- ^INA@]IMISQ S ZAGLAWNOJ LATINSKOJ BUKWY: Set, MapSet, Top I T. D.

• fUNKTORY (SM. OPREDELENIE a.6, S. 104) BUDUT OBOZNA^ATXSQ ZAGLAW- NYMI LATINSKIMI BUKWAMI: F , G . . . P , S I T. D.

• zNA^ENIE FUNKCII I, W ^ASTNOSTI, FUNKTORA W TO^KE x BUDET ZAPISYWATXSQ KAK xf ILI xP . iSKL@^ENIE BUDET DELATXSQ DLQ FUNKTOROW, KOTORYE TRADICIONNO ZAPISYWA@TSQ INA^E, NAPRIMER

Hom_A(α, β).

• sUPERPOZICIQ FUNKCIJ, MORFIZMOW I FUNKTOROW ZAPISYWAETSQ SLE- WA NAPRAWO: T.E., ESLI f : a → b I g : b → c, TO fg : a → c. • mONOMORFIZMY OBOZNA^A@TSQ f : α > > β, “PIMORFIZMY f : α >> β.

gLAWA 4

pODOB˙EKTY I FAKTOROB˙EKTY

4.1 iN˙EKCII I MONOMORFIZMY

w KATEGORIQH RODOW STRUKTUR PONQTIE MONOMORFIZMA (SM. OPREDELE- NIE a.46, S. 115) [“PIMORFIZMA (SM. OPREDELENIE a.47, S. 115)] QWLQETSQ BLIZKIM K PONQTI@ IN˙EKTIWNOGO [S@R˙EKTIWNOGO] OTOBRAVENIQ. bO- LEE TO^NO, SPRAWEDLIWO

uTWERVDENIE 4.1. w KATEGORII RODA STRUKTURY S_Σ IN˙EKTIWNYE [S@R˙EKTIWNYE] MORFIZMY QWLQ@TSQ MONOMORFIZMAMI [“PIMORFIZMA- MI].

d O K A Z A T E L X S T W O.

fUNKTOR PΣ : SΣ → Set^n (SM. OPREDELENIE b.2, S. 129) QWLQETSQ UNI- WALENTNYM I, SLEDOWATELXNO, OTRAVAET MONOMORFIZMY I “PIMORFIZ- MY. uTWERVDENIE SLEDUET IZ TOGO, ^TO W Set^n MONOMORFIZMAMI I “PI- MORFIZMAMI QWLQ@TSQ n-KI OTOBRAVENIJ KAVDAQ KOMPONENTA KOTORYH IN˙EKCIQ I S@R˙EKCIQ SOOTWETSTWENNO.

pRIME^ANIE 4.1. w DALXNEJ[EM, DLQ UPRO]ENIQ IZLOVENIQ, FORMU- LIROWKI I DOKAZATELXSTWA BUDUT ^ASTO DAWATXSQ TOLXKO DLQ RODA STRUKTURY S ODNIM OSNOWNYM MNOVESTWOM, SNABVENNOGO ,,ZABYWA@]IM“ FUNKTOROM PΣ : SΣ → Set glawa 4. podob¨ekty i faktorob¨ekty 14

uTWERVDENIE OBRATNOE K 4.1, WOOB]E GOWORQ, NE SPRAWEDLIWO: pRIMER 4.1. rASSMOTRIM KATEGORI@ (ASSOCIATIWNYH) KOLEC. eSTESTWENNOE WLO-

VENIE KOLXCA CELYH ^ISEL W KOLXCO RACIONALXNYH j : Z → Q QWLQETSQ “PIMOR- FIZMOM T.K. L@BYE DWA GOMOMORFIZMA IZ Q W PROIZWOLXNOE KOLXCO R, SOWPADA@]IE NA PODKOLXCE Z, SOWPADA@T I NA WSEM Q. sOGLASNO PREDLOVENI@ 4.1 j, KAK I WSQKAQ IN˙EKCIQ, ESTX MONOMORFIZM. tAKIM OBRAZOM, j — BIMORFIZM (SM. OPREDELENIE a.48, S. 115), NO, O^EWIDNO, NE QWLQETSQ S@R˙EKCIEJ.

pRIMER 4.2. aBELEWA GRUPPA G NAZYWAETSQ DELIMOJ ([3], STR. 85), ESLI (∀n ∈ N) ⇒ (nG = {ng|g ∈ G} = G). rASSMOTRIM KATEGORI@ WSEH DELIMYH GRUPP, T.E. (POLNU@) PODKATEGORI@ KATEGORII ABELEWYH GRUPP, T.E. (POLNU@) PODKATEGORI@ KATEGORII GRUPP. dLQ OB˙EKTA “TOJ KATEGORII — DELIMOJ GRUPPY WSEH (KOMPLEKSNYH) KORNEJ IZ EDINICY (T.E. MULXTI- PLIKATIWNOJ GRUPPY T ∼= Q/Z), PUSTX f : T → T — “NDOMORFIZM, f : u > u^2. tAK KAK (−1)f = (1)f, TO f — NE IN˙EKTIWNOE OTOBRAVENIE. pUSTX DANY GOMOMORFIZMY g, h : U → T , TAKIE ^TO gf = hf. U — DELIMAQ GRUPPA, SLEDOWATELXNO, (∀t ∈ U) ⇒ (∃v ∈ U) : (t = v + v) I, SLEDOWATELXNO

tg = (v + v)g = (vg)(vg) = (vg)^2 = vgf = = vhf = (vh)2 = (vh)(vh) = (v + v)h = th. t.E. h = g I f — MONOMORFIZM.

oPREDELENIE 4.1. bUDEM NAZYWATX KATEGORI@ RODA STRUKTURY KATE- GORIEJ S IN˙EKTIWNYMI MONOMORFIZMAMI, ESLI KLASS IN˙EKTIWNYH MORFIZMOW I KLASS MONOMORFIZMOW [KLASS S@R˙EKTIWNYH MORFIZMOW I KLASS “PIMORFIZMOW] SOWPADA@T. (w SLU^AE MNOGOOSNOWNYH RODOW STRUKTUR POD IN˙EKTIWNYM [S@R˙EKTIWNYM] MORFIZMOM PONIMAETSQ MORFIZM KAVDAQ KOMPONENTA KOTOROGO — IN˙EKCIQ [S@R˙EKCIQ]).

4.2 sWOBODNYE OB˙EKTY

oPREDELENIE 4.2. nAZOWEM ROD STRUKTURY TRIWIALXNYM, ESLI W NEM WSE BAZOWYE MNOVESTWA L@BOGO OB˙EKTA SODERVAT NE BOLEE ODNOGO “LE- MENTA.

rOD STRUKTURY NAZYWAETSQ NETRIWIALXNYM ESLI ON NE QWLQETSQ TRI- WIALXNYM.

oPREDELENIE 4.3. bUDEM GOWORITX, ^TO OB˙EKT (X, σ) [(X_1, . . . , X_n, σ)], KATEGORII RODA STRUKTURY QWLQETSQ BURBAKOWSKI cWOBODNYM OB˙EKTOM S MNOVESTWOM [MNOVESTWAMI] SWOBODNYH OBRAZU@]IH G

[(G_1, . . . , G_n)] ESLI SPRAWEDLIWY SLEDU@]IE “KWIWALENTNYE USLOWIQ:

• (X, σ) SWOBODEN (SM. OPREDELENIE a.57, S. 117) NAD OB˙EKTOM G [(G_1, . . . , G_n)] OTNOSITELXNO PRENEBREGA@]EGO FUNKTORA P : S_Σ →

Set [P : S_Σ → Set(n)]

• G ⊆ X [G_i ⊆ X_i] I DLQ WSQKOGO OB˙EKTA (Y, τ) [(Y_1, . . . , Y_n, τ)]

I L@BOGO OTOBRAVENIQ MNOVESTW α : X → Y [L@BOGO NABORA OTOBRAVENIJ αi : Xi → Yi] SU]ESTWUET EDINSTWENNYJ MORFIZM α : (X, σ) → (Y, τ), [α : (X_1, . . . , X_n, σ) → (Y_1, . . . , Y_n, τ), α = (α_1, . . . , α_n), α_i : X_i → Y_i] TAKOJ ^TO α|_G = α [α_i|_{Gi} = α_i]

dWOJSTWENNO OPREDELQETSQ BURBAKOWSKI KOSWOBODNYJ OB˙EKT.

pRIME^ANIE 4.2. oTMETIM, ^TO W KATEGORIQH UNIWERSALXNYH ALGEBR OPREDELENNYE TAKIM OBRAZOM BURBAKOWSKI SWOBODNYE OB˙EKTY — SWO- BODNYE ALGEBRY. pRIMERY SWOBODNYH OB˙EKTOW W DRUGIH KATEGORIQH BUDUT PRIWEDENY POZDNEE.

oPREDELENIE 4.4. bUDEM NAZYWATX KATEGORI@ RODA STRUKTURY KATE- GORIEJ S BURBAKOWSKI SWOBODNYM OB˙EKTOM, ESLI W NEJ IMEETSQ HOTQ BY ODIN BURBAKOWSKI SWOBODNYJ OB˙EKT.

uTWERVDENIE 4.2. oDNOOSNOWNAQ KATEGORIQ RODA STRUKTURY S BURBA- KOWSKI SWOBODNYM OB˙EKTOM S NEPUSTYM MNOVESTWOM SWOBODNYH OBRA- ZU@]IH, ESTX KATEGORIQ S IN˙EKTIWNYMI MONOMORFIZMAMI.

d O K A Z A T E L X S T W O.

pUSTX f : (X, σ) → (Y, τ) — MORFIZM NE QWLQ@]IJSQ IN˙EKCIEJ, T.E. (∃x, y ∈ X) : (x ≠ y) ∧ (xf = yf) I (F, w) — BURBAKOWSKI SWOBODNYJ OB˙EKT S MNOVESTWOM OBRAZU@]IH G. oPREDELIM OTOBRAVENIQ α, β : G → X TAK ^TO Gα = {x} I Gβ = {y}. o^EWIDNO, ^TO α ≠ β, (TAK KAK G ≠ ∅), PO“TOMU SU]ESTWU@T RAZLI^NYE MORFIZMY α, β : (F, w) → (X, σ) TAKIE ^TO α|G = α I β|G = β; TAK KAK OTOBRAVENIQ αf = βf : G → Y , TO SU]ESTWUET EDISTWENNYJ MORFIZM

u : (F, w) → (Y, τ), TAKOJ ^TO u|_G = αf = βf, ODNAKO KAK αf TAK I βf

UDOWLETWORQ@T “TOMU USLOWI@.

sLEDOWATELXNO, αf = βf PRI α ≠ β, T.E. f — NE MONOMORFIZM.

pRIME^ANIE 4.3. sOPOSTAWLQQ “TO UTWERVDENIE S PRIMEROM 4.2 NE- MEDLENNO POLU^AEM, ^TO NE SU]ESTWUET ,,SWOBODNYH DELIMYH GRUPP“ S NEPUSTYM MNOVESTWOM OBRAZU@]IH. (sWOBODNAQ DELIMAQ GRUPPA S PUSTYM MNOVESTWOM OBRAZU@]IH SOSTOIT IZ ODNOGO EDINI^NOGO “LE- MENTA.)

uTWERVDENIE 4.3. mNOGOOSNOWNAQ KATEGORIQ NETRIWIALXNOGO RODA STRUK- TURY S BURBAKOWSKI SWOBODNYM OB˙EKTOM S MNOVESTWOM NEPUSTYH MNO- VESTW SWOBODNYH OBRAZU@]IH, ESTX KATEGORIQ S IN˙EKTIWNYMI MONO- MORFIZMAMI.

d O K A Z A T E L X S T W O.

pOWTORIM PREDYDU]EE DOKAZATELXSTWO, WYBRAW W KA^ESTWE α, β : G → X OTOBRAVENIQ α = (αi : Gi → Xi) I β = (βi : Gi → Xi), GDE Gαi_0 = x,

Gβ_{i0} = y I Gα_i = t^i, Gβ_i = t^i DLQ i_0 TAKOGO ^TO (∃x, y ∈ X_{i0} ) : (x ≠ y) ∧ (xf = yf), i ≠ i_0 I t^i ∈ X_i SU]ESTWU@]IH W SILU NEPUSTOTY X_i.

kATEGORNYM OBOB]ENIEM “TOGO UTWERVDENIQ QWLQETSQ SLEDU@]EE:

glawa 4. podob¨ekty i faktorob¨ekty 17

uTWERVDENIE 4.4. eSLI IMEETSQ FUNKTOR P : C1 → C2 I SU]ESTWU- ET OB˙EKT F ∈ Ob C1 SWOBODNYJ OTNOSITELXNO P NAD OBRAZU@]IM U KATEGORII C2, TO P SOHRANQET MONOMORFIZMY

d O K A Z A T E L X S T W O.

pUSTX φ : α → β — MORFIZM KATEGORII C1, TAKOJ ^TO φP : αP → βP — NE MONOMORFIZM, T.E., SU]ESTWU@T ω, o : γ → αP TAKIE ^TO ω ≠ o I ω(φP ) = o(φP ). tAK KAK ω ≠ o, TO SU]ESTWUET λ : U → αP TAKOJ ^TO λω ≠ λo. sLEDOWATELXNO, PO OPREDELENI@ SWOBODNOGO OB˙EKTA SU- ]ESTWU@T RAZLI^NYE [λω] ≠ [λo] : F → α TAKIE ^TO j[λω]P = λω I

j[λo]P = λo GDE j : U → F P — MORFIZM SU]ESTWU@]IJ PO OPREDELE-

NI@ SWOBODNOGO OB˙EKTA.

s DRUGOJ STORONY TAK KAK ω(φP ) = o(φP ), TO SU]ESTWUET EDINSTWEN- NYJ MORFIZM τ : F → β, TAKOJ ^TO j(τP ) = ω(φP ) = o(φP ), NO KAK [λω]φ TAK I [λo]φ UDOWLETWORQ@T “TOMU USLOWI@, SLEDOWATELXNO

[λω]φ = [λo]φ I φ — NE MONOMORFIZM. F [λω] > [λo] > α φ > β U λ > γ ω > o > αP φP > βP

F P j ∨ dWOJSTWENNYM K “TOMU UTWERVDENI@ QWLQETSQ SLEDU@]EE:

uTWERVDENIE 4.5. eSLI IMEETSQ FUNKTOR P : C1 → C2 I SU]ESTWUET OB˙EKT F ∈ Ob C1 KOSWOBODNYJ OTNOSITELXNO P NAD KOOBRAZU@]IM U KATEGORII C2, TO P SOHRANQET “PIMORFIZMY

wOZWRA]AQSX OBRATNO K RODAM STRUKTUR I U^ITYWAQ, ^TO KOSWOBOD- NYMI W Set QWLQ@TSQ MNOVESTWA, SODERVA]IE BOLEE DWUH “LEMENTOW,

A KOSWOBODNYMI W Set^n — n-KI MNOVESTW, KAVDYJ “LEMENT KOTORYH SODERVIT NE MENEE DWUH “LEMENTOW, POLU^AEM:

uTWERVDENIE 4.6. oDNOOSNOWNAQ KATEGORIQ RODA STRUKTURY S BURBA- KOWSKI KOSWOBODNYM OB˙EKTOM S MNOVESTWOM KOSWOBODNYH OBRAZU@]IH MO]NOSTI BOLX[E 1, ESTX KATEGORIQ S S@R˙EKTIWNYMI “PIMORFIZMA- MI. uTWERVDENIE 4.7. mNOGOOSNOWNAQ KATEGORIQ NETRIWIALXNOGO RODA STRUK- TURY S BURBAKOWSKI KOSWOBODNYM OB˙EKTOM S MNOVESTWOM MNOVESTW KOSWOBODNYH OBRAZU@]IH MO]NOSTI BOLX[E 1, ESTX KATEGORIQ S S@R˙- EKTIWNYMI “PIMORFIZMAMI.

4.3 bURBAKOWSKOE I KATEGORNOE OPREDELE- NIE PODOB˙EKTA I FAKTOR-OB˙EKTA

kATEGORNYJ PODOB˙EKT [FAKTOR-OB˙EKT] OB˙EKTA a OPREDELQETSQ KAK KLASS IZOMORFNYH (TAK KAK LEGKO POKAZATX, ^TO BURBAKOWSKIE I KATE- GORNYE IZOMORFIZMY SOWPADA@T, TO BEZRAZLI^NO W KAKOM SMYSLE IS- POLXZUETSQ “TOT TERMIN) OB˙EKTOW, SNABVENNYH MONOMORFIZMOM [“PI- MORFIZMOM] W [IZ] OB˙EKT[A] a (SM. OPREDELENIE a.46, S. 115) [(SM. OPRE- DELENIE a.47, S. 115)].

tAK KAK WSQKAQ KANONI^ESKAQ IN˙EKCIQ [PROEKCIQ] QWLQETSQ MONOMOR- FIZMOM [“PIMORFIZMOM] W SILU PREDLOVENIQ 4.1, TO BURBAKOWSKIJ POD- OB˙EKT [FAKTOR-OB˙EKT] QWLQETSQ PREDSTAWITELEM NEKOTOROGO KATEGOR- NOGO PODOB˙EKTA. mY BUDEM GOWORITX W TAKIH SLU^AQH, ^TO (KATEGOR- NYJ) PODOB˙EKT I SOOTWETSTWU@]IJ MONOMORFIZM [FAKTOR-OB˙EKT I SOOTWETSTWU@]IJ “PIMORFIZM] PREDSTAWLQETSQ ILI PREDSTAWIM (BUR- BAKOWSKIM) PODOB˙EKTOM [FAKTOR-OB˙EKTOM], A BURBAKOWSKIJ PODOB˙- EKT [FAKTOR-OB˙EKT] PREDSTAWLQET (KATEGORNYJ) PODOB˙EKT [FAKTOR- OB˙EKT].

nE WSQKIJ PODOB˙EKT PREDSTAWIM BURBAKOWSKIM PODOB˙EKTOM [FAKTOR- OB˙EKTOM] (T.E. W TEORII KATEGORIJ ,,BOLX[E“ PODOB˙EKTOW [FAKTORglawa 4. podob¨ekty i faktorob¨ekty 19

OB˙EKTOW], ^EM W IS^ISLENII RODOW STRUKTUR).

pRIMER 4.3. rASSMOTRIM KATEGORI@ TOPOLOGI^ESKIH PROSTRANSTW I NEPRERYW-

NYH OTOBRAVENIJ. pUSTX X_0 ANTIDISKRETNOE, A X_1 — DISKRETNOE TOPOLOGI^ESKOE PROSTRANSTWO NAD MNOVESTWOM X SODERVA]IM BOLEE ODNOGO “LEMENTA. tOGDA TO- VDESTWENNOE PREOBRAZOWANIE MNOVESTWA X, INDUCIRUET NEPRERYWNOE OTOBRAVENIE j : X_1 → X_0, O^EWIDNO QWLQ@]EESQ MONOMORFIZMOM.

pUSTX Y — BURBAKOWSKIJ PODOB˙EKT (T.E. PODPROSTRANSTWO) X_0 PREDSTAWLQ@]IJ j. o^EWIDNO, ^TO Y ANTIDISKRETNOE PROSTRANSTWO, NO DISKRETNOE PROSTRANSTWO MO- VET BYTX GOMEOMORFNO ANTIDISKRETNOMU TOGDA I TOLXKO TOGDA KOGDA IH MNOVESTWA- NOSITELI SODERVAT PO ODNOMU “LEMENTU, ^TO PROTIWORE^IT PREDPOLOVENI@ O MNOVE- STWE X. sLEDOWATELXNO, j NE PREDSTAWIM BURBAKOWSKIM PODOB˙EKTOM.

mY BUDEM ISKATX USLOWIQ PRI KOTORYH MONOMORFIZM [“PIMORFIZM] PREDSTAWIM BURBAKOWSKIM PODOB˙EKTOM [FAKTOR-OB˙EKTOM].

oPREDELENIE 4.5. bUDEM GOWORITX, ^TO MONOMORFIZM

μ : (X, σ) > > (Y, τ) KATEGORII RODA STRUKTURY B-TO^EN, ESLI DLQ

NEGO SPRAWEDLIWO ODNO IZ SLEDU@]IH “KWIWALENTNYH USLOWIJ:

• μ — STRUKTURNYJ MONOMORFIZM OTNOSITELXNO PRENEBREGA@]EGO

FUNKTORA P : SΣ → Set (SM. OPREDELENIE a.55, S. 117) • DLQ WSQKOGO (T, ν) OB˙EKTA KATEGORII SΣ I WSQKOGO OTOBRAVENIQ MNOVESTW g : T → X, IZ TOGO, ^TO OTOBRAVENIE (gμ) : T → Y ESTX MORFIZM gμ : (T, ν) → (Y, τ) SLEDUET, ^TO g — MORFIZM g : (T, ν) → (X, σ). B-TO^NOSTX MONOMORFIZMA “TO ,,POLOWINA“ BURBAKOWSKOGO PONQTIQ POD- OB˙EKTA. dEJSTWITELXNO, UTWERVDENIE O TOM ^TO KANONI^ESKAQ IN˙EK- CIQ j : (X, σ)^⊂ > (Y, τ) (GDE X ⊆ Y ) B-TO^NA “KWIWALENTNO UTWER- VDENI@ O TOM, ^TO (X, σ) PODOB˙EKT (BURBAKOWSKIJ) (Y, τ). dWOJSTWENNO OPREDELQETSQ B-TO^NOSTX “PIMORFIZMA.

uTWERVDENIE 4.8. B-TO^NOSTX RASPROSTRANQETSQ NA PODOB˙EKTY.

d O K A Z A T E L X S T W O.

wARIANT 1 (BURBAKOWSKOE DOKAZATELXSTWO)

pUSTX μ : (A, σ) > > (B, τ) — B-TO^NYJ MONOMORFIZM I DAN θ :

(C, ω) → (B, τ), θ ∈ [μ], T.E. SU]ESTWUET IZOMORFIZM i : (A, σ) →

(C, ω), TAKOJ ^TO μ = iθ I θ = i^{−1}μ.

pUSTX IMEETSQ OB˙EKT (D, ρ) I TAKOE OTOBRAVENIE MNOVESTW g :

D → C, ^TO gθ : D → B — MORFIZM gθ : (D, ρ) → (B, τ).

gθ = gi^{−1}μ, SLEDOWATELXNO, gi^{−1} — MORFIZM gi^{−1} : (D, ρ) → (A, σ)

(TAK KAK μ — B-TO^NYJ MONOMORFIZM) I gi^{−1}i : (D, ρ) → (C, ω). nO gi^{−1}i = g KAK OTOBRAVENIQ MNOVESTW, ZNA^IT g — MORFIZM: (A, σ) > μ > (B, τ)

`� � � � θ `

(D, ρ) g > (C, ω) i ∨ i^{−1} ∧

wARIANT 2 (KATEGORNOE DOKAZATELXSTWO)

pO OPREDELENIE B-TO^NOSTX “TO STRUKTURNOSTX OTNOSITELXNO PRE- NEBREGA@]EGO FUNKTORA P : SΣ → Set, A STRUKTURNOSTX RASPRO- STRANQETSQ NA PODOB˙EKTY.

nE WSQKIJ B-TO^NYJ PODOB˙EKT SODERVIT KANONI^ESKU@ IN˙EKCI@ W KA^ESTWE PREDSTAWITELQ.

oDNAKO, W BOLEE KONKRETNOM, NO DOSTATO^NO RASPROSTRANENNOM SLU^AE, MY MOVEM SFORMULIROWATX

uTWERVDENIE 4.9. w KATEGORIQH RODOW STRUKTUR, SNABVENNYH EKM- MORFIZMAMI, (EKM-RODAH STRUKTUR) S IN˙EKTIWNYMI MONOMORFIZ- MAMI [S@R˙EKTIWNYMI “PIMORFIZMAMI] WSQKIJ B-TO^NYJ PODOB˙EKT [FAKTOR-OB˙EKT] SODERVIT W KA^ESTWE PREDSTAWITELQ KANONI^ESKU@ IN˙EKCI@ [PROEKCI@].

d O K A Z A T E L X S T W O.

pUSTX μ : (E0, τ0) > > (E, τ) — MONOMORFIZM. rAZLOVIM μ KAK OTO- BRAVENIE MNOVESTW NA KOMPOZICI@: μ = (coim μ)(im μ), GDE coim μ :

E_0 → E_0μ — S@R˙EKCIQ I im μ : E_0μ^⊂ > E — KANONI^ESKOE WLOVE-

NIE. μ — IN˙EKCIQ (PO USLOWI@), ZNA^IT coim μ — IN˙EKCIQ, ZNA^IT

coim μ — BIEKCIQ.

zNA^IT, (E0μ, τ0(coim μSΣ)) — OB˙EKT RODA STRUKTURY Σ NA E0μ TAK KAK AKSIOMA RODA STRUKTURY BIEKTIWNO PERENOSIMA. tOGDA coim μ — MORFIZM coim μ : (E0, τ0) → (E0μ, τ0(coim μSΣ)) (BOLEE TOGO IZOMOR- FIZM) PO OPREDELENI@ EKM MORFIZMOW. kROME TOGO, TAK KAK

τ_0(μS_Σ) = τ_0((coim μ im μ)S_Σ) = τ_0(coim μS_Σ im μS_Σ) =

= (τ_0(coim μS_Σ))(im μS_Σ) ⊆ τ,

TO im μ — MORFIZM im μ : (E0μ, τ0(coim μSΣ)) → (E, τ). t.O. KANONI- ^ESKAQ IN˙EKCIQ im μ ∈ [m].

(E_0, τ_0) > μ > (E, τ) @@ @@ @@ @ coim μ

RR `� � � � im μ `

(E_0μ, τ_0(coim μS_Σ))

(dWOJSTWENNOE DOKAZATELXSTWO DLQ FAKTOR-OB˙EKTOW SOWER[ENNO ANA- LOGI^NO).

tAKIM OBRAZOM, W KATEGORIQH EKM-RODOW STRUKTUR S IN˙EKTIWNYMI MONOMORFIZMAMI [S@R˙EKTIWNYMI “PIMORFIZMAMI] B-TO^NYE PODOB˙- EKTY [FAKTOR-OB˙EKTY] PREDSTAWIMY.

wWEDEM SPECIALXNOE OBOZNA^ENIE DLQ TAKOJ SITUACII:

oPREDELENIE 4.6. bUDEM GOWORITX, ^TO W KATEGORII RODA STRUKTURY BURBAKOWSKIE I KATEGORNYE PODOB˙EKTY [FAKTOR-OB˙EKTY] SOWPADA@T, ESLI KAVDYJ KATEGORNYJ PODOB˙EKT [FAKTOR-OB˙EKT] PREDSTAWIM BUR- BAKOWSKIM.

4.4 sTROGIE MONOMORFIZMY I “PIMORFIZ- MY uTWERVDENIE 4.10. w KATEGORII RODA STRUKTURY S S@R˙EKTIWNYMI “PIMORFIZMAMI [IN˙EKTIWNYMI MONOMORFIZMAMI ] KAVDYJ B-TO^NYJ PODOB˙EKT [FAKTOR-OB˙EKT] STROG (SM. OPREDELENIE a.61, S. 119).

d O K A Z A T E L X S T W O.

pUSTX ξ : c > > d — PREDSTAWITELX B-TO^NOGO PODOB˙EKTA OB˙EKTA d I DANA NEKOTORAQ KOMMUTATIWNAQ DIAGRAMMA a η >> < σ b

� � � � γ c α ∨ > ξ > d β ∨ GDE η : a >> b — “PIMORFIZM. pO USLOWI@ TEOREMY, η ESTX S@R˙EK- CIQ, SLEDOWATELXNO η OBRATIM SPRAWA KAK OTOBRAVENIE, T.E. SU]ESTWUET OTOBRAVENIE σ : b → a, TAKOE ^TO ση = 1b. rASSMOTRIM OTOBRAVENIE

γ = σα : b → c. tOGDA γξ = (σα)ξ = σ(αξ) = σ(ηβ) = (ση)β = 1_bβ = β.

t.E. γξ MORFIZM, A T.K. ξ B-TO^EN, TO I γ — MORFIZM. o^EWIDNO, ^TO

(ηγ)ξ = η(σα)ξ = ησηβ = ηβ = αξ. tAK KAK ξ MONOMORFIZM, TO ηγ = α.

t.E. η ↓ ξ I ξ STROG.

oPREDELENIE 4.7. bUDEM GOWORITX, ^TO KATEGORIQ RODA STRUKTURY NA- SY]ENA SWOBODNYMI OB˙EKTAMI, ESLI SPRAWEDLIWY SLEDU@]IE “KWIWA- LENTNYE USLOWIQ:

• pRENEBREGA@]IJ FUNKTOR P : SΣ → Set IMEET SOPRQVENNYJ SPRA- WA FUNKTOR SWOBODY: F : Set → SΣ

• dLQ L@BOGO OB˙EKTA (X, σ), IMEETSQ BURBAKOWSKI SWOBODNYJ OB˙- EKT S MNOVESTWOM SWOBODNYH OBRAZU@]IH X.

glawa 4. podob¨ekty i faktorob¨ekty 23

uTWERVDENIE 4.11. w KATEGORII NETRIWIALXNOGO RODA STRUKTURY, NASY]ENNOJ SWOBODNYMI [KOSWOBODNYMI] OB˙EKTAMI, KAVDYJ STROGIJ PODOB˙EKT [FAKTOR-OB˙EKT] B-TO^EN.

d O K A Z A T E L X S T W O.

pUSTX ξ : c > > d PREDSTAWITELX STROGOGO PODOB˙EKTA I g : b → c OTOBRAVENIE, TAKOE ^TO (gξ) : b → d MORFIZM. rASSMOTRIM, TOGDA

F_b SWOBODNYJ OB˙EKT S MNOVESTWOM OBRAZU@]IH b. dLQ OTOBRAVENIJ

1_b : b → b I g : b → c POSTROIM MORFIZMY 1_b : F_b → b I g : F_b → c,

TAKIE ^TO j1b = 1b I jg = g, GDE j : b^⊂ > Fb WLOVENIE b W Fb KAK MNOVESTWA SWOBODNYH OBRAZU@]IH. 1b(gξ) : Fb → d I gξ : Fb → d. tAK KAK 1b(gξ)|b = (gξ) = (gξ)|b : b → d, TO 1b(gξ) = (gξ), TAK KAK ONI SOWPADA@T NA MNOVESTWE SWOBODNYH OBRAZU@]IH. tAKIM OBRAZOM, IMEEM KOMMUTATIWNU@ DIAGRAMMU: b > j > F_b 1_b >> b

� � � � γ

b ======== g ⇒ c g ∨ > ξ > d (gξ) ∨ tAK KAK j1b = 1b, TO 1b S@R˙EKCIQ, A, ZNA^IT, I “PIMORFIZM. tAK KAK ξ STROGIJ MONOMORFIZM, TO OTS@DA SLEDUET, ^TO SU]ESTWUET MORFIZM

γ : b → c, TAKOJ ^TO (gξ) = γξ. sOGLASNO PREDLOVENI@ 4.2, ξ IN˙EKCIQ,

T.E. MONOMORFIZM KATEGORII MNOVESTW. zNA^IT g = γ, T.E. g MORFIZM.

uTWERVDENIE 4.12. w EKM KATEGORII NETRIWIALXNOGO RODA STRUK- TURY, NASY]ENNOJ SWOBODNYMI I KOSWOBODNYMI OB˙EKTAMI, BURBA- KOWSKIH PREDSTAWITELEJ IME@T W TO^NOSTI WSE STROGIE PODOB˙EKTY I FAKTOR-OB˙EKTY.

d O K A Z A T E L X S T W O.

sOGLASNO PREDLOVENI@ 4.11, STROGIE PODOB˙EKTY I FAKTOR-OB˙EKTY W TAKIH KATEGORIQH B-TO^NY, A SOGLASNO PREDLOVENI@ 4.9 ONI SODERVAT W KA^ESTWE PREDSTAWITELEJ B-TO^NYE KANONI^ESKIE IN˙EKCII I PROEK- CII T.E. BURBAKOWSKIE PODOB˙EKTY I FAKTOR-OB˙EKTY. oBRATNO, WSQKIJ BURBAKOWSKIJ PODOB˙EKT I FAKTOR-OB˙EKT B-TO^EN PO OPREDELENI@, A B-TO^NYE PODOB˙EKTY I FAKTOR-OB˙EKTY STROGI PO PREDLOVENI@ 4.10.

4.5 rEGULQRNYE MONOMORFIZMY I “PIMOR- FIZMY

w [22] DOKAZANO SLEDU@]EE.

uTWERVDENIE 4.13. w KATEGORII SΣ SO SWOBODNYM OB˙EKTOM S NEPU- STYM MNOVESTWOM OBRAZU@]IH, MONOMORFIZM μ : A → B REGULQREN (SM. OPREDELENIE a.58, S. 117) TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA WYPOLNQ- @TSQ SLEDU@]IE USLOWIQ:

• DLQ WSQKOGO x ∈ B − Aμ (T.E. x ∈ B I x /∈ Aμ) SU]ESTWUET PARA MORFIZMOW φ, ψ : B → C, TAKIH ^TO μφ = μψ I xφ ≠ xψ;

• μ B-TO^EN.

uTWERVDENIE 4.14. w KATEGORII S_Σ SO SWOBODNYM OB˙EKTOM S MNOVE- STWOM OBRAZU@]IH MO]NOSTI BOLX[E 1, S@R˙EKTIWNYJ “PIMORFIZM

π : A >> B REGULQREN (SM. OPREDELENIE a.59, S. 118) TOGDA I TOLXKO

TOGDA, KOGDA ON B-TO^EN.

d O K A Z A T E L X S T W O.

nEOBHODIMOSTX (⇒) pUSTX D — OB˙EKT KATEGORII S_Σ I g : B → D — OTOBRAVENIE, TAKOE ^TO δ = πg : A → D I φ, ψ : C → A, (φ, ψ) ∈ Coeqp({π}). φδ = φ(πg) = (φπ)g = (ψπ)g = ψ(πg) = ψδ I δ ∈ Coeq(Coeqp({π})). t.K. μ REGULQRNYJ “PIMORFIZM, TO SU]ESTWUET

glawa 4. podob¨ekty i faktorob¨ekty 25

ω : B → D TAKOJ ^TO δ = πg = πω. tAK KAK μ S@R˙EKCIQ T.E.

“PIMORFIZM W KATEGORII MNOVESTW, TO OTS@DA SLEDUET, ^TO g = ω. w ^ASTNOSTI, g — MORFIZM, T.E. μ B-TO^EN. C φ > ψ > A π >> B ======= g ⇒ D dOSTATO^NOSTX (⇐) pUSTX g : A → C PRINADLEVIT

Coeq(Coeqp({π})). tAK KAK π S@R˙EKCIQ, TO MOVNO OPREDELITX OT-

BRAVENIE g : B → C SOOTNO[ENIEM: bg = ag GDE b = aπ. pO- KAVEM, ^TO TAKOE OPREDELENIE KORREKTNO, DEJSTWITELXNO, PUSTX

b = aπ = a^′π. dLQ MNOVESTWA G SWOBODNYH OBRAZU@]IH SWOBOD-

NOGO OB˙EKTA F , OPREDELIM OTOBRAVENIQ x, x^′ : G → A, POLAGAQ

Gx = a I Gx^′ = a^′.

pO OPREDELENI@ SWOBODNOGO OB˙EKTA SU]ESTWU@T TAKIE MORFIZMY

α, α^′ : F → A, TAKIE ^TO DLQ L@BOGO t IZ G tα = a I tα^′ = a^′.

tOGDA t(απ) = (tα)π = aπ = a^′π = (tα^′)π = t(α^′π), SLEDOWA- TELXNO απ = α^′π TAK KAK SU]ESTWUET EDINSTWENNOE PRODOLVENIE S MNOVESTWA SWOBODNYH OBRAZU@]IH DO MORFIZMA IZ SWOBODNO- GO OB˙EKTA, T.E. (α, α^′) ∈ Coeqp({π}). sLEDOWATELXNO αg = α^′g I

ag = (tα)g = t(αg) = t(α^′g) = (tα^′)g = a^′g. tAKIM OBRAZOM, g OPRE-

DELENO KORREKTNO. pO POSTROENI@ g = πg, I TAK KAK π B-TO^EN, TO g — MORFIZM, OTKUDA SLEDUET, ^TO π — REGULQRNYJ “PIMORFIZM. F α > α^′ > a, a^′ ∈ A π >> b ∈ B @@ @@ @@ @ g R t ∈ G x ∧ x^′ ∧

C g ∨

4.6 HP F -RODY STRUKTUR I BIKATEGORII

pUSTX DANA HP F -KATEORIQ C. wSQKIJ MORFIZM f W NEJ PREDSTAWIM W WIDE f = πf ξf μf . gDE πf — B-TO^NYJ “PIMORFIZM, μf — B-TO^NYJ MONOMORFIZM, A ξf — IZOMORFIZM. oBOZNA^IM EpiB C [MonB C] KLASS WSEH B-TO^NYH “PIMORFIZMOW [MONOMORFIZMOW]. nA SAMOM DELE πf I

μ_f WSEGDA WYBIRA@TSQ ,,KANONI^ESKIM“ OBRAZOM. oBOZNA^IM Epi_{BC} C

[Mon_{BC} C] KLASS WSEH B-TO^NYH KANONI^ESKIH PROEKCIJ [IN˙EKCIJ], T.E.

W TO^NOSTI KLASS BURBAKOWSKIH FAKTOROB˙EKTOW [PODOB˙EKTOW].

uTWERVDENIE 4.15. eSLI C — HP F -KATEORIQ S EKM MORFIZMAMI, TO (C, EpiB C, MonB C) — BIKATEGORIQ, PRI^EM EpiB C = (EpiBC C)(Iso C) I MonB C = (Iso C)(MonBC C).

d O K A Z A T E L X S T W O.

pUSTX f ∈ Ar C, f = (πf ξf )μf : X → Y . tOGDA πf ξf — B-TO^NYJ “PIMORFIZM (T.K. B-TO^NOSTX SOHRANQETSQ IZOMORFIZMAMI), A μf — B- TO^NYJ MONOMORFIZM.

pUSTX NAM DANO RAZLOVENIE f = ψφ, GDE ψ : X → T — B-TO^NYJ “PI- MORFIZM I φ : T → Y — B-TO^NYJ MONOMORFIZM. sOGLASNO PREDLOVE- NI@ 4.9 (S. 20), FAKTOROB˙EKT, SODERVA]IJ ψ SWOIM PREDSTAWITELEM, SODERVIT W KA^ESTWE PREDSTAWITELQ I KANONI^ESKU@ PROEKCI@. t.O. SU]ESTWUET IZOMORFIZM ı : T → X/(ψı), TAKOJ ^TO ψı : X → X/(ψı) — KANONI^ESKAQ PROEKCIQ. B-TO^NOSTX SOHRANQETSQ IZOMORFIZMAMI PO“TOMU ı^{−1}φ : X/(ψı) → Y — B-TO^EN I, SLEDOWATELXNO, IMEET PREDSTAWITELEM KANONI^ESKU@ IN˙EKCI@. t.O. SU]ESTWUET IZOMORFIZM

θ : X/(ψı) → X/(ψıθ), TAKOJ ^TO θ^{−1}ı^{−1}φ : X/(ψıθ) → Y — KANONI^E-

SKAQ PROEKCIQ. tEPERX

f = ψφ = (ψı)(ı^{−1}φ) = (ψı)θθ^{−1}(ı^{−1}φ) = (ψı)θ(θ^{−1}ı^{−1}φ)

tAKIM OBRAZOM, f RAZLOVENO NA KANONI^ESKU@ PROEKCI@ (ψı) IZOMOR- FIZM θ I KANONI^ESKU@ IN˙EKCI@ (θ^{−1}ı^{−1}φ). tAKOE RAZLOVENIE EDIN- STWENNO, SLEDOWATELXNO, W ^ASTNOSTI, ψ = πf ı^{−1}.

wSQKIJ IZOMORFIZM B-TO^EN, SLEDOWATELXNO Iso C ⊆ EpiB C ∩ MonB C. X f > Y HHH HHH H ψ jj *� � � φ * T X/(ψı) ı∨

X/(ψıθ) θ∨

uTWERVDENIE 4.16. w HP F -KATEGORII S EKM MORFIZMAMI, STROGIE PODOB˙EKTY QWLQ@TSQ BURBAKOWSKIMI.

d O K A Z A T E L X S T W O.

sLEDSTWIE PREDLOVENIQ 4.15, PREDLOVENIQ a.5 I PREDLOVENIQ 4.9.

uTWERVDENIE 4.17. w URAWNOWE[ENNOJ HP F -KATEGORII [S S@R˙EK- TIWNYMI “PIMORFIZMAMI, I] S EKM MORFIZMAMI, NASY]ENNOJ SWO- BODNYMI OB˙EKTAMI, PONQTIQ BURBAKOWSKOGO I KATEGORNOGO PODOB˙EKTA [FAKTOROB˙EKTA] SOWPADA@T.

d O K A Z A T E L X S T W O.

sLEDSTWIE PREDLOVENIQ 4.15, PREDLOVENIQ a.8, PREDLOVENIQ 4.11 I PREDLOVENIQ 4.9.

gLAWA 5

pROIZWEDENIQ I KOPROIZWEDENIQ

5.1 bURBAKOWSKIE NA^ALXNYE STRUKTURY I KATEGORNYE PROIZWEDENIQ

BURBAKOWSKIE NA^ALXNYE-FINALXNYE STRUKTURY, PROIZWEDENIQ

nAPOMNIM (SM. OPREDELENIE a.44, S. 114), ^TO W KATEGORII C PROIZWE- DENIEM OB˙EKTOW a I b NAZYWAETSQ KONUS c

� � � � π_a @@ @@ @@ @ π_b R a b TAKOJ ^TO, DLQ L@BOGO KONUSA d

� � � � φ @@ @@ @@ @ ψ R a b

SU]ESTWUET EDISTWENNYJ MORFIZM h : d → c, TAKOJ ^TO KOMMUTATIWNA DIAGRAMMA: d @@ @@ @@ @ h R

HHH HHH HHH HHH HHH ψ j AA AA AA AA AA AA AA AA φ U

c π_b > b

a π_a ∨ pRI “TOM c OBOZNA^AETSQ a × b, A h — (φ, ψ). dWOJSTWENNO (SM. OPREDE- LENIE a.45, S. 114) OPREDELQETSQ KOPROIZWEDENIE: b AA AA AA AA AA AA AA AA

ψ

U

a j_a > a^∐ b j_b ∨ HHH HHH HHH HHH HHH φ j @@ @@ @@ @ [φ, ψ] R_d

bURBAKOWSKIM ANALOGOM KATEGORNOGO PROIZWEDENIQ QWLQETSQ NA^ALXNAQ

STRUKTURA.

oPREDELENIE 5.1. eSLI W KATEGORII RODA STRUKTURY SΣ DANO SEMEJ- STWO OB˙EKTOW (Ei, τi)i∈I I KONUS MORFIZMOW fi : (E, τ) → (Ei, τi), TO τ NAZYWAETSQ NA^ALXNOJ STRUKTUROJ DLQ SEMEJSTWA (Ei, τi, fi)i∈I , ESLI DLQ L@BOGO OB˙EKTA (U, σ) I L@BOGO OTOBRAVENIQ g : U → E “KWIWALENTNY SLEDU@]IE SOOTNO[ENIQ:

glawa 5. proizwedeniq i koproizwedeniq 30

• g ESTX MORFIZM g : (U, σ) → (E, τ)

• DLQ WSEH i ∈ I, gfi ESTX MORFIZM gfi : (U, σ) → (Ei, τi)

(E_{i0}, τ_{i0})

� � � � f_{i0} `

(U, σ) g > (E, τ) @@ @@ @@ @ f_{i1} R_{(Ei1, τi1)}

. . . . . . . . . . . . . pRIME^ANIE 5.1. nA SAMOM DELE, W OPREDELENII NA^ALXNOJ STRUKTURY DANNOM W [14] NE TREBUETSQ ^TOBY fi BYLI MORFIZMAMI, ODNAKO, KAK LEGKO UWIDETX, WYBIRAQ W KA^ESTWE g OTOBRAVENIE 1_{(E,τ)} : (E, τ) →

(E, τ), “TO USLOWIE WYPOLNQETSQ AWTOMATI^ESKI.

oPREDELENIE 5.2. eSLI W KATEGORII RODA STRUKTURY S_Σ NA MNOVESTWE E MOVNO OPREDELITX DWA OB˙EKTA (E, τ1) I (E, τ2), TO GOWORQT, τ1 TONX- [E (ILI MELX^E), ^EM τ2, A τ2 GRUBEE (ILI KRUPNEE), ^EM τ1 (A SAMI “TI STRUKTURY NAZYWA@TSQ SRAWNIMYMI), ESLI TOVDESTWENNOE OTOBRAVE- NIE 1E : E → E ESTX MORFIZM 1E : (E, τ1) → (E, τ2)

pRI TAKOM OPREDELENII O^EWIDNO SLEDU@]EE

uTWERVDENIE 5.1. eSLI (E, τ) NA^ALXNAQ STRUKTURA DLQ SEMEJSTWA

(E_i, τ_i, f_i)_{i∈I} , TO τ QWLQETSQ NAIBOLEE GRUBOJ STRUKTUROJ PRI KOTOROJ

WSE fi SUTX MORFIZMY (I, SLEDOWATELXNO, EDINSTWENNA).

d O K A Z A T E L X S T W O.

pRQMAQ PODSTANOWKA W OPREDELENIQ.

pRIME^ANIE 5.2. bURBAKOWSKIE PODOB˙EKTY QWLQ@TSQ ^ASTNYM SLU- ^AEM NA^ALXNOJ STRUKTURY, TO^NEE, (U, σ) ESTX BURBAKOWSKIJ POBOB˙- EKT (E, τ) ESLI I TOLXKO σ ESTX NA^ALXNAQ STRUKTURA DLQ ODNO“LEMENT- NOGO SEMEJSTWA (E, τ, j)_{i∈{·}}, GDE j : U^⊂ > E — WLOVENIE PODMNOVE- STWA.

oPREDELENIE 5.3. bURBAKOWSKIM PROIZWEDENIEM SEMEJSTWA OB˙EKTOW

(E_i, τ_i)_{i∈I} NAZYWAETSQ STRUKTURA NA DEKARTOWOM PROIZWEDENII^∏_{i∈I} E_i NA-

^ALXNAQ OTNOSITELXNO SEMEJSTWA (Ei, τi, πi :^∏_{i∈I} Ei → Ei)

pRIME^ANIE 5.3. w OTLI^IE OT KATEGORNOGO PROIZWEDENIQ, OPREDELEN- NOGO S TO^NOSTX@ DO IZOMORFIZMA, NA^ALXNYE STRUKTURY, W OB]EM SLU- ^AE, NE OBRAZU@T KLASSA IZOMORFNYH OB˙EKTOW.

tAK W KATEGORII RODA STRUKTURY MNOVESTWA (“KWIWALENTNOJ KATEGORII MNOVESTW), DLQ WSQKOGO KONUSA (fi : E → Ei)i∈I , E QWLQETSQ NA^ALXNOJ STRUKTUROJ DLQ SEMEJSTWA (Ei, , fi)i∈I .

bURBAKOWSKOE PROIZWEDENIE, NAOBOROT, OPREDELENO SOWER[ENNO ODNO- ZNA^NO.

dWOJSTWENNO, OPREDELQ@TSQ PONQTIQ KONE^NOJ STRUKTURY, BURBAKOW- SKOGO KOPROIZWEDENIQ (BURBAKOWSKOJ SUMMY).

5.2 (P_i) � lim-PREDEL PO SEMEJSTWU FUNKTO- ROW (P_i) − lim-PREDEL “TO KATEGORNAQ KONSTRUKCIQ “KWIWALENTNAQ BUR- BAKOWSKIM NA^ALXNYM STRUKTURAM.

nA[EJ CELX@ QWLQETSQ SRAWNENIE BURBAKOWSKIH I KATEGORNYH KON- STRUKCIJ PROIZWEDENIQ I KOPROIZWEDENIQ. dLQ “TOGO MY POSTROIM KATEGORNU@ KONSTRUKCI@, PEREHODQ]U@ W BURBAKOWSKU@ NA^ALXNU@ STRUKTURU W KATEGORIQH RODOW STRUKTUR.

oPREDELENIE 5.4. pUSTX DAN FUNKTOR F : D → C I KONUS FUNKTOROW

(P_i : C → C_i|i ∈ I), TOGDA KONUS (π_d : q → dF |d ∈ Ob D) NAZYWAETSQ (P_i)-PREDELOM FUNKTORA F I OBOZNA^ATXSQ (P_i) − lim F , ESLI

• (π_d : q → dF |d ∈ Ob D) ∈ Ob compat F

• DLQ WSQKOGO (ρd : p → dF |d ∈ Ob D) ∈ Ob compat F TAKOGO ^TO

ρ_dP_i = g_i(π_dP_i) DLQ g_i : pP_i → qP_i SU]ESTWUET EDINSTWENNYJ g : p → q TAKOJ ^TO gP_i = g_i I ρ_d = gπ_d.

(P_i)-PREDEL NEKOTOROGO FUNKTORA BUDET NAZYWATXSQ EGO BURBAKOWSKIM

PREDELOM, ESLI “TO NE PRIWODIT K NEDORAZUMENIQM.

pRIME^ANIE 5.4. eSLI ESTX FUNKTOR F : D → C I FUNKTOR P : C → E, TO PO FUNKTORU (· P ) : Funct(D, C) → Funct(D, E) MOVNO POSTROITX FUNKTOR P : Funct(D, C)/F → Funct(D, E)/F P KOTORYJ OGRANI^IWA- ETSQ DO FUNKTORA P : compat F → compat F P .

tOGDA OPREDELENIE 5.4 MOVNO PEREFORMULIROWATX, SKAZAW, ^TO KONUS

(π_d : q → dF |d ∈ Ob D) NAZYWAETSQ (P_i) − lim F -PREDELOM FUNKTORA F ,

ESLI WSE FUNTORY Pi : compat F → compat F Pi POLNY I UNIWALENTNY NA OB˙EKTE (πd : q → dF |d ∈ Ob D) SPRAWA.

uTWERVDENIE 5.2. pUSTX J : C_1 → C_2 ESTX WLOVENIE POLNOJ PODKATE- GORII, F : D → C1 — FUNKTOR I (Pt : C2 → Ct) — KONUS FUNKTOROW. tOGDA ESLI KONUS (πd : q → dF J|d ∈ Ob D) S WER[INOJ q ∈ Ob C1 ESTX (Pt)-PREDEL FUNKTORA F J, TO KONUS (πd : q → dF |d ∈ Ob D) BUDET

(JP_t)-PREDEL FUNKTORA F

d O K A Z A T E L X S T W O. o^EWIDNO.

pRIME^ANIE 5.5. eSLI P_i = Δ^{αi} : C → C_i DLQ α_i ∈ Ob C_i, TO, KAK LEGKO PROWERITX (Δ^{αi} ) − lim F = lim F , ANALOGI^NO DLQ I = ∅ IMEEM

() − lim F = lim F , “TI SOOTNO[ENIQ OPRAWDYWA@T NAZWANIE (P_i) − lim F

— PREDELOM.

pRIME^ANIE 5.6. o^EWIDNO, ^TO DLQ DANNOGO SEMEJSTWA (Pi : C →

C_i|i ∈ I) IMEETSQ ODNO“LEMENTNOE SEMEJSTWO ((×)_{i∈I} P_i : C →^∏_{i∈I} C_i) TAKOE

^TO (Pi) − lim F = ((×)_{i∈I} Pi) − lim F W TOM SMYSLE, ^TO LEWAQ I PRAWAQ ^ASTI “TOGO RAWENSTWA OPREDELENY ODNOWREMENNO I RAWNY WSEGDA KOGDA OPREDELENY.

uTWERVDENIE 5.3. eSLI MY RASSMOTRIM KATEGORI@ RODA STRUKTURY

S_Σ, KONUS FUNKTOROW (P_Σ)_i : S_Σ → Set (SM. OPREDELENIE b.2, S. 129),

FUNKTOR F : D0 → SΣ IZ DISKRETNOJ KATEGORII D0 W SΣ I PREDEL

((P_Σ)_i) − lim F T.E. KONUS (f_d : (E, τ) → (E_d, τ_d)|d ∈ Ob D_0), TO (E, τ)

ESTX NA^ALXNAQ STRUKTURA OTNOSITELXNO SEMEJSTWA (Ed, τd, fd).

d O K A Z A T E L X S T W O. o^EWIDNO.

pRIME^ANIE 5.7. tEM SAMYM, BURBAKOWSKOE PROIZWEDENIE (SM. OPREDE- LENIE 5.3, S. 31) MOVET BYTX OHARAKTERIZOWANO, KAK KONUS (πi : a → ai), TAKOJ ^TO (πi : a → ai) = ((PΣ)j) − lim F I (πi(PΣ)j) = lim F (PΣ)i.

tEOREMA 5.4. eSLI SU]ESTWUET PREDEL lim F FUNKTORA F : D → C I FUNKTORY (Pi : C → Ci|i ∈ I) PERESTANOWO^NY S PREDELOM FUNKTORA F (T.E. ESLI (lim F )Pi = lim(F Pi)) TO lim F = (Pi) − lim F . (t.E., MOVNO SKAZATX, ^TO W “TOM SLU^AE, FUNKTORY (Pi : C → Ci|i ∈ I) ,,ZADA@T BURBAKOWSKIE PREDELY W C, ^EREZ KATEGORNYE PREDELY“.)

d O K A Z A T E L X S T W O. iMEEM glawa 5. proizwedeniq i koproizwedeniq 34

C

C_i P_i ∨

Lim F π_d > dF

� � � � ρ_d `

y g ∧

(Lim F )P_i π_dP_i > dF P_i

� � � � ρ_dP_i `

yP_i g_i ∧

GDE g — MORFIZM SU]ESTWU@]IJ PO OPREDELENI@ PREDELA I TAKOJ ^TO

gπ_d = ρ_d. tOGDA,

(gP_i)(π_dP_i) = ρ_dP_i = g_i(π_dP_i)

tAK KAK (lim F )Pi = lim(F Pi), TO (πdPi) — MONOKONUS I, SLEDOWATELXNO,

gP_i = g_i.

sLEDSTWIE 5.5. eSLI ZABYWA@]IE FUNKTORY (P_Σ)_i : S_Σ → Set SOHRA- NQ@T KATEGORNYE PROIZWEDENIQ (T.E., ESLI MNOVESTWA-NOSITELI KATE- GORNOGO PROIZWEDENIQ OB˙EKTOW ESTX DEKARTOWY PROIZWEDENIQ MNOVESTW- NOSITELEJ SOMNOVITELEJ PROIZWEDENIQ), TO BURBAKOWSKIE PROIZWEDENIQ SOWPADA@T S KATEGORNYMI.

5.3 oDNO OBOB]ENIE PONQTIQ STROGOGO MO- NOMORFIZMA

wSQKIJ (P_i)-PREDELXNYJ KONUS QWLQETSQ (P_i)-STROGIM.

rASSMOTRIM NEOBHODIMOE USLOWIE, WYPOLNQ@]EESQ DLQ WSQKOGO (Pi)- PREDELXNOGO KONUSA I QWLQ@]EESQ OBO]ENIEM DOKAZANNOGO WY[E USLO- WIQ DLQ BURBAKOWSKIH PODOB˙EKTOW (SM. UTWERVDENIE 4.10, S. 22).

glawa 5. proizwedeniq i koproizwedeniq 35

oPREDELENIE 5.5. pUSTX DANY FUNKTORY F : I → C I G : J → C, TOGDA KONUS (fi : e → iF |i ∈ Ob I), DOPUSTIMYJ OTNOSITELXNO FUNKTORA F NAZYWAETSQ (F, G)-DIAGONALIZIRUEMYM S KOKONUSOM (θj : jG → b|j ∈

Ob J), DOPUSTIMYM OTNOSITELXNO FUNKTORA G, ESLI DLQ WSQKOGO KONUSA

(β_i : b → iF |i ∈ Ob I), DOPUSTIMOGO OTNOSITELXNO FUNKTORA F , I DLQ

WSQKOGO KOKONUSA (αj : jG → e|j ∈ Ob J), DOPUSTIMOGO OTNOSITELXNO FUNKTORA G, TAKIH, ^TO KOMMUTATIWNY WSE DIAGRAMMY WIDA jG θ_j > b

e α_j ∨ f_i > iF β_i ∨ SU]ESTWUET EDINSTWENNYJ MORFIZM γ : b → e TAKOJ, ^TO θjγ = αj I

γf_i = β_i.

oPREDELENIE 5.6. kONUS (fi : e → iF |i ∈ Ob I), DOPUSTIMYJ OTNO- SITELXNO FUNKTORA F , NAZYWAETSQ (F, G)-STROGIM, ESLI ON DIAGONALI- ZIRUEM S L@BYM “PIKOKONUSOM, DOPUSTIMYM OTNOSITELXNO FUNKTORA G. kONUS (fi : e → iF |i ∈ Ob I), DOPUSTIMYJ OTNOSITELXNO FUNKTORA F , NAZYWAETSQ F -STROGIM, ESLI ON (F, Δ^a_{D0})-STROG DLQ L@BOGO POSTOQNNO- GO FUNTORA Δ^a_{D0} : D0 → C IZ ODNO“LEMENTNOJ KATEGORII D0 S ODNIM MORFIZMOM.

pRIME^ANIE 5.8. o^EWIDNO, ^TO, ^TOBY POLU^ITX OBY^NOE OPREDELE- NIE DIAGONALIZIRUEMOSTI I STROGOSTI (SM. OPREDELENIE a.61, S. 119), DOSTATO^NO WZQTX W KA^ESTWE F I G POSTOQNNYE FUNKTORY Δ^a_{D0} I Δ^d_{D0} .

tEOREMA 5.6. eSLI DAN FUNKTOR F : I → C I KONUS UNIWALENTNYH FUNKTOROW (Pt : C → Ct|t ∈ T ), PEREWODQ]IH “PIMORFIZMY W “PIMOR- FIZMY OBRATIMYE SLEWA, TO (Pt) − lim F -PREDEL (fi : e → iF |i ∈ Ob I) TAKOJ, ^TO fiPt — MONOKONUS QWLQETSQ F -STROGIM.

glawa 5. proizwedeniq i koproizwedeniq 36

d O K A Z A T E L X S T W O.

dEJSTWITELXNO, IMEEM KOMMUTATIWNYJ KWADRAT: a θ >> b

� � � � γ

e α ∨ f_i > iF β_i ∨ t.E., θβi = αfi. tAK KAK θ “PIMORFIZM, A Pt PEREWODIT “PIMORFIZMY W “PIMORFIZMY OBRATIMYE SLEWA, TO SU]ESTWUET σ : bPt → aPt TAKOJ, ^TO σ(θPt) = 1bP_t : aP_t θP_t >> < σ bP_t

eP_t αP_t ∨ f_iP_t > (iF )P_t β_iP_t ∨ rASSMOTRIM MORFIZM τ = σ(αPt) : bPt → ePt W Ct.

τ(f_iP_t) = σ(αP_t)(f_iP_t) = σ(θP_t)(β_iP_t) = (β_iP_t)

tAK KAK (fi) ESTX (Pt)-PREDEL F , TO SU]ESTWUET EDINSTWENNYJ MORFIZM

γ : b → e TAKOJ, ^TO γP_t = σ(αP_t) I β_i = γf_i.

kROME TOGO,

(θP_t)(γP_t)(f_iP_t) = (θγ)P_t(f_iP_t) = (θP_t)σ(αP_t)(f_iP_t) = (θP_t)σ(θP_t)(β_iP_t) = (θP_t)(β_iP_t) = (αP_t)(f_iP_t)

TAK KAK (fiPt) ESTX MONOKONUS PO USLOWI@, TO

(θP_t)(γP_t) = (αP_t),

A TAK KAK Pt UNIWALENTEN, TO θγ = α, T.E., (fi) — F -STROG.

nA SAMOM DELE MOVNO DOKAZATX I OBRATNOE W DUHE UTWERVDENIQ 4.11.

uTWERVDENIE 5.7. eSLI DAN FUNKTOR F : I → C, KONUS UNIWALENTNYH FUNKTOROW (Pt : C → Ct|t ∈ T ), IME@]IH SOPRQVENNYE SLEWA FUNTORY

F_t : C_t → C, A KATEGORII C_t IME@T OBRAZU@]IE OB˙EKTY, TO F -STROGIJ

MONOKONUS (fi : e → Fi|i ∈ Ob I) QWLQETSQ (Pt)-PREDELOM F .

d O K A Z A T E L X S T W O.

iTAK, PUSTX IMEETSQ KONUS (ξi : b → iF ), DOPUSTIMYJ OTNOSITELXNO F TAKOJ, ^TO cP_t f_iP_t > iF P_t

� � � � ξ_iP_t `

bP_t g_t ∧

pO SWOJSTWAM SOPRQVENNYH FUNKTOROW IMEEM MORFIZMY 1 : bPtFt → b I gt : bPtFt → c TAKIE, ^TO KOMMUTATIWNY SLEDU@]IE DIAGRAMMY: bP_tF_tP_t 1P_t > bP_t

� � � � 1_{bPt} `

bP_t j ∧

glawa 5. proizwedeniq i koproizwedeniq 38 I bP_tF_tP_t g_tP_t > cP_t

� � � � g_t `

bP_t j ∧

GDE j : bPt → bPtFtPt ESTX SOOTWETSTWU@]AQ KOMPONENTA EDINICY SO- PRQVENIQ Ft ⊣ Pt: bP_tF_tP_t 1P_t > < j bP_t

cP_t g_tP_t ∨ f_iP_t > iF P_t ξ_iP_t ∨ tOGDA_{j(g}

tP_t)(f_iP_t) = g_t(f_iP_t) = ξ_iP_t = j(1P_t)(ξ_iP_t)

sLEDOWATELXNO, gtfi = 1ξi TAK KAK ONI IME@T ODINAKOWOE SUVENIE NA ,,SEMEJSTWO OBRAZU@]IH“. kROME TOGO, TAK KAK j(1Pt) = 1bP_t , TO 1Pt ESTX “PIMORFIZM, A TAK KAK Pt UNIWALENTEN I, SLEDOWATELXNO, OTRA- VAET “PIMORFIZMY, TO I 1 TOVE “PIMORFIZM. tAKIM OBRAZOM, IMEEM KOMMUTATIWNYJ KWADRAT: bP_tF_t 1 >> b

� � � � γ_t

c g_t ∨ f_i > iF ξ_i ∨ tAK KAK (fi) — F -STROG, TO SU]ESTWUET EDINSTWENNYJ γt : b → c TAKOJ, ^TO 1γt = gt I γtfi = ξi. tAK KAK (fi) — MONOKONUS, TO IZ POSLEDNEGO RAWENSTWA WYTEKAET, ^TO γt_1 = γt_2 = γ. oSTAETSQ ZAMETITX, ^TO

(γP_t)(f_iP_t) = ξ_iP_t = g_t(f_iP_t),

A TAK KAK W SILU UTWERVDENIQ 4.4 Pt SOHRANQET MONOMORFIZMY, TO fiPt ESTX MONOKONUS I_{γP} t = g_t t.E. (fi) ESTX (Pt)-PREDEL F .

w KA^ESTWE PROSTOGO SLEDSTWIQ POLU^AEM:

sLEDSTWIE 5.8. w KATEGORII RODA STRUKTURY S_Σ c S@R˙EKTIWNYMI “PIMORFIZMAMI, I NASY]ENNOJ SWOBODNYMI OB˙EKTAMI, MONOKONUS QWLQETSQ BURBAKOWSKIM PREDELOM FUNKTORA F : D → SΣ, ESLI I TOLXKO ON F -STROG.

pRI “TOM KATEGORNYJ PREDEL QWLQETSQ TAKVE I BURBAKOWSKIM.

d O K A Z A T E L X S T W O.

dEJSTWITELXNO, FUNKTORY (PΣ)t : SΣ → Set UNIWALENTNY PO OPREDELE- NI@, I PO UTWERVDENI@ 4.4, ESLI (fi) MONOKONUS, TO I (fi)(PΣ)t TOVE MONOKONUS, TAK KAK W Set, O^EWIDNO, WSQKOE NEPUSTOE MNOVESTWO QWLQ- ETSQ OBRAZU@]IM.

wTORAQ ^ASTX NEMEDLENNO SLEDUET IZ TEOREMY 5.4 TAK KAK PO USLOWI@

(P_Σ)_t IME@T LEWYE SOPRQVENNYE, A, ZNA^IT, PERESTANOWO^NY S PREDE-

LAMI.

pRIME^ANIE 5.9. o^EWIDNYM OBRAZOM MOVNO POSTROITX OPREDELENIQ I UTWERVDENIQ DWOJSTWENNYE K POSTROENIQM “TOGO RAZDELA I SWQZATX BURBAKOWSKOE PONQTIE O ,,FINALXNOJ STRUKTURE“ co STROGOSTX@ “PIKO- KONUSOW I NALI^IEM KOSWOBODNYH OB˙EKTOW.

5.4 nA^ALXNYE STRUKTURY W KATEGORIQH FUNKTOROW

w KATEGORIQH FUNKTOROW WSQKIJ MONOKONUS QWLQETSQ BURBAKOWSKIM PREDELOM.

glawa 5. proizwedeniq i koproizwedeniq 40

w PRIME^ANII 5.3 BYLO UKAZANO, ^TO W OTLI^IE OT KATEGORNYH PREDE- LOW, BURBAKOWSKIE PREDELY FUNKTORA NE OBQZATELXNO IZOMORFNY DRUG DRUGU. oKAZYWAETSQ, ^TO TAKAQ SITUACIQ NE QWLQETSQ “KZOTI^ESKOJ I HARAKTERNA DLQ DOSTATO^NO [IROKOGO KLASSA KATEGORIJ.

tEOREMA 5.9. pUSTX D I C SUTX KATEGORII. oPREDELIM KONUS FUNKTO- ROW (evt : Funct(D, C) → C|t ∈ Ob D) SOOTNO[ENIQMI:

Λ : D → C, Λ ev_t = tΛ

ξ : Λ → N, ξ ev_t = ξ_t

tOGDA, DLQ WSQKOGO FUNKTORA F : E → Funct(D, C), WSQKIJ DOPUSTIMYJ DLQ F KONUS (πi : q → iF ) TAKOJ, ^TO DLQ WSQKOGO FIKSIROWANNOGO OB˙EKTA t ∈ Ob D KOMPONENTY ((πi)t : tq → t(iF )) OBRAZUET MONOKONUS, QWLQETSQ (evt)-PREDELOM F .

d O K A Z A T E L X S T W O. iMEEM q : D → C, p : D → C, iF : D → C

Funct(D, C)

C ev_t ∨ q π_i > iF

� � � � ρ_i `

p g ∧

tq (π_i)_t > t(iF )

� � � � (ρ_i)_t `

tp g_t ∧

glawa 5. proizwedeniq i koproizwedeniq 41

nADO PROWERITX, ^TO (gt) SUTX KOMPONENTY ESTESTWENNOGO PREOBRAZOWA- NIQ g : p → q. w DIAGRAMME

t_1 t_1p g_{t1} > t_1q (π_i)_{t1} > t_1(iF )

t_2 f ∨ t_2p fp ∨ g_{t2} > t_2q fq ∨ (π_i)_{t2} > t_2(iF ) f(iF ) ∨ OB˙EML@]IJ I PRAWYJ KWADRATY KOMMUTATIWNY. sLEDOWATELXNO I LE- WYJ KWADRAT KOMMUTATIWEN, TAK KAK GORIZONTALXNYE STRELKI PRAWOGO KWADRATA OBRAZU@T MONOKONUS.

pRIME^ANIE 5.10. eSLI W KATEGORII C PROIZWOLXNYJ MORFIZM IMEET QDERNU@ PARU, TO WSQKIJ MONOKONUS (πi : q → iF ) UDOWLETWORQET USLO- WI@ TEOREMY, TAKIM OBRAZOM W TAKIH KATEGORIQH WSQKIJ DOPUSTIMYJ MONOKONUS QWLQETSQ BURBAKOWSKIM PREDELOM.

pRIMER 5.1. kATEGORII Set, MapSet, EndSet, AutSet WSE MOGUT BYTX PREDSTAWLENY KAK KATEGORII Funct(D, Set) DLQ PODHODQ]EJ KATEGORII D PO“TOMU W “TIH KATEGORIQH WSQKIJ DOPUSTIMYJ MONOKONUS QWLQETSQ BURBAKOWSKIM PREDELOM.

kROME TOGO, W SILU UTWERVDENIQ 5.2 POLNYE PODKATEGORII “TIH KATE- GORIJ, NAPRIMER, EqSet I SubSet TAKVE OBLADA@T “TIM SWOJSTWOM.

5.5 nA^ALXNYE STRUKTURY W KATEGORIQH S EKM -MORFIZMAMI

w EKM-KATEGORIQH STRUKTURA, POLU^ENNOJ OBRATNYM PERENOSOM WDOLX NEKOTOROGO MONOKONUSA, QWLQETSQ NA^ALXNOJ OTNOSITELXNO “TOGO MONOKONUSA.

w PRIME^ANII 5.1 OTME^ALOSX, ^TO NA^ALXNAQ OTNOSITELXNO KONUSA

(f_i : (E, τ) → (E_i, τ_i)) STRUKTURA QWLQETSQ SAMOJ GRUBOJ PRI KOTOROJ

WSE fi E]E QWLQ@TSQ MORFIZMAMI (SR. S OPREDELENIEM TIHONOWSKOGO PROIZWEDENIQ TOP. PROSTRANSTW). hOTQ W OB]EM SLU^AE, “TO USLOWIE NE QWLQETSQ DOSTATO^NYM, “TO DEJSTWITELXNO PO^TI TAK DLQ DOSTATO^NO [IROKOGO KLASSA KATEGORIJ.

tEOREMA 5.10. w EKM-KATEGORII SΣ SO ,,SHEMOJ KONSTRUKCII“ ΓΣ :

Set × Set × · · · × Set → Set DLQ WSQKOGO KONUSA (f_i : (E, τ) → (E_i, τ_i))

TAKOGO, ^TO τ(fiΓΣ) = τi I (fi : E → Ei) ESTX MONOKONUS OTOBRAVENIJ,

(E, τ) ESTX NA^ALXNAQ STRUKTURA OTNOSITELXNO “TOGO MONOKONUSA.

d O K A Z A T E L X S T W O.

pUSTX U NAS ESTX OB˙EKT (D, σ) I OTOBRAVENIE g : D → E, TAKIE ^TO

gf_i SUTX MORFIZMY: gf_i : (D, σ) → (E_i, τ_i). tOGDA

σ(gΓ_Σ)(f_iΓ_Σ) ⊆ τ_i

PO USLOWI@ τ(fiΓΣ) = τi, ZNA^IT

σ(gΓ_Σ)(f_iΓ_Σ) ⊆ τ(f_iΓ_Σ).

pUSTX SU]ESTWUET x ∈ σ(gΓΣ) TAKOJ ^TO x ∉ τ, NO x(fiΓΣ) ∈ τ(fiΓΣ) PO“TOMU SU]ESTWUET TAKOJ τ0 ∈ τ, ^TO x(fiΓΣ) = τ0(fiΓΣ), PRI “TOM

x ≠ τ_0 TAK KAK τ_0 ∈ τ I x ∉ τ, NO “TO PROTIWORE^IT USLOWI@ O TOM ^TO

(f_i) ESTX MONOKONUS OTOBRAVENIJ.

sLEDOWATELXNO,_{σ(gΓ} Σ) ⊆ τ, A ZNA^IT, g ESTX MORFIZM g : (D, σ) → (E, τ).

pRIME^ANIE 5.11. oTMETIM, ^TO W KATEGORII TOPOLOGI^ESKIH PRO- STRANSTW NEOBHODIMOE USLOWIE TOGO, ^TOBY STRUKTURA (E, τ) BYLA GRU- BEJ[EJ PRI KOTOROJ WSE MORFIZMY (fi) NEPRERYWNY, QWLQETSQ I DOSTA- TO^NYM SM. [11] LEMMA 2.5.1 STR. 265.

gLAWA 6 uPRAWLQEMYE SISTEMY

6.1 kATEGORII DLQ DINAMI^ESKIH SISTEM

kATEGORII GLADKIH MNOGOOBRAZIJ I WEKTORNYH POLEJ.

6.1.1 gLADKIE MNOGOOBRAZIQ pRIME^ANIE 6.1. w “TOM RAZDELE POD ,,r-GLADKIMI FUNKCIQMI“ BUDUT PONIMATXSQ FUNKCII IZ KLASSA C^r.

rASSMOTRIM NEKOTORYE KATEGORII GLADKIH MNOGOOBRAZIJ:

• Manifold^r_n — KATEGORIQ WSEH HAUSDORFOWYH n-MERNYH MNOGOOBRAZIJ

GLADKOSTI r SO S^ETNOJ BAZOJ.

• Manifold_n — KATEGORIQ WSEH GLADKIH HAUSDORFOWYH n-MERNYH MNO-

GOOBRAZIJ SO S^ETNOJ BAZOJ.

• Manifold^r — KATEGORIQ WSEH HAUSDORFOWYH MNOGOOBRAZIJ GLADKOSTI

r SO S^ETNOJ BAZOJ.

• Manifold — KATEGORIQ WSEH GLADKIH KONE^NOMERNYH HAUSDORFOWYH

MNOGOOBRAZIJ SO S^ETNOJ BAZOJ.

• Manifold^∞_n — KATEGORIQ WSEH BESKONE^NO GLADKIH HAUSDORFOWYH n-

MERNYH MNOGOOBRAZIJ SO S^ETNOJ BAZOJ.

• Manifold^ω_n — KATEGORIQ WSEH ANALITI^ESKIH HAUSDORFOWYH n-MERNYH

MNOGOOBRAZIJ SO S^ETNOJ BAZOJ.

• Manifold^∞ — KATEGORIQ WSEH BESKONE^NO GLADKIH HAUSDORFOWYH

MNOGOOBRAZIJ SO S^ETNOJ BAZOJ.

• Manifold^ω — KATEGORIQ WSEH ANALITI^ESKIH HAUSDORFOWYH MNOGO-

OBRAZIJ SO S^ETNOJ BAZOJ.

• Manifold — KATEGORIQ WSEH HAUSDORFOWYH MNOGOOBRAZIJ SO S^ETNOJ

BAZOJ.

zAMETIM, ^TO W “TI KATEGORII NE WKL@^AETSQ ,,PATOLOGI^ESKIJ“ SLU^AJ ∅. dLQ PUSTOGO MNOGOOBRAZIQ ∅ NELXZQ ODNOZNA^NO OPREDELITX RAZMER- NOSTX.

s DRUGOJ STORONY, DLQ ODNOTO^E^NOGO MNOGOOBRAZIQ R^0 = {·}, POLO- VIM, ^TO EGO KASATELXNOE RASSLOENIE “TO ONO SAMO: T R^{0 ∼}= R^0, TOGDA DLQ PROIZWOLXNOGO GLADKOGO OTOBRAVENIQ f : R^0 → X OPREDELIM KA- SATELXNOE OTOBRAVENIE f^∗ : R^0 → T X: f^∗ : · > (f(·), 0). pRIME^ANIE 6.2. nADO OTMETITX, ^TO W KONTEKSTE TEORII KATEGORIJ POD ,,KATEGORIEJ (GLADKIH) MNOGOOBRAZIJ“ INOGDA PONIMAETSQ NESKOLX- KO DRUGAQ KATEGORIQ, WKL@^A@]AQ W SEBQ ,,INFINITEZIMALXNYE“ OB˙EK- TY. —TA KATEGORIQ OBLADAET BOLEE BOGATOJ STRUKTUROJ I, W ^ASTNOSTI, QWLQETSQ TOPOSOM. (sM. [10]).

iME@TSQ O^EWIDNYE FUNKTORY WKL@^ENIQ Pr : Manifold^{r+1} → Manifold^r TOVDESTWENNYE NA OB˙EKTAH I MORFIZMAH, A TAKVE FUNKTORY P^∞_r :

Manifold^∞ → Manifold^r I P^ω_r : Manifold^ω → Manifold^r.

rASSMOTRIM TAKVE FUNKTORY Tr : Manifold^{r+1} → Manifold^r, SOPOSTA- WLQ@]IE MNOGOOBRAZI@ X EGO KASATELXNOE RASSLOENIE T X, SNABVEN- NOE STRUKTUROJ MNOGOOBRAZIQ GLADKOSTI r, A GLADKOMU OTOBRAVENI@ glawa 6. uprawlqemye sistemy 45

f : X → Y , EGO DIFFERENCIAL f^∗ : T X → T Y . pROEKCII π_X : T X → X,

OBRAZU@T ESTESTWENNOE PREOBRAZOWANIE π : Tr → Pr: T X π_X > X , T Y f^∗ ∨ π_Y > Y f ∨ w KATEGORII Manifold^r SU]ESTWUET KONE^NYE PROIZWEDENIQ α×β, A TAK- VE KONE^NYE KOPROIZWEDENIQ MNOGOOBRAZIJ ODINAKOWOJ RAZMERNOSTI

α ⊔ β, GDE dim α = dim β.

iSSLEDUEM, KAK WYGLQDQT “PIMORFIZMY W KATEGORII Manifold^r.

uTWERVDENIE 6.1. r-gLADKOE OTOBRAVENIE f : α → β QWLQETSQ “PI- MORFIZMOM KATEGORII Manifold^r TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA EGO OBRAZ WS@DU PLOTEN: Closure αf = β.

d O K A Z A T E L X S T W O.

dOSTATO^NOSTX (⇐) zABYWA@]IJ FUNKTOR U : Manifold^r → Top W KATEGORI@ TOPOLOGI^ESKIH PROSTRANSTW I NEPRERYWNYH OTOBRAVE- NIJ O^EWIDNO UNIWALENTEN I, SLEDOWATELXNO, OTRAVAET “PIMORFIZ- MY. tAKIM OBRAZOM, ESLI fU — “PIMORFIZM, TO I f TOVE “PIMOR- FIZM. nO “PIMORFIZM W Top “TO W TO^NOSTI NEPRERYWNOE OTOBRA- VENIE SO WS@DU PLOTNYM OBRAZOM.

nEOBHODIMOSTX (⇒) pUSTX OBRAZ f NE WS@DU PLOTEN. tOGDA SU]E- STWUET TO^KA y ∈ β I EE OTKRYTAQ OKRESTNOSTX Uy TAKIE, ^TO U_y ∩ αf = ∅. rASSMOTRIM CILINDR β × (0, 1), GDE (0, 1) ⊂ R^1 — INTERWAL. pUSTX

g : β → β × (0, 1) — WLOVENIE: g : a > (a, 0) I ψ : R^1_+ → R^1

ZAWEDOMO SU]ESTWU@]AQ r-GLADKAQ (ILI ANALITI^ESKAQ) FUNKCIQ, TAKAQ ^TO tψ ∈ [0, 1], 0ψ = 1, 1ψ = 0, ψ ESTX MONOTONNAQ BIEKCIQ NA OTREZKE [0, 1] I tψ = 0 DLQ t > 1.

tAK KAK β ESTX MNOGOOBRAZIE, TO U TO^KI y ESTX OKRESTNOSTX B^n_1 GOMEOMORFNAQ EDINI^NOMU [ARU TAKAQ, ^TO y ∈ B^n_1 ⊆ Uy. pOSTROIM TOGDA OTOBRAVENIE h : β → β ×(0, 1) SLEDU@]IM OBRAZOM: h|β−Bn_1 =

g|_{β−B}n_1 . dLQ t ∈ B^n_1 PUSTX th = (t, (||t||)ψ). o^EWIDNO, ^TO h ESTX

PROIZWEDENIE DWUH GLADKIH OTOBRAVENIJ 1β : β → β I^¯ψ : β →

(0, 1) I, PO“TOMU, SAMO QWLQETSQ GLADKIM. kROME TOGO, yh = (y, (||y||)ψ) = (y, 0ψ) = (y, 1) ≠ (y, 0) = yg tAKIM OBRAZOM, g ≠ h, NO fg = fh, TAK KAK g I h PO OPREDELENI@ SOWPADA@T NA OBRAZE f. sLEDOWATELXNO, f NE “PIMORFIZM.

fUNKTORY Tr SOHRANQ@T PROIZWEDENIQ (T (X × Y )^∼= T X × T Y ), KO- PROIZWEDENIQ (T (X ⊔ Y )^∼= T X ⊔ T Y ) I OTRAVA@T MONOMORFIZMY I “PIMORFIZMY, W SILU SWOEJ UNIWALENTNOSTI. (eSLI f^∗ : T X → T Y MONOMORFIZM, TO f : X → Y “TO IN˙EKTIWNAQ IMMERSIQ, NAZYWAEMAQ INOGDA WLOVENIEM, ESLI f^∗ “PIMORFIZM, — TO f “TO S@R˙EKTIWNAQ SUBMERSIQ.)

oB˙EKT R^0, ESTX O^EWIDNO, TERMINALXNYJ OB˙EKT WSEH “TIH KATEGORIJ. bOLEE TOGO, R^0 SWOBODNYJ OB˙EKT NAD ODNO“LEMENTNYM MNOVESTWOM, OTNOSITELXNO ZABYWA@]EGO FUNKTORA U : Manifold → Set. tOGDA, PO LEMME 4.4, U SOHRANQET MONOMORFIZMY, A TAK KAK ON UNIWALENTEN, TO ON IH I OTRAVAET. tAKIM OBRAZOM

uTWERVDENIE 6.2. mONOMORFIZMY W KATEGORIQH MNOGOOBRAZIJ “TO W TO^NOSTI IN˙EKTIWNYE GLADKIE OTOBRAVENIQ.

s DRUGOJ STORONY, PO UTWERVDENI@ 6.1, “PIMORFIZM WOWSE NE OBQZAN BYTX S@R˙EKCIEJ, ZNA^IT FUNKTOR U NE SOHRANQET “PIMORFIZMOW, A ZNA^IT, NET MNOGOOBRAZIQ, KOSWOBODNOGO NAD MNOVESTWOM KOOBRAZU@- ]IH MO]NOSTI BOLX[E ODNOGO. w ^ASTNOSTI, NE SU]ESTWUET MNOGOOBRA- ZIQ, Ω S WYDELENNYM PODMNOVESTWOM V0 ⊆ Ω, KOTOROE MOVNO BYLO BY NAZWATX ,,KLASSIFICIRU@]IM“, TAKOGO, ^TO DLQ L@BOGO MNOGOOBRAZIQ α I L@BOGO PODMNOVESTWA V ⊆ α SU]ESTWUET I EDINSTWENNO GLADKOE OTOBRAVENIE fV : α → Ω, TAKOE ^TO fV (V ) = V0.

glawa 6. uprawlqemye sistemy 47

6.1.2 oBYKNOWENNYE DIFFERENCIALXNYE URAWNE- NIQ aWTONOMNU@ SISTEMU DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ ẋ = f(x), x ∈ α, GDE α — GLADKOE MNOGOOBRAZIE MOVNO OTOVDESTWITX S WEKTORNYM PO- LEM αT , αP f ∧

GDE αT — KASATELXNOE RASSLOENIE α. kONKRETNEE, ESLI α — MNOGO- OBRAZIE GLADKOSTI r, r > 0, TO αT MOVNO W OB]EM SLU^AE SNABDITX STRUKTUROJ MNOGOOBRAZIQ GLADKOSTI r − 1, I f ESTX OTOBRAVENIE GLAD- KOSTI r − 1. w ^ASTNOSTI, ESLI r = 1, TO αT ESTX NEPRERYWNOE MNOGO- OBRAZIE, I f ESTX NEPRERYWNOE OTOBRAVENIE. pRI “TOM fπ = 1M , GDE

π : αT → α — PROEKCIQ. tAK KAK fπ = 1_M , TO f — MONOMOFIZM, T.E.,

PREDSTAWITELX NEKOTOROGO PODOB˙EKTA OB˙EKTA αT .

tAKIM OBRAZOM POLU^AETSQ KATEGORIQ Ode, OB˙EKTAMI KOTOROJ QWLQ- @TSQ WEKTORNYE POLQ ξ : αP → αT , A MORFIZMY IZ ξ : αP → αT W

η : βP → βT “TO PODSTANOWKI, T.E. MORFIZMY f : α → β, TAKIE, ^TO

KOMMUTATIWNA DIAGRAMMA: αT f^∗ > βT . αP ξ ∧

fP > βP η ∧

dEJSTWITELXNO, RASSMOTRIM SISTEMY URAWNENIJ ẋ = ξ(x), x ∈ α

glawa 6. uprawlqemye sistemy 48 I_{ẏ = η(y), y ∈ β,} I PODSTANOWKU y = f(x), TAKU@, ^TO WY[EPRIWEDENNAQ DIAGRAMMA KOM- MUTATIWNA. tOGDA “TA PODSTANOWKA PEREWODIT RE[ENIQ W RE[ENIQ. dEJ- STWITELXNO, PUSTX x(t) — RE[ENIE, TOGDA d dt f(x(t)) = ∂f ∂x dx(t) dt = ∂f ∂x ξ(x(t)) = f^∗(ξ(x(t))) = η(f(x(t))),

T.E., f(x(t)) RE[ENIE WTOROJ SISTEMY.

kONE^NYM OB˙EKTOM W Ode QWLQETSQ POLE 1_R0 : R^0 → R^0. oSOBU@ ROLX IGRAET POLE ∂ : R^1 → R^1T , ∂ : t > (t, 1), SOOTWETSTWU- @]EE URAWNENI@_{ẋ = 1, x ∈ R1.}

mORFIZMY s : ∂ → β W TO^NOSTI SOOTWETSTWU@T RE[ENIQM β, OPREDE- LENNYM NA WSEJ OSI R^1. tEM SAMYM, MOVNO, W ^ASTNOSTI, POSTROITX FUNKTOR Sol = h^∂ : Ode → Set, SOPOSTAWLQ@]IJ SISTEME β MNOVESTWO EE RE[ENIJ.

dWOJSTWENNO, MOVNO RASSMOTRETX POLE σ:

σ : R^1 → R^1T σ : t > (t, 0), SOOTWETSTWU@]EE URAWNENI@

ẋ = 0, x ∈ R^1.

mORFIZM θ : f → σ, GDE f : α → αT — WEKTORNOE POLE, “TO GLADKOE OTOBRAVENIE θ : α → R^1 TAKOE, ^TO KOMMUTATIWNA DIAGRAMMA: αT θ^∗ > R^2 . α f ∧

θ > R^1 σ ∧

glawa 6. uprawlqemye sistemy 49

pROSLEDIM PO “TOJ DIAGRAMME PUTX KAKOJ-NIBUDX TO^KI x ∈ α: (x, f(x)) θ^∗ > (θ(x), dθ dx (x)f(x)) . x f ∧

θ > θ(x) σ ∧

tAK KAK DIAGRAMMA DOLVNA BYTX KOMMUTATIWNA, TO PO OPREDELENI@ σ POLU^AEM^{dθ}_{dx} (x)f(x) = 0, ILI RASPISAW PO KOORDINATAM, ∑ j ∂θ ∂x_j (x_1, . . . , x_n)f^j(x_1, . . . , x_n) = 0.

tAKIM OBRAZOM, MORFIZMY θ : α → σ “TO W TO^NOSTI INWARIANTY WEKTORNOGO POLQ α I IMEETSQ FUNKTOR

h_σ : Ode^∗ → Set

SOPOSTAWLQ@]IJ SISTEME DIF. URAWNENIJ MNOVESTWO EE INWARIANTOW.

6.1.3 dINAMI^ESKIE SISTEMY rASSMATRIWA@TSQ DINAMI^ESKIE SISTEMY SLEDU@]EGO WIDA: ẋ = f(x, u), x ∈ α, u ∈ U_x, GDE α — GLADKOE MNOGOOBRAZIE, Ux — ZAMKNUTYE MNOVESTWA. rE[ENIEM TAKOJ SISTEMY QWLQETSQ PARA OTOBRAVENIJ x : R^1 → α, u : R^1 → ⨆ x∈α U_x, OBRA]A@]IE SISTEMU W TOVDESTWO TAKIH, ^TO u(t) ∈ U_{x(t)}.

mNOVESTWA Ux, ,,PRIKREPLENNYE“ K TO^KAQ x MNOGOOBRAZIQ α, OBRAZU@T RASSLOENIE ([21]). tO^NEE, RASSLOENIEM S BAZOJ B, NAZYWAETSQ OB˙EKT

KATEGORII Manifold /B: E , B p ∨ TAKOJ ^TO p : E → B — S@R˙EKTIWNYJ MORFIZM. zDESX Ux = p^{−1}(x). mOVNO RASSMOTRETX BOLEE OB]U@ SITUACI@, KOGDA p — PROIZWOLXNYJ MORFIZM. pRI “TOM, WOZMOVNO ^TO NEKOTORYE Ux = ∅, ODNAKO, “TO NE PRIWODIT K BOLEE OB]EJ SITUACII, T.K., SOGLASNO OPREDELENI@, RE[E- NIQ NE MOGUT ZAHODITX W OBLASTX S PUSTYM MNOVESTWOM DOPUSTIMYH UPRAWLENIJ. w L@BOM SLU^AE, MNOVESTWO E MOVNO PREDSTAWITX KAK

E =^⨆_{x∈B} p^{−1}(x), ^TO POZWOLQET (ODNOZNA^NO) PREDSTAWITX L@BU@ TO^KU

x ∈ E W WIDE (p(x), u), GDE u ∈ U_x.

tEPERX, DLQ DANNOGO MNOGOOBRAZIQ α IZ Manifold^r DINAMI^ESKU@ SISTE- MU MOVNO OTOVDESTWITX S KOMMUTATIWNOJ DIAGRAMMOJ: β

� � � � p @@ @@ @@ @ f R αP << π αT , ZDESX Ux = p^{−1}(x) (ZAMKNUTOE, KAK PROOBRAZ PRI NEPRERYWNOM OTOBRA- VENII ZAMKNUTOJ W HAUSDORFOWOM PROSTRANSTWE TO^KI). β — MNOGO- OBRAZIE, A p I f — OTOBRAVENIQ GLADKOSTI r − 1. mORFIZMAMI IZ DINAMI^ESKOJ SISTEMY β

� � � � p @@ @@ @@ @ f R αP << π αT ,

W SISTEMU β^′

� � � � r @@ @@ @@ @ g R α^′P << ρ α^′T , QWLQ@TSQ PARY MORFIZMOW ξ : α → α^′ I η : β → β^′, TAKIE, ^TO KOMMU- TATIWNA DIAGRAMMA: β η > β^′ @@ @@ @@ @ f R @@ @@ @@ @ g R αT ξ^∗ > α^′T

� � � � π � � � � ρ αP p

∨ ξP > α^′P r ∨ —TI DANNYE OPREDELQ@T KATEGORI@ Ds^r DINAMI^ESKIH SISTEM NA MNO- GOOBRAZIQH GLADKOSTI r.

—TU KATEGORI@ MOVNO POLU^ITX I DRUGIM SPOSOBOM, KAK KOMMA- KATEGORI@ (SM. SM. OPREDELENIE 14, S. 135) PO NEKOTOROJ PARE FUNK- TOROW.

pUSTX DANY KATEGORII C1, C2, C3, D I FUNKTORY S : C3 → C2,

Λ : D → Funct(C_1, C_2), TOGDA FUNKTORU Λ MOVNO SOPOSTAWITX FUNK-

TOR D × C1 > C2, A EMU, W SWO@ O^EREDX, FUNKTOR^¯Λ : C1 →

Funct(D, C_2). kROME TOGO, WSEGDA IMEETSQ FUNKTOR WLOVENIQ Δ_D :

C_2 → Funct(D, C_2), SOPOSTAWLQ@]IJ OB˙EKTU c ∈ Ob C_2 KONSTANT-

NYJ FUNKTOR Δ^c_D : D → C2. tOGDA ESTX PARA FUNKTOROW^¯Λ : C1 → glawa 6. uprawlqemye sistemy 52

Funct(D, C_2) I SΔ_D : C_3 → Funct(D, C_2) I MOVNO RASSMOTRETX

IH KOMMA-KATEGORI@ (SΔD ↓^¯Λ). nETRUDNO PROWERITX, ^TO WYBIRAQ

C_1 = Manifold^r, C_2 = C_3 = Manifold^{r−1}, S = 1_{C2} , D = T_2 — KATEGO-

RIQ S DWUMQ OB˙EKTAMI 0 I 1 I ODNIM NETOVDESTWENNYM MORFIZMOM

t : 0 → 1 I 0Λ = T_{r−1} : Manifold^r → Manifold^{r−1}, 1Λ = P_{r−1} : Manifold^r → Manifold^{r−1} I tΛ = π : T_{r−1} → P_{r−1} MY POLU^AEM (SΔ_D ↓ Λ̄) ∼= Ds^r

—TU VE KATEGORI@ Ds^r MOVNO POLU^ITX, ZAMETIW, ^TO DOSTATO^NO ZA- DATX r − 1-GLADKOE OTOBRAVENIE f : β → αT , TOGDA MOVNO OPREDELITX RASSLOENIE β NAD BAZOJ αP PRI POMO]I OTOBRAVENIQ p = fπ : β → αP . w “TOM SLU^AE, OB˙EKTAMI KATEGORII Ds^r QWLQ@TSQ MORFIZMY αT , β f ∧

A MORFIZM IZ f : β → αT W g : β^′ → α^′T “TO KOMMUTATIWNAQ DIAGRAMMA β η > β^′

αT f ∨ ξ^∗ > α^′T g ∨ nETRUDNO PROWERITX, ^TO “TO OPREDELENIE “WIWALENTNO PREDYDU]EMU. tEPERX MY IMEEM, ^TO Ds^{r ∼}= (1_{Manifold}r ↓ Tr). kROME TOGO, KATEGORIQ DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ, Ode^r ESTESTWENNYM OBRAZOM WKLADYWA- ETSQ W Ds^r.

mORFIZM IZ SISTEMY ẋ = f(x, u), x ∈ α, u ∈ U_x, W SISTEMU_{ẏ = g(y, v), y ∈ α′, v ∈ V} y

glawa 6. uprawlqemye sistemy 53

“TO POSTANOWKA_{y = ξ(x)} v = η(u), PEREWODQ]AQ RE[ENIQ W RE[ENIQ. dEJSTWITELXNO, PUSTX (x(t), u(t)) — RE[ENIE. tOGDA IZ KOMMUTATIWNOSTI DIAGRAMMY SLEDUET, ^TO

g(ξ(x), η(u)) =^{∂ξ}_{∂x} f(x, u) =^{∂ξ}_{∂x}^{dx}_{dt} =^{dξ}_{dt} , T.E. (ξ(x(t)), η(u(t))) — TOVE

RE[ENIE.

kONE^NYM OB˙EKTOM W Ds^r QWLQETSQ SISTEMA ⊤_{Ds}r = 1_R0 : R^0 → R^0:

R^0

1_R0 > R^0T

R^0

1_R0 ∨ tAK VE KAK I W KATEGORII Ode, W Ds ESTX OB˙EKT ∂ = (1_R1 : R^1 → R^1, ∂ :

R^1 → RT ), TAKOJ, ^TO MORFIZMY φ : ∂ → β ESTX RE[ENIQ SISTEMY β.

—TO OB˙EKT

R^1 ∂ > R^1T

R^1

1_R1 ∨

glawa 6. uprawlqemye sistemy 54

dEJSTWITELXNO, PUSTX DAN MORFIZM

R^1 ∂ > R^1T @@ @@ @@ @ η R @@ @@ @@ @ ξ^∗ R R^1

1_R1 ∨ β f > αT @@ @@ @@ @ ξ R_α p ∨ GDE ∂ : x > (x, 1). iMEEM η(t) = (ξ(t), u(t)), ∂(t) = (t, 1), ξ^∗(t, 1) =

(ξ(t),^{dξ}_{dt} (t)) I, OKON^ATELXNO,^{dξ}_{dt} (t) = f(ξ(t), u(t)) T.E., (ξ(t), u(t)) — RE-

[ENIE.

—TOT OB˙EKT OBOZNA^AETSQ TAK VE, KAK I ANALOGI^NYJ OB˙EKT W Ode^r, ODNAKO, “TO NE PRIWODIT K PUTANICE, TAK KAK PRI UKAZANOM WY[E WLO- VENII Ode^r KAK PODKATEGORII W Ds^r “TI OB˙EKTY OTOVDESTWQL@TSQ.

tAK VE KAK I W KATEGORII Ode, W Ds ESTX OB˙EKT σ, TAKOJ ^TO MORFIZMY

θ : α → σ ESTX INWARIANTY α. tO^NEE σ “TO DIAGRAMMA

R^1 σ > R^1T

R^1

1_R1 ∨ lEMMA 6.3. mORFIZMY t : ∂ → σ SUTX W TO^NOSTI KONSTANTNYE OTO- BRAVENIQ R^1 → R^1:_{Hom}

Ds^r (∂, σ) ∼= R 1. d O K A Z A T E L X S T W O.

glawa 6. uprawlqemye sistemy 55

pRQMAQ PROWERKA: MORFIZM ∂ → σ “TO GLADKOE OTOBRAVENIE t : R^1 →

R^1, TAKOE ^TO KOMMUTATIWNA DIAGRAMMA

R^1 × R^1 f^∗ > R^1 × R^1 , R^1 ∂ ∧

f > R^1 σ ∧

oTS@DA, DLQ WSQKOJ TO^KI x ∈ R^1 IMEEM dt dx (x) = 0,

A TAK KAK t GLADKOE OTOBRAVENIE, TO t(x) = x0 DLQ WSEH x ∈ R^1. pUSTX TEPERX s : ∂ → α — RE[ENIE SISTEMY α, A θ : α → σ — NE- KOTORYJ MORFIZM, TOGDA sθ : ∂ → σ ESTX PO LEMME KONSTANTNOE OTO- BRAVENIE, T.E. θ POSTOQNEN NA RE[ENIQH α, T.E. θ(x, u) ESTX INWARIANT α. oBOGA]ENIE KATEGORII Ds^r

mNOVESTWO WSEH GLADKIH OTOBRAVENIJ IZ MNOGOOBRAZIQ α W MNOGO- OBRAZIE β ESTX PODPROSTRANSTWO PROSTRANSTWA HomTop(α, β), SNABVEN- NOGO KOMPAKTNO-OTKRYTOJ TOPOLOGIEJ. tAKIM OBRAZOM MY POLU^AEM NA KATEGORII Manifold^r η-STRUKTURU I FUNKTOR η_{Manifold}r : Manifold^{r∗} ×

Manifold^r → Top, I PRI “TOM WYPOLNQ@TSQ USLOWIQ H1–H6 GLAWY 7.

pRIME^ANIE 6.3. pREDSTAWLQETSQ PRAWDOPODOBNYM, ^TO PRI TAKOJ η- STRUKTURE NA Manifold^r, FUNKTOR Tr−1 : Manifold^r → Manifold^{r−1} NE QWLQ- ETSQ η-SOWMESTIMYM.

pRIWEDEM NABROSOK DOKAZATELXSTWA. pUSTX f : α → β MORFIZM KATEGO- RII Manifold^r. mOVNO NALOVITX NA f ,,MELKOE DROVANIE“ I POLU^ITX OTOBRAVENIE f^′, KOTOROE

• BUDET IMETX TAKU@ VE GLADKOSTX, ^TO I f,

• BUDET BLIZKO K f W KOMPAKTNO-OTKRYTOJ TOPOLOGII (T.E., ZA S^ET TOGO, ^TO DROVANIE MELKOE, BUDET PEREWODITX KOMPAKTNYE MNOVE- STWA PRIMERNO W TE VE MNOVESTWA, ^TO I f),

• EGO DIFFERENCIAL f^{′∗} BUDET SILXNO OTLI^ATXSQ OT DIFFERENCIALA f (TAK KAK DAVE MELKOE DROVANIE MOVET SILXNO WLIQTX NA PROIZ- WODNU@).

tAKIM OBRAZOM, OTOBRAVENIE φ^{Tr−1} : η_{Manifold}r (α, β) → η_{Manifold}r−1(αT, βT ) PEREWODIT BLIZKIE OTOBRAVENIQ W DALEKIE I, SLEDOWATELXNO, NE NEPRE- RYWNO.

aNALOGI^NO, MNOVESTWO WSEH PODSTANOWOK MEVDU IZ DINAMI^ESKOJ SI- STEMY f : β → αT W SISTEMU g : β^′ → α^′T ESTX PODPROSTRANSTWO PROSTRANSTWA-PROIZWEDENIQ HomTop(β, β^′) × HomTop(α, α^′), GDE KAVDYJ SOMNOVITELX — MNOVESTWO WSEH NEPRERYWNYH OTOBRAVENIJ, SNABVEN- NOE KOMPAKTNO-OTKRYTOJ TOPOLOGIEJ. tAKIM OBRAZOM MY POLU^AEM NA KATEGORII Ds^r η-STRUKTURU I FUNKTOR η_{Ds}r : Ds^{r∗} × Ds^r → Top, I PRI “TOM WYPOLNQ@TSQ USLOWIQ H1–H6 GLAWY 7.

bOLEE TOGO, PRI “TOM KAVDYJ OSNOWNOJ FUNKTOR η^f : Ds^r → Top η- SOWMESTIM, TAK KAK W KA^ESTWE KOMPONENTY φ^{ηf}_{(p,q)} : η(p, q) → η_{Top}(η(f, p), η(f, q)) MOVNO WZQTX OTOBRAVENIE “SPONENCIALXNO PRISOEDINENNOE (W DEKARTO- WOJ ZAMKNUTOJ KATEGORII Top) K NEPRERYWNOMU ,,OTOBRAVENI@ KOMPO- ZICII“:_{η(f, p) × η(p, q) → η(f, q).} tAKIM OBRAZOM, PO LEMME jONEDA DLQ η-KATEGORIJ (SM. LEMMU 7.6, S. 91) POLU^AEM, ^TO DLQ L@BYH DINAMI^ESKIH SISTEM f I g

η Nat(η^f , η^g) ∼= f η^g = η_{Ds}r (g, f).

glawa 6. uprawlqemye sistemy 57

tEM SAMYM, IMEETSQ POLNOE WLOVENIE Υ : Ds^r → Funct(Ds^{r∗}, Top) KATE- GORII DINAMI^ESKIH SISTEM W KATEGORI@ KONTRAWARIANTNYH FUNKTO- ROW IZ NEE W Top (nA SAMOM DELE “TO DAVE POLNOE WLOVENIE W POLNU@ PODKATEGORI@, SOSTOQ]U@ IZ WSEH η-SOWMESTIMYH FUNKTOROW.). w ^ASTNOSTI, PRI PEREHODE K η-KATEGORII, FUNKTOR Sol = h^∂ ESTESTWEN- NYM OBRAZOM ZAMENQETSQ NA FUNKTOR Λυσ = η^∂ : Ds^r → Top. t.E. SOWO- KUPNOSTX RE[ENIJ DANNOJ DINAMI^ESKOJ SISTEMY MOVNO S^ITATX TO- POLOGI^ESKIM PROSTRANSTWOM (PRI^EM, HAUSDORFOWYM I REGULQRNYM KAK PODPROSTRANSTWO HAUSDORFOWOGO I REGULQRNOGO PROSTRANSTWA WSEH NEPRERYWNYH OTOBRAVENIJ, SNABVENNOGO KOMPAKTNO-OTKRYTOJ TOPOLO- GIEJ).

aNALOGI^NO, ESTX FUNKTOR ησ : Ds^{r∗} → Top, SOPOSTAWLQ@]IJ DINAMI- ^ESKOJ SISTEME PROSTRANSTWO EE INWARIANTOW.

lEMMA 6.4._{Hom}

Ds^r (∂, ∂) = EndDs^r (∂) ∼= R 1. d O K A Z A T E L X S T W O.

mORFIZM ∂ → ∂ “TO PARA OTOBRAVENIJ ξ, η : R^1 → R^1, GDE η IMEET GLADKOSTX r, A ξ — GDADKOSTX r − 1, TAKIH ^TO KOMMUTATIWNA DIAGRAM- MA: R^2 η^∗ > R^2 , R^1 ∂ ∧

ξ > R^1 ∂ ∧

wOZXMEM “LEMENT x ∈ R^1 I PROSLEDIM EGO PUTX PO DIAGRAMME: (x, 1) η^∗ > (η(x), dη dx (x)) , x ∂ ∧

ξ > ξ(x) ∂ ∧

T.E. POLU^AEM, ^TO (η(x),^{dη}_{dx} (x)) = (ξ(x), 1), T.E. η(x) = ξ(x) I^{dη}_{dx} = 1, OTKUDA,_{η(x) = ξ(x) = x + x} 0, DLQ NEKOTOROJ KONSTANTY x0 ∈ R^1.

oBRATNO, O^EWIDNO, ^TO WSQKAQ FUNKCIQ TAKOGO WIDA QWLQETSQ “NDO- MORFIZMOM ∂.

tREBUEMYJ IZOMORFIZM MOVNO QWNO ZADATX FORMULOJ (ξ, η) > ξ(0), KROME TOGO, IZ POSTROENIQ O^EWIDNO, ^TO WSQKAQ TAKAQ PODSTANOWKA OBRATIMA, T.E. WSQKIJ “NDOMORFIZM ∂ ESTX AWTOMORFIZM:

End_{Ds}^r (∂) ∼= Aut_{Ds}^r (∂) ∼= R^1,

PRI “TOM OBRATNYJ “LEMENT W Aut_{Ds}r (∂) ODNOWREMENNO I OBRATNYJ W ADDITIWNOJ GRUPPE R^1.

pRIME^ANIE 6.4. tAKIM OBRAZOM MY DOKAZALI, ^TO WSE PODSTANOWKI, PEREWODQ]IE RE[ENIQ TRIWIALXNOGO URAWNENIQ ẋ = 1, x ∈ R^1, u ∈ {·} W NIH SAMIH, “TO W TO^NOSTI SDWIGI x > x + x0.

iZ DOKAZATELXSTWA WIDNO, ^TO End_{Ds}r (∂) IZOMORFNO R^1 KAK MNOVESTWO I KAK GRUPPA. bOLEE TOGO, ONI TAKVE IZOMORFNY KAK TOPOLOGI^ESKIE PROSTRANSTWA (A ZNA^IT, I KAK TOPOLOGI^ESKIE GRUPPY).

uTWERVDENIE 6.5. w KATEGORII Top IMEETSQ IZOMORFIZM

η_{Ds}r (∂, ∂) ∼= R^1,

GDE R^1 SNABVENO STANDARTNOJ TOPOLOGIEJ.

d O K A Z A T E L X S T W O. iTAK, IMEETSQ OTOBRAVENIE

I = (x_0 > (ξ = η = x + x_0)) : R^1 → η_{Ds}^r (∂, ∂)

1. dOKAVEM, ^TO I NEPRERYWNO W TO^KE x0 ∈ R^1.

pUSTX U PROIZWOLXNAQ OTKRYTAQ OKRESTNOSTX TO^KI x0I = (f1, f2) ∈

U ⊆ Hom_{Top}(R^1, R^1) × Hom_{Top}(R^1, R^1). tAK KAK PROIZWEDENIQ OT-

KRYTYH MNOVESTW OBRAZU@T BAZU W KAVDOJ TO^KE PROSTRANSTWA- PROIZWEDENIQ, TO SU]ESTWU@T TAKIE OTKRYTYE MNOVESTWA U1, U2 ⊆

Hom_{Top}(R^1, R^1), ^TO

x_0I ∈ U_1 × U_2 ⊆ U ⊆ η_{Ds}^r (∂, ∂) ⊆ Hom_{Top}(R^1, R^1) × Hom_{Top}(R^1, R^1).

kAVDOE Ui OTKRYTO W KOMPAKTNO-OTKRYTOJ TOPOLOGII, PO“TOMU W NEGO MOVNO WPISATX OTKRYTOE MNOVESTWO IZ BAZY KOMPAKTNO- OTKRYTOJ TOPOLOGII W TO^KE, TO ESTX, PERESE^ENIE KONE^NOGO MNO- VESTWA OTKRYTYH MNOVESTW IZ PREDBAZY: f_i ∈ n_i⋂ j=1 W (K^j_i , O^j_i ) ⊆ U_i, GDE K^j_i KOMPAKTNY W R^1, O^j_i OTKRYTY W R^1, A W (K^j_i , O^j_i ) “TO MNO- VESTWO WSEH OTOBRAVENIJ f IZ η_{Ds}r (∂, ∂) TAKIH, ^TO K^j_i f ⊆ O^j_i . kAVDYJ KOMPAKT K^j_i MOVET BYTX POKRYT KONE^NOJ SOWOKUPNOSTX@ ZAMKNUTYH OTREZKOW: K^j_i =^{⋂mij}_{k=1}[l^{jk}_i , r^{ik}_i ]. tAK KAK x0I ∈ U, TO: l^{jk}_i ≤ x ≤ r^{ik}_i ⇒ x + x_0 ∈ O^j_i , W ^ASTNOSTI,_{ljk}

i + x_0 ∈ O^j_i r^{ik}_i + x_0 ∈ O^j_i .

tAK KAK O^j_i OTKRYTO, TO SU]ESTWET TAKOE ϵ^{jk}_i > 0, TAKOJ ^TO

B(l^{jk}_i , ϵ^{jk}_i ) ⊆ O^j_i I B(r^{jk}_i , ϵ^{jk}_i ) ⊆ O^j_i , GDE B(x, r) — OTKRYTYJ [AR

S CENTROM x I RADIUSOM r.

wOZXMEM ϵ = min ϵ^{jk}_i > 0. pUSTX x1 ∈ B(x0, ϵ), TOGDA x1I = (f1, f2 :

x > x + x_1). iMEEM

l^{jk}_i ≤ x ≤ r^{ik}_i ⇒ l^{jk}_i + x_0 − ϵ ≤ x + x_1 ≤ r^{ik}_i + x_0 + ϵ,

T.E.,_{ljk} i ≤ x ≤ r^{ik}_i ⇒ x + x_1 ∈ O^j_i .

tEM SAMYM, fi ∈ W ([l^{jk}_i , r^{ik}_i ], O^j_i ), ZNA^IT fi ∈ W (K^j_i , O^j_i ), ZNA^IT,

f_i ∈^{⋂ni}_{j=1} W (K^j_i , O^j_i ) ⊆ U_i, T.E.,

x_1I = (f_1, f_2) ∈ U_1 × U_2 ⊆ U,

T.E., B(x0, ϵ)I ⊆ U, T.E. I — NEPRERYWNA W x0.

2. dOKAVEM TEPERX, ^TO I^{−1} NEPRERYWNO W TO^KE (ξ = η : x > x+x0) : ∂ → ∂. pUSTX V NEKOTORAQ OTKRYTAQ OKRESTNOSTX TO^KI x0 = (ξ, η)I^{−1}. tOGDA IMEETSQ [AR x0 ∈ B(x0, ϵ) ⊆ V .

rASSMOTRIM MNOVESTWO U = W ([0, 1], (x0−ϵ, 1+x0 +ϵ)) ⊆ η_{Ds}r (∂, ∂). tAK KAK [0, 1] KOMPAKTNO, A (x0 − ϵ, 1 + x0 + ϵ) — OTKRYTO, TO U OTKRYTO KAK “LEMENT PREDBAZY KOMPAKTNO-OTKRYTOJ TOPOLOGII. s DRUGOJ STORONY, ESLI (f, g) ∈ U I f = g : x > x+x1, TO x0−ϵ ≤ x1 I x1 ≤ x0 +ϵ, TAKIM OBRAZOM x1 ∈ B(x0, ϵ), T.E. UI^{−1} ⊆ B(x0, ϵ) ⊆ V , T.E., I^{−1} NEPRERYWNO W (ξ, η)

tAKIM OBRAZOM, DLQ KAVDOJ UPRAWLQEMOJ SISTEMY α POLU^AETSQ OBY^- NOE DEJSTWIE ADDITIWNOJ GRUPPY R^1 (GRUPPY “NDOMORFIZMOW OB˙EKTA ∂) NA TOP. PROSTRANSTWE RE[ENIJ SISTEMY: R^1 × η_{Ds}r (∂, α) ∼= η_{Ds}r (∂, ∂) × η_{Ds}r (∂, α) → η_{Ds}r (∂, α). rASSMOTRIM ZABYWA@]IJ FUNKTOR U : Ds^r → Top, SOPOSTAWLQ@]IJ DINAMI^ESKOJ SISTEME f : e → αT RASSLOENNOE PROSTRANSTWO e I O^E- WIDNYM OBRAZOM DEJSTWU@]IJ NA MORFIZMAH. nEMEDLENNO WIDNO, ^TO

U η-SOWMESTIM. oTS@DA, PO LEMME jONEDA, SRAZU POLU^AEM, ^TO

η Nat(η^∂, U) ∼= ∂U = R^1,

KAK TOPOLOGI^ESKIE PROSTRANSTWA. kROME TOGO, PRQMOJ PROWERKOJ MOV- NO UBEDITXSQ, ^TO ESTESTWENNOE PREOBRAZOWANIE ξ^{x0} : η^∂ → U, SOOTWET- STWU@]EE ^ISLU x0 ∈ R^1, SOSTOIT IZ KOMPONENT ξ^{x0}_α : η(∂, α) → αU, glawa 6. uprawlqemye sistemy 61

SOPOSTAWLQ@]IH KAVDOMU RE[ENI@ p : ∂ → α, p : R^1 → α, EGO ZNA^E- NIE W TO^KE x0:_{pξx0}

α = x_0p

wERNEMSQ TEPERX K FUNKTORU ησ : Ds^{r∗} → Top. nETRUDNO WIDETX, ^TO DLQ WSQKIH n ≥ 0,m ≥ 0 IMEEM Hom_{Ds}r (σ^n, σ^m)^∼= Hom_{Manifold}r (R^n, R^m). dEJSTWITELXNO, MORFIZM t : σ^n → σ^m “TO GLADKOE OTOBRAVENIE t :

R^n → R^m, TAKOE ^TO KOMMUTATIWNA DIAGRAMMA

R^{2n} t^∗ > R^{2m} , R^n σ^n ∧

t > R^m σ^m ∧

NO “TA DIAGRAMMA KOMMUTIRUET AWTOMATI^ESKI TAK KAK σ^n : (x_1, . . . , x_n) > (x_1, . . . , x_n, 0, . . . , 0). w ^ASTNOSTI, ESTX MORFIZMY add, mul : σ × σ → σ, SOOTWETSTWU@]IE (GLADKIM) OPERACIQM SLOVENIQ I UMNOVENIQ R^1 × R^1 → R^1. oPISANNYJ WY[E IZOMORFIZM Hom_{Ds}r (σ^n, σ^m)^∼= Hom_{Manifold}r (R^n, R^m) O^EWIDNO SOGLASOWAN S KOMPOZICIEJ MORFIZMOW (T.K., KOMPOZICIQ W Ds^r I KOMPOZICIQ W Manifold^r SOWPADA@T). sLEDOWATELXNO, WSE DIAGRAMMY W

Manifold^r, W WER[INAH KOTORYH RASPOLOVENY R^n BUDUT KOMMUTIROWATX

I W Ds^r ESLI R^n ZAMENITX NA σ^n.

sLEDOWATELXNO, σ BUDET, NAPRIMER, KOMMUTATIWNO-KOLXCEWYM OB˙EK- TOM W Ds^r. T.K. BUDUT KOMMUTATIWNYMI DIAGRAMMY WIDA σ × σ × σ add ×1_σ > σ × σ

σ × σ 1_σ × add ∨ add > σ add ∨ σ × σ × σ mul ×1_σ > σ × σ

σ × σ 1_σ × mul ∨ mul > σ mul ∨

⊤_{Ds}^r × σ

[0] × 1_σ > σ × σ < 1_σ × [0] σ × ⊤_{Ds}^r @@ @@ @@ @ 1_σ R � � � � 1_σ σ add ∨ I T.P., GDE ⊤_{Ds}r = σ^0 = 1_R0 : R^0 → R^0, I [0] : R^0 → R^1 — WLOVENIE 0 W R^1. —TI DIAGRAMMY WYRAVA@T ALGEBRAI^ESKIE SWOJSTWA OPERA- CIJ, ZADAWAEMYH MORFIZMAMI add I mul, TAKIE KAK ASSOCIATIWNOSTX, SU]ESTWOWANIE NEJTRALXNYH “LEMENTOW I T.D.

kAK IZWESTNO, W “TOM SLU^AE DLQ WSQKOGO OB˙EKTA α ∈ Ob Ds^r, MNOVE- STWO Hom_{Ds}r (α, σ) MOVNO SNABDITX TOJ VE ALGEBRAI^ESKOJ STRUKTUROJ, ^TO I σ. tO VE SAMOE SPRAWEDLIWO I DLQ OBOGA]ENNYH hom-MNOVESTW

η_{Ds}r (α, σ). w ^ASTNOSTI, KAVDOE TOPOLOGI^ESKOE PROSTRANSTWO η_{Ds}r (α, σ)

MOVNO SNABDITX STRUKTUROJ UNITARNOGO MODULQ NAD R^1, TAK KAK “TOJ STRUKTUROJ OBLADAET σ. tAK KAK R^1 POLE, TO KAVDOE PROSTRANSTWO INWARIANTOW η_{Ds}r (α, σ) QWLQETSQ TOPOLOGI^ESKIM WEKTORNYM PROSTRAN- STWOM NAD R^1. w ^ASTNOSTI, SREDI INWARIANTOW WSEGDA MOVNO WYBRATX BAZIS (WSEGDA ODNOJ I TOJ VE MO]NOSTI).

6.2 EKM -RODA STRUKTUR DLQ DINAMI^E- SKIH SISTEM

sTROQTSQ RODA STRUKTUR DLQ (GLADKIH) MNOGOOBRAZIJ I OBYK- NOWENNYH DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ, W KOTORYH TRADICION-

NYE MORFIZMY SOOTWETSTWU@]IH KATEGORIJ SOWPADA@T S EKM- MORFIZMAMI.

6.2.1 gLADKIE MNOGOOBRAZIQ

dLQ DANNYH NATURALXNYH ^ISEL n (RAZMERNOSTX) I r (GLADKOSTX) PO- STROIM ROD STRUKTURY S EKM-MORFIZMAMI DLQ KATEGORII Manifold^r_n:

(X, σ_1 ⊆ β(X) × X, σ_2 ⊆ β(R^n × X), A^r_n(X, σ_1, σ_2)),

GDE A^r_n(X, σ1, σ2) — AKSIOMA SOSTOQ]AQ IZ KON˙@NKCII SLEDU@]IH SO- OTNO[ENIJ: 1. X ≠ ∅ 2. σ_1 OPREDELQET TOPOLOGI@ (SM. PUNKT w.2 S. 138);

3. PUSTX, f ∈ σ2, TOGDA, f ∈ β(R^n ×X), TOGDA f ⊆ R^n ×X. tREBUETSQ, ^TOBY TERM f BYL GRAFIKOM OTOBRAVENIQ f : R^n → X;

4. WSQKOE f : R^n → X IZ σ2 NEPRERYWNO OTNOSITELXNO TOPOLOGII σ1 I STANDARTNOJ TOPOLOGII NA R^n;

5. W σ2 SODERVITSQ MAKSIMALXNYJ SOGLASOWANNYJ ATLAS, T.E. SEMEJ- STWO NEPRERYWNYH OTOBRAVENIJ (φi : R^n → X)i∈I QWLQ@]IHSQ GOMEOMORFIZMAMI NA SWOI OBRAZY, TAKOE ^TO IH OBRAZY OBRAZU@T POKRYTIE X I WYPOLNQ@TSQ IZWESTNYE USLOWIQ SOGLASOWANNOSTI I MAKSIMALXNOSTI;

6. OTOBRAVENIE f : R^n → X PRINADLEVIT σ2 TOGDA I TOLXKO TO- GDA, KOGDA ONO r-GLADKO OTNOSITELXNO ATLASA (φi)i∈I I STANDARTNOJ STRUKTURY GLADKOGO MNOGOOBRAZIQ NA R^n.

iZ POSLEDNEGO PUNKTA SLEDUET, ^TO σ2 MOVET SODERVATX TOLXKO ODIN MAKSIMALXNYJ ATLAS.

o^EWIDNO, ^TO KAVDOMU OB˙EKTU Manifold^r_n, T.E. PARE (X, σ1, σ2) MOVNO SOPOSTAWITX OBY^NOE MNOGOOBRAZIE RAZMERNOSTI n I GLADKOSTI r I NA- OBOROT. pRI “TOM TOPOLOGIQ, WWODIMAQ PRI POMO]I ATLASA (W KOTOROJ OTKRYTY W TO^NOSTI WSE OB˙EDINENIQ OBRAZOW OTOBRAVENIJ IZ ATLASA) AWTOMATI^ESKI SOWPADAET S ISHODNOJ TOPOLOGIEJ σ1.

rASSMOTRIM EKM-MORFIZMY W Manifold^r_n. pUSTX DANY DWA OB˙EKTA

(X, σ_1, σ_2) I (Y, τ_1, τ_2) I MORFIZM

f : (X, σ_1, σ_2) → (Y, τ_1, τ_2)

T.E. OTOBRAVENIE f : X → Y , TAKOE ^TO

σ_1(β(f) × f) ⊆ τ_1

I_σ

2(β(1_Rn × f)) ⊆ τ_2

IZ PERWOGO USLOWIQ SLEDUET, ^TO f NEPRERYWNO OTNOSITELXNO TOPOLOGII

σ_1. wTOROE USLOWIE OZNA^AET, ^TO DLQ L@BOGO GLADKOGO OTOBRAVENIE

φ : R^n → X OTOBRAVENIE φf : R^n → Y TAKVE BUDET GLADKIM. wYBI-

RAQ K KA^ESTWE φ OTOBRAVENIE φi : R^n → X IZ ATLASA NA X, POLU^AEM, ^TO φif : R^n → Y GLADKOE, A TAK KAK STANDARTNU@ GLADKU@ STRUK- TURU NA R^n MOVNO ZADATX PRI POMO]I ODNOJ KARTY S TOVDESTWENNYM OTOBRAVENIEM, TO GLADKOSTX φif ZNA^IT, ^TO WSE WOZMOVNYE OTOBRA- VENIQ φifψ^{−1}_j : R^n → R^n, GDE ψj : R^n → Y OTOBRAVENIE IZ ATLASA Y , — GLADKIE, A “TO W TO^NOSTI “KWIWALENTNO TOMU, ^TO f SAMO GLADKOE. tAKIM OBRAZOM, EKM-MORFIZMY W Manifold^r_n SOWPADA@T S GLADKIMI OTOBRAVENIQMI.

aNALOGI^NO MOVNO POSTROITX KATEGORII Manifold^∞_n , Manifold^ω_n BESKO- NE^NO GLADKIH I ANALITI^ESKIH MNOGOOBRAZIJ SOOTWETSTWENNO. dOBAWLQQ W AKSIOMU USLOWIQ O SU]ESTWOWANII SOOTWETSTWU@]EGO ^ISLA r MOVNO POSTROITX KATEGORI@ Manifoldn — n-MERNYH MNOGOOBRAZIJ, pOKAVEM KAK POSTROITX ROD STRUKTURY S EKM-MORFIZMAMI DLQ KA- TEGORII Manifold^r, Manifold^∞ I Manifold^ω — MNOGOOBRAZIJ GLADKOSTI r, BESKONE^NO GLADKIH I ANALITI^ESKIH MNOGOOBRAZIJ SOOTWETSTWENNO: (X, σ_1 ⊆ β(X) × X, σ_2 ⊆ β(β(N × R) × X), A^{′r}(X, σ_1, σ_2)),

GDE A^{′r}(X, σ1, σ2) “TO AKSIOMA SOSTOQ]AQ IZ KON˙@NKCII SLEDU@]IH SOOTNO[ENIJ:

1. PUSTX t ∈ σ2, TOGDA t ∈ β(β(N × R) × X), ZNA^IT t ⊆ β(N × R) × X.

tREBUETSQ, ^TOBY SU]ESTWOWALO TAKOE ^ISLO n, NE ZAWISQ]EE OT t, ^TO t ESTX GRAFIK OTOBRAVENIQ IZ MNOVESTWA GRAFIKOW OTOBRAVE- NIJ IZ MNOVESTWA {1, . . . , n} W MNOVESTWO R (WSQKIJ TAKOJ GRAFIK ESTX PODMNOVESTWO N × R, T.E. PRINADLEVIT β(N × R)) W MNOVE- STWO X. tAKIM OBRAZOM, t ESTX GRAFIK OTOBRAVENIQ IZ R^n W X.

2. A^r_n(X, σ_1, σ_2)

pRIME^ANIE 6.5. sPOSOB, KOTORYM BYL POSTROEN WY[E ROD STRUKTU- RY DLQ GLADKIH MNOGOOBRAZIJ MOVNO OBOB]ITX SLEDU@]IM OBRAZOM. pREDPOLOVIM, ^TO U NAS ESTX KATEGORIQ C, SNABVENNAQ ,,ZABYWA@]IM“ FUNKTOROM P : C → Set. tREBUETSQ NAJTI W KATEGORII C OB˙EKT Ω, S TEM SWOJSTWOM, ^TO DLQ L@BOGO OTOBRAVENIQ F : aP → bP MORFIZM f :

a → b, TAKOJ ^TO F = fP SU]ESTWUET TOLXKO TOGDA, KOGDA OTOBRAVENIE

(· F ) : Hom_{Set}(ΩP, aP ) → Hom_{Set}(ΩP, bP ) SUVAETSQ DO OTOBRAVENIQ

(· F ) : Hom(Ω, a) → Hom_{Set}(Ω, b), T.E, DLQ L@BOGO MORFIZMA φ : Ω → a,

OTOBRAVENIE φF : Ω → b TAKVE MORFIZM.

k PRIMERU, W KATEGORII METRI^ESKIH PROSTRANSTW Metr (ILI BOLEE OB- ]E, TOPOLOGI^ESKIH PROSTRANSTW, TOPOLOGIQ KOTORYH POLNOSTX@ OPI- SYWAETSQ POSLEDOWATELXNOSTQMI), W KA^ESTWE Ω MOVNO WYBRATX MNOVE- STWO {1/n|n ∈ N}∪{0} S TOPOLOGIEJ, PODPROSTRANSTWA DEJSTWITELXNOJ PRQMOJ. dEJSTWITELXNO, NEPRERYWNOE OTOBRAVENIE f : Ω → (X, ρ) ESTX W TO^NOSTI POSLEDOWATELXNOSTX an = f(1/n), SHODQ]AQSQ K f(0). tAKIM OBRAZOM, MNOVESTWO HomMetr(Ω, (X, ρ)) ESTX MNOVESTWO WSEH SHODQ]IH- SQ POSLEDOWATELXNOSTEJ W (X, ρ). oDNAKO, PO OPREDELENI@, NEPRERYNOE OTOBRAVENIE ξ : (X, ρ) → (Y, σ) “TO OTOBRAVENIE MNOVESTW, SOHRANQ@- ]EE SHODIMOSTX WSEH POSLEDOWATELXNOSTEJ.

pOLEZNOJ OKAZYWAETSQ TAKVE DWOJSTWENNAQ KONSTRUKCIQ, KOGDA W KA- TEGORII C WYBIRAETSQ OB˙EKT Ω^∗, TAKOJ ^TO OTOBRAVENIE MNOVESTW

f : a → b QWLQETSQ MORFIZMOM TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA DLQ WSQKO-

GO MORFIZMA φ : b → Ω^∗ SU]ESTWUET MORFIZM ψ : a → Ω^∗, TAKOJ ^TO ψ = fφ. nAPRIMER, W KATEGORII TOPOLOGI^ESKIH PROSTRANSTW I NEPRERYWNYH OTOBRAVENIJ MOVNO W KA^ESTWE Ω^∗ PROSTRANSTWO sERPINSKOGO S2: ({α, β}, {∅, {α}, {α, β}}). nEPRERYWNOE OTOBRAVENIE f : X → S2, MOVNO OTOVDESTWITX S OT- KRYTYM MNOVESTWOM U = f^{−1}(α). tEM SAMYM HomTop(X, S2) ESTX SO- WOKUPNOSTX OTKRYTYH MNOVESTW W X, T.E., TOPOLOGIQ NA X, OSTAETSQ OTMETITX, ^TO NEPRERYWNYMI QWLQ@TSQ W TO^NOSTI OTOBRAVENIQ, PRI KOTORYH PROOBRAZY OTKRYTYH MNOVESTW OTKRYTY.

tAKOJ VE STRUKTUROJ OBLADA@T I MORFIZMY POSTROENNYH WY[E KATE- GORIJ Ode^r I Ds^r. w NIH ZA Ω MOVNO WZQTX ∂, MNOVESTWA Hom(∂, α) “TO MNOVESTWA RE[ENIJ URAWNENIQ (ILI DINAMI^ESKOJ SISTEMY) α. w TO VE WREMQ MORFIZM f : α → β “TO PO OPREDELENI@ W TO^NOSTI OTOBRA- VENIE, PEREWODQ]EE RE[ENIQ W RE[ENIQ.

6.2.2 dIFFERENCIALXNYE URAWNENIQ

kATEGORII Ode^r_n DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ RAZMERNOSTI n I GLAD- KOSTI r MOVNO SOPOSTAWITX SLEDU@]IJ ROD STRUKTURY: (X, σ_1 ⊆ β(X)×X, σ_2 ⊆ β(R^n×X), σ_3 ⊆ X×X×β(R^n×X)×R^n, A^r_n(X, σ_1, σ_2, σ_3)), GDE AKSIOMA A^r_n(X, σ1, σ2, σ3) UTWERVDAET, ^TO:

1. (X, σ_1, σ_2) ESTX OB˙EKT KATEGORII Manifold^r_n, T.E., σ_1 ZADAET TOPOLO-

GI@, A σ2 — GLADKU@ STRUKTURU NA X;

2. σ_3 ESTX GRAFIK OTOBRAVENIQ σ_3 : X → X × β(R^n × X) × R^n;

3. ESLI σ3(x) = (y, G, h), GDE y ∈ X, G ⊆ R^n × X I h ∈ R^n, TO PRI “TOM • x = y;

• G ESTX GRAFIK OTOBRAVENIQ φ : R^n → X; • φ ESTX GOMEOMORFIZM φ : R^n → U IZ ATLASA X; • x ∈ U. tAKIM OBRAZOM, σ3(x) = (x, φ : R^n → U, h).

4. eSLI AX ⊆ β(R^n ×X) — ATLAS MNOGOOBRAZIQ X, TO MNOVESTWO T X MOVNO POSTROITX KAK FAKTOR-MNOVESTWO PODMNOVESTWA QX MNOVE- STWA X × AX × R^n, SOSTOQ]EGO IZ WSEH TROEK (x, φ : R^n → U, h), GDE x ∈ U. o^EWIDNO, ^TO OBRAZ σ3(X) LEVIT W QX , PO“TOMU MOVNO POSTROITX KOMPOZICI@ σ3π : X → T X, GDE π : QX → T X — PRO- EKCIQ NA FAKTOR-MNOVESTWO. tREBUETSQ, ^TOBY σ3π BYLO GLADKIM OTOBRAVENIEM OTNOSITELXNO GLADKOJ STRUKTURY, ZADANNOJ PRI PO- MO]I σ2 I, WOSSTANAWLIWAEMOJ PO NEJ GLADKOJ STRUKTURY NA T X.

o^EWIDNO, ^TO WSQKOMU OB˙EKTU (X, σ1, σ2, σ3) MOVNO SOPOSTAWITX WEK- TORNOE POLE σ3π : X → T X I NAOBOROT.

tAK VE KAK I W SLU^AE RODA STRUKTURY GLADKIH MNOGOOBRAZIJ, MOVNO POSTROITX RODA STRUKTURY DLQ KATEGORIJ Ode^r, Oden, Ode^∞, Ode^ω I

Ode.

EKM-MORFIZMY KATEGORII Ode^r_n — “TO PODSTANOWKI, PEREWODQ]IE RE-

[ENIQ W RE[ENIQ.

f : (X, σ_1, σ_2, σ_3) → (Y, τ_1, τ_2, τ_3) “TO OTOBRAVENIE f : X → Y , TAKOE

^TO:_σ 1(β(f) × f) ⊆ τ_1, σ_2(β(1_Rn × f)) ⊆ τ_2

I_σ

3(f × f × β(1_Rn × f) × 1_Rn ) ⊆ τ_3.

iZ PERWOGO USLOWIQ SLEDUET, ^TO f NEPRERYWNOE OTOBRAVNIE, IZ WTO- ROGO, ^TO f — GLADKOE. eSLI OB˙EKTU (X, σ1, σ2, σ3) SOOTWETSTWUET POLE ξ : X → T M, OB˙EKTU (X, σ1, σ2, σ3) — POLE η : Y → T Y I xξ = (x, φ : R^n → U, h), TO IZ TRETXEGO USLOWIQ SLEDUET, ^TO xfη = (xf, φf : R^n → V, h).

glawa 6. uprawlqemye sistemy 68

tAK KAK PO POSTROENI@ τ3 OTOBRAVENIE φf PRINADLEVIT ATLASU, TO f ESTX LOKALXNYJ GOMEOMORFIZM W KAVDOJ TO^KE.

rASSMOTRIM DEJSTWIE KASATELXNOGO OTOBRAVENIQ f^∗ : T X → T Y W TO^- KE (x, φ : R^n → U, h). w KA^ESTWE KARTY ATLASA Y W TO^KE xf WOZXMEM φf, TOGDA IMEEM: (x, φ : R^n → U, h)f^∗ = (xf, φf : R^n → V, ∂ ∂x (φf(φf)^{−1})h) = = (xf, φf : R^n → V, h) = xfη. tAKIM OBRAZOM, MY IMEEM KOMMUTATIWNU@ DIAGRAMMU T X f^∗ > T Y , X ξ ∧

f > Y η ∧

I f ESTX PODSTANOWKA.

o^EWIDNO, ^TO I NAOBOROT, WSQKAQ POSTANOWKA, QWLQ@]AQSQ GOMEOMOR- FIZMOM NA OBLASTQH U IZ σ3 ESTX MORFIZM “TOGO RODA STRUKTURY. w TOM VE DUHE, MOVNO POSTORITX ALXTERNATIWNYJ ROD STRUKTURY DLQ KATEGORII WEKTORNYH POLEJ, WOSPOLXZOWAW[ISX DRUGIM OPREDELENIEM DLQ KASATELXNOGO RASSLOENIQ: (X, σ_1 ⊆ β(X)×X, σ_2 ⊆ β(R^n×X), σ_3 ⊆ X×X×β(R×X), A^r_n(X, σ_1, σ_2, σ_3)), SO SLEDU@]EJ AKSIOMOJ A^r_n(X, σ1, σ2, σ3):

1. (X, σ_1, σ_2) ESTX OB˙EKT KATEGORII Manifold^r_n, T.E., σ_1 ZADAET TOPOLO-

GI@, A σ2 — GLADKU@ STRUKTURU NA X;

2. σ_3 ESTX GRAFIK OTOBRAVENIQ σ_3 : X → X × β(R × X);

3. ESLI σ3(x) = (y, G), GDE y ∈ X, G ⊆ R × X, TO PRI “TOM

• x = y; • G ESTX GRAFIK OTOBRAVENIQ γ : R → X;

• γ(0) = x;

• γ : R → X ESTX NEPRERYWNOE OTOBRAVENIE;

tAKIM OBRAZOM, σ3(x) = (x, γ : R → X).

4. mNOVESTWO T X MOVNO POSTROITX KAK FAKTOR-MNOVESTWO PODMNO- VESTWA SX MNOVESTWA X × β(R × X), SOSTOQ]EGO IZ WSEH TROEK

(x, γ : R → X), GDE x = γ(0). o^EWIDNO, ^TO OBRAZ σ_3(X) LEVIT

W SX , PO“TOMU MOVNO POSTROITX KOMPOZICI@ σ3π : X → T X, GDE

π : S_X → T X — PROEKCIQ NA FAKTOR-MNOVESTWO. tREBUETSQ, ^TOBY σ_3π BYLO GLADKIM OTOBRAVENIEM OTNOSITELXNO GLADKOJ STRUKTU-

RY, ZADANNOJ PRI POMO]I σ2 I, WOSSTANAWLIWAEMOJ PO NEJ GLADKOJ STRUKTURY NA T X.

w “TOM RODE STRUKTURY EKM-MORFIZM f : (X, σ1, σ2, σ3) → (Y, τ1, τ2, τ3) “TO OTOBRAVENIE f : X → Y TAKOE, ^TO:

σ_1(β(f) × f) ⊆ τ_1,

σ_2(β(1_Rn × f)) ⊆ τ_2

I_σ

3(f × f × β(1_R × f)) ⊆ τ_3.

iZ PERWYH DWUH USLOWIJ SLEDUET, ^TO f “TO NEPRERYWNOE I GLADKOE OTOBRAVENIE, A IZ POSLEDNEGO, ^TO ESLI σ3(x) = (x, γ : R → X), TO

τ_3(f(x)) = (f(x), γf : R → Y ) = f^∗(σ_3(x)), TAKIM OBRAZOM, f “TO

PODSTANOWKA.

oBRATNO, WSQKAQ PODSTANOWKA MOVET BYTX PREDSTAWLENA TAKIM OBRA- ZOM.

glawa 6. uprawlqemye sistemy 70 6.2.3 dINAMI^ESKIE SISTEMY rOD STRUKTURY S EKM-MORFIZMAMI DLQ KATEGORII Ds^r MOVNO OPRE- DELITX SLEDU@]IM OBRAZOM: (X, E, σ^X_1 ⊆ β(X) × X, σ^X_2 ⊆ β(β(N × R) × X), σ^E_1 ⊆ β(E) × E, σ^E_2 ⊆ β(β(N × R) × E), p ⊆ E × X, f ⊆ E × X × β(R^1 × X), A^r_n(X, E, σ^X_1 , σ^X_2 , σ^E_1 , σ^E_2 )) AKSIOMA:

1. (X, σ^X_1 , σ^X_2 ) — OB˙EKT KATEGORII Manifold^r; 2. (E, σ^E_1 , σ^E_2 ) — OB˙EKT KATEGORII Manifold^{r−1}; 3. p — GRAFIK (r − 1)-GLADKOGO OTOBRAVENIQ p : E → XP_{r−1};

4. TAKVE KAK I W RODE STRUKTURY OBYKNOWENNOGO DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ, f MOVNO PRODOLVITX DO (r − 1)-GLADKOGO OTOBRAVENIQ f : E → XT_{r−1}; 5. fπ = p : E → XP_{r−1} EKM-MORFIZM IZ (X, E, σ^X_1 , σ^X_2 , σ^E_1 , σ^E_2 , p, f) W (Y, F, τ^Y_1 , τ^Y_2 , τ^F_1 , τ^F_2 , r, g)

“TO PARA OTOBRAVENIJ ξ : X → Y I η : E → F .

kAK I RANX[E POLU^AEM, ^TO ξ — NEPRERYWNOE I r-GLADKOE, A η — NEPRERYWNOE I (r − 1)-GLADKOE. kROME TOGO, IMEEM: p(η × ξ) ⊆ r, T.E., ESLI (e, p(e)) ∈ p, TO (η(e), ξ(p(e))) ∈ r. tAKIM OBRAZOM, KOMMUTATIWNA DIAGRAMMA: E η > F

XP_{r−1} p ∨ ξP_{r−1} > Y P_{r−1} r ∨

glawa 6. uprawlqemye sistemy 71 nAKONEC, f(η ×ξ ×β(1_R1 ×ξ)) ⊆ g, T.E., ESLI (e, (p(e), γ : R^1 → X)) ∈ f, TO (η(e), (ξ(p(e)), γξ : R^1 → Y )) ∈ g. tAKIM OBRAZOM, ESLI f(e) =

(p(e), γ), TO g(η(e)) = (ξ(p(e)), γξ) = ξ^∗(f(e)). tAKIM OBRAZOM, KOMMU-

TATIWNA DIAGRAMMA: E η > F

XT_{r−1} f ∨ ξ^∗ > Y T_{r−1} g ∨ t.E. PARA (ξ, η) QWLQETSQ MORFIZMOM-PODSTANOWKOJ KATEGORII Ds^r.

gLAWA 7

ȷ-KATEGORII

Allez en avant et la foi vous viendra

dALAMBER

7.1 oPREDELENIQ I MOTIWIROWKA

7.1.1 wWEDENIE

sTANDARTNOE OPREDELENIE KATEGORII TREBUET, ^TOBY MORFIZMY MEVDU KAVDOJ PAROJ OB˙EKTOW OBRAZOWYWALI MNOVESTWO (SM. OPREDELENIE a.1, S. 101). mEVDU TEM, “TI MORFIZMY ^ASTO MOVNO ESTESTWENNYM OBRAZOM SNABDITX KAKOJ-LIBO STRUKTUROJ. nAPRIMER, MNOVESTWO GOMOMORFIZ- MOW MEVDU ABELEWYMI GRUPPAMI SAMO ,,QWLQETSQ“ ABELEWOJ GRUPPOJ, MNOVESTWO WSEH NEPRERYWNYH OTOBRAVENIJ MEVDU DWUMQ TOPOLOGI^E- SKIMI PROSTRANSTWAMI MOVNO SNABDITX TOPOLOGIEJ (PRI^EM NE ODNIM SPOSOBOM), KLASS MORFIZMOW (T.E. FUNKTOROW) MEVDU DWUMQ KATEGORIQ- MI SNABVAETSQ STRUKTUROJ KATEGORII I T.D. wO WSEH PRIWEDENNYH PRI- MERAH, MORFIZMY IME@T TU VE STRUKTURU, ^TO I SAMI OB˙EKTY. —TO USLOWIE, KAK MY UWIDIM, NE QWLQETSQ OBQZATELXNYM, HOTQ PRI EGO WY- POLNENII MY POLU^AEM BOLEE POLNU@ INFORMACI@ O STRUKTURE IZU^A- EMOJ KATEGORII.

kATEGORII, MORFIZMY KOTORYH SNABVENY NEKOTOROJ DOPOLNITELXNOJ

STRUKTUROJ NAZYWA@TSQ ,,OBOGA]ENNYMI“ (NADO OTLI^ATX “TU SITUA- CI@ OT SLU^AQ, KOGDA DOPOLNITELXNOJ STRUKTUROJ OBLADA@T OB˙EKTY KATEGORII).

iZ SU]ESTWU@]IH PODHODOW K OPREDELENI@ I IZU^ENI@ OBOGA]ENNYH KATEGORIJ I NEKOTORYH ^ASTNYH SLU^AEW OTMETIM (NE PRETENDUQ NA POLNOTU):

• (PRED-)ADDITIWNYE I (PRED-)ABELEWY(E) KATEGORII ([17], S. 432) • MONOIDALXNYE ZAMKNUTYE KATEGORII ([17], S. 446) • DEKARTOWYE ZAMKNUTYE KATEGORII ([17], S. 446) • OTNOSITELXNYE C-KATEGORII ([17], S. 447)

• 2-KATEGORII ([17], S. 450)

• BIWARIANTNYE TEORII ([4])

7.1.2 oPREDELENIQ

iZWESTNO, ^TO KAVDAQ KATEGORIQ C SNABVENA OSNOWNYM FUNKTOROM:

h_C : C^∗ × C → Set: (x, y)h_C = Hom(x, y), f : y → x, g : x^′ → y^′, (f, g)h_C : Hom(x, x^′) → Hom(y, y^′) DLQ WSQKOGO ξ : x → x^′, ξ((f, g)hC) = fξg : y → y^′. dOPUSKAQ WOLXNOSTX RE^I, hc BUDET OBOZNA^ATXSQ KAK h, WSEGDA KOGDA “TO NE WYZYWAET NE- DORAZUMENIJ.

zAFIKSIRUEM TEPERX NEKU@ KATEGORI@ M, I UNIWALENTNYJ FUNKTOR

P : M → Set, KOTORYJ BUDET NAZYWATXSQ ,,ZABYWA@]IM“.

oPREDELENIE 7.1. η-KATEGORIEJ NAZYWAETSQ PARA (C, ηC ), GDE C — KA- TEGORIQ, A ηC — FUNKTOR ηC : C^∗ × C → M, TAKOJ ^TO

h_C ∼= η_C P (H1)

glawa 7. η-kategorii 74

pRIME^ANIE 7.1. dOPUSKAQ WOLXNOSTX RE^I, η-KATEGORIEJ BUDET NAZY- WATXSQ I SAMA KATEGORIQ C WSEGDA KOGDA “TO NE WYZYWAET NEDORAZUME- NIJ.

pRIME^ANIE 7.2. w PREDELAH “TOGO RAZDELA BEZ DALXNEJ[IH KOMMEN- TARIEW BUDUT OTOVDESTWLQTXSQ FUNKTORY F : C1 → C2 I F : C^∗_1 → C^∗_2 , A TAKVE, (W SILU IZWESTNOGO IZOMORFIZA), FUNKTORY F : C1 × C2 → C3 I F : C1 → Funct(C2, C3).

pRIME^ANIE 7.3. oBOZNA^ENIE η PRIZWANO OTRAVATX ANALOGI@ MEV- DU η-FUNKTOROM I OSNOWNYM FUNKTOROM. w ^ASTNOSTI, (x, y) ηC BUDET ZAPISYWATXSQ KAK ηC (x, y) DLQ OB˙EKTOW x I y, A INDEKS U ηC BUDET OPUSKATXSQ WSEGDA KOGDA “TO WOZMOVNO.

pRIME^ANIE 7.4. tAK KAK FUNKTOR P : M → Set UNIWALENTEN, TO KOMMUTATIWNOSTX DIAGRAMMY a α > b

d δ ∨ γ > c β ∨ “KWIWALENTNA KOMMUTATIWNOSTI EE OBRAZA PO P : aP αP > bP

dP δP ∨ γP > cP βP ∨ eSLI OBRAZ DIAGRAMMY KOMMUTATIWEN, TO BUDEM GOWORITX, ^TO KOMMU- TATIWNOSTX SAMOJ DIAGRAMMY DOKAZYWAETSQ EE PROECIROWANIEM (ILI PROEKTIROWANIEM) PO P .

glawa 7. η-kategorii 75

oPREDELENIE 7.2. dLQ f : α → β OBOZNA^IM (· f)_x = (1_x, f) η : η(x, α) → η(x, β), A TAKVE,_{(f ·)x = (f, 1} x) η : η(β, x) → η(α, x). oBOZNA^ENIQ OB˙QSNQ@TSQ TEM, ^TO W SLU^AE OSNOWNOGO FUNKTORA, ANA- LOGI^NYM OBRAZOM POSTROENNYE MORFIZMY (OTOBRAVENIQ MNOVESTW), DEJSTWITELXNO QWLQ@TSQ LEWYM I PRAWYM UMNOVENIEM NA MORFIZM f. wWIDU “TOGO MORFIZMY WIDA (· f)x I (f ·)^x BUDUT NAZYWATXSQ MORFIZ- MAMI PRAWOGO I LEWOGO UMNOVENIQ SOOTWETSTWENNO.

pRIME^ANIE 7.5. iNDEKSY U (· f)x I (f ·)^x BUDUT OPUSKATXSQ WSEGDA KO- GDA IH MOVNO WOSSTANOWITX PO KONTEKSTU, W ^ASTNOSTI, W DIAGRAMMAH. tAKIM OBRAZOM, FAKT KOMMUTIWNOSTI DIAGRAMMY η(x, y) (· f)^x> η(x, y^′)

η(x^′, y) (g ·)^y ∨ (· f)_x′ > η(x^′, y^′) (g ·)^{y′} ∨ BUDET ZAPISYWATXSQ SOOTNO[ENIEM (· f)(g ·) = (g ·)(· f).

uTWERVDENIE 7.1. (· f)(g ·) = (g ·)(· f), (· f)(· g) = (· fg) I (f ·)(g ·) = (gf ·). d O K A Z A T E L X S T W O.

nAPRQMU@ SLEDUET IZ OPREDELENIQ.

oPREDELENIE 7.3. dLQ η : C^∗ → Funct(C, M), I x ∈ Ob C OBOZNA- ^IM ^EREZ η^x = x η : C → M. dWOJSTWENNO, RASSMATRIWAQ η^′ : C →

Funct(C^∗, M), OBOZNA^IM ^EREZ η_x = x η^′ : C^∗ → M.

glawa 7. η-kategorii 76

iMEEM, y η^x = η(x, y), f η^x = (· f). bOLEE TOGO, DLQ f : α → β, f η : η^β →

η^α — ESTESTWENNOE PREOBRAZOWANIE, PRI^EM (f η)_x = (f ·)^x : η(β, x) → η(α, x). dOPUSKAQ WOLXNOSTX RE^I, f η BUDET OBOZNA^ATXSQ KAK (f ·) TAM

GDE “TO NE WYZYWAET NEDORAZUMENIJ.

w η-KATEGORII (C, ηC ), η(x, y) ESTESTWENNO INTERPRETIRUETSQ KAK SOWO- KUPNOSTX MORFIZMOW IZ x W y, RASSMATRIWAEMAQ KAK OB˙EKT KATEGORII M, PRI “TOM TREBUETSQ, ^TOBY LEWOE I PRAWOE UMNOVENIE NA FIKSIRO- WANNYJ MORFIZM ,,PODNIMALOSX“ DO MORFIZMA KATEGORII C.

7.1.3 pRIMERY pRIMER 7.1. M = Set, P = 1Set : Set → Set. —TO ,,KLASSI^ESKIJ“ SLU^AJ. iMEEM

η_C = h_C . wSE WWODIMYE DALEE OPREDELENIQ I KONSTRUKCII DOLVNY W “TOM SLU^AE PEREHODITX W SWOI STANDARTNYE ANALOGI.

pRIMER 7.2. M = Setn — KATEGORIQ NEPUSTYH MNOVESTW I IH OTOBRAVENIJ

P : Set_n → Set — FUNKTOR WLOVENIQ. w “TOM SLU^AE η-KATEGORII SUTX SWQZNYE KATE- GORII.

pRIMER 7.3. M = Setp — KATEGORIQ MNOVESTW S OTME^ENNOJ TO^KOJ I OTOBRAVE-

NIJ, PEREWODQ]IH OTME^ENNU@ TO^KU W OTME^ENNU@ TO^KU. P : Set_p → Set — FUNKTOR WLOVENIQ. w “TOM SLU^AE η-KATEGORII SUTX KATEGORII S NULEWYMI MORFIZMAMI.

pRIMER 7.4. M = POrdSet — KATEGORIQ ^ASTI^NO UPORQDO^ENNYH MNOVESTW, I

MONOTONNYH OTOBRAVENIJ. P : POrdSet → Set — FUNKTOR WLOVENIQ. w “TOM SLU^AE η-KATEGORII SUTX O-KATEGORII ([17] STR. 441).

pRIMER 7.5. M = AGrp — KATEGORIQ ABELEWYH GRUPP, I GOMOMORFIZMOW. P :

AGrp → Set — PRENEBREGA@]IJ FUNKTOR. w “TOM SLU^AE η-KATEGORII SUTX PRE- DADDITIWNYE KATEGORII.

7.2 kATEGORII FUNKTOROW

wWEDEM DOPOLNITELXNOE USLOWIE NA KATEGORI@ M:

KATEGORIQ M POLNA I FUNKTOR P SOHRANQET PREDELY (H2)

pRIME^ANIE 7.6. zDESX TREBUETSQ NESKOLXKO BOLEE SILXNOE OPREDELE- NIE PREDELA, ^EM OBY^NO, A IMENNO, IME@TSQ W WIDU I PREDELY FUNK- TOROW IZ BOLX[IH KATEGORIJ. dEJSTWITELXNO, W DALXNEJ[IH POSTROE- NIQH, DLQ PROIZWOLXNOJ KATEGORII C BUDUT RASSMOTRIWATXSQ PREDELY IZ Ar C, RASSMATRIWAEMOJ KAK DISKRETNAQ KATEGORIQ. pERWYJ O^EWIDNYJ SPOSOB RAZRE[ENIQ “TOJ PROBLEMY — OGRANI^ITX- SQ W DALXNEJ[EM RASSMOTRENIEM TOLXKO MALYH KATEGORIJ, ^TO ODNAKO, WIDIMO ISKL@^IT IZ RASSMOTRENIQ BOLX[INSTWO SODERVATELXNYH PRI- MEROW.

wTOROJ PODHOD, STANDARTNYJ PRI IZU^ENII BOLX[IH KATEGORIJ, SOSTO- IT W OPREDELENII ,,UNIWERSUMA gROTENDIKA“. iZLI[NQQ PEDANTI^NOSTX W “TOM WOPROSE, ODNAKO, NE TREBUETSQ, TAK KAK IZLOVENIE W L@BOM SLU- ^AE NE QWLQETSQ POLNOSTX@ FORMALXNYM.

pRIME^ANIE 7.7. pRI WYPOLNENII USLOWIQ H2, η-FUNKTOR SOHRANQET PREDELY (T.E. KOPREDELY PO PERWOMU ARGUMENTU I PREDELY PO WTOROMU). dEJSTWITELXNO, PUSTX DAN FUNKTOR F : D → C^∗ × C, TOGDA

(lim F η)P = lim(F η P ) = lim(F h) = (lim F )h = (lim F ) η P

a TAK KAK P — UNIWALENTEN, TO

(lim F η) = (lim F ) η

tEOREMA 7.2. pRI WYPOLNENII USLOWIJ H1 I H2, DLQ η-KATEGORII C2, KATEGORI@ Funct(C1, C2) DLQ PROIZWOLXNOJ KATEGORII C1 MOVNO SNAB- DITX STRUKTUROJ η-KATEGORII.

d O K A Z A T E L X S T W O.

uTWERVDENIE TEOREMY BUDET DOKAZANO PRQMYM POSTROENIEM FUNKTORA

η_{Funct(C1,C2)} = η Nat(C_1, C_2) : Funct(C_1, C_2)^∗ × Funct(C_1, C_2) → M.

iMEEM: ηC_2 : C^∗_2 × C2 → M.

zAFIKSIRUEM FUNKTOR F : C1 → C2 I ZAJMEMSQ OPREDELENIEM FUNKTORA

η^F : Funct(C_1, C_2) → M. dLQ PROIZWOLXNOGO G : C_1 → C_2, OBOZNA^IM

(SM. DIAGRAMMU)_{ΩF}

G = Ω_G =^∏_{t∈Ob C} 1 η_{C2} (tF, tG) S PROEKCIQMI πx : ΩG → ηC_2 (xF, xG). dLQ WSQKOGO f : x → y IZ C1, RASSMOTRIM φf = πx(· fG) I ψf = πy(fF ·), φf , ψf : ΩG → ηC_2 (xF, yG). pUSTX τf = ker(φf , ψf ) : Tf > > ΩG.

tAKIM OBRAZOM IMEEM KOKONUS (τf : Tf > > ΩG), RASSMOTRIM EGO UNI- WERSALXNYJ KONUS, OBOZNA^IW EGO WER[INU η Nat(F, G) :

(j_f : η Nat(F, G) > > T_f ) = coun(τ_f )

j_f QWLQ@TSQ MONOMORFIZMAMI, TAK KAK WSE τ_f — MONOMORFIZMY. iMEEM: j_f τ_f = j_gτ_g : η Nat(F, G) > > Ω_G. η Nat(F, G)R @@ @@ @@ @ j_f R_{Tf}

� � � � τ_f �

Ω_G j

∨

∨

η_{C2} (xF, yG) π_x(· fG) ∨ π_y(fF ·) ∨

pRIMEM G η^F = η Nat(F, G).

pUSTX λ : G → G^′ (SM. DIAGRAMMU), TOGDA λy : yG → yG^′, (· λy) : η_{C2} (xF, yG) → η_{C2} (xF, yG^′) I ξ =^∏_t (· λ_t) = (×)_t (π_t(· λ_t)) : Ω_G → Ω_G′ .

iMEEM: ξπ^′_x = πx(· λx) I

ξπ^′_x(· fG^′) = π_x(· λ_x)(· fG^′) = π_x(· λ_xfG^′) = π_x(· fGλ_y) = π_x(· fG)(· λ_y)

TAK KAK λ — ESTESTWENNOE PREOBRAZOWANIE, ξπ^′_y(fF ·) = π_y(· λ_y)(fF ·) = π_y(fF ·)(· λ_y). rASSMOTRIM MORFIZMY WIDA τf ξ : Tf → ΩG′ . τ_f ξπ^′_x(· fG^′) = τ_f π_x(· fG)(· λ_y) = τ_f π_y(fF ·)(· λ_y) = τ_f ξπ^′_y(fF ·), T.E. WSE ONI URAWNIWA@T π^′_x(· fG^′) I π^′_y(fF ·) I, SLEDOWATELXNO, PROPUS- KA@TSQ ^EREZ τ^′_f : T^′_f → Ω^′_G. tAKIM OBRAZOM, SU]ESTWU@T (EDINSTWENNYE)μf :

T_f → T^′_f , TAKIE ^TO τ_f ξ = μ_f τ^′_f .

rASSMOTRIM KONUS (jf μf : η Nat(F, G) → T^′_f ).

j_f μ_f τ^′_f = j_f τ_f ξ = jξ = j_gτ_gξ = j_gμ_gτ^′_g,

glawa 7. η-kategorii 80 SLEDOWATELXNO, DOLVEN SU]ESTWOWATX EDINSTWENNYJ Λ : η Nat(F, G) →

η Nat(F, G^′), TAKOJ ^TO j_f μ_f = Λj^′_f : η Nat(F, G) → T^′_f .

η Nat(F, G) Λ > η Nat(F, G^′)

T_f j_f ∨

∨

μ_f > T^′_f j^′_f ∨

∨

Ω_G τ_f ∨

∨

ξ =^∏_t (· λ_t) > Ω_G′ τ^′_f ∨

∨

η_{C2} (xF, yG) π_x(· fG) ∨ π_y(fF ·) ∨ (· λ_y) > η_{C2} (xF, yG^′) π^′_x(· fG^′) ∨ π^′_y(fF ·) ∨

pOLOVIM λ η^F = Λ : G η^F → G^′ η^F . dOKAVEM, ^TO η^F DEJSTWITELXNO FUNKTOR.

• eSLI α : G → G^′, TO α η^F : G η^F → G^′ η^F PO POSTROENI@, • PRQMOJ PROWERKOJ DOKAZYWAETSQ ^TO 1G η^F = 1_G ηF :

(1_G)_x = 1_{xG} : xG → xG (· 1_{xG}) = 1η_{C2 (xF,xG)} : η_{C2} (xF, xG) → η_{C2} (xF, xG) ∏ t (· 1_{tG}) = 1_{ΩG} : Ω_G → Ω_G μ_f = 1_{Tf} : T_f → T_f Λ = 1η_{Nat(F,G)} : η Nat(F, G) → η Nat(F, G)

glawa 7. η-kategorii 81 • tOT FAKT, ^TO DLQ λ : G → G^′ I ξ : G^′ → G^{′′} (λξ) η^F = (λ η^F )(ξ η^F ), DOKAZYWAETSQ NESLOVNYM DIAGRAMMNYM POISKOM PO η Nat(F, G) λ η^F > η Nat(F, G^′) ξ η^F > η Nat(F, G^{′′})

T_f j_f ∨

∨

μ_f > T^′_f j^′_f ∨

∨

μ^′_f > T^{′′}_f j^{′′}_f ∨

∨

Ω_G τ_f ∨

∨

∏ t (· λ_t) > Ω_G′ τ^′_f ∨

∨

∏ t (· ξ_t) > Ω_G′′ τ^{′′}_f ∨

∨

η_{C2} (xF, yG) π_x(· fG) ∨ π_y(fF ·) ∨ (· λ_y) > η_{C2} (xF, yG^′) π^′_x(· fG^′) ∨ π^′_y(fF ·) ∨ (· ξ_y) > η_{C2} (xF, yG^{′′}) π^{′′}_x(· fG^{′′}) ∨ π^{′′}_y (fF ·) ∨ S U^ETOM TOGO, ^TO ∏ t (· λ_tξ_t) =^∏_t (· λ_t)(· ξ_t) =^∏_t (· λ_t)^∏_t (· ξ_t)

tAKIM OBRAZOM, DLQ KAVDOGO F : C1 → C2, IMEETSQ FUNKTOR η^F :

Funct(C_1, C_2) → M.

tEPERX OPREDELIM FUNKTOR η : Funct(C1, C2)^∗ → Funct(Funct(C1, C2), M), TAKOJ ^TO F η = η^F . dLQ ESTESTWENNOGO PREOBRAZOWANIQ ξ : T → F PREOBRAZOWANIE ξ η : η^F → η^T STROITSQ ,,POTO^E^NO“, ZADANIEM DLQ KA- VDOGO G : C1 → C2 (ξ η)G : η(F, G) → η(T, G) PRI POMO]I POSTROENIJ, glawa 7. η-kategorii 82 ANALOGI^NYH PREDYDU]IM: η Nat(F, G) Ξ > η Nat(T, G)

T_f j_f ∨

∨

ν_f > T^′_f j^′_f ∨

∨

Ω^F_G τ_f ∨

∨

∏ t (ξ_t ·) > Ω^T_G τ^′_f ∨

∨

η_{C2} (xF, yG) π_x(· fG) ∨ π_y(fF ·) ∨ (ξ_y ·) > η_{C2} (xT, yG) π^′_x(· fG) ∨ π^′_y(fT ·) ∨ zAMETIM, ^TO TAK KAK ξ : T → F , TO ξx : xT → xF I (ξx ·) :

η_{C2} (xF, yG) → η_{C2} (xT, yG). pOWTORQQ RASSUVDENIQ IZ NA^ALA DOKA-

ZATELXSTWA, POLOVIM (ξ η)G = Ξ : η(F, G) → η(T, G).

glawa 7. η-kategorii 83

tO ^TO TAKIM OBRAZOM DEJSTWITELXNO OPREDELQETSQ ESTESTWENNOE PRE- OBRAZOWANIE PROWERQETSQ DIAGRAMMNYM POISKOM PO η(F, T ) λ η^F > η(F, T^′) ß� � � � (ξ η)_T ß� � � � (ξ η)_T ′ η(G, T ) λ η^G > ∨ η(G, T^′)

T^{F T}_f ∨ > T^{F T ′}_f ∨

∨

ß� � � � ß� � � � T^{GT}_f ∨

∨

> ∨ T^{GT ′}_f ∨

∨

Ω^F_T

∨^∏_t (· λ_t) > Ω^F_T ′ ∨

∨

ß� � � � ∏ t (ξ_t ·) ß� � � � ∏ t (ξ_t ·) Ω^G_T ∨

∨

∏ t (· λ_t) > Ω^G_T ′ ∨

∨

η_{C2} (xF, yT ) ∨∨ (· λ_y) > η_{C2} (xF, yT^′) ∨∨ ß� � � � (ξ_x ·) ß� � � � (ξ_x ·) η_{C2} (xG, yT ) ∨∨ (· λ_y) > η_{C2} (xF, yT^′) ∨∨ dEJSTWITELXNO, KOMMUTATIWNOSTX NIVNEGO KUBA SLEDUET IZ PREDLOVE- NIQ 7.1 I “LEMENTARNYH SWOJSTW PROIZWEDENIQ. kOMMUTATIWNOSTX SRED- NEGO I WERHNEGO KUBA PRO]E WSEGO DOKAZATX POLXZUQSX TEM, ^TO IH WER- TIKALXNYE REBRA — MONOMORFIZMY.

dOKAZATELXSTWO TOGO ^TO η DEJSTWITELXNO FUNKTOR, PROWEDEM ,,POTO^E^NO“:

• TO ^TO DLQ λ : F → G λ η : F η = η^F → G η = η^G NEPOSREDSTWENNO SLEDUET IZ POSTROENIQ.

• PUSTX 1F : F → F , TO ^TO DLQ KAVDOGO G : C1 → C2 (1F η)G =

1η_{(F,G)} : η(F, G) → η(F, G) DOKAZYWAETSQ TAK VE KAK I ANALOGI^NYJ

FAKT DLQ FUNKTORA η^F , SLEDOWATELXNO, 1F η = 1F η

• ESLI λ : F → G I ξ : G → T , TO KAK I W SLU^AE FUNKTORA η^F POKAZYWAETSQ, ^TO DLQ WSQKOGO U : C1 → C2 ((λξ) η)U = (λ η)U (ξ η)U TO ESTX, (λξ) η = (λ η)(ξ η).

tAKIM OBRAZOM, MY IMEEM FUNKTOR

η : Funct(C_1, C_2)^∗ → Funct(Funct(C_1, C_2), M),

ILI, ^TO TO VE SAMOE η : Funct(C1, C2)^∗ × Funct(C1, C2) → M. rASSMOTRIM TEPERX FUNKTOR η P : Funct(C1, C2)^∗ × Funct(C1, C2) → Set. tAK KAK P SOHRANQET PREDELY (I, W ^ASTNOSTI, PROIZWEDENIQ), TO

Ω^F_GP =^∏_{t∈Ob C} 1 η_{C2} (tF, tG)P iZ H1 DLQ C2 OTS@DA SLEDUET ^TO

Ω^F_GP ∼=^∏_{t∈Ob C} 1 Hom_{C2} (tF, tG) t.E. Ω^F_GP IZOMORFNO KLASSU OTOBRAVENIJ f IZ KLASSA Ob C1 W KLASS

Ar C_2, TAKIH ^TO xf : xF → xG (OGOWORIMSQ E]E RAZ, ^TO MY NE OBRA-

]AEM WNIMANIQ NA WOZNIKA@]IE PRI “TOM TEORETIKO-MNOVESTWENNYE TRUDNOSTI).

mORFIZMY φf = πx(· fG) I ψf = πy(fF ·) DLQ f : x → y PEREHO- DQT W OTOBRAVENIQ ρx(· fG)^′, ρy(fF ·)^′ : Ω^F_GP → HomC_2 (xF, yG), GDE

ρ_x : Ω^F_GP → Hom_{C2} (xF, xG) — PROEKCIQ PROIZWEDENIQ MNOVESTW NA

SOMNOVITELX, A (fF ·)^′ (· fG)^′ “TO (fF, 1xG)hC_2 I (1xF , fG)hC_2 SOOTWET- STWENNO.

o^EWIDNO, ^TO QDRO OTOBRAVENIJ ρ_x(· fG)^′, ρ_y(fF ·)^′ : Ω^F_GP → Hom_{C2} (xF, yG),

“TO PODMNOVESTWO Tf P ⊆ Ω^F_GP , SOSTOQ]EE IZ TAKIH OTOBRAVENIJ ξ, ^TO KOMMUTATIWNA DIAGRAMMA: xF xξ > xG

yF fF ∨ yξ > yG fG ∨ tOGDA η(F, G)P ESTX RASSLOENNOE PROIZWEDENIE Tf P NAD Ω^F_GP , T.E. PE- RESE^ENIE PODOB˙EKTOW Tf P I SOSTOIT IZ OTOBRAVENIJ ξ DLQ KOTORYH WSE WOZMOVNYE DIAGRAMMY TAKOGO WIDA KOMMUTATIWNY, ^TO DAET W TO^- NOSTI OPREDELENIE ESTESTWENNOGO PREOBRAZOWANIQ.

tAKIM OBRAZOM, DLQ WSQKIH F, G : C1 → C2 IMEETSQ IZOMORFIZM

i_{F,G} : η(F, G)P ∼= Nat(F, G). eSTESTWENNOSTX “TOGO IZOMORFIZMA TRI-

WIALXNA, ^TO DAET NAM_{i : η P ∼= h}

pRIME^ANIE 7.8. oTMETIM, ^TO NAM NE PRI[LOSX ISPOLXZOWATX USLO- WIE H1 DLQ KATEGORII C1. —TO QWLQETSQ SLEDSTWIEM TOGO OB]EGO FAK- TA, ^TO OPREDELENIE ESTESTWENNOGO PREOBRAZOWANIQ MEVDU FUNKTORAMI IZ C1 W C2 NIKAK NE ISPOLXZUET ZAKON KOMPOZICII W C1. dEJSTWITELX- NO, MY MOVEM DAVE RAS[IRITX PONQTIE ESTESTWENNOGO PREOBRAZOWANIQ, OPREDELIW EGO DLQ GOMOMORFIZMOW IZ GRAFA Γ W NIVELEVA]IJ GRAF KA- TEGORII C.

nA SAMOM DELE, TAKVE MOVNO DOKAZATX I NESKOLXKO DRUGOJ REZULXTAT:

uTWERVDENIE 7.3. pRI WYPOLNENII USLOWIJ H1 I H2, DLQ η-KATEGORII

C_2, KATEGORI@ Funct(C_1, C_2) DLQ PROIZWOLXNOJ KATEGORII C_1 MOV-

NO SNABDITX STRUKTUROJ η-KATEGORII S OBOGA]ENNYM hom-FUNTOROM

enat : Funct(C_1, C_2)^∗ × Funct(C_1, C_2) → Funct(D, M), GDE D — NEKOTO-

RAQ KATEGORIQ, ZAWISQ]AQ TOLXKO OT C1. pRI “TOM enat Lim = η Nat, GDE

Lim : Funct(D, M) → M ESTX FUNTOR PREDELA (M POLNA PO USLOWI@), A η Nat — FUNKTOR, POSTROENNYJ W PREDYDU]EM DOKAZATELXSTWE.

d O K A Z A T E L X S T W O.

wOZXMEM Ob D = Ob C1^∐(Ob C1 × Ob C1). iME@TSQ SLEDU@]IE MORFIZ- MY:_r (x,y) : x → (x, y) l_{(x,y)} : y → (x, y) I BOLX[E NETOVDESTWENNYH MORFIZMOW W D NET. —TIMI DANNYMI KA- TEGORNAQ STRUKTURA OPREDELENA POLNOSTX@.

dLQ DWUH FUNKTOROW F, G : C1 → C2 OPREDELIM FUNKTOR Λ : D → M: xΛ = η_{C2} (xF, xG) (x, y)Λ =^∏_{f:x→y} η_{C2} (xF, yG) w ^ASTNOSTI, ESLI HomC_1 (x, y) = ∅, TO (x, y)Λ = ⊤M r_{(x,y)}Λ = (×)_{f:x→y}(· fG) l_{(x,y)}Λ = (×)_{f:x→y}(fF ·) eSLI HomC_1 (x, y) = ∅, TO r_{(x,y)}Λ =!x I r_{(x,y)}Λ =!y. η_{C2} (xF, xG)Q QQ QQ QQ QQ QQ (×) f:x→y (· fG) s∏ f:x→y η_{C2} (xF, yG)

ȷȷ ȷȷ ȷȷ ȷȷ ȷȷ ȷ (×) f:x→y (fF ·) 3

η_{C2} (yF, yG)

tEM SAMYM NA OB˙EKTAH KATEGORII Funct(C1, C2)^∗ × Funct(C1, C2) OPRE- DELEN FUNKTOR enat : Funct(C1, C2)^∗ × Funct(C1, C2) → Funct(D, M):

(F, G) > Λ. eGO DEJSTWIE NA MORFIZMAH ξ : F^′ → F I μ : G → G^′

OPEREDELQETSQ O^EWIDNYM OBRAZOM, POSLE ^EGO DLQ ZAWER[ENIQ DOKAZA- TELXSTWA DOSTATO^NO PRQMOJ PROWERKI, TOGO ^TO Lim Λ = η Nat(F, G).

uTWERVDENIE 7.4. wSQKAQ POLNAQ PODKATEGORIQ D η-KATEGORII C MO- VET BYTX SNABVENA STRUKTUROJ η-KATEGORII.

d O K A Z A T E L X S T W O.

w KA^ESTWE ηD : D^∗ × D → M WOZXMEM (J × J) η_C : D^∗ × D J × J > C^∗ × C η_C > M GDE J : D → C — FUNKTOR WLOVENIQ. dLQ DOKAZATELXSTWA DOSTATO^NO OTMETITX, ^TO hD = (J × J)hC .

uTWERVDENIE 7.5. dLQ η-KATEGORIJ C I D PROIZWEDENIE (KAK OB˙EK- TOW W Cat) C × D TAKVE QWLQETSQ η-KATEGORIEJ.

d O K A Z A T E L X S T W O.

tAK KAK hC×D^∼= (hC × hD), TO MOVNO WZQTX ηC×D = ηC × ηD.

7.3 lEMMA jONEDY

oDNIM IZ FUNDAMENTALXNYH REZULXTATOW O FUNKTORAH F : C → Set QWLQETSQ LEMMA jONEDA (SM. LEMMU a.2, S. 109). cELX@ DANNOGO RAZDELA QWLQETSQ POSTROENIE ANALOGA “TOGO REZULXTATA DLQ η-KATEGORIJ.

oPREDELENIE 7.4. dLQ FUNKTORA F : C1 → C2 POSTROIM FUNKTOR F ×

F : C^∗_1 × C_1 → C^∗_2 × C_2. tOGDA h_{C1} , (F × F )h_{C2} : C^∗_1 × C_1 → Set I

MOVNO OPREDELITX ESTESTWENNOE PREOBRAZOWANIE f^F : hC_1 → (F × F )hC_2

TAK ^TO DLQ L@BYH x, y ∈ Ob C1 f^F_{(x,y)} : HomC_1 (x, y) → HomC_2 (xF, yF ) I DLQ WSQKOGO γ : x → y γf^F_{(x,y)} = γF : xF → yF . tOT FAKT ^TO “TO DEJSTWITELXNO ESTESTWENNOE PREOBRAZOWANIE, T.E., ^TO KOMMUTATIWNA DIAGRAMMA

Hom_{C1} (x, y) f^F_{(x,y)} > Hom_{C2} (xF, yF )

Hom_{C1} (x^′, y^′) (α ·)(· β) ∨ f^F_{(x}′_{,y}′_)

> Hom_{C2} (x^′F, y^′F ) (α ·)(· β) ∨ DLQ L@BYH α : x^′ → x I β : y → y^′ “KWIWALENTEN FUNKTORNOSTI F . (zA- METIM, ^TO W “TOJ DIAGRAMME MORFIZMY PRAWOGO I LEWOGO UMNOVENIQ W WERTIKALXNYH REBRAH WZQTY W RAZNYH KATEGORIQH.)

oPREDELENIE 7.5. fUNKTOR F : C_1 → C_2 IZ η-KATEGORII C_1 W η- KATEGORI@ C2 NAZOWEM η-SOWMESTIMYM ESLI SU]ESTWUET ESTESTWENNOE PREOBRAZOWANIE φ^F : ηC_1 → (F × F ) ηC_2 MEVDU FUNKTORAMI ηC_1 , (F ×

F ) η_{C2} : C^∗_1 × C_1 → M TAKOE ^TO φ^F P = f^F : h_{C1} → (F × F )h_{C2} .

tAK KAK P UNIWALENTEN, TO “TIM OPREDELENIEM φ^F OPREDELQETSQ ODNO- ZNA^NO (ESLI ONO SU]ESTWUET).

pRIMER 7.6. oBRA]AQSX K DOKAZATELXSTWU TEOREMY 7.2 NEMEDLENNO PO- LU^AEM, ^TO WSE FUNKTORY evx : Funct(C1, C2) → C2, OPREDELENNYE SO- OTNO[ENIQMI_{F ev}

x = xF, DLQ F : C_1 → C_2,

λ ev_x = λ_x, DLQ λ : F → G,

GDE C2 — η-KATEGORIQ, QWLQ@TSQ η-SOWMESTIMYMI.

zAMETIM, ^TO FUNKTOR F : C1 → C2 TOGDA I TOLXKO TOGDA UNIWALEN- TEN [POLON], KOGDA DLQ WSEH x, y ∈ Ob C1 f^F_{(x,y)} — MONOMORFIZM [“PI- MORFIZM] (IN˙EKCIQ [S@R˙EKCIQ]) ILI, ^TO TO VE SAMOE DLQ KATEGORII

S QDERNYMI PARAMI, KAKOWOJ QWLQETSQ Set, KOGDA f^F — MONOMORFIZM [“PIMORFIZM] KATEGORII Funct(C^∗_1 × C1, Set).

tAK KAK P UNIWALENTEN, I, SLEDOWATELXNO, OTRAVAET MONOMORFIZMY I “PIMORFIZMY, TO η-SOWMESTIMYJ FUNKTOR F : C1 → C2 UNIWALENTEN [POLON] TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA DLQ WSEH x, y ∈ Ob C1 φ^F_{(x,y)} — MONO- MORFIZM [“PIMORFIZM] ILI, ^TO TO VE SAMOE PRI WYPOLNENII USLOWIQ

H2 [SU]ESTWOWANII KOQDERNYH PAR W M], KOGDA φ^F — MONOMORFIZM

[“PIMORFIZM] KATEGORII Funct(C^∗_1 × C1, M).

oPREDELENIE 7.6. η-KATEGORII I η-SOWMESTIMYE FUNKTORY OBRAZU@T KATEGORI@ η Cat, SNABVENNU@ ZABYWA@]IM FUNKTOROM Pη : η Cat →

Cat.

—TO OPREDELENIE KORREKTNO, TAK KAK TOVDESTWENNYJ FUNKTOR η-SOWMESTIM, I KOMPOZICIQ DWUH η-SOWMESTIMYH FUNKTOROW η-SOWMESTIMA. tREBUETSQ DOKAZATX, ^TO ESLI F : C → M — η-DOPUSTIMYJ FUNKTOR, TO η Nat(η^x, F ) IZOMORFNO xF , KAK OB˙EKT KATEGORII M. dLQ “TOGO PO- TREBUEM ^TOBY,

• KATEGORIQ M SAMA BYLA SNABVENA η-FUNKTOROM:

η_M : M^∗ × M → M (H3)

• DLQ KAVDOGO x ∈ Ob M, FUNKTOR η^x_M : M → M SOPRQVEN SPRAWA K FUNKTORU (·) × x : M → M UMNOVENIQ NA x: y((·) × x) = y × x I DLQ f : y → y^′_{f((·) × x) = f × 1} x T.E.

KATEGORIQ M QWLQETSQ DEKARTOWO ZAMKNUTOJ, S

η_M W KA^ESTWE hom-FUNKTORA (H4)

• DLQ WSQKOJ η-KATEGORII C I DLQ WSQKOGO x ∈ Ob C SU]ESTWUET

ϵ_x : ⊤_M → η_C (x, x), TAKOJ ^TO ϵ_xP : ⊤_{Set} → Hom_C (x, x)

— POME^AET EDINI^NYJ MORFIZM 1x : x → x (H5)

• FUNKTOR P SOHRANQET “KSPONENCIALY, TO^NEE ESLI λ : α → ηM (β, γ) I [λ] : α×β → γ — PARA “KSPONENCIALXNO PRISOEDINENNYH STRELOK, TO λP (f^P_{(β,γ)}) : αP^{λP}> Hom_M (β, γ)^f P (β,γ)> Hom Set(βP, γP ) I_{[λ]P : αP × βP → γP} — TOVE “KSPONENCIALXNO PRISOEDINENY. dLQ “TOGO NEOBHODIMO I DOSTATO^NO, ^TOBY DLQ DLQ L@BYH x, t ∈ Ob M WYPOLNQLOSX

ev^t_xP = [f^P ] : Hom_M (x, t) × (xP ) → tP (H6)

GDE ev^t_x : ηM (x, t) × x → t — KOEDINICA “KSPONENCIALXNOGO SOPRQ- VENIQ, A [f^P ] — OTOBRAVENIE, “KSPONENCIALXNO PRISOEDINENNOE (W KATEGORII Set) K OTOBRAVENI@ f^P_{(x,t)} : HomM (x, t) → HomSet(xP, tP ). dEJSTWITELXNO, “TO “KWIWALENTNO TOMU, ^TO KOMMUTATIWNA DIA- GRAMMA

Hom_M (x, t) × (xP ) ev^t_xP > tP

� � � � ev^{tP}_{xP} `

Hom_{Set}(xP, tP ) × (xP ) f^P_{(x,t)} × 1_{xP} ∨

∨

I STRELKA “KSPONENCIALXNO PRISOEDINENNAQ K λP f^P_{(β,γ)} ESTX [λP f^P_{(β,γ)}] : αP × βP (λP (f^P_{(β,γ)}) × 1_{βP} ) > Hom_{Set}(βP, γP ) × (βP ) ev^{γP}_{βP} > γP

glawa 7. η-kategorii 91 TO ESTX αP × βP (λP × 1_{βP} ) > Hom_M (β, γ) × (βP )

γP [λP f^P_{(β,γ)}] ∨ < ev^{γP}_{βP} Hom_{Set}(βP, γP ) × (βP )

(f^P_{(β,γ)} × 1_{βP} ) ∨ TO ESTX PO H6, [λP f^P_{(β,γ)}] = (λP × 1βP )ev^γ_βP = λP tAKVE BUDET ISPOLXZOWATXSQ IZWESTNYJ FAKT (SM, NAPRIMER, [17], STR. 446) O TOM ^TO IZOMORFIZM “KSPONENCIALXNOGO SOPRQVENIQ

θ_{(α,β,γ)} : Hom_M (α, η_M (β, γ)) ∼= Hom_M (α × β, γ)

ESTESTWENNEN NE TOLXKO PO α I γ, NO I PO β.

tEOREMA 7.6. (lEMMA jONEDA). dLQ WSQKOGO η-SOWMESTIMOGO FUNK- TORA F : C → M IZ η-KATEGORII C W KATEGORI@ M, UDOWLETWORQ@]U@ USLOWIQM H1–H6, SU]ESTWUET IZOMORFIZM Υ : η Nat(η^x_C , F )^∼= xF d O K A Z A T E L X S T W O.

glawa 7. η-kategorii 92

iTAK, IMEETSQ SLEDU@]AQ SITUACIQ: η Nat(η^x, F ) xF R@ @@ @@ @@ j_f R_{Tf}

� � � � τ_f �

Ω^{ηx}_F =^∏_i η_M (η_C (x, i), iF ) j

∨

∨

η_M (η_C (x, t), uF ) π_t(· fF ) ∨ π_u((· f) ·) ∨ DLQ KAVDOGO f : u → t. tOGDA OPREDELEN MORFIZM ξ:

η Nat(η^x, F )

(1η_{Nat(}ηx_{,F )}, !η_{Nat(}ηx_{,F )}) > η Nat(η^x, F ) × ⊤_M

xF ξ ∨ < [jπ_x] η Nat(η^x, F ) × η_C (x, x)

1η_{Nat(}ηx_{,F )} × ϵ_x ∨

∨

GDE [jπx] — MORFIZM “KSPONENCIALXNO PRISOEDINENNYJ K MORFIZMU

η Nat(η^x, F ) j> (Ω^{ηx}_F =^∏ i η_M (η_C (x, i), iF )) π^x> η_M (η_C (x, x), xF ) rASSMOTRIM TEPERX DLQ KAVDOGO a ∈ Ob C MORFIZM [μa] : (xF ×

η_C (x, a)) → aF , “KSPONENCIALXNO PRISOEDINENNYJ K MORFIZMU φ^F_{(x,a)} : η_C (x, a) → η_M (xF, aF ) (OPREDELENNOMU TAK KAK PO USLOWI@, F — η-

SOWMESTIMYJ FUNKTOR). pOSTROIM MORFIZM, “KSPONENCIALXNO PRISO- EDINENNYJ K [μa], PO DRUGOMU SOMNOVITEL@: μa : xF → ηM (ηC (x, a), aF ).

tOGDA μ = (×)_a μa : xF → Ω^{ηxC}_F . wY^ISLIM TEPERX DLQ KAVDOGO f : u → t μπ_t((· f) ·) I μπ_u(· fF ). w SILU UPOMQNUTOJ WY[E ESTESTWENNOSTI IZOMORFIZMA “KSPONENCI- ALXNOGO SOPRQVENIQ PO WTOROMU ARGUMENTU, IMEEM: [μπt((· f) ·)] =

[μ_t((· f) ·)] = ((· f) × 1_{xF} )[μ_t] : η_C (x, u) × (xF ) → tF , A [μπ_u(· fF )] =

[μ_u(· fF )] = [μ_u](fF ) : η_C (x, u) × (xF ) → tF W SILU OBY^NOJ ESTE-

STWENNOSTI IZOMORFIZMA “KSPONENCIALXNOGO SOPRQVENIQ. rASSMOTRIM TEPERX MORFIZM λ = φ^F_{(x,u)}(· fF ) : ηC (x, u) → ηM (xF, tF ). eGO “KSPONEN- CIALXNO PRISOEDINENNAQ STRELKA

[λ] = (φ^F_{(x,u)}(· fF ) × 1_{xF} )ev^{tF}_{xF} = ((· f)φ^F_{(x,t)} × 1_{xF} )ev^{tF}_{xF} =

= ((· f) × 1_{xF} )(φ^F_{(x,t)} × 1_{xF} )ev^{tF}_{xF} = ((· f) × 1_{xF} )[φ^F_{(x,t)}] = [μπ_t((· f) ·)]

S DRGOJ STORONY, O^EWIDNO ^TO

[λ] = [φ^F_{(x,u)}(· fF )] = [φ^F_{(x,u)}](fF ) = [μπ_u(· fF )]

oTS@DA, [μπu(· fF )] = [μπt((· f) ·)], A ZNA^IT, I μπu(· fF ) = μπt((· f) ·). iZ POSTROENIQ η Nat(C, M) (SM. TEOREMU 7.2, S. 77) SLEDUET, ^TO SU]E- STWUET KONUS (ξf : xF → Tf ), TAKOJ ^TO μ = ξf τf = ξgτg, SLEDOWATELXNO, SU]ESTWUET (EDINSTWENNYJ) MORFIZM λ : xF → η Nat(η^x_C , F ), TAKOJ ^TO

ξ_f = λj_f .

iTAK, IME@TSQ ξ : η Nat(η^x, F ) → xF I λ : xF → η Nat(η^x_C , F ). rAS- SMOTRIM IH OBRAZY PO P : ξP : Nat(η^x, F ) → xF P I λP : xF P →

Nat(η^x_C , F ).

iMEEM ξP : Nat(η^x, F )^{(1Nat(ηx,F ),!εx)}> Nat(η^x, F )×HomC (x, x)^{[((jπx)P )f P ]}> xF P gDE [((jπx)P )f^P ] “KSPONENCIALXNO PRISOEDINEN K (jπx)P : Nat(η^x, F ) →

Hom_M (η_C (x, x), xF ) (SM. USLOWIE H6).

oBOZNA^IM_{ωηx}

F = Ω^{ηx}_F P =^∏_a Hom_{Set}(η_C (x, a), aF )

TOGDA glawa 7. η-kategorii 94

Nat(η^x, F ) jP > ω^{ηx}_F

Hom_{Set}(Hom_C (x, x), xF P ) ((jπ_x)P )f^P ∨ < f^P_{(ηC (x,x),xF )} Hom_M (η_C (x, x), xF ) π_xP ∨ u^ITYWAQ, ^TO jP “TO WLOVENIE, A πxP — PROEKCIQ PROIZWEDENIQ MNO- VESTW NA SOMNOVITELX, A εx : ⊤Set → HomC (x, x) OTOBRAVAET ⊤Set W 1x (PO USLOWI@ H5) NEPOSREDSTWENNO POLU^AEM, ^TO DLQ WSQKOGO

o : η^x → F , oξP = 1_x(oP )_x, GDE oP : h^x → F P .

wSPOMINAQ POSTROENIE λ : xF → η Nat(η^x_C , F ), RASSMOTRIM μaP :

xF P → Hom_M (η_C (x, a), aF ). mORFIZM [μ_a] : xF × η_C (x, a) → aF , “KSPO-

NENCIALXNO PRISOEDINEN S MORFIZMU φ^F_{(x,a)} : ηC (x, a) → ηM (xF, aF ), PO“TOMU PO SWOJSTWU H6, [μa]P : xF P × HomC (x, a) → aF P , BU- DET “KSPONENCIALXNO PRISOEDINEN K (φ^F_{(x,a)}P )(f^P_{(xF,aF )}) : HomC (x, a) →

Hom_{Set}(xF P, aF P ), NO φ^F_{(x,a)}P = f^F_{(x,a)} PO OPREDELENI@, PO“TOMU

(φ^F_{(x,a)}P )(f^P_{(xF,aF )}) = f^F_{(x,a)}f^P_{(xF,aF )} = f^{F P}_{(x,a)}. oTS@DA POLU^AEM, ^TO DLQ α ∈ xF P I κ : x → a, (α, κ)[μ_a]P = α(κF P ) ∈ aF P . k [μa]P “KSPONENCIALXNO PRISOEDINEN

(μ_aP )(f^P_{(x,a)}) : xF P → Hom_{Set}(Hom_C (x, a), aF P ),

KOTORYJ, TAKIM OBRAZOM, SOPOSTAWLQET KAVDOMU α ∈ xF P , OTOBRAVE- NIE ωα : HomC (x, a) → aF P , DEJSTWU@]EE PO PRAWILU: DLQ KAVDOGO ε : x → a, εω_α = α(εF P ). tAKIM OBRAZOM,

(×)_a ((μ_aP )(f^P_{(x,a)})) = (×)_a (μ_aP )(^∏_a f^P_{(x,a)}) = μP (^∏_a f^P_{(x,a)})

rASSMOTRIM TEPERX FUNKTOR P : M → Set, KAK MORFIZM KATEGO- RII Cat. tOGDA MOVNO POSTROITX FUNKTOR (· P ) : Funct(C, M) →

Funct(C, Set) (NAZYWEMYJ W [22] ,,NAKRYWA@]IM“) I RASSMOTRETX

glawa 7. η-kategorii 95

ESTESTWENNOE PREOBRAZOWANIE f^{(· P )} I W ^ASTNOSTI, EGO KOMPONENTU

(f^{(· P )})_(ηx_{,F )} : Nat(η^x, F ) → Nat(h^x, F P ).

o^EWIDNO, ^TO DIAGRAMMA

Nat(η^x, F ) jP > Ω^{ηx}_F =^∏_α Hom_M (η_C (x, α), αF )

Nat(h^x, F P ) f^{(· P )} ∨ i >^∏_β Hom_{Set}(Hom_C (x, β), βF P )

∏ γ f^P_{(x,γ)} ∨ GDE i — WLOVENIE PODMNOVESTWA, QWLQETSQ KOMMUTATIWNOJ (A NA SAMOM DELE — DEKARTOWYM KWADRATOM). tAKIM OBRAZOM,

(λP )(jP )(^∏_γ f^P_{(x,γ)}) = (μP )(^∏_γ f^P_{(x,γ)}) = (λP )(f^{(· P )})i

wSPOMINAQ DOKAZATELXSTWO OBY^NOJ LEMMY jONEDA I KONSTRUKCI@ POLU^AEMOGO TAM IZOMORFIZMA φ : xF P^∼= Nat(h^x, F P ), (SOWPADA- @]EGO S (μP )(^∏_a f^P_{(x,a)})), A TAKVE U^ITYWAQ, ^TO i : Nat(h^x, F P ) → ∏ β Hom_{Set}(Hom_C (x, β), βF P ) — WLOVENIE, IMEEM, O^EWIDNO (λP )f^{(· P )} =

φ, A TAKVE f^{(· P )}φ^{−1} = ξP .

tAK KAK P UNIWALENTEN, TO I (· P ) TOVE UNIWALENTEN (DOKAZYWAETSQ PRQMOJ PROWERKOJ), A SLEDOWATELXNO, KAVDAQ KOMPONENTA f^{(· P )} — MO- NOMORFIZM, A SLEDOWATELXNO IZ PREDYDU]IH URAWNENIJ POLU^AEM ^TO

(ξP )(λP ) = 1_{Nat(}ηx_{,F )} I (λP )(ξP ) = 1_{xF P} .

tAK KAK P UNIWALENTNYJ FUNKTOR, TO OTS@DA SLEDUET, ^TO

ξλ = 1η_{Nat(}ηx_{,F )}

I_{λξ = 1} xF

eSTESTWENNOSTX “TOGO IZOMORFIZMA PO x, T.E. KOMMUTATIWNOSTX DIA- GRAMMY η(η^x, F ) ξ^x > xF

η(η^y, F ) ((f ·) ·) ∨ ξ_y > yF fF ∨ DOKAZYWAETSQ PROEKTIROWANIEM PO P I SLEDUET IZ RASSMOTRENIQ DIA- GRAMMY

Nat(η^x, F ) ξ_xP > xF P @@ @@ @@ @ f^{(· P )} R � � � � φ^{−1}_x `

Nat(h^x, F P )

Nat(η^y, F )

((f ·) ·)

∨ ξ_yP > yF P fF P

∨ @@ @@ @@ @ f^{(· P )} R � � � � φ^{−1}_y `

Nat(h^y, F P )

((f ·) ·)

∨ wERHNQQ I NIVNQQ GRANI KOMMUTATIWNY PO POSTROENI@ ξ, PRAWAQ GRANX — PO OBY^NOJ LEMME jONEDA, LEWAQ — PO OPREDELENI@ f^{(· P )}, A TAK KAK φy — IZOMORFIZM, TO I ZADNQQ GRANX — KOMMUTATIWNA. ~TO I TREBOWALOSX DOKAZATX.

uTWERVDENIE 7.7. pRI WYPOLNENII DLQ η-KATEGORII C USLOWIJ H1,H2 I H5 DLQ WSQKOGO a ∈ Ob C SLOJ C/a ESTX η-KATEGORIQ.

d O K A Z A T E L X S T W O.

dLQ PROIZWOLXNYH f : x → a I g : y → a IZ C/a, RASSMOTRIM PARU PARALLELXNYH MORFIZMOW η_C (x, y) (· g) > η_C (x, a) @@ @@ @@ @ !η_{C (x,y)} R � � � � (· f) `

⊤ ϵ_x > η_C (x, x) oPREDELIM η_{C/a}(f, g) = Ker((· g), !ϵ_x(· f) : η_C (x, y) → η_C (x, a)) eSLI f^′ : x^′ → a I g^′ : y^′ → a, I DANY MORFIZMY α : f^′ → f I β : g → g^′ TO IMEEM: η_{C/a}(f, g) >j > η_C (x, y) (· g) > η_C (x, a) @@ @@ @@ @ !η_{C (x,y)} R � � � � (· f) `

⊤ ϵ_x > η_C (x, x) η_{C/a}(f^′, g^′) η_{C/a}(α, β) ∨ > j^′ > η_C (x^′, y^′) (α ·)(· β) ∨ (· g′) > η_C (x^′, a) @@ @@ @@ @ !η_{C (x}′_{,y}′_) R � � � � (· f^′) `

⊤ ϵ_x′ > η_C (x^′, x^′)

pROEKTIROWANIEM PO P UBEVDAEMSQ ^TO (α ·)(· β)(· g^′) = (α ·)(· β)!ϵx′ (· f^′) OTKUDA PO SWOJSTWU QDRA SLEDUET SU]ESTWOWANIE η_{C/a}(α, β) : η_{C/a}(f, g) →

η_{C/a}(f^′, g^′). fUNKTORNOSTX O^EWIDNA, A SWOJSTWO H1 PROWERQETSQ PRO-

EKTIROWANIEM PO P .

sLEDSTWIE 7.8. pRI WYPOLNENII DLQ η-KATEGORII C USLOWIJ H1,H2 I H5 DLQ WSQKOGO FUNKTORA F : C^′ → C KATEGORIQ compat F ESTX η- KATEGORIQ.

d O K A Z A T E L X S T W O.

compat F ESTX POLNAQ PODKATEGORIQ Funct(C^′, C)/F , OBRAZOWANNAQ OB˙-

EKTAMI WIDA λ : Δ^x_C′ → F .

uTWERVDENIE 7.9. eSLI C ESTX η-KATEGORIQ, TO EE SKELET skel C TAKVE QWLQETSQ η-KATEGORIEJ.

d O K A Z A T E L X S T W O.

eSLI x I y IZOMORFNY, TO ηC (x, α)^∼= ηC (y, α) I ηC (β, x)^∼= ηC (β, y) DLQ PROIZWOLXNYH α I β. tEM SAMYM MY MOVET RAZ I NAWSEGDA ZAFIKSIRO- WATX KONKRETNOGO PREDSTAWITELQ x0 DLQ KAVDOGO KLASSA IZOMORFNYH OB˙EKTOW x I POLOVITX ηskel C (x, y) = ηC (x0, y0).

sLEDSTWIE 7.10. pRI WYPOLNENII DLQ η-KATEGORII C USLOWIJ H1,H2 I H5 DLQ WSQKOGO OB˙EKTA x KATEGORII Sub x I Quo x SUTX η-KATEGORII.

d O K A Z A T E L X S T W O.

Sub x I Quo x SUTX SKELETY POLNYH PODKATEGORIJ KATEGORIJ C/x I C\x,

OBRAZOWANNYH WSEMI MONOMORFIZMAMI I “PIMORFIZMAMI SOOTWETSTWEN- NO. pRIWEDEM BEZ DOKAZATELXSTWA (WPRO^EM, WESXMA PRQMOLINEJNOGO) SLE- DU@]IJ FAKT:

uTWERVDENIE 7.11. kATEGORIQ η Cat POLNA I KOPOLNA I FUNKTOR Pη :

η Cat → Cat ZADAET PREDELY I KOPREDELY.

oTS@DA NEMEDLENNO POLU^AEM

uTWERVDENIE 7.12. dLQ η-KATEGORIJ C_1, C_2 I C I η-SOWMESTIMYH FUNKTOROW F : C1 → C I G : C2 → C, KOMMA-KATEGORIQ (F ↓ G) ESTX η-KATEGORIQ.

d O K A Z A T E L X S T W O.

kAK IZWESTNO (SM. [12]), KOMMA-KATEGORIQ ESTX PREDEL W Cat SLEDU@]EJ DIAGRAMMY:

C_1 C^→ C_2 @@ @@ @@ @ F R � � � � dom @@ @@ @@ @ cod R � � � � G , C C GDE C^→ — KATEGORIQ STRELOK DLQ KATEGORII C, A dom, cod : C^→ → C — FUNKTORY, SOPOSTAWLQ@]IE MORFIZMU EGO NA^ALO I KONEC. C^→ MOVNO OTOVDESTWITX S KATEGORIEJ Funct(T2, C), GDE T2 KATEGORIQ S DWUMQ OB˙- EKTAMI 0 I 1 I ODNIM NETRIWIALXNYM MORFIZMOM t : 0 → 1. pRI “TOM

dom = ev_0 : Funct(T_2, C) → C I cod = ev_1 : Funct(T_2, C) → C. kAK BYLO

OTME^ENO W PRIMERE 7.6 NA S. 88, ev0 I ev1 SUTX η-SOWMESTIMYE FUNK- TORY, A F I G η-SOWMESTIMY PO USLOWI@. tAKIM OBRAZOM, POSLEDNQQ DIAGRAMMA CELIKOM LEVIT W KATEGORII η Cat, A TAK KAK ZABYWA@]IJ FUNKTOR Pη ZADAET PREDELY, TO (F ↓ G) ESTX η-KATEGORIQ. zAMETIM, ^TO WWEDENNOE OPREDELENIE η-KATEGORII NE “KWIWALENTNO STANDARTNYM ,,OTNOSITELXNYM M-KATEGORIQM“. nAPRIMER, WSQKOE ESTE- STWENNOE PREOBRAZOWANIE ξ : F → G MEVDU η-SOWMESTIMYMI FUNKTO- RAMI F, G : C1 → C2 QWLQETSQ η-SOWMESTIMYM W TOM SMYSLE, ^TO KOM- MUTATIWNY WSE DIAGRAMMY η_{C1} (α, β)

� � � � φ^F @@ @@ @@ @ φ^G R η_{C2} (αF, βF ) η_{C2} (αG, βG) @@ @@ @@ @ (· ξ_β) R � � � � (ξ_α ·) η_{C2} (αF, βG)

^TO NEMEDLENNO USMATRIWAETSQ POSLE PROEKTIROWANIQ “TOJ DIAGRAM- MY PO P . w TO VE WREMQ, OTN@DX NE WSQKOE ESTESTWENNOE PREOBRAZO- WANIE M-FUNKTOROW MEVDU OTNOSITELXNYMI M-KATEGORIQMI ESTX M- PREOBRAZOWANIE.

s DRUGOJ STORONY, O^EWIDNO, ^TO WSQKAQ η-KATEGORIQ C, DLQ KOTOROJ WYPOLNQ@TSQ USLOWIQ H1, H3, H4 I H5, I WSE OSNOWNYE FUNKTORY

η^x : C → M η-SOWMESTIMY, ESTX OTNOSITELXNAQ M-KATEGORIQ, ESLI W

KA^ESTWE MONOIDALXNOJ STRUKTURY NA M WZQTX EE DEKARTOWU STRUKTU- RU. dEJSTWITELXNO, TAK KAK η^x : C → M η-SOWMESTIM, TO SU]ESTWU- ET ESTESTWENNOE PREOBRAZOWANIE S KOMPONENTAMI φ^{ηx} : ηC (p, q) →

η_M (η_C (a, p), η_C (a, q)) I “KSPONENCIALXNO PRISOEDINENNYM K NEMU BUDET

ESTESTWENNOE PREOBRAZOWANIE S KOMPONENTAMI mx : ηC (a, p)×ηC (p, q) →

η_C (a, q) TO ESTX ,,KOMPOZICIQ MORFIZMOW“.

pRILOVENIE a

oSNOWNYE PONQTIQ I KONSTRUKCII TEORII KATEGORIJ

. . . KAVDYJ IZ “TIH AWTOROW ISPOLXZUET SWO@ TERMINOLOGI@, OTLI^A@]U@SQ KAK OT TERMINOLOGII DRUGIH AWTOROW, TAK I OT TERMINOLOGII, PRINQTOJ W “TOJ KNIGE.

p. gABRI“LX, m. cISMAN ,,kATEGORII ^ASTNYH I TEORIQ GOMOTOPIJ“

w RABOTAH PO TEORII KATEGORIJ NABL@DAETSQ ZNA^ITELXNAQ NEODNOROD- NOSTX W OBOZNA^ENIQH I OPREDELENIQH, NA[E IZLOVENIE TERMINOLOGI- ^ESKI BAZIRUETSQ NA [22].

a.1 oSNOWNYE PONQTIQ

w UDOBNOM DLQ NA[IH CELEJ WIDE KATEGORIQ MOVET BYTX OPREDELENA ODNIM IZ SLEDU@]IH “KWIWALENTNYH SPOSOBOW (SM. NAPR., [22]).

oPREDELENIE a.1. kLASS OB˙EKTOW, OBOZNA^AEMYJ Ob C, I KLASS MOR- FIZMOW, OBOZNA^AEMYJ Ar C, TAKIH, ^TO:

A1. dLQ WSQKOGO MORFIZMA f ∈ Ar C OPREDELENY OB˙EKTY dom f I cod f, NAZYWAEMYE NA^ALOM I KONCOM MORFIZMA SOOTWETSTWENNO. tOT FAKT, ^TO dom f = a I cod f = b, ZAPISYWAETSQ W WIDE f : a → b ILI a^f > b.

A2. wSQKIJ RAZ, KOGDA DLQ DWUH MORFIZMOW f I g cod f = dom g OPRE- DELEN MORFIZM, NAZYWAEMYJ PROIZWEDENIEM ILI KOMPOZICIEJ f I g, OBOZNA^AEMYJ fg, TAKOJ ^TO

dom fg = dom f, cod fg = cod g,

T.E. ESLI f : a → b I g : b → c, TO fg : a → c. fg OBOZNA^AETSQ TAKVE gf, g ∘ f, g · f I f; g. A3. wSQKIJ RAZ, KOGDA OPREDELENA ODNA IZ STORON RAWENSTWA f(gh) = (fg)h, TO DRUGAQ STORONA TOVE OPREDELENA I RAWNA PERWOJ.

A4. dLQ KAVDOGO OB˙EKTA a OPREDELEN EGO EDINI^NYJ MORFIZM, OBO- ZNA^AEMYJ 1a ILI ida, TAKOJ, ^TO, 1a : a → a I

1_af = f, g1_a = g

WSEGDA, KOGDA IME@T SMYSL LEWYE ^ASTI “TIH RAWENSTW.

A5. dLQ L@BYH OB˙EKTOW a I b WSE MORFIZMY f : a → b OBRAZU@T MNOVESTWO, OBOZNA^AEMOE HomC (a, b) ILI Hom(a, b), ESLI O^EWIDNO ILI NESU]ESTWENNO, O KAKOJ KATEGORII IDET RE^X.

pRIME^ANIE a.1. zAMETIM, ^TO IZ “TOGO OPREDELENIQ SLEDUET

Hom(a, b) ∩ Hom(a^′, b^′) = ∅ PRI (a, b) ≠ (a^′, b^′).

oPREDELENIE a.2. kLASS MORFIZMOW S ^ASTI^NOJ BINARNOJ OPERACIEJ UMNOVENIQ, UDOWLETWORQ@]EJ SLEDU@]IM USLOWIQM:

B1. dLQ L@BYH TREH MORFIZMOW α, β I γ IZ SU]ESTWOWANIQ PROIZWEDE- NIJ αβ I βγ WYTEKAET SU]ESTWOWANIE PROIZWEDENIJ (αβ)γ I α(βγ) I RAWENSTWO (αβ)γ = α(βγ).

B2. dLQ L@BOGO MORFIZMA α OPREDELENY EDINI^NYE MORFIZMY ε1 I ε2, DLQ KOTORYH OPREDELENY PROIZWEDENIQ ε1α I αε2. mORFIZM ε NA- ZYWAETSQ EDINI^NYM, ESLI OPREDELENO PROIZWEDENIE εε I εφ = φ I

ψε = ψ WSQKIJ RAZ, KOGDA SOOTWETSTWU@]IE PROIZWEDENIQ OPREDE-

LENY.

B3. dLQ WSQKOJ PARY EDINI^NYH MORFIZMOW ε1 I ε2 SOWOKUPNOSTX MOR- FIZMOW α, DLQ KOTORYH OPREDELENY PROIZWEDENIQ ε1α I αε2, SOSTA- WLQET MNOVESTWO.

oPREDELENIE a.3. rASSMOTRIM FUNKCIONALXNOE IS^ISLENIE PERWOGO PORQDKA S RAWENSTWOM I S • DWUMQ SORTAMI PEREMENNYH: O I A. • TREMQ FUNKCIONALXNYMI SIMWOLAMI:

dom : A → O cod : A → O 1 : O → A • ODNIM SIMWOLOM OTNO[ENIQ comp OPREDELENNYM DLQ TROEK IZ A × A × A • SLEDU@]IMI AKSIOMAMI:

dom(1(u)) = u ∧ cod(1(u)) = u (cod(f) = dom(g)) ⇒ (∃h)(comp(f, g, h)) comp(f, g, h) ⇒ (dom(f) = dom(h)∧cod(g) = cod(h)∧cod(f) = dom(g)) (comp(f, g, h) ∧ comp(f, g, h^′) ⇒ (h = h^′) comp(f, 1(cod(f)), f) ∧ comp(1(dom(f)), f, f) (comp(f, g, f^′)∧comp(f^′, h, a_1)∧comp(g, h, h^′)∧comp(f, h^′, a_2)) ⇒ (a_1 = a_2)

tEORETIKO-MNOVESTWENNAQ MODELX “TOGO IS^ISLENIQ NAZYWAETSQ KA- TEGORIEJ. (a MODELX “TOGO IS^ISLENIQ W KATEGORII C NAZYWAETSQ ,,WNUTRENNEJ C-KATEGORIEJ“.)

oPREDELENIE a.4. kAVDOJ KATEGORII C MOVNO SOPOSTAWITX DWOJ- STWENNU@ (ILI DUALXNU@) KATEGORI@ C^∗ ILI C^{op}: Ob C = Ob C^∗,

Ar C = Ar C^∗, OB˙EKTY I MORFIZMY C^∗ SOOTWETSTWU@]IE OB˙EKTAM

I MORFIZMAM a,b,f . . . IZ C BUDEM OBOZNA^ATX a^∗,b^∗,f^∗ . . . eSLI f : a → b, TO:_{f ∗ : b∗ → a∗,} f^∗g^∗ = (gf)^∗,

1_a∗ = 1^∗_a.

oPREDELENIE a.5. (pRINCIP DWOJSTWENNOSTI). eSLI IMEETSQ NE- KOTOROE UTWERVDENIE [WYSKAZYWANIE, SWOJSTWO, OPREDELENIE] R(C) OT- NOSITELXNO KATEGORII C, TO DWOJSTWENNOE K NEMU UTWERVDENIE [WYSKA- ZYWANIE, SWOJSTWO, OPREDELENIE] R^∗(C) POLU^AETSQ PRI INTERPRETACII W C UTWERVDENIQ [WYSKAZYWANIQ, SWOJSTWA, OPREDELENIQ] R(C^∗). uTWERVDENIE [WYSKAZYWANIE, SWOJSTWO, OPREDELENIE] NAZYWAETSQ SAMO- DWOJSTWENNYM, ESLI R(C) SOWPADAET S R^∗(C).

pRINCIP DWOJSTWENNOSTI (WYTEKA@]IJ IZ SAMODWOJSTWENNOSTI OPRE- DELENIQ KATEGORII) UTWERVDAET, ^TO ESLI UTWERVDENIE R(C) SPRAWED- LIWO WO WSEH KATEGORIQH, TO I R^∗(C) TOVE.

w DALXNEJ[EM MY ^ASTO BUDEM FORMULIROWATX I DOKAZYWATX TOLXKO ODNO UTWERVDENIE IZ DWOJSTWENNOJ PARY.

oPREDELENIE a.6. fUNKTOROM (KOWARIANTNYM FUNKTOROM) F IZ KATE- GORII C1 W KATEGORI@ C2 NAZYWA@TSQ TAKIE ODNOIMENNYE OTOBRAVENIQ

F : Ob C_1 → Ob C_2 I F : Ar C_1 → Ar C_2, ^TO: (∀f ∈ Ar C_1, f : a → b) ⇒ (fF : aF → bF ), (∀x ∈ Ob C_1) ⇒ 1_xF = 1_{xF} , (fg)F = (fF )(gF ).

oBOZNA^ENIE: F : C1 → C2.

oPREDELENIE a.7. kONTRAWARIANTNYM FUNKTOROM (ILI C2-PREDPU^- KOM) IZ KATEGORII C1 W KATEGORI@ C2 NAZYWAETSQ FUNKTOR F : C^∗_1 → C2.

oPREDELENIE a.8. gOWORQT ^TO FUNKTOR F : C_1 → C_2 SOHRANQET SWOJ- STWO ,,P “ ESLI IZ TOGO ^TO OB˙EKT ILI MORFIZM x KATEGORII C1 OBLA- DAET SWOJSTWOM ,,P “ SLEDUET ^TO I EGO OBRAZ xF TAKVE OBLADAET “TIM SWOJSTWOM.

gOWORQT ^TO FUNKTOR F : C1 → C2 OTRAVAET SWOJSTWO ,,P “ ESLI DLQ L@BOGO OB˙EKTA ILI MORFIZMA x KATEGORII C1 IZ TOGO ^TO EGO OBRAZ xF OBLADAET SWOJSTWOM ,,P “ SLEDUET ^TO SAM ON TAKVE OBLADAET “TIM SWOJSTWOM.

pONQTIE SOHRNENIQ I OTRAVENIQ SWOJSTW ISPOLXZU@T TAKVE I PO OTNO- [ENI@ K BOLEE SLOVNYM KONSTRUKCIQM DLQ KOTORYH MOVNO RAZUMNYM OBRAZOM OPREDELITX IH ,,OBRAZ“ POD DEJSTWIEM FUNKTORA: KONUSAM (SM. OPREDELENIE a.31, S. 111), DIAGRAMMAM I T.P.

oPREDELENIE a.9. fUNKTOR F : C_1 → C_2 NAZYWAETSQ UNIWALENTNYM ESLI DLQ WSQKOJ PARY NERAWNYH PARALLELXNYH MORFIZMOW φ, ψ IH OBRA- ZY TAKVE NERAWNY.

oPREDELENIE a.10. fUNKTOR F : C1 → C2 NAZYWAETSQ POLNYM ESLI DLQ L@BYH OB˙EKTOW a, b I DLQ L@BOGO MORFIZMA ξ : aF → bF SU]E- STWUET MORFIZM τ : a → b, TAKOJ ^TO τF = ξ

uTWERVDENIE a.1. wSQKIJ FUNKTOR SOHRANQET EDINI^NYE MORFIZMY, “NDOMORFIZMY, AWTOMORFIZMY, IZOMORFIZMY.

wSQKIJ UNIWALENTNYJ FUNKTOR OTRAVAET MONOMORFIZMY I “PIMORFIZ- MY. oPREDELENIE a.11. kATEGORIQ NAZYWAETSQ MALOJ, ESLI Ob C — MNO- VESTWO.

pRIME^ANIE a.2. iZ MALOSTI KATEGORII SLEDUET ^TO I Ar C TOVE MNO- VESTWO. dEJSTWITELXNO,

Ar C =^⋃_{α,β∈Ob C} Hom_C (α, β)

nO SOGLASNO NA[EMU OPREDELENI@ KATEGORII WSE HomC (α, β) MNOVE- STWA, PO“TOMU I IH OB˙EDINENIE BUDET MNOVESTWOM.

nADO OTMETITX ^TO TREBOWANIE O ,,MALOSTI“ HomC (α, β) ^ASTO OPUSKA- @T IZ OPREDELENIQ KATEGORII I TOGDA KATEGORII, KOTORYE EMU UDOWLE- TWORQ@T NAZYWA@T ,,LOKALXNO MALYMI“, ^TO, W SWO@ O^EREDX, PROTIWO- RE^IT TERMINOLOGII [22], GDE LOKALXNO MALYMI NAZYWA@T KATEGORII W KOTORYH DLQ KAVDOGO OB˙EKTA MNOVESTWOM QWLQETSQ KLASS EGO PODOB˙- EKTOW I FAKTOROOB˙EKTOW.

oPREDELENIE a.12. kAVDOJ KATEGORII MOVNO, O^EWIDNO, SOPOSTAWITX GRAF (IME@]IJ, WOZMOVNO, KLASSY WER[IN I REBER). nAOBOROT, KAVDO- MU GRAFU Γ MOVNO SOPOSTAWITX KATEGORI@ P Γ (KATEGORI@ PUTEJ GRAFA Γ) SLEDU@]IM OBRAZOM:

• W KA^ESTWE Ob P Γ WOZXMEM MNOVESTWO WER[IN Γ

• W KA^ESTWE Ar P Γ WOZXMEM MNOVESTWO (KONE^NYH) PUTEJ W GRAFE Γ, DOPOLNIW EGO DLQ KAVDOJ WER[INY x FORMALXNYM ,,PUSTYM PUTEM“

e_x IZ x W x

• NA^ALO I KONEC MORFIZMA “TO NA^ALO I KONEC PUTI SOOTWETSTWENNO

• TOVDESTWENNYE MORFIZMY “TO PUSTYE PUTI

• KOMPOZICIQ ZADAETSQ KONKATENACIEJ PUTEJ

dLQ GRAFA Γ I KATEGORII C DIAGRAMMOJ TIPA Γ W C NAZYWAETSQ GOMOR- FIZM H GRAFA Γ W NIVELEVA]IJ GRAF KATEGORII C. —TOT GOMOMORFIZM O^EWIDNYM OBRAZOM RASPROSTRANQETSQ DO FUNKTORA H^′ : P Γ → C. dIA- GRAMMA H NAZYWAETSQ KOMMUTATIWNOJ ESLI H^′ PEREWODIT L@BU@ PARU PARALLELXNYH MORFIZMOW φ, ψ : a^→b W ODIN MORFIZM h : aH → bH.

eSLI D I C — KATEGORII TO POD DIAGRAMMOJ TIPA D W C PONIMAETSQ DIAGRAMMA TIPA NIVELEVA]EGO GRAFA KATEGORII D W C, SOHRANQ@]AQ EDINI^NYE MORFIZMY.

oPREDELENIE a.13. kATEGORIQ D NAZYWAETSQ PODKATEGORIEJ KATEGO- RII C, ESLI Ob D ⊆ Ob C, Ar D ⊆ Ar C, ZAKON KOMPOZICII I EDINI^NYE MORFIZMY W C I D SOWPADA@T WSEGDA, KOGDA ONI OPREDELENY ODNOWRE- MENNO.

oPREDELENIE a.14. pODKATEGORIQ D KATEGORII C NAZYWAETSQ POLNOJ, ESLI HomD(a, b) = HomC (a, b) WSEGDA, KOGDA ONI OPREDELENY ODNOWRE- MENNO.

oPREDELENIE a.15. wSQKOJ PODKATEGORII D KATEGORII C SOOTWET- STWUET FUNKTOR WKL@^ENIQ J : D → C (J : D^⊂ > C), TOVDESTWENNYJ NA OB˙EKTAH I MORFIZMAH.

oPREDELENIE a.16. kATEGORIQ NAZYWAETSQ DISKRETNOJ, ESLI WSE EE MORFIZMY — EDINI^NYE.

oPREDELENIE a.17. gOWORQT, ^TO MORFIZM f : a → b PROPUSKAETSQ ^EREZ MORFIZM g : c → b, ESLI SU]ESTWUET MORFIZM t : a → c, TAKOJ, ^TO f = tg, T.E. DIAGRAMMA c g > b

� � � � f `

a t ∧

KOMMUTATIWNA.

oPREDELENIE a.18. wSQKOMU OB˙EKTU a KATEGORII C MOVNO SOPOSTA- WITX FUNKTOR h^a : C → Set, NAZYWAEMYJ OSNOWNYM (KOWARIANTNYM) FUNKTOROM, OBOZNA^AEMYJ TAKVE HomC (a, −) ILI C(a, −) I OPREDELEN- NYJ SOOTNO[ENIQMI:

• ESLI b ∈ Ob C, TO bh^a = HomC (a, b);

• ESLI f : t → u, TO

fh^a : (th^a = Hom_C (a, t)) → (uh^a = Hom_C (a, u))

DEJSTWUET PO PRAWILU: ESLI ψ : a → t (T.E. ψ ∈ HomC (a, t)), TO

ψ(fh^a) = ψf : a → u (T.E. ψ(fh^a) = ψf ∈ Hom_C (a, u)).

oPREDELENIE a.19. dWOJSTWENNO WSQKOMU OB˙EKTU a KATEGORII C MOVNO SOPOSTAWITX FUNKTOR ha : C^∗ → Set, NAZYWAEMYJ OSNOWNYM KONTRAWARIANTNYM FUNKTOROM, OBOZNA^AEMYJ TAKVE HomC (−, a) ILI

C(−, a) I OPREDELENNYJ SOOTNO[ENIQMI:

• ESLI b ∈ Ob C, TO bha = HomC (b, a);

• ESLI f : t → u, TO

fh_a : (uh_a = Hom_C (u, a)) → (th_a = Hom_C (t, a))

DEJSTWUET PO PRAWILU: ESLI ψ : u → a (T.E. ψ ∈ HomC (u, a)), TO

ψ(fh_a) = fψ : t → a (T.E. ψ(fh_a) = fψ ∈ Hom_C (t, a)).

oPREDELENIE a.20. eSLI DANY DWA FUNKTORA

F : C_1 → C_2,

G : C_2 → C_3,

TO MOVNO OPREDELITX FUNKTOR F G : C1 → C3 SOOTNO[ENIQMI:

DLQ a ∈ Ob C1 : a(F G) = (aF )G,

DLQ f ∈ Ar C1 : f(F G) = (fF )G.

oPREDELENIE a.21. tAKIM OBRAZOM, MOVNO OPREDELITX ,,O^ENX BOLX- [U@“ KATEGORI@ Cat, OB˙EKTAMI KOTOROJ QWLQ@TSQ KATEGORII (ILI, NA- PRIMER, TOLXKO MALYE KATEGORII), A MORFIZMAMI — FUNKTORY S OPRE- DELENNYM WY[E PROIZWEDENIEM I O^EWIDNYMI TOVDESTWENNYMI FUNK- TORAMI (OBOZNA^AEMYMI 1C DLQ KATEGORII C) W KA^ESTWE EDINI^NYH MORFIZMOW.

prilovenie a. teoriq kategorij 109

a.2 eSTESTWENNYE PREOBRAZOWANIQ, PRE- DELY

oPREDELENIE a.22. eSLI ZADANY DWA FUNKTORA F, G : C1 → C2, TO BUDEM GOWORITX, ^TO OPREDELENO ESTESTWENNOE (ILI NATURALXNOE) PRE- OBRAZOWANIE r : F → G, ESLI ZADANO OTOBRAVENIE r : Ob C1 → Ar C2, TAKOE, ^TO ar : aF → aG I DLQ WSQKOGO MORFIZMA f : a → b KOMMUTA- TIWNA SLEDU@]AQ DIAGRAMMA: a aF r_a > aG

b f ∨ bF fF ∨ r_b > bG fG ∨ , GDE ^EREZ ra TRADICIONNO OBOZNA^ENO ar.

oPREDELENIE a.23. kLASS WSEH ESTESTWENNYH PREOBRAZOWANIJ IZ FUNK- TORA F : C1 → C2 W FUNKTOR G : C1 → C2 OBOZNA^AETSQ Nat(F, G). eSLI KATEGORIQ C1 MALAQ, TO “TOT KLASS — MNOVESTWO.

oPREDELENIE a.24. eSLI ZADANY DWA ESTESTWENNYH PREOBRAZOWANIQ

r : F → G, I t : G → H TO OPREDELIM IH PROIZWEDENIE rt : F → H

SOOTNO[ENIEM: (rt)x = (rx)(tx).

oPREDELENIE a.25. tAKIM OBRAZOM, MY MOVEM NADELITX KLASS WSEH FUNKTOROW IZ C1 W C2 STRUKTUROJ KATEGORII, WZQW ESTESTWENNYE PRE- OBRAZOWANIQ W KA^ESTWE MORFIZMOW S OPREDELENNYM WY[E PROIZWEDENI- EM I O^EWIDNYMI EDINI^NYMI (TOVDESTWENNYMI) ESTESTWENNYMI PRE- OBRAZOWANIQMI. —TA KATEGORIQ OBOZNA^AETSQ Funct(C1, C2).

lEMMA a.2. (jONEDA). dLQ L@BOJ MALOJ KATEGORII C I PROIZWOLX- NOGO F ∈ Funct(C, Set) MNOVESTWO Nat(h^a, F ) ESTESTWENNO (PO OBEIM PEREMENNYM) IZOMORFNO (SM. OPREDELENIE a.49, S. 115) aF. —TA LEMMA SODERVIT FAKTI^ESKI DWA UTWERVDENIQ:

1. DLQ FIKSIROWANNOGO F : C → Set, OB˙EKTY Nat(h^{(·)}, F ) : C → Set I

F : C → Set KATEGORII Funct(C, Set) — IZOMORFNY;

2. DLQ FIKSIROWANNOGO x ∈ Ob C, OB˙EKTY Nat(h^x, (·)) : Funct(C, Set) → Set I evx : Funct(C, Set) → Set KATEGORII Funct(Funct(C, Set), Set) — IZOMORFNY, GDE evx : Funct(C, Set) → Set — FUNKTOR ZNA^ENIQ W TO^KE x, TAKOJ, ^TO

F ev_x = xF DLQ F : C → Set

I_{r ev}

x = r_x DLQ r : F → G.

oPREDELENIE a.26. fUNKTOR F : C → Set NAZYWAETSQ PREDSTAWIMYM ESLI SU]ESTWUET TAKOJ x ∈ Ob C, ^TO SU]ESTWUET i : h^{x ∼}= F .

uTWERVDENIE a.3. fUNKTOR F : C → Set PREDSTAWIM TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA_{(∃x ∈ Ob C)(∃α ∈ xF ),}

TAKIE ^TO (∀y ∈ Ob C)(∀β ∈ yF )(∃!f : x → y)(y = x(fF )). iLI, ^TO “KWIWALENTNO, SU]ESTWUET x, SWOBODNYJ NAD ⊤Set OTNOSITELX- NO F .

oPREDELENIE a.27. eSLI ZADANY FUNKTORY F : A → B I G : B → A, TO MY MOVEM POSTROITX DWA FUNKTORA H1, H2 : A^∗ × B → Set:

(a, t)H_1 = Hom_A(a, tG),

(a, t)H_2 = Hom_B(aF, t),

NA MORFIZMAH “TI FUNKTORY OPREDELQ@TSQ ANALOGI^NO OSNOWNYM FUNKTORAM. bUDEM GOWORITX, ^TO F SOPRQVEN SLEWA K G (G SOPRQVEN SPRAWA K F ), ESLI H1 IZOMORFEN H2 KAK OB˙EKT KATEGORII Funct(A, B).

oPREDELENIE a.28. dLQ PROIZWOLXNOGO OB˙EKTA a ∈ Ob C2 I PROIZ- WOLXNOJ KATEGORII C1 OPREDELIM POSTOQNNYJ FUNKTOR Δ^a_{C1} : C1 → C2 SOOTNO[ENIQMI: bΔ^a_{C1} = a, fΔ^a_{C1} = 1a DLQ L@BYH b ∈ Ob C1, f ∈ Ar C1.

oPREDELENIE a.29. —KWIWALENTNY SLEDU@]IE OPREDELENIQ: KONUSOM (S WER[INOJ t), DOPUSTIMYM OTNOSITELXNO FUNKTORA F : A → B, NAZYWAETSQ

• ESTESTWENNOE PREOBRAZOWANIE e : Δ^t_A → F ;

• INDEKSIROWANNYJ KLASSOM OB˙EKTOW KATEGORII A KLASS MORFIZMOW KATEGORII B WIDA: ex : t → xF , TAKIH, ^TO DLQ L@BOGO MORFIZMA KATEGORII A f : x → y ey = ex(fF ), T.E. KOMMUTATIWNA DIAGRAMMA: xF � � � � e_x * t HHH HHH HHH H e_y j_{yF} fF ∨ oPREDELENIE a.30. dWOJSTWENNO (T.E., NAPRIMER, KAK ESTESTWENNOE PREOBRAZOWANIE e : F → Δ^t_A) OPREDELQETSQ KOKONUS (S WER[INOJ t), DOPUSTIMYJ OTNOSITELXNO FUNKTORA F : A → B.

oPREDELENIE a.31. —KWIWALENTNY SLEDU@]IE OPREDELENIQ: KONUSOM (W KATEGORII A) S WER[INOJ t NAZYWAETSQ

• KONUS S WER[INOJ t, DOPUSTIMYJ OTNOSITELXNO KAKOGO-LIBO FUNK- TORA IZ PROIZWOLXNOJ DISKRETNOJ KATEGORII W KATEGORI@ A;

• KLASS MORFIZMOW KATEGORII A WIDA ei : t → ti.

oPREDELENIE a.32. dWOJSTWENNO (T.E., NAPRIMER, KAK KLASS MORFIZ- MOW KATEGORII A WIDA ei : ti → t) OPREDELQETSQ KOKONUS S WER[INOJ t.

oPREDELENIE a.33. kLASS WSEH KONUSOW, DOPUSTIMYH OTNOSITELXNO FUNKTORA F : A → B, OBOZNA^AEMYJ compat F , MOVNO SNABDITX STRUK- TUROJ KATEGORII ODNIM IZ SLEDU@]IH “KWIWALENTNYH SPOSOBOW:

• ESLI e1, e2 ∈ compat F , T.E. e1 : Δ^a_A → F , e2 : Δ^b_A → F , TO MORFIZ- MOM f : e1 → e2 BUDEM NAZYWATX MORFIZM KATEGORII B f : a → b, TAKOJ, ^TO DLQ WSEH x ∈ Ob A xe1 = f(xe2);

• ESLI e1x : t → xF , e2x : u → xF — KONUSY IZ compat F , TO MOR- FIZMOM f : (e1x) → (e2x) BUDEM NAZYWATX MORFIZM KATEGORII B

f : t → u, TAKOJ, ^TO e_{1x} = fe_{2x}.

oPREDELENIE a.34. dWOJSTWENNO MOVNO SNABDITX STRUKTUROJ KATE- GORII, KLASS WSEH KOKONUSOW, DOPUSTIMYH OTNOSITELXNO FUNKTORA

F : A → B, OBOZNA^AEMYJ cocompat F .

oPREDELENIE a.35. dLQ PROIZWOLXNOGO OB˙EKTA a ∈ Ob C SLOJ C/a NAD a OPREDELQETSQ SLEDU@]IMI “KWIWALENTNYMI SPOSOBAMI:

• C/a = compat Δ^a_{⊤Cat} ;

• OB˙EKTY C/a — “TO MORFIZMY f : b → a IZ C, MORFIZM IZ f : b → a W g : c → a — “TO MORFIZM KATEGORII C t : b → c, TAKOJ, ^TO f = tg, T.E. KOMMUTATIWNA SLEDU@]AQ DIAGRAMMA: b t > c HHH HHH HHH H f j ß� � � � g a oPREDELENIE a.36. dWOJSTWENNO OPREDELQETSQ SLOJ C\a POD a.

oPREDELENIE a.37. kONE^NYM (FINALXNYM, TERMINALXNYM) OB˙EK- TOM (ILI PRAWYM NULEM) KATEGORII C NAZYWAETSQ OB˙EKT ⊤ (ILI ⊤C ,

0_R, 1), UDOWLETWORQ@]IJ ODNOMU IZ SLEDU@]IH “KWIWALENTNYH USLO-

WIJ:

• DLQ WSQKOGO a ∈ Ob C Card(HomC (a, 1)) = 1;

• 1 ESTX PREDEL NEKOTOROGO FUNKTORA F : ∅ Discr → C (SM. OPREDELE- NIE a.39, S. 113).

oPREDELENIE a.38. dWOJSTWENNO OPREDELQETSQ NA^ALXNYJ (INICIALX- NYJ) OB˙EKT (ILI LEWYJ NULX) ⊥ (ILI ⊥C, 0L, 0). t.E., NAPRIMER, DLQ WSQKOGO a ∈ Ob C Card(HomC (0, a)) = 1.

oPREDELENIE a.39. pREDEL FUNKTORA F : A → B IZ MALOJ KATEGO- RII A OBOZNA^AETSQ lim F I OPREDELQETSQ SLEDU@]IMI “KWIWALENTNY- MI SPOSOBAMI:

• KONE^NYJ OB˙EKT (ESLI ON SU]ESTWUET) KATEGORII compat F ;

• OB˙EKT KATEGORII compat F , S WER[INOJ Lim F , TAKOJ, ^TO FUNK- TOR G : A → Set, SOPOSTAWLQ@]IJ KAVDOMU OB˙EKTU MNOVESTWO WSEH KONUSOW compat F S WER[INOJ W “TOM OB˙EKTY, PREDSTAWIM:

i : h^{Lim F} ∼= G;

• OB˙EKT KATEGORII compat F , S WER[INOJ Lim F TAKOJ ^TO

(∀x ∈ Ob A)(Nat(Δ^x_A, F ) ∼= Hom_A(x, Lim F ));

• KONUS ex : t → xF S WER[INOJ t, OBOZNA^AEMOJ Lim F , TAKOJ, ^TO DLQ WSQKOGO MORFIZMA f : x → y IZ A ey = ex(fF ), I DLQ WSQKOGO DRUGOGO KONUSA dx : u → xF , OBLADA@]EGO “TIM VE SWOJSTWOM SU]ESTWUET EDINSTWENNYJ MORFIZM h : u → t IZ B (OBOZNA^AEMYJ INOGDA dxF ), TAKOJ, ^TO dx = hex.

oPREDELENIE a.40. iZ OPREDELENIQ Lim F , GDE F : C_1 → C_2, SLEDUET, ^TO compat F^∼= compat F/ lim F^∼= C2/ Lim F . tEM SAMYM OPREDELQETSQ FUNKTOR act (F ) : compat F → C2/ Lim F .

oPREDELENIE a.41. dWOJSTWENNO, T.E. KAK NA^ALXNYJ OB˙EKT KATE- GORII cocompat F OPREDELQETSQ KOPREDEL FUNKTORA F , OBOZNA^AEMYJ

colim F (Colim F DLQ WER[INY KONUSA), A TAKVE FUNKTOR coact (F ) :

cocompat F → C_2\ Colim F .

oPREDELENIE a.42. dANNOMU KOKONUSU ei : ti → t W KATEGORII C SO- POSTAWIM MINIMALXNU@ PODKATEGORI@ E KATEGORII C, WKL@^A@]U@ “TOT KOKONUS, T.E. POPROSTU DOPOLNIM EGO EDINI^NYMI MORFIZMAMI OB˙EKTOW ti I t. o^EWIDNYM OBRAZOM STROITSQ FUNKTOR WKL@^ENIQ

J : E → C. oB˙EKTY compat J NAZYWA@TSQ KONUSAMI, DOPUSTIMYMI

OTNOSITELXNO KOKONUSA (ei). lim J NAZYWAETSQ UNIWERSALXNYM KONUSOM (ILI RASSLOENNYM PROIZWEDENIEM) OTNOSITELXNO KOKONUSA (ei) I OBO- ZNA^AETSQ coun ei : ti → t.

oPREDELENIE a.43. dWOJSTWENNO OPREDELQETSQ cocoun ei : t → ti — UNI- WERSALXNYJ KOKONUS (ILI RASSLOENNOE KOPROIZWEDENIE) OTNOSITELXNO KONUSA ei : t → ti.

oPREDELENIE a.44. pROIZWEDENIEM SEMEJSTWA OB˙EKTOW a_i ∈ OjbC,

i ∈ I NAZYWAETSQ KONUS (π_i : t → a_i) (π_i NAZYWA@TSQ PROEKCIQMI),

OPREDELQEMYJ KAK PREDEL FUNKTORA F WKL@^ENIQ MINIMALXNOJ (DIS- KRETNOJ) PODKATEGORII KATEGORII C, SODERVA]EJ ai. wER[INA t “TOGO KONUSA OBOZNA^AETSQ_∏ i∈I a_i. mORFIZMY_π i :^∏_{i∈I} a_i → a_i NAZYWA@TSQ PROEKCIQMI. dLQ WSQKOGO KONUSA f = (fi : u → ai) OBOZNA- ^IM_{(×)} i∈I f_i = f act(F ) : u →^∏_{i∈I} a_i,

TAK, ^TO fi = ((×)_{i∈I} fi)πi. dLQ KONE^NYH MNOVESTW I, BUDEM PISATX

(×)_{i∈I} f_i = (f_1, f_2, . . . , f_n).

oPREDELENIE a.45. dWOJSTWENNO OPREDELQETSQ KOPROIZWEDENIE SEMEJ- STWA OB˙EKTOW ai ∈ Ob C, i ∈ I, OBOZNA^AEMOE KAK j_i : a_i →^∐_{i∈I} a_i

prilovenie a. teoriq kategorij 115

(j_i NAZYWA@TSQ WLOVENIQMI). dLQ WSQKOGO KOKONUSA f = (f_i : a_i → u)

OBOZNA^IM_{(+)} i∈I f_i = f coact(F ) :^∐_{i∈I} a_i → u,

TAK, ^TO fi = ji((+)_{i∈I} fi). dLQ KONE^NYH MNOVESTW I, BUDEM PISATX

(+)_{i∈I} f_i = [f_1, f_2, . . . , f_n].

a.3 pODOB˙EKTY I FAKTOROB˙EKTY

oPREDELENIE a.46. mONOMORFIZMOM NAZYWAETSQ MORFIZM

f : a → b KATEGORII C, UDOWLETWORQ@]IJ SLEDU@]IM “KWIWALENTNYM

USLOWIQM:

• DLQ L@BYH DWUH MORFIZMOW φ, ψ : t → a KATEGORII C IZ φf = ψf SLEDUET, ^TO φ = ψ: t φ > ψ > a f > b, • DLQ L@BOGO OB˙EKTA t ∈ Ob C OTOBRAVENIE MNOVESTW

fh^t : Hom_C (t, a) → Hom_C (t, b)

(SM. OPREDELENIE a.18, S. 107) — IN˙EKTIWNO.

oPREDELENIE a.47. dWOJSTWENNO OPREDELQETSQ “PIMORFIZM. oPREDELENIE a.48. mORFIZM, QWLQ@]IJSQ ODNOWREMENNO MONOMOR- FIZMOM I “PIMORFIZMOM NAZYWAETSQ BIMORFIZMOM.

oPREDELENIE a.49. iZOMORFIZMOM NAZYWAETSQ MORFIZM f : a → b, TAKOJ, ^TO SU]ESTWUET MORFIZM g : b → a, OBOZNA^AEMYJ f^{−1}, TAKOJ, ^TO_{fg = 1} a, gf = 1_b. wSQKIJ IZOMORFIZM QWLQETSQ BIMORFIZMOM, NO NE NAOBOROT.

oPREDELENIE a.50. kATEGORII, W KOTORYH WSQKIJ BIMORFIZM QWLQET- SQ IZOMORFIZMOM NAZYWA@TSQ URAWNOWE[ENNYMI ILI SBALANSIROWAN- NYMI.

oPREDELENIE a.51. kATEGORIQ NAZYWAETSQ GRUPPOIDOM, ESLI WSE EE MORFIZMY — IZOMORFIZMY.

oPREDELENIE a.52. dLQ PROIZWOLXNOGO OB˙EKTA a KATEGORII C RAS- SMOTRIM In(a) — POLNU@ PODKATEGORI@ KATEGORII C/a, OB˙EKTAMI KO- TOROJ QWLQ@TSQ WSE MONOMORFIZMY. pODOB˙EKTOM a NAZYWAETSQ L@BOJ KLASS IZOMORFNYH OB˙EKTOW In(a). kAVDYJ “LEMENT “TOGO KLASSA NA- ZYWAETSQ PREDSTAWITELEM PODOB˙EKTA.

zAPISX: PREDSTAWITELX j : t → a (j : t > > a), PODOB˙EKT, SODERVA- ]IJ PREDSTAWITELQ j: [j] (j ∈ [j]). kLASS WSEH PODOB˙EKTOW OB˙EKTA a OBOZNA^AETSQ Sub(a).

nA Sub(a) MOVNO WWESTI OTNO[ENIE PREDPORQDKA SLEDU@]IM OBRA- ZOM: BUDEM GOWORITX, ^TO [j1] ≤ [j2] TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA

Hom_{In(a)}(j_1, j_2) ≠ ∅; LEGKO PROWERITX, ^TO “TO OTNO[ENIE OPREDELENO

KORREKTNO (T.E. NE ZAWISIT OT WYBORA PREDSTAWITELQ) I QWLQETSQ RE- FLEKSIWNYM, TRANZITIWNYM I ANTISIMMETRI^NYM.

oPREDELENIE a.53. mY BUDEM W DALXNEJ[EM GOWORITX, ^TO NEKOTO- ROE SWOJSTWO MONOMORFIZMA RASPROSTRANQETSQ NA PODOB˙EKT, ESLI EGO MOVNO KORREKTNO OPREDELITX DLQ PODOB˙EKTOW, SKAZAW, ^TO PODOB˙EKT OBLADAET “TIM SWOJSTWOM, ESLI IM OBLADAET (HOTQ BY ODIN, I, ZNA^IT, WSE) EGO PREDSTAWITELX. o^EWIDNO, ^TO DLQ TOGO ^TOBY NEKOTOROE SWOJ- STWO RASPROSTRANQLOSX NA PODOB˙EKT, NEOBHODIMO I DOSTATO^NO, ^TOBY ONO SOHRANQLOSX PRI DOMNOVENII NA IZOMORFIZM SLEWA.

oPREDELENIE a.54. dWOJSTWENNO OPREDELQETSQ FAKTOROB˙EKT, MNOVE- STWO FAKTOROB˙EKTOW Quo(a), OTNO[ENIE PORQDKA NA MNOVESTWE FAKTO- ROB˙EKTOW, RASPROSTRANIMOSTX SWOJSTW “PIMORFIZMOW NA FAKTOROB˙- EKTY.

prilovenie a. teoriq kategorij 117

oPREDELENIE a.55. pUSTX DAN FUNKTOR G : A → B, MONOMORFIZM

μ : u → b IZ A NAZOWEM STRUKTURNYM OTNOSITELXNO FUNKTORA G, ESLI

μG — MONOMORFIZM I DLQ WSQKOGO MORFIZMA μ^′ : b^′ → b, DLQ KOTOROGO

μ^′G = a(μG) SU]ESTWUET TAKOJ MORFIZM a : b^′ → u, ^TO μ^′ = aμ: u μ > b

� � � � μ^′ `

b^′ a ∧

oPREDELENIE a.56. dWOJSTWENNO OPREDELQETSQ STRUKTURNYJ “PIMOR- FIZM.

pRIME^ANIE a.3. sTRUKTURNOSTX RASPROSTRANQETSQ NA PODOB˙EKTY I FAKTOROB˙EKTY.

oPREDELENIE a.57. pUSTX DAN FUNKTOR P : C_1 → C_2. oB˙EKT p ∈

Ob A NAZYWAETSQ SWOBODNYM NAD OB˙EKTOM g ∈ Ob B OTNOSITELXNO

FUNKTORA G, ESLI SU]ESTWUET TAKOJ MORFIZM j : g → p, ^TO L@BOJ MORFIZM α : g → qP , q ∈ Ob C1 PREDSTAWIM W WIDE α = j(αP ) DLQ ODNOZNA^NO OPREDELENNOGO MORFIZMA α : p → q:

C_1

C_2

P

∨ p α > q pP αP > qP

� � � � α `

g j ∧

oPREDELENIE a.58. dLQ PROIZWOLXNOGO KOKONUSA M = f_i : b_i → a PO- STROIM KLASS PAR MORFIZMOW (φ, ψ), WIDA φ, ψ : a → c (a ODINAKOWO

DLQ WSEH MORFIZMOW KLASSA, c MOVET MENQTXSQ OT PARY K PARE), OBLA- DA@]IH TEM SWOJSTWOM, ^TO DLQ WSQKOGO fi IZ M fiφ = fiψ. oBOZNA^IM “TOT KLASS Eqp(M).

nAPROTIW, ESLI DAN P — NEKOTORYJ KLASS PAR MORFIZMOW, (φ, ψ), WIDA

φ, ψ : a → c (a ODINAKOWO DLQ WSEH MORFIZMOW KLASSA, c MOVET MENQTXSQ

OT PARY K PARE), TO MOVNO POSTROITX Eq(P ) = fi : bi → a — KOKONUS WSEH MORFIZMOW fi, TAKIH, ^TO fiφ = fiψ DLQ WSEH MORFIZMOW IZ P . mONOMORFIZM f : b → a NAZYWAETSQ REGULQRNYM, ESLI WYPOLNQ@TSQ SLEDU@]IE “KWIWALENTNYE USLOWIQ:

• WSQKIJ g ∈ Eq(Eqp({f})) PROPUSKAETSQ ^EREZ f;

• DLQ WSQKOGO g : c → a, TAKOGO, ^TO gφ = gψ, WSQKIJ RAZ, KOGDA

fφ = fψ, SU]ESTWUET h : c → b, TAKOJ, ^TO g = hf: b f > a φ > ψ > d

´´ ´´ ´´ ´´ ´´ h 7

ȷȷ ȷȷ ȷȷ ȷȷ ȷȷ ȷȷ ȷȷ ȷ g 3

c oPREDELENIE a.59. dWOJSTWENNO OPREDELQ@TSQ Coeq(M), Coeqp(P ) I REGULQRNYJ “PIMORFIZM.

pRIME^ANIE a.4. rEGULQRNOSTX RASPROSTRANQETSQ NA PODOB˙EKTY I FAKTOROB˙EKTY.

oPREDELENIE a.60. bUDEM GOWORITX, ^TO MORFIZM θ DIAGONALIZIRU- ETSQ MORFIZMOM μ, I OBOZNA^ATX θ ↓ μ, ESLI DLQ WSQKIH g I f, TAKIH, ^TO fμ = θg, SU]ESTWUET MORFIZM γ, TAKOJ, ^TO f = θγ I g = γμ, T.E. WSQKIJ KOMMUTATIWNYJ KWADRAT S PARALLELXNYMI REBRAMI θ I μ

RAZBIWAETSQ NA DWA KOMMUTATIWNYH TREUGOLXNIKA: a θ > b

� � � � γ

c f ∨ μ > d g ∨ oPREDELENIE a.61. mONOMORFIZM μ NAZYWAETSQ STROGIM, ESLI DLQ WSQKOGO “PIMORFIZMA π, π ↓ μ. kLASS WSEH STROGIH MONOMORFIZMOW KATEGORII C OBOZNA^AETSQ Mons C.

oPREDELENIE a.62. dWOJSTWENNO OPREDELQETSQ STROGIJ “PIMORFIZM. kLASS WSEH STROGIH “PIMORFIZMOW KATEGORII C OBOZNA^AETSQ Epi_s C.

pRIME^ANIE a.5. sTROGOSTX RASPROSTRANQETSQ NA PODOB˙EKTY I FAK- TOROB˙EKTY.

a.4 bIKATEGORII

oPREDELENIE a.63. eSLI ZADANY A,B — KLASSY MORFIZMOW KATEGO- RII C, TO BUDEM OBOZNA^ATX AB KLASS WSEWOZMOVNYH PROIZWEDENIJ (WOZMOVNO PUSTOJ) MORFIZMOW IZ A I B.

oPREDELENIE a.64. gOWORQT, ^TO KATEGORIQ C SNABVENA STRUKTUROJ BIKATEGORII, ESLI DANA TROJKA: (C, E, M), GDE E ⊆ Epi C NAZYWAETSQ KLASSOM DOPUSTIMYH “PIMORFIZMOW, M ⊆ Mon C NAZYWAETSQ KLASSOM DOPUSTIMYH MONOMORFIZMOW I WYPOLNQ@TSQ SLEDU@]IE USLOWIQ:

• WSQKIJ f : a → b IZ C PREDSTAWIM W WIDE f = πμ, GDE π ∈ E I μ ∈ M: a f > b @@ @@ @@ @ π RR `� � � � μ `

c • DLQ L@BOGO RAZLOVENIQ f = φψ, TAKOGO, ^TO φ ∈ E I ψ ∈ M,

φ = iπ, GDE i — IZOMORFIZM,

• π [μ] OBOZNA^AETSQ coim f [im f] I NAZYWAETSQ KOOBRAZOM f [OBRA-

ZOM f]. sOOTWETSTWU@]IJ im f [coim f] PODOB˙EKT [FAKTOROB˙EKT] OBOZNA^AETSQ Im f [Coim f], • Iso C = E ∩ M sTANDARTNYM QWLQETSQ SLEDU@]IJ REZULXTAT (SM., NAPRIMER, [22]).

uTWERVDENIE a.4. tROJKA (C, E, M), GDE E ⊆ Epi C, M ⊆ Mon C, QWLQETSQ BIKATEGORIEJ TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA WYPOLNQ@TSQ SLE- DU@]IE USLOWIQ:

• WSQKIJ f : a → b IZ C RAZLAGAETSQ W PROIZWEDENIE f = πμ, GDE π ∈ E I μ ∈ M, • MONOMORFIZM ψ PRINADLEVIT M TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA π ↓ ψ DLQ L@BOGO π IZ E,

• “PIMORFIZM φ PRINADLEVIT E TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA φ ↓ μ DLQ L@BOGO μ IZ M.

iZ “TOGO REZULXTATA WYTEKAET RQD WAVNYH DLQ NAS SLEDSTWIJ.

uTWERVDENIE a.5. w L@BOJ BIKATEGORII KAVDYJ STROGIJ MONOMOR- FIZM [“PIMORFIZM] QWLQETSQ DOPUSTIMYM.

uTWERVDENIE a.6. kATEGORIQ C QWLQETSQ BIKATEGORIEJ TOGDA I TOLX- KO TOGDA, KOGDA WSQKIJ MORFIZM RAZLAGAETSQ W PROIZWEDENIE STROGOGO “PIMORFIZMA I MONOMORFIZMA, T.E. KOGDA Ar C = (Epi_s C)(Mon C).

uTWERVDENIE a.7. eSLI W KATEGORII L@BOJ MORFIZM RAZLAGAETSQ W PROIZWEDENIE REGULQRNOGO “PIMORFIZMA I MONOMORFIZMA, TO REGULQR- NYE “PIMORFIZMY SOWPADA@T SO STROGIMI I (C, Epi_s C, Mon C) — BI- KATEGORIQ.

uTWERVDENIE a.8. eSLI KATEGORIQ C URAWNOWE[ENA (SM. OPREDELE- NIE a.50, S. 116), TO W NEJ SU]ESTWUET NE BOLEE ODNOJ BIKATEGOR- NOJ STRUKTURY. —TA STRUKTURA IMEET WID (C, Epi C, Mon C), PRI^EM

Epi C = Epi_s C I Mon C = Mon_s C.

pRILOVENIE b

oSNOWNYE PONQTIQ I KONSTRUKCII TEORII IS^ISLENIQ RODOW STRUKTUR bURBAKI

b.1 oSNOWNYE FAKTY

aLFAWIT, GRAMMATIKA, TERMY, SOOTNO[ENIQ, BUKWY, FORMATIW- NYE KONSTRUKCII (PPF), TEOREMY, AKSIOMY, SHEMY AKSIOM, KON- STANTY, PRAWILA WYWODA, TEORII, SOKRA]A@]IE PRAWILA, DEDUK- TIWNYE KRITERII.

tEORIQ RODOW STRUKTUR (IS^ISLENIE RODOW STRUKTUR) BYLO WPERWYE IZLOVENO W [14] I QWLQETSQ NEOT˙EMLEMOJ ^ASTX@ RAZWIWAEMOGO TAM PODHODA K FORMALIZACII MATEMATI^ESKIH KONSTRUKCIJ. pREDLAGAEMOE DALEE WWEDENIE W “TU OBLASTX NIKOIM OBRAZOM NE QWLQETSQ POLNYM I ZAKON^ENNYM I QWLQETSQ LI[X NEFORMALXNOJ SWODKOJ NEKOTORYH RE- ZULXTATOW IZ CITIROWANNOGO WY[E ISTO^NIKA.

s NEFORMALXNOJ TO^KI ZRENIQ, IS^ISLENIE RODOW STRUKTUR “TO SPO- SOB KONSTRUIROWANIQ I OPISANIQ KLASSOW ODNORODNYH MATEMATI^ESKIH OB˙EKTOW (NAPRIMER, NO NE OBQZATELXNO, TAKIH KAK MNOGOOBRAZIQ UNI- WERSALXNYH ALGEBR, RAZLI^NYE TOPOLOGI^ESKIE PROSTRANSTWA I T.D.), ,,POGRUVAEMYH“ W POSTROENNU@ RANEE FORMALXNU@ TEORI@ MNOVESTW, S KRATKOGO OPISANIQ KOTOROJ MY I NA^NEM.

tAK KAK [14] PRETENDUET NA POLNOE OPISANIE WSEH ISPOLXZUEMYH MATE- MATI^ESKIH KONSTRUKCIJ, TO POSTROENIE FORMALXNOJ SISTEMY TEORII MNOVESTW NA^INAETSQ S WWEDENIQ TAKIH BAZOWYH PONQTIJ KAK BUKWA, ALFAWIT I SLOWO W ALFAWITE. a IMENNO, WSQKAQ BURBAKOWSKAQ SISTEMA STROITSQ W ALFAWITE SODERVA]EM SIMWOLY ¬, ∨, τ, , ∈, = A TAKVE IZ NEKOTOROGO NABORA BUKW, WOZMOVNO RAZNOGO DLQ RAZNYH SI- STEM.

w MNOVESTWE WSEH SLOW NAD TAKIM ALFAWITOM WYDELQETSQ PODMNOVE- STWO, OBRAZUEMOE PRI POMO]I T.N. ,,FORMATIWNYH KONSTRUKCIJ“ I OPI- SYWAEMOE SLEDU@]EJ GRAMMATIKOJ:

       <TERM> ::= <BUKWA>|τ_x<SOOTNO[ENIE>

<SOOTNO[ENIE> ::= ∈ <TERM><TERM>|

= <TERM><TERM>|

¬<SOOTNO[ENIE>|

∨<SOOTNO[ENIE><SOOTNO[ENIE>

sOOTNO[ENIQ ESTX PO SUTI PRAWILXNO POSTROENNYE FORMULY ([2]), A TERMY OTOVDESTWLQ@TSQ S MNOVESTWAMI.

sTANDARTNYM OBRAZOM WWODQTSQ PONQTIQ AKSIOMY I SHEMY AKSIOM, A TAKVE DOKAZATELXSTWA (EDINSTWENNOE PRAWILO WYWODA — modus ponens) I TEOREMY (DOKAZUEMYMI S^ITA@TSQ I SOOTNO[ENIQ, SODERVA]IE SWO- BODNYE PEREMENNYE).

pOSLE “TOGO WWODITSQ RQD ,,METAMATEMATI^ESKIH“ KONSTRUKCIJ IZ KO- TORYH SAMYMI WAVNYMI QWLQ@TSQ SOKRA]A@]IE PRAWILA I DEDUKTIW- NYE KRITERII.

sOKRA]A@]IE PRAWILA POZWOLQ@T WWODITX NOWYE OBOZNA^ENIQ, OPIRA- QSX PRI “TOM NA PROCEDURU PEREPISYWANIQ, KOTORAQ POZWOLQET, W PRIN- CIPE, ,,RASKRYTX“ PRIMENENIE SOKRA]A@]IH PRAWIL I SWESTI SLOWO K FORME, UDOWLETWORQ@]EJ WY[EUKAZANNOJ GRAMMATIKE. sOKRA]A@]IE PRAWILA DELQTSQ NA DWE GRUPPY:

• BEZUSLOWNYE — KOTORYE MOGUT BYTX PRIMENENY WSEGDA, NAPRIMER, WWEDENIE ⇒ KAK SOKRA]ENIQ DLQ POSLEDOWATELXNOSTI ∨¬, A TAKVE

(A = B) KAK SOKRA]ENIQ DLQ = AB OTNOSQTSQ K “TOJ GRUPPE

• SOKRA]A@]IE PRAWILA PRIMENIMYE TOLXKO PRI USLOWII, ^TO NE- KOTOROE SOOTNO[ENIE QWLQETSQ TEOREMOJ. nAPRIMER, OBOZNA^E- NIE {x|R(x)} IMEET SMYSL ESLI TOLXKO SOOTNO[ENIE R QWLQETSQ ,,KOLLEKTIWIZIRU@]IM“ PO x (T.E. SU]ESTWUET MNOVESTWO SOSTOQ- ]EE W TO^NOSTI IZ TAKIH x, KOTORYE UDOWLETWORQ@T R). sOKRA]A- @]IE PRAWILA TAKOGO RODA SOOTWETSTWU@T OBY^NYM MATEMATI^E- SKIM OPREDELENIQM.

dLQ FORMULIROWKI SOKRA]A@]IH PRAWIL ISPOLXZUETSQ OBOZNA^ENIE

(T |x)R DLQ REZULXTATA ZAMENY WSEH SWOBODNYH WHOVDENIJ BUKWY x W

SLOWO R NA SLOWO T .

dEDUKTIWNYJ KRITERIJ, “TO UTWERVDENIE O TOM, ^TO NEKOTOROE SOOTNO- [ENIE QWLQETSQ TEOREMOJ, ESLI NEKOTORYE DRUGIE SOOTNO[ENIQ QWLQ- @TSQ TEOREMAMI. pRIMER: ESLI A TEOREMA I A ⇒ B TEOREMA, TO B TEOREMA.

cENTRALXNAQ BURBAKOWSKAQ FORMALXNAQ SISTEMA — TEORIQ MNOVESTW SODERVIT SLEDU@]IE SHEMY AKSIOM:

• sHEMY AKSIOM IS^ISLENIQ WYSKAZYWANIJ

aKSIOMA 1. (S1). (A ∨ A) ⇒ A

aKSIOMA 2. (S2). A ⇒ (A ∨ B)

aKSIOMA 3. (S3). (A ∨ B) ⇒ (B ∨ A)

aKSIOMA 4. (S4). (A ⇒ B) ⇒ ((C ∨ A) ⇒ (C ∨ B))

• sHEMA AKSIOM, OPISYWA@]AQ POWEDENIE KWANTOROW

aKSIOMA 5. (S5). (T |x)A ⇒ (∃x)A

• sHEMY AKSIOM “GALITARNYH TEORIJ aKSIOMA 6. (S6). (T = U) ⇒ ((T |x)A ⇔ (U|x)A) aKSIOMA 7. (S7). (∀x)(A ⇔ B) ⇒ (τx(A) = τx(B)) • sPECIFI^ESKAQ ,,AKSIOMA OTBORA I OB˙EDINENIQ“, GARANTIRU@]AQ, W ^ASTNOSTI, SU]ESTWOWANIE OB˙EDINENIQ I PERESE^ENIQ MNOVESTW aKSIOMA 8. (S8). pUSTX A — SOOTNO[ENIE, x, y — RAZLI^NYE BU- KWY, X,Y — RAZLI^NYE BUKWY, OTLI^NYE OT x I y I NE WSTRE^A@- ]IESQ W A. tOGDA SOOTNO[ENIE (∀y)(∃X)(∀x)(A ⇒ (x ∈ X)) ⇒ (∀Y )Coll_x((∃y)(y ∈ Y ∧ A)) QWLQETSQ AKSIOMOJ.

• aKSIOMY SOBSTWENNO TEORII MNOVESTW aKSIOMA 9. (A1 “KSTENSIONALXNOSTX). (∀x)(∀y)((x ⊂ y) ∧ (y ⊂ x) ⇒ x = y) aKSIOMA 10. (A2 PARA). (∀x)(∀y)(Collz(z = x ∨ z = y)) aKSIOMA 11. (A3 MNOVESTWO ^ASTEJ). (∀X)CollY (Y ⊂ X) aKSIOMA 12. (A4 BESKONE^NOE MNOVESTWO).

(∃X)(Card(X) + 1 = Card(X))

aKKURATNO WWODQ SOOTWETSTWU@]IE SOKRA]A@]IE PRAWILA MOVNO, IS- HODQ IZ “TOJ SISTEMY POSTROITX WSE STANDARTNYE MATEMATI^ESKIE KON- STRUKCII (PODMNOVESTWO, OTNO[ENIE, FUNKCIQ, SEMEJSTWO, PROIZWEDE- NIE MNOVESTW, KARDINALY, NATURALXNYE ^ISLA I T.D.) I PEREDOKAZATX IZWESTNYE IH SWOJSTWA.

b.2 rODA STRUKTUR

–KALY MNOVESTW, RASPROSTRANENIE OTOBRAVENIJ, TIPIZACIQ, SO- OTNO[ENIE TIPIZACII, PERENOSIMOSTX, ROD STRUKTURY, OB˙EKTY, MORFIZMY, KANONI^ESKIE MORFIZMY.

pOSTROENIE IS^ISLENIQ RODOW STRUKTUR NA^INAETSQ S WWEDENIQ PONQ- TIQ ,,SHEMY KONSTRUKCII“. sHEMA KONSTRUKCII ΓΣ “TO FUNKTOR ΓΣ :

Set × Set × · · · × Set → Set POLU^ENNYJ KOMPOZICIEJ W PROIZWOLX-

NOM PORQDKE NESKOLXKIH FUNKTOROW, POLU^ENNYH PROIZWEDENIEM FUNK- TOROW 1Set : Set → Set, β : Set → Set, (·) × (·) : Set × Set → Set,

π_i : Set × Set → Set, i ∈ {1, 2} I Δ : Set → Set × Set. zDESX β “TO FUNK-

TOR, SOPOSTAWLQ@]IJ MNOVESTWU MNOVESTWO WSEH EGO PODMNOVESTW I O^EWIDNYM OBRAZOM DEJSTWU@]IJ NA FUNKCIQH; (·) × (·) — FUNKTOR, SOPOSTAWLQ@]IJ PARE MNOVESTW IH PROIZWEDENIE, πi — PROEKCIQ, A Δ — DIAGONALXNOE WLOVENIE.

nAPRIMER, SLEDU@]IE FUNKTORY (S O^EWIDNYM DEJSTWIEM NA MORFIZ- MAH) QWLQ@TSQ SHEMAMI KONSTRUKCII:

1_{Set} : X > X Δ : X > X × X β : X > β(X) Δ(1_{Set} × β) : X > X × β(X)

Δ(1_{Set} × Δ)β : X > β(X × X × X) ββ : X > β(β(X)) (Δ × Δ) · · · ((·) × (·)) : (X, Y ) > X × β(Y × β(X × Y ))

rOD STRUKTURY Σ ZADAETSQ FIKSACIEJ 1. ^ISLA n > 0 (^ISLA OSNOWNYH BAZOWYH MNOVESTW)

2. m MNOVESTW A_1,. . . ,A_m, NAZYWAEMYH WSPOMOGATELXNYMI BAZOWYMI

MNOVESTWAMI 3. SHEMY KONSTRUKCII ΓΣ : Set^{n+m} → Set 4. SOOTNO[ENIQ R(x1, . . . , xn, s), NAZYWAEMOGO AKSIOMOJ RODA STRUKTU- RY. oB˙EKTOM RODA STRUKTURY Σ NAZYWAETSQ PARA ((X1, . . . , Xn), σ) TAKAQ ^TO 1. σ ∈ (X_1, . . . , X_n, A_1, . . . , A_m)Γ_Σ 2. R(X_1, . . . , X_n, σ) mNOVESTWA X1, . . . , Xn NAZYWA@TSQ ISHODNYMI ILI OSNOWNYMI BAZO- WYMI MNOVESTWAMI RODA STRUKTURY, A σ — RODOWOJ KONSTANTOJ. pRI “TOM TREBUETSQ, ^TOBY AKSIOMA RODA STRUKTURY BYLA BIEKIWNO PERENOSIMA, T.E. DLQ WSQKIH BIEKCIJ fi : Xi → Yi (i ∈ {1, n}) R(X_1, . . . , X_n, σ) ⇔ R(Y_1, . . . , Y_n, σ((f_1, . . . , f_n, 1_{A1} , . . . , 1_{Am} )Γ_Σ)) pRIMERY RODOW STRUKTUR PRIWEDENY W GLAWE w. w OSTAW[EJSQ ^A- STI “TOGO RAZDELA MY, DLQ PROSTOTY IZLOVENIQ, OGRANI^IMSQ RODAMI STRUKTUR S ODNIM OSNOWNYM BAZOWYM MNOVESTWOM (T.E., S n = 1). iZOMORFIZMOM MEVDU OB˙EKTAMI (X, σ) I (Y, τ) NAZYWAETSQ BIEKCIQ

f : X → Y , TAKAQ ^TO τ = σ(fΓ_Σ).

gOWORQT, ^TO ROD STRUKTURY Σ SNABVEN MORFIZMAMI M ESLI M1 DLQ DWUH Σ-OB˙EKTOW (X, σ) I (Y, τ)

M((X, σ), (Y, τ)) ⊆ Hom_{Set}(X, Y )

TOT FAKT ^TO f ∈ M((X, σ), (Y, τ)) BUDET ZAPISYWATXSQ f : (X, σ) →

(Y, τ) ILI, DOPUSKAQ WOLXNOSTX RE^I f : X → Y

M2 ESLI f : (X, σ) → (Y, τ) I g : (Y, τ) → (Z, ρ), TO fg : (X, σ) → (Z, ρ) M3 BIEKCIQ f MNOVESTWA X NA X^′ TOGDA I TOLXKO TOGDA IZOMORFIZM, KOGDA_{f : (X, σ) → (X′, σ′)} I f^{−1} : (X^′, σ^′) → (X, σ)

zAMETIM SRAZU, ^TO IZ M3 I BIEKTIWNOJ PERENOSIMOSTI AKSIOMY RO- DA STRUKTURY NEMEDLENNO WYTEKAET, ^TO TOVDESTWENNOE OTOBRAVENIE ESTX MORFIZM, A ZNA^IT

oPREDELENIE b.1. rODU STRUKTURY Σ S M-MORFIZMAMI MOVNO SOPO- STAWITX KATEGORI@, KOTORU@ MY BUDEM OBOZNA^ATX SΣ I NAZYWATX KA- TEGORIEJ RODA STRUKTURY:

• Ob (S_Σ) — “TO KLASS WSEH OB˙EKTOW RODA STRUKTURY Σ • Hom_{SΣ} ((X, σ), (Y, τ)) = M((X, σ), (Y, τ)) • EDINI^NYE MORFIZMY SOWPADA@T S EDINI^NYMI MORFIZMAMI KATE- GORII Set

• KOMPOZICIQ ZADAETSQ KOMPOZICIEJ W Set

o^EWIDNO, ^TO IZOMORFIZMY POSTROENNOJ TAKIM OBRAZOM KATEGORII SOWPADA@T S OPREDELENNYMI WY[E BURBAKOWSKIMI IZOMORFIZMAMI. dANNYJ ROD STRUKTURY MOVNO SNABDITX MORFIZMAMI NESKOLXKIMI RAZNYMI SPOSOBAMI (KROME TOGO, ESLI M1(x, s, y, t) I M2(x, s, y, t) — MORFIZMY, TO M1(x, s, y, t) ∩ M2(x, s, y, t) TOVE ZADAET MORFIZMY). sU- ]ESTWUET, ODNAKO, NEKOTORYJ ,,KANONI^ESKIJ“ SPOSOB SNABDITX ROD STRUKTURY MORFIZMAMI: OTOBRAVENIE f : X → Y , QWLQETSQ MORFIZMOM IZ (X, σ) W (Y, τ) ESLI I TOLXKO

σ(fΓ_Σ) ⊆ τ

(PROWERKA TOGO, ^TO TAK DEJSTWITELXNO ZADA@TSQ MORFIZMY, T.E., ^TO WYPOLNQ@TSQ USLOWIQ M1–M3 — TRIWIALXNA). tAKIM MORFIZMY NA- ZYWA@TSQ ,,ESTESTWENNYMI KANONI^ESKIMI MORFIZMAMI“ ILI EKM-

MORFIZMAMI. dOPUSKAQ WOLXNOSTX RE^I, MY BUDEM NAZYWATX ROD STRUK- TURY, SNABVENNYJ EKM-MORFIZMAMI, EKM RODOM ILI EKM KATE- GORIEJ. sTOIT OTMETITX, ^TO EKM-MORFIZMY NA RODAH ALGEBRAI^E- SKIH STRUKTUR (MONOIDY, GRUPPY, TELA I T.D.) SOWPADA@T S OBY^NYMI GOMOMORFIZMAMI.

oPREDELENIE b.2. iTAK, MY KAVDOMU RODU STRUKTURY Σ MOVNO SOPO- STAWITX KATEGORI@ SΣ. wSQKAQ TAKAQ KATEGORIQ ESTESTWENNYM OBRAZOM SNABVAETSQ ZABYWA@]IM FUNKTOROM P ILI PΣ : SΣ → Set^n:

((X_1, . . . , X_n), σ)P = (X_1, . . . , X_n) (b.1) I DLQ φ : ((X1, . . . , Xn), σ) → ((Y1, . . . , Yn), τ) φP = φ KAK OTOBRAVENIE MNOVESTW (b.2)

oBOZNA^IM (PΣ)i = PΣπi : SΣ → Set KOMPOZICIII PΣ S ESTESTWENNYMI PROEKCIQMI πi : Set^n → Set.

pRIME^ANIE b.1. pOSTROENNYJ FUNKTOR P_Σ QWLQETSQ, O^EWIDNO, UNI- WALENTNYM NO, W OB]EM SLU^AE, NE WLOVENIEM.

b.3 oSOBENNOSTI BURBAKOWSKIOJ SISTEMY

,,τ-OPERATOR“ NADELQET BURBAKOWSKIE FORMALIZMY RQDOM NESTAN- DARTNYH SWOJSTW: SILXNOJ AKSIOMOJ WYBORA I WOZMOVNOSTX@ ,,PRIWILEGIROWANNOGO“ WYBORA ODNOGO OB˙EKTA IZ NESKOLXKIH.

w DANNOM RAZDELE MY POPYTAETSQ OPISATX NEKOTORYE OSOBENNOSTI FOR- MALXNYH SISTEM, IZLAGAEMYH W [14], OTLI^A@]IE IH OT STANDATRNYH IZLOVENIJ FORMALXNOJ TEORII MNOVESTW I FUNKCIONALXNYH IS^ISLE- NIJ PERWOGO PORQDKA WOOB]E.

wO-PERWYH, ESLI W BURBAKOWSKOJ FORMALXNOJ SISTEME BI DOKAZUEMO SO- OTNO[ENIE (∃x)(R) TO MOVNO QWNO UKAZATX TERM t, TAKOJ ^TO TEOREMOJ

BUDET SOOTNO[ENIE R(t). dEJSTWITELXNO, (∃x)(R) PO OPREDELENI@ ESTX SOKRA]ENIE DLQ (τx(R)|x)R I, SLEDOWATELXNO, W KA^ESTWE t MOVNO WZQTX

τ_x(R). kAK OTME^AETSQ W [14] ,,τ-OPERATOR“ OBESPE^IWAET ,,O^ENX SILX-

NU@ FORMU AKSIOMY WYBORA“. w ^ASTNOSTI, W BURBAKOWSKIH SISTEMAH NET ^ISTYH DOKAZATELXSTW SU]ESTWOWANIQ: ESLI DOKAZANO ^TO SU]E- STWUET x, UDOWLETWORQ@]IJ SOOTNO[ENI@ R(x), TO “TOMU SOOTNO[E- NI@ BUDET, W ^ASTNOSTI, UDOWLETWORQTX I TERM τx(R). wSPOMINAQ PORO- VDA@]U@ GRAMMATIKU DLQ TERMOW, MY WIDIM, ^TO τ — “TO EDISTWEN- NYJ SPOSOB KONSTRUIROWANIQ TERMOW, OTLI^NYH OT BUKW, SLEDOWATELX- NO, ESLI MY PRIZNAEM HOTX KAKIE-NIBUDX TERMY ,,KONSTRUKTIWNYMI“, TO DLQ L@BOGO DOKAZATELXSTWA SU]ESTWOWANIQ MOVNO PRED˙QWITX KON- STRUKTIWNOE RE[ENIE.

oPREDELENIE b.3. nAZOWEM FORMALXNU@ SISTEMU URAWNOWE[ENNOJ ESLI ONA POLNA I NEPROTIWORE^IWA. (pOLNOTA I NEPROTIWOR^IWOSTX PONIMA- @TSQ OTNOSITELXNO PREOBRAZOWANIQ A → (¬A)).

tEOREMA b.1. w BURBAKOWSKOJ FORMALXNOJ SISTEME BI SO SHEMAMI AK- SIOMAM S1–S8 SPRAWEDLIWO ODNO IZ SLEDU@]IH UTWERVDENIJ:

• WSE OB˙EKTY RAWNY, T.E., DOKAZUEMA TEOREMA (∀x)(∀y)(x = y) • BI NEPOLNA

• MOVNO POSTROITX DWA TERMA p1 I p2, NE SODERVA]IE BUKW, TAKIE ^TO p1 ≠ p2 I_{⊢ τ}

x((x = p_1) ∨ (x = p_2)) = p_2

nAPOMNIM, ^TO INTUITIWNYJ SMYSL TERMA τx(R) “TO KAKOJ-TO x, UDO- WLETWORQ@]IJ SOOTNO[ENI@ R. tAKIM OBRAZOM, SMYSL TEOREMY b.1 W TOM, ^TO ESLI BI POLNA I NETRIWIALXNA, TO POWEDENIE τ-OPERATORA PROTIWORE^IT EGO DEKLARIRUEMOMU INTUITIWNOMU SMYSLU. bOLEE TOGO, PREDSTWLQETSQ WEROQTNYM ^TO W “TOM SLU^AE BI OKAZYWAETSQ PROTIWO- RE^IWOJ (HOTQ DOKAZATELXSTWO “TOGO NEIZWESTNO), T.E. BI LIBO TRIWI- ALXNA, LIBO NEURAWNOWE[ENA.

d O K A Z A T E L X S T W O.

Cn, T n I Sn OBOZNAQA@T DEDUKTIWNYJ KRITERIJ, TEOREMU I AKSIOMU

NOMER n SOOTWETSTWENNO. nOMERA STRANIC DA@TSQ PO [14]. dOPUSTIM, ^TO W BI

⊢ (∀t_1)(∀t_2)((t_1 ≠ t_2) ⇒ (τ_x((x = t_1) ∨ (x = t_2)) = t_1)) (b.3)

tOGDA TO C3 (STR. 42)

⊢ (∀t_2)(∀t_1)((t_2 ≠ t_1) ⇒ (τ_x((x = t_2) ∨ (x = t_1)) = t_2)) (b.4)

PO C34 (STR. 57) I C1 (STR. 42)

⊢ (∀t_1)(∀t_2)((t_2 ≠ t_1) ⇒ (τ_x((x = t_2) ∨ (x = t_1)) = t_2)) (b.5)

PO S3 (STR. 44), S7 (STR. 61), S6 (STR. 61) I C1

⊢ (∀t_1)(∀t_2)((t_1 ≠ t_2) ⇒ (τ_x((x = t_1) ∨ (x = t_2)) = t_2)) (b.6)

PO C32 (STR. 56) I C20 (STR. 43)

⊢ (∀t_1)(∀t_2)((t_1 ≠ t_2) ⇒ ((τ_x((x = t_1) ∨ (x = t_2)) = t_2)) ∧ ((τ_x((x = t_1) ∨ (x = t_2)) = t_1)))

PO T 3 (STR. 62), C31 (STR. 56), C1

⊢ (∀t_1)(∀t_2)((t_1 ≠ t_2) ⇒ (t_1 = t_2)) (b.7)

OTKUDA

⊢ (∀t_1)(∀t_2)(t_1 = t_2) (b.8)

T.E. W BI WSE OB˙EKTY RAWNY. pREDPOLOVIM, NAOBOROT, ^TO

⊬ (∀t_1)(∀t_2)((t_1 ≠ t_2) ⇒ (τ_x((x = t_1) ∨ (x = t_2)) = t_1)) (b.9)

eSLI BI POLNA, TO DOKAZUEMO OTRICANIE “TOGO SOOTNO[ENIQ:

⊢ (∃t_1)(∃t_2)((t_1 ≠ t_2) ∧ (τ_x((x = t_1) ∨ (x = t_2)) ≠ t_1)) (b.10)

TAK KAK (t1 = t1) ∨ (t1 = t2), TO PO S5

⊢ (∃t)((t = t_1) ∨ (t = t_2)) (b.11)

I PO OPREDELENI@ KWANTORA SU]ESTWOWANIQ

⊢ ((τ_x((x = t_1) ∨ (x = t_2)) = t_1) ∨ (τ_x((x = t_1) ∨ (x = t_2)) = t_2))(b.12)

SOPOSTAWLQQ “TO S b.10 POLU^AEM

⊢ (∃t_1)(∃t_2)((t_1 ≠ t_2) ∧ (τ_x((x = t_1) ∨ (x = t_2)) = t_1)) (b.13)

I PO OPREDELENI@ KWANTORA SU]ESTWOANIQ POLU^AEM, ^TO

p_1 = τ_{t1} (∃t_2)((t_1 ≠ t_2) ∧ (τ_x((x = t_1) ∨ (x = t_2)) = t_1)) (b.14)

⊢ (∃t_2)((p_1 ≠ t_2) ∧ (τ_x((x = p_1) ∨ (x = t_2)) = t_1)) (b.15)

p_2 = τ_{t2} ((p_1 ≠ t_2) ∧ (τ_x((x = p_1) ∨ (x = t_2)) = t_1)) (b.16)

⊢ ((p_1 ≠ p_2) ∧ (τ_x((x = p_1) ∨ (x = p_2)) = p_1)) (b.17)

T.E. UTWERVDENIE TEOREMY.

pRIME^ANIE b.2. zAMETIM, ^TO NESMOTRQ NA NEKOTORU@ FORMALXNU@ ANALOGI@, DOKAZANNOE UTWERVDENIE IMEET MALO OB]EGO S IZWESTNYM RE- ZULXTATOM gEDELQ O SWOJSTWAH FORMALXNOJ ARIFMETIKI. dEJSTWITELX- NO, W NA[EM SLU^AE RASSMATRIWAETSQ FORMALXNAQ SISTEMA S AKSIOMAMI

S1–S8 TO ESTX TOLXKO S ,,LOGI^ESKIMI“ AKSIOMAMI PO TERMINOLOGII

bURBAKI. oBNARUVENNAQ PROBLEMA OTNOSITSQ NE K SWOJSTWAM TEORII MNOVESTW, A K (NEUDA^NOJ) KONSTRUKCII ,,τ-OPERATORA“.

pRILOVENIE w

pRIMERY

Exempla odiōsa sunt

w.1 kATEGORII

pRIMERY KATEGORIJ:

1. KATEGORIQ MNOVESTW Set: OB˙EKTY — PROIZWOLXNYE MNOVESTWA, MORFIZMY — OTOBRAVENIQ MNOVESTW, EDINI^NYE MORFIZMY — TO- VDESTWENNYE PREOBRAZOWANIQ, KOMPOZICIQ MORFIZMOW — SUPERPO- ZICIQ OTOBRAVENIJ;

2. PROIZWOLXNOE MNOGOOBRAZIE UNIWERSALXNYH ALGEBR (GRUPPY, KOLX- CA, TELA, POLQ, ABELEWY GRUPPY I T. D. ): OB˙EKTY — ALGEBRY MNO- GOOBRAZIQ, MORFIZMY — GOMOMORFIZMY ALGEBR;

3. KATEGORIQ NEPRERYWNYH, DIFFERENCIRUEMYH, ALGEBRAI^ESKIH, GLAD- KIH . . . MNOGOOBRAZIJ;

4. KATEGORIQ TOPOLOGI^ESKIH PROSTRANSTW Top: OB˙EKTY — TOP. PRO- STRANSTWA MORFIZMY — NEPRERYWNYE OTOBRAVENIQ;

5. KATEGORIQ KATEGORIJ Cat. oB˙EKTY “TOJ KATEGORII — MALYE KATE- GORII, MORFIZMY — FUNKTORY;

6. RASSMOTRIM FUNKTOR Ob : Cat → Set, SOPOSTAWLQ@]IJ KAVDOJ MALOJ KATEGORII MNOVESTWO EGO OB˙EKTOW, A FUNKTORU — SOOTWET- STWU@]EE EMU OTOBRAVENIE MNOVESTW.

nETRUDNO UBEDITXSQ, ^TO U “TOGO FUNKTORA IMEETSQ LEWYJ SOPRQ- VENNYJ Discr ⊣ Ob, Discr : Set → Cat. —TOT FUNKTOR SOPOSTAWLQET MNOVESTWU X DISKRETNU@ KATEGORI@ (SM. OPREDELENIE a.16, S. 107)

X Discr TAKU@ ^TO Ob X Discr = X (^TO OPREDELQET EE ODNOZNA^NO).

nALI^IE LEWOGO SOPRQVENNOGO ESTX SLEDSTWIE TOGO OB]EGO FAKTA, ^TO FUNKTOR IZ PROIZWOLXNOJ KATEGORII W Set IMEET LEWYJ SOPRQ- VENNYJ TOGDA I TOLXKO TOGDA KOGDA ON PREDSTAWIM;

7. KATEGORIQ ∅ Discr (T.E. ZNA^ENIE FUNKTORA Discr : Set → Cat NA MNO- VESTWE ∅) S PUSTYMI KLASSAMI MORFIZMOW I OB˙EKTOW;

8. KATEGORIQ 1 Discr c ODNIM OB˙EKTOM I ODNIM (NEOBHODIMO EDINI^- NYM) MORFIZMOM. —TA KATEGORIQ QWLQETSQ, O^EWIDNO, KONE^NYM OB˙EKTOM W KATEGORII Cat I MOVET, SOOTWETSTWENNO OBOZNA^ATXSQ

⊤_{Cat};

9. DISKRETNAQ KATEGORIQ S MNOVESTWOM OB˙EKTOW X.

10. Set_n — POLNAQ PODKATEGORIQ KATEGORII Set OB˙EKTAMI KOTOROJ

QWLQ@TSQ WSE NEPUSTYE MNOVESTWA.

11. Set_p — KATEGORIQ OB˙EKTAMI KOTOROJ QWLQ@TSQ PARY (X, x_0) TAKIE

^TO x0 ∈ X. mORFIZM f : (X, x0) → (Y, y0) “TO OTOBRAVENIE f :

X → Y TAKOE ^TO x_0f = y_0.

aNALOGI^NO STROQTSQ KATEGORII PUNKTIROWANNYH TOPOLOGI^ESKIH PROSTRANSTW Top_p, PUNKTIROWANNYH n-MERNYH MNOGOOBRAZIJ Manifold(n)p I T.D.;

12. KAVDOMU MONOIDU MOVNO SOPOSTAWITX KATEGORI@ S ODNIM OB˙EK- TOM I “LEMENTAMI MONOIDA W KA^ESTWE MORFIZMOW, PROIZWEDENIE OPREDELQETSQ PROIZWEDENIEM W MONOIDE;

13. KAVDOMU REFLEKSIWNOMU I TRANZITIWNOMU OTNO[ENI@ R NA MNO- VESTWE X MOVNO SOPOSTAWITX KATEGORI@ pos_R(X) TAKU@ ^TO

Ob pos_R(X) = X

prilovenie w. primery 135

Ar pos_R(X) = R dom(x, y) = x cod(x, y) = y 1_x = (x, x)

qSNO, ^TO POSTROENNAQ WY[E KATEGORIQ X Discr ESTX pos_Δ(X) GDE

Δ ⊆ X — DIAGONALX.

w KATEGORII pos_R(X) DLQ FIKSIROWANNYH OB˙EKTOW x I y SU]E- STWUET NE BOLX[E ODNOGO MORFIZMA f : x → y. wSQKOJ KATEGORII, OBLADA@]EJ TAKIM SWOJSTWOM, MOVNO SOPOSTAWITX REFLEKSIWNOE I TRANZITIWNOE OTNO[ENIE NA KLASSE EE OB˙EKTOW.

dLQ WSQKOGO NATURALXNOGO n OBOZNA^IM Tn KATEGORI@ pos_{Rn} ({1, . . . , n}), GDE Rn ⊆ {1, . . . , n} × {1, . . . , n} — ESTESTWENNOE UPORQDO^IWANIE. aNALOGI^NO OBOZNA^IM

T_ω = pos_{Rω} (N) 0 > 1 > · · · > n > n + 1 > · · · I_T

Z = pos_{RZ}(Z) · · · > 0 > 1 > · · · > n > n + 1 > · · · 14. DLQ WSQKOJ PARY FUNKTOROW F : C1 → C I G : C2 → C S OB]IM KONCOM, MOVNO POSTROITX T.N., ,,KOMMA-KATEGORI@“ (F ↓ G). eE OB˙EKTAMI QWLQ@TSQ TROJKI (α, f, β) GDE α ∈ Ob C1, β ∈ Ob C2 I

f : αF → βG. mORFIZMOM τ : (α, f, β) → (α^′, f^′, β^′) QWLQETSQ PARA (ξ, η), GDE ξ : α → α^′ I η : β → β^′ TAKAQ ^TO KOMMUTATIWNYM

QWLQETSQ KWADRAT: αF f > βG

α^′F ξF ∨ f^′ > β^′G ηG ∨

w ^ASTNOSTI SLOJ C/x (SM. OPREDELENIE a.35, S. 112) MOVNO OPRE- DELITX KAK (1C ↓ Δ^x_{⊤Cat} ).

kATEGORIQ (1C ↓ 1C ) NAZYWAETSQ KATEGORIEJ STRELOK I OBOZNA^AET- SQ C^→. lEGKO PROWERITX, ^TO “TA KATEGORIQ “KWIWALENTNA KATEGO- RII Funct(T2, C);

15. DLQ FUNKTORA F : C → Set POSTROIM T.N. ,,KONSTRUKCI@ gROTENDI- KA“: KATEGORI@ CF I FUNKTOR P : CF → C. oB˙EKTAMI CF QWLQ@T- SQ PARY (α, x), GDE α ∈ Ob C, x ∈ αF . mORFIZM f : (α, x) → (β, y) “TO MORFIZM f : α → β TAKOJ ^TO x(fF ) = y.

kATEGORIQ CF OPREDELQETSQ, S TO^NOSTX@ DO “KWIWALENTNOSTI SO- OTNO[ENIEM_{Funct(C}

F , Set) ∼= Funct(C, Set)/F

w.2 rODY STRUKTUR

pRIWEDEM NEKOTORYE PRIMERY RODOW STRUKTUR, KLASSIFICIRUQ IH PO ^ISLAM n I m (SM. OPREDELENIE b.2, S. 127) I UKAZYWAQ PRI “TOM ZNA- ^ENIE FUNKTORA ΓΣ NA MNOVESTWAH X1, . . . , Xn.

(n = 1, m = 0), Γ_Σ : X > ⊤_{Set} sU]ESTWUET TOLXKO ODIN TAKOJ ROD

STRUKTURY BEZ AKSIOMY I, SOOTWETSTWU@]AQ EMU KATEGORIQ IZO- MORFNA KATEGORII Set.

(n = 1, m = 0), Γ_Σ : X > X oB˙EKTAMI TAKOGO RODA STRUKTURY (BEZ

AKSIOMY) QWLQ@TSQ PARY (X, σ) GDE σ ∈ X. t.E. MNOVESTWA S WY- DELENNOJ TO^KOJ. w [19] OB˙QSNQETSQ KAK SNABVATX PODOBNYE RODY STRUKTUR ,,ESTESTWENNYMI“ (NO NE KANONI^ESKIMI) MORFIZMAMI. w ^ASTNOSTI, W DANNOM SLU^AE ESTESTWENNYE MORFIZMY PERWOGO RODA “TO OTOBRAVENIQ, PEREWODQ]IE WYDELENNYE TO^KI W WYDELENNYE TO^KI, I OBRAZU@]IE TAKIM OBRAZOM KATEGORI@ IZOMORFNU@ Setp.

(n = 1, m = 0), Γ_Σ : X > β(X) oB˙EKTAMI TAKOGO RODA STRUKTURY

(BEZ AKSIOMY) QWLQ@TSQ PARY (X, Y ) GDE Y ⊆ X. EKM-MORFIZMY

“TO OTOBRAVENIQ, PEREWODQ]IE ,,WYDELENNYE PODMNOVETSWA“ W ,,WYDELENNYE PODMNOVESTWA“ (SR. S PONQTIEM PARY bORSUKA W TOPOLOGII). —TA KATEGORIQ NAZYWAETSQ KATEGORIEJ PODMNOVESTW MNOVESTW SubSet.

(n = 1, m = 0), Γ_Σ : X > β(X × X) oB˙EKTAMI TAKOGO RODA STRUK-

TURY (BEZ AKSIOMY) QWLQ@TSQ PARY (X, R) GDE R ⊆ X × X T.E. OB˙EKTAMI QWLQ@TSQ BINARNYE OTNO[ENIQ NA MNOVESTWE. EKM- MORFIZMY f : (X, R) → (Y, S) “TO OTOBRAVENIQ, f : X → Y TAKIE ^TO ESLI x1Rx2, TO (x1f)S(x2f).

dOBAWIM AKSIOMU, TREBU@]U@ ^TOBY OTNO[ENIE R BYLO FUNKCIO- NALXNYM, TOGDA POLU^AEM ROD STRUKTURY (I, SOOTWETSTWENNO, KATE- GORI@) EndSet “NDOMORFIZMOW MNOVESTW. eE OB˙EKTAMI QWLQ@TSQ PARY (X, f : X → X), MORFIZMY ψ : (X, f) → (Y, g) “TO OTOBRAVE- NIQ ψ : X → Y , KOMMUTIRU@]IE S f I g: X f > X

Y ψ ∨ g > Y ψ ∨ (oTMETIM, ^TO “TA KATEGORIQ IZOMORFNA KATEGORII Funct(Mω, Set), GDE Mω ESTX KATEGORIQ SOOTWETSTWU@]AQ MONOIDU NATURALXNYH ^ISEL KAK OPISANO W PUNKTE 12 PREDYDU]EGO RAZDELA. pRI “TOM

M_ω QWLQETSQ SWOBODNYM OB˙EKTOM S ODNO“LEMENTNYM MNOVESTWOM

OBRAZU@]IH OTNOSITELXNO FUNTORA EndAr : Cat → Set, SOPOSTAWLQ- @]EGO MALOJ KATEGORII MNOVESTWO EE “NDOMORFIZMOW.) uSILIW AKSIOMU, TREBOWANIEM ^TOBY OTOBRAVENIE f BYLO IZO- MORFIZMOM, POLU^AEM ROD STRUKTURY AutSet AWTOMORFIZMOW MNO- VESTW. —TA KATEGORIQ IZOMORFNA KATEGORII Funct(MZ, Set), GDE MZ ESTX KATEGORIQ SOOTWETSTWU@]AQ MONOIDU CELYH ^ISEL. pRI “TOM

M_Z QWLQETSQ SWOBODNYM OB˙EKTOM S ODNO“LEMENTNYM MNOVESTWOM

OBRAZU@]IH OTNOSITELXNO FUNTORA AutAr : Cat → Set, SOPOSTAWLQ- @]EGO MALOJ KATEGORII MNOVESTWO EE AWTOMORFIZMOW.

wMESTO FUNKCIONALXNOSTI OTNO[ENIQ MOVNO TREBOWATX OT NEGO TAKIE SWOJSTWA KAK (ANTI-) TRANZITIWNOSTX, (ANTI-) SIMMETRI^- NOSTX, (ANTI-) REFLEKSIWNOSTX I T.D., POLU^AQ TAKIM OBRAZOM KATE- GORI@ ^ASTI^NO UPORQDO^ENNYH MNOVESTW POrdSet, NAPRAWLENNYH MNOVESTW, SOWER[ENNO UPORQDO^ENNYH MNOVESTW, WPOLNE UPORQDO- ^ENNYH MNOVESTW, KATEGORI@ OTNO[ENIJ “KWIWALENTNOSTI EqSet I T.D.

(n = 1, m = 0), Γ_Σ : X > β(X × X × X) eSLI NE NAKLADYWATX NI-

KAKOJ AKSIOMY, TO TAKIM OBRAZOM, O^EWIDNO, OPREDELQETSQ KATE- GORIQ TERNARNYH OTNO[ENIJ NA MNOVESTWAH. eSLI VE POTREBOWATX ^TOBY “TI OTNO[ENIQ BYLI FUNKCIONALXNY PO TRETXEMU ARGUMEN- TU I WS@DU OPREDELENY PO PERWYM DWUM, TO POLU^AEM KATEGORI@ ODNOSORTNYH UNIWERSALXNYH ALGEBR S ODNOJ BINARNOJ OPERACIEJ. pOSLEDOWATELXNO USILIWAQ AKSIOMU, TREBUQ ASSOCIATIWNOSTI, SU- ]ESTWOWANIQ EDINICY, SU]ESTWOWANIQ OBRATNYH, KOMMUTATIWNO- STI OPERACII, MY POLU^AEM KATEGORII MONOIDOW, POLUGRUPP, GRUPP I ABELEWYH GRUPP SOOTWETSTWENNO.

(n = 1, m = 0), Γ_Σ : X > β(β(X)) oB˙EKTAMI RODOW STRUKTUR, ZA-

DANNYH TAKIM OBRAZOM, QWLQ@TSQ PARY (X, (Ui)i∈I ), GDE (Ui)i∈I ESTX SEMEJSTWO PODMNOVESTW X. nAKLADYWAQ RAZLI^NYE AKSIOMY, MY MOVEM POLU^ITX KATEGORII RAZBIENIJ I POKRYTIJ MNOVESTW I, KONE^NO, KATEGORI@ TOPOLOGI^ESKIH PROSTRANSTW Top_0, A TAKVE EE RAZLI^NYE PODKATEGORII: KOMPAKTNYH, METRIZUEMYH, HAUDORFO- WYH, SEPARABELXNYH I T.P. PROSTRANSTW.

nADO OTMETITX, ^TO W POSTROENNOJ TAKIM OBRAZOM KATEGORII Top_0

EKM-MORFIZMY “TO OTKRYTYE, A NE NEPRERYWNYE OTOBRAVENIQ.

(sM. PUNKT w.2)

(n = 1, m = 0), Γ_Σ : X > β(β(X) × X) oB˙EKTAMI RODOW STRUKTUR,

ZADANNYH TAKIM OBRAZOM, QWLQ@TSQ PARY (X, (Gi)i∈I ), GDE (Gi)i∈I ESTX SEMEJSTWO PAR WIDA (U, x), U ⊆ X, x ∈ X.

iNTERPRETIRUQ (Gi)i∈I KAK OTNO[ENIE ,,x ESTX PREDELXNAQ TO^KA DLQ U“, MOVNO DOBAWITX AKSIOMY (AKSIOMY kURATOWSKOGO SM. [8]),

DOSTATO^NYE, ^TOBY POLU^IW[AQSQ KATEGORIQ BYLA IZOMORFNA KA- TEGORII TOPOLOGI^ESKIH PROSTRANSTW. pRI “TOM NEPRERYWNYE OTO- BRAVENIQ OKAZYWA@TSQ EKM-MORFIZMAMI.

(n = 2, m = 0), Γ_Σ : (X, Y ) > β(X × Y ) oB˙EKTAMI TAKOGO RODA STRUK-

TURY (BEZ AKSIOMY) QWLQ@TSQ TROJKI (X, Y, R) GDE R ⊆ X × Y T.E. BINARNYE OTNO[ENIQ IZ X W Y .

EKM-MORFIZMY f : (X, Y, R) → (X^′, Y^′, S) “TO OTOBRAVENIQ, f :

X → X^′ I g : Y → Y^′ TAKIE, ^TO ESLI x_1Rx_2, TO (x_1f)S(x_2g).

eSLI DOPOLNITELXNO NALOVITX NA R OGRANI^ENIE FUNKCIONALX- NOSTI I WS@DU-OPREDELENNOSTI NA X, TO POLU^IM KATEGORI@ OTO- BRAVENIJ MNOVESTW MapSet. eE OB˙EKTAMI QWLQ@TSQ TROJKI f =

(X, Y, F ), TAKIE ^TO F ESTX GRAFIK OTOBRAVENIQ f : X → Y . EKM-

MORFIZMAMI IZ f : X → Y W g : X^′ → Y^′ QWLQ@TSQ PARY OTO- BRAVENIJ ξ : X → X^′ I η : Y → Y^′, DELA@]IE KOMMUTATIWNOJ DIAGRAMMU: X f > Y

Y ξ ∨ g > Y^′ η ∨ pOLU^ENNAQ TAKIM OBRAZOM KATEGORIQ O^EWIDNO “KWIWALENTNA Set^→ (KATEGORII STRELOK KATEGORII Set) eSLI RASSMOTRETX POLNU@ PODKATEGORI@ MapSet, OBRAZOWANNU@ WSEMI OTOBRAVENIQMI, QWLQ@]IMISQ IN˙EKCIQMI, TO POLU^IM KA- TEGORI@ “KWIWALENTNU@ SubSet (SM. OPREDELENIE w.2, S. 136). eSLI VE OGRANI^ITXSQ S@R˙EKTIWNYMI OTOBRAVENIQMI, TO POLU^IM KA- TEGORI@, “KWIWALENTNU@ EqSet (SM. OPREDELENIE w.2, S. 137).

(n = 3, m = 1) w [20] POKAZANO, KAK POSTROITX ROD STRUKTURY Grm = (X, Y, Z; σ; N; σ ∈ S(X, Y, Z; N); R(X, Y, Z; σ)),

SOOTWETSTWU@]IJ KATEGORII FORMALXNYH GRAMMATIK. pRI “TOM OKAZYWAETSQ, ^TO ESTESTWENNYE MORFIZMY SOOTWETSTWU@T OTOBRA- VENIQM, ,,SOHRANQ@]IM WYWODIMOSTX“ I ROD STRUKTURY Grm OBLA- DAET OTNOSITELXNO “TIH MORFIZMOW HORO[IMI DEKOMPOZICIONNYMI SWOJSTWAMI.

w.3 sWOBODNYE I KOSWOBODNYE OB˙EKTY

1. w KATEGORII Set SWOBODNYM I KOSWOBODNYM (OTNOSITELXNO TOVDE- STWENNOGO FUNKTORA 1Set : Set → Set) NAD PROIZWOLXNYM MNOVE- STWOM x QWLQETSQ ONO SAMO. oBRAZU@]IMI QWLQ@TSQ WSE NEPUSTYE MNOVESTWA. kOOBRAZU@]IMI — MNOVESTWA SODERVA]IE BOLEE OD- NOGO “LEMENTA.

2. w KATEGORIQH MNOGOOBRAZIJ UNIWERSALXNYH ALGEBR SWOBODNYMI OT- NOSITELXNO ZABYWA@]EGO FUNKTORA W KATEGORI@ MNOVESTW QWLQ@T- SQ OBY^NYE SWOBODNYE ALGEBRY.

kOSWOBODNYE ALGEBRY SU]ESTWU@T DALEKO NE WSEGDA. nAPRIMER, W KATEGORII GRUPP (ANALOGI^NO DLQ ABELEWYH GRUPP), SU]ESTWU- ET KOSWOBODNAQ GRUPPA TOLXKO DLQ ODNO“LEMENTNOGO MNOVESTWA KO- OBRAZU@]IH. dEJSTWITELXNO, PUSTX ω = {. . . , α, β, . . .} — MNOVE- STWO, SODERVA]EE PO KRAJNEJ MERE DWA “LEMENTA, A G — GRUP- PA KOSWOBODNAQ NAD ω, OTNOSITELXNO ZABYWA@]EGO FUNKTORA P :

Grp → Set. tOGDA DOLVNO SU]ESTWOWATX OTOBRAVENIE MNOVESTW

π : G → ω, TAKOE ^TO DLQ L@BOJ GRUPPY H I L@BOGO OTOBRAVE-

NIQ MNOVESTW f : H → ω SU]ESTWUET I EDINSTWENEN GOMOMORFIZM

f̄ : H → G, ZAMYKA@]IJ KOMMUTATIWNU@ DIAGRAMMU H f̄ > G @@ @@ @@ @ f R . ω π ∨

nO “TO NEWOZMOVNO ESLI W KA^ESTWE H WZQTX TRIWIALXNU@ GRUPPU, TAK KAK SU]ESTWUET WSEGO ODIN GOMOMORFIZM e : H → G (PERE- WODQ]IJ EDINICU W EDINICU) I, PO-KRAJNEJ MERE, DWA RAZLI^NYH OTOBRAVENIQ f : H → ω, PEREWODQ]IH EDINICU W α ILI β. o^E- WIDNO, ^TO NE SU]ESTWUET OTOBRAVENIQ π, PRI KOTOROM DIAGRAMMA BYLA BY KOMMUTATIWNA W OBOIH SLU^AQH.

3. w KATEGORII TOPOLOGI^ESKIH PROSTRANSTW I NEPRERYWNYH OTO- BRAVENIJ Top SWOBODNYMI QWLQ@TSQ DISKRETNYE PROSTRANSTWA, A KOSWOBODNYMI — ANTIDISKRETNYE.

4. oB˙EKTY, SWOBODNYE W Cat OTNOSITELXNO FUNKTORA Ob : Cat → Set “TO DISKRETNYE KATEGORII, KAK UVE BYLO UKAZANO PRI IH OPREDELE- NII. kOSWOBODNOJ, OTNOSITELXNO “TOGO FUNKTORA, NAD MNOVESTWOM X QWLQETSQ KATEGORIQ X Codiscr, TAKAQ ^TO, Ob(X Codiscr) = X I DLQ L@BYH x, y ∈ X SU]ESTWUET ROWNO ODIN MORFIZM !x,y : x → y.

5. w KATEGORII OTNO[ENIJ “KWIWALENTNOSTI EqSet SWOBODNYM NAD MNOVESTWOM x, KAK NETRUDNO PROWERITX, QWLQETSQ “TO VE MNO- VESTWO SNABVENNOE MINIMALXNYM OTNO[ENIEM “KWIWALENTNOSTI:

(x, Δ_x).

dEJSTWITELXNO, PUSTX (y, Q) OB˙EKT EqSet I f : x → y PROIZWOLXNOE OTOBRAVENIE. tOGDA ESLI (x1, x2) ∈ Δx, TO x1 = x2 I (x1f, x2f) ∈ Q, TAK KAK Q REFLEKSIWNO. sLEDOWATELXNO f ESTX MORFIZM. eGO EDINSTWENNOSTX O^EWIDNA.

dWOJSTWENNO, KOSWOBODNYM OB˙EKTOM QWLQETSQ PARA (X, X × X), T.E. MAKSIMALXNOE OTNO[ENIE “KWIWALENTNOSTI.

6. w KATEGORII MNOVESTW I IH PODMNOVESTW SubSet SWOBODNYM NAD x QWLQETSQ, O^EWIDNO, PARA (x, ∅), A KOSWOBODNYM — PARA (x, x).

7. dLQ DANNOGO NEPUSTOGO MNOVESTWA G, POSTROIM W KATEGORII EndSet SWOBODNYJ OB˙EKT S MNOVESTWOM SWOBODNYH OBRAZU@]IH G. —TIM OB˙EKTOM BUDET PARA (G × N, ω), GDE N MNOVESTWO NATURALXNYH ^ISEL, A ω : G × N → G × N OPREDELENO SLEDU@]IM OBRAZOM: (g, n)ω = (g, n + 1),

DLQ WSEH g ∈ G, T.E., ω = 1G × s. GDE s : N → N — OTOBRAVENIE, PRIBAWLQ@]EE EDINICU K SWOEMU ARGUMENTU. pRI TAKOM OPREDELE- NII G OTOVDESTWLQETSQ S G × {0}.

pROWERIM, ^TO TAKIM OBRAZOM MY DEJSTWITELXNO POLU^IM SWOBOD- NYJ OB˙EKT. pUSTX (Y, F ) OB˙EKT EndSet, I f : G → Y PROIZWOLXNOE OTOBRAVENIE. pO INDUKCII OPREDELIM MORFIZM ψ : (G × N, ω) → (Y, F ): (g, 0)ψ = gf (g, n + 1)ψ = ((g, n)ψ)F tAK KAK (g, n)ωψ = (g, n + 1)ψ = (g, n)ψF , TO ωψ = ψF I ψ — MORFIZM. kROME TOGO ψ|G = f. dOKAZATELXSTWO EDINSTWENNOSTI O^EWIDNO.

kOSWOBODNYE OB˙EKTY W “TOJ KATEGORII STROQTSQ ZAME^ATELXNO SIMMETRI^NYM OBRAZOM, ESDI ZAMETITX, ^TO ISPOLXZOWAW[EESQ W POSTROENII SWOBODNYH PROIZWEDENE G × N “TO TAKVE PRQMAQ SUM- MA MNOVESTW:_{G × N = ⨆} i∈N G. dLQ MNOVESTWA KOOBRAZU@]IH G KOSWOBODNYM OB˙EKTOM QWLQETSQ PARA (HomSet(N, G), ϵ), GDE

Hom_{Set}(N, G) = G^N =^∏_{i∈N} G,

A OTOBRAVENIE ϵ ESTX ϵ = (s ·) : HomSet(N, G) → HomSet(N, G), SOPOSTAWLQ@]EE OTOBRAVENI@ f : N → G, OTOBRAVENIE fϵ : N → G, DEJSTWU@]EE PO PRAWILU n(fϵ) = (n + 1)f. oTOBRAVENIE ev0 :

Hom_{Set}(N, G) → G “TO OTOBRAVENIE ,,WY^ISLENIQ W NULE“: ev_0 : f > 0f. pUSTX TEPERX (U, g : U → U) PROIZWOLXNYJ OB˙EKT, I α : U → G — PROIZWOLXNOE OTOBRAVENIE MNOVESTW. pOSTROIM OTOBRAVENIE

ᾱ : U → Hom_{Set}(N, G) SLEDU@]IM OBRAZOM: “LEMENTU u ∈ U, ᾱ

SOPOSTAWLQET OTOBRAVENIE tu : N → G, OPREDELENNOE PO INDUKCII: 0t_u = uα (n + 1)t_u = n(t_{ug}),

ILI W QWNOM WIDE ntu = ug^nα. oTS@DA NEPOSREDSTWENNO WYTEKAET, ^TO ᾱ ev0 = α I gᾱ = ᾱ(s ·), T.E., KOMMUTATIWNA DIAGRAMMA U g > U

� � � � α

G , I@@ @@ @@ @ ev_0

Hom_{Set}(N, G) ᾱ

∨ (s ·) > Hom_{Set}(N, G) ᾱ

∨ ^TO I ZNA^IT, ^TO (HomSet(N, G), ϵ) ESTX OB˙EKT, KOSWOBODNYJ NAD (U, g) 8. kATEGORIQ AutSet OBLADAET POHOVIMI SWOBODNYMI OB˙EKTAMI: SWO- BODNYJ OB˙EKT S MNOVESTWO SWOBODNYH OBRAZU@]IH G “TO PARA

(G × Z, ω), GDE Z MNOVESTWO CELYH ^ISEL (G OTOVDESTWLQETSQ

S G × {0}), A ω OPREDELQETSQ ANALOGI^NO. kOSWOBODNYE OB˙EKTY USTROENY DWOJSTWENNYM OBRAZOM, TAK VE KAK I W KATEGORII EndSet.

9. w KATEGORII MapSet, DLQ L@BOJ PARY NEPUSTYH MNOVESTW (x, y) SWOBODNYM OB˙EKTOM S MNOVESTWAMI SWOBODNYH OBRAZU@]IH x I y QWLQETSQ TROJKA (x, x^∐ y, jx), GDE jx : x → x^∐ y — KANONI^ESKOE WLOVENIE SLAGAEMOGO W DIZ˙@NKTIWNU@ SUMMU (KOPROIZWEDENIE) MNOVESTW. pUSTX DAN OB˙EKT (t, u, θ), θ : t → u I PARA OTOBRAVENIJ

α : x → t, β : y → u. tOGDA PRQMOJ PROWERKOJ UBEVDAEMSQ, ^TO

PARA (α, [αθ, β]) ESTX MORFIZM (α, [αθ, β]) : (x, x^∐ y, jx) → (t, u, θ): x j_x > x^∐ y

t α ∨ θ > u [αθ, β] ∨ pRI “TOM α|x = α I [αθ, β]|y = β ^TO DOKAZYWAET, ^TO (x, x^∐ y, jx) — SWOBODNYJ OB˙EKT.

aNALOGI^NO, KOSWOBODNYM OB˙EKTOM S KOOBRAZU@]IMI x I y BUDET TROJKA (x × y, y, πy : x × y → y). 10. w KATEGORII POLEJ NET SWOBODNYH OB˙EKTOW (T.K., NAPRIMER, WSE GO- MOMORFIZMY POLEJ QWLQ@TSQ IN˙EKCIQMI). oTS@DA, W ^ASTNOSTI, SLEDUET, ^TO AKSIOMY POLQ NELXZQ ZADATX PRI POMO]I SOOTNO[E- NIJ NAD WS@DU OPREDELENNYMI OPERACIQMI (T.E. POLQ NE OBRAZU@T MNOGOOBRAZIQ).

11. pOKAVEM, ^TO W KATEGORII KONE^NYH CIKLI^ESKIH GRUPP NET SWO- BODNYH OB˙EKTOW S NEPUSTYM MNOVESTWOM OBRAZU@]IH (OTMETIM, ^TO “TA KATEGORIQ NE QWLQETSQ MNOGOOBRAZIEM ODNOTIPNYH UNI- WERSALXNYH ALGEBR, TAK KAK SWOJSTWO GRUPPY BYTX CIKLI^ESKOJ NE ZADAETSQ SOOTNO[ENIQMI).

pREDPOLOVIM, ^TO IMEETSQ CIKLI^ESKAQ GRUPPY

G = (e_G, g^1, g^2, . . . , g^{n−1}, g^n = e_G)

PORQDKA n — SWOBODNYJ OB˙EKT S NEPUSTYM MNOVESTWOM SWOBOD- NYH OBRAZU@]IH X. zAFIKSIRUEM x — “LEMENT MNOVESTWA X I, SOOTWETSTWENNO “LEMENT GRUPPY G T.E. x = g^k. DLQ NEKOTOROGO k. wOZXMEM TEPERX

N = (e_N , t^1, t^2, . . . , t^{m−1}, t^m = e_N )

GRUPPU PROIZWOLXNOGO PORQDKA m I POSTROIM OTOBRAVENIE ξm :

X → N, TAKOE ^TO xξ_m = t^1. pO OPREDELENI@ SWOBODNOGO OB˙EKTA

SU]ESTWUET GOMOMORFIZM ψ : G → N, TAKOJ ^TO g^kψ = t^1. gOMO- MORFIZMY PEREWODQT EDINICU W EDINICU, SLEDOWATELXNO,

e_Gψ = g^{kn}ψ = (g^kψ)^n = t^n = e_N = t^{mp}

OTKUDA SLEDUET, ^TO n = mp DLQ WSQKOGO m, ^TO NEWOZMOVNO.

12. rASSMOTRIM KATEGORII X − EndSet I X − AutSet — PODKATEGORII

EndSet I AutSet, SOOTWETSTWENNO, SOSTOQ]IE IZ PAR WIDA (X, F ),

GDE X — FIKSIROWANNOE MNOVESTWO.

eSLI Card(X) = 1, TO EDINSTWENNYJ OB˙EKT KATEGORIJ X − EndSet I X −AutSet (X, 1X ) QWLQETSQ SWOBODNYM S MNOVESTWOM SWOBODNYH OBRAZU@]IJ X.

eSLI Card(X) > ℵ0, TO DLQ L@BOGO NEPUSTOGO M ⊆ X, MOVNO PO- STROITX SWOBODNYJ OB˙EKT MNOVESTWOM SWOBODNYH OBRAZU@]IH M. pOKAVEM, KAK “TO DELAETSQ W KATEGORII X − EndSet, POSTROENIQ W

X − AutSet ANALOGI^NY. pUSTX M ⊆ X, TAK KAK Card(X) > ℵ_0, TO

Card(X) = Card(M) × Card(X) = Card(M) × Card(N) × Card(X),

GDE N — MNOVESTWO NATURALXNYH ^ISEL. sLEDOWATELXNO, SU]ESTWU- ET BIEKCIQ X^∼= M × N × X^∼=^∐_{i∈X} (N × M). tAKIM OBRAZOM, MY MOVEM WPOLNE UPORQDO^ITX X KAK PRIQMU@ SUMMU MNOVESTW, POLX- ZUQSX, KAKIM-LIBO WPOLNE UPORQDO^IWANIEM X (SU]ESTWU@]IM W SILU PRINCIPA WPOLNE UPORQDO^IWANIQ) I ESTESTWENNYM PORQDKOM NA N. —TOT PORQDOK OBLADAET TEM INTERESNYM SWOJSTWOM, ^TO W NEM NE SU]ESTWUET MAKSIMALXNOGO “LEMENTA, TO^NEE DLQ WSQKOGO x ∈ X, M_x = {y ∈ X|y > x} ≠ ∅. zAMETIM, ^TO POSTROENNAQ BIEKCIQ POZWOLQET NAM ZAPISYWATX KA- VDYJ x ∈ X W WIDE x = (m, n, y), GDE m ∈ M, n ∈ N, y ∈ X. pOSTRO- IM TEPERX “NDOMORFIZM Θ : X → X, Θ : (m, n, y) > (m, n + 1, y). pARA (X, Θ) ESTX SWOBODNYJ OB˙EKT KATEGORII X − EndSet S MNO- VESTWOM SWOBODNYH OBRAZU@]IH M. dOKAZATELXSTWO ANALOGI^NO SLU^A@ KATEGORII EndSet.

zAMETIM, ^TO NAM POTREBOWALASX AKSIOMA WYBORA (W WIDE PRINCIPA WPOLNE UPORQDO^IWANIQ).

bIBLIOGRAFIQ

[1] C. Chevalley Fundamental concepts of algebra New York: Academic Press, 1956.

[2] Alonzo Church Introduction to Mathematical Logic Volume I, Princeton NJ, Princeton Univ. Press, 1956. a. ~ER^ wWEDENIE W MA- TEMATI^ESKU@ LOGIKU, m.: iZD. INOSTRANNOJ LITERATURY, 1960.

484 S.

[3] C. Faith Algebra: Rings, Modules and Categories, Volume I, Berlin, Springer-Verlag. 1973. k. fEJS aLGEBRA: KOLXCA, MODULI I KATEGO- RII, TOM 1, m.: mIR, 1977. 688 S.

[4] William Fulton, Robert MacPherson Categorical Framework for the Study of Singular Spaces, Brown University, Providence, Rhode Island, Memoirs of American Mathematical Society, No. 243.

u. fULTON, r. mAK-fERSON kATEGORNYJ PODHOD K IZU^ENI@ PRO-

STRANSTW S OSOBENNOSTQMI m.: mIR, 1983. 216 S.

[5] P. Gabriel, M. Zisman Calculus of Fractions and Homotopy Theory, Ergebnisse der Mathematik und ihrer Grenzgebiete, Band 35 Springer- Verlag, 1967. p. gABRIELX, m. cISMAN kATEGORII ^ASTNYH I TE- ORIQ GOMOTOPIJ m.: mIR, 1971. 295 S.

[6] R. Goldblatt Topoi, The Categorial Analysis of Logic, Amsterdam, North Holland Publishing Company, 1979. r. gOLDBLATT tOPOSY, KATEGORNYJ ANALIZ LOGIKI, m.: mIR, 1983. 486 S.

[7] P. T. Johnstone Topos Theory London, Academic Press, 1977.

p. t. dVONSTON tEORIQ TOPOSOW m.: nAUKA, 1986. 438 S.

bibliografiq 148

[8] John L. Kelly General Topology D. Van Nostrand Company, Inc.

Princeton, New Jersey, 1957. dV. l. kELLI oB]AQ TOPOLOGIQ m.:

nAUKA, 1968. 383 S.

[9] F.W. Lawvere An elementary theory of the category of sets Proc. Nat.

Acad. Sci., 1964, 52. p. 1506-1511.

[10] F.W. Lawvere Categories in continuum physics Lectures given at a Workshop held at SUNY, Buffalo 1982. Berlin etc.: Springer, Cop. 1986.-126.

[11] William S. Massey Algebraic Topology: An Introduction Harcout, Brace & World, Inc. New York – Chicago – San Francisco – Atlanta, 1967. u. mASSI aLGEBRAI^ESKAQ TOPOLOGIQ m.: mIR, 1977. 340 S.

[12] S. MacLane Categories for the Working Mathematician, Berlin:

Springer, 1971.

[13] Charles Wells Sketches: Outline with References

ftp://ftp.cwru.edu/math/wells/sketches.dvi

lITERATURA NA RUSSKOM QZYKE

[14] n. bURBAKI tEORIQ MNOVESTW m.: mIR, 1965. 455 S.

[15] n. ‘. dANILOW o WZAIMOSWQZI DEKOMPOZICIONNYH SWOJSTW IS^I- SLENIQ RODOW STRUKTUR I TEORII KATEGORIJ m.: wc ran, 1996.

s. 49–62.

http://www.server.ru/~god/math

[16] n. ‘. dANILOW, ‘. n. pAWLOWSKIJ, w. i. sOKOLOW, g. n. qKOWENKO gEOMETRI^ESKIE I ALGEBRAI^ESKIE METODY W TEORII UPRAWLENIQ:

U^. POSOBIE, mfti. m.: 1999. 156 S.

http://www.server.ru/~god/math

[17] o. w. mELXNIKOW, I DR. oB]AQ ALGEBRA m.: nAUKA, 1990. 480 S.

bibliografiq 149

[18] ‘. n. pAWLOWSKIJ, t. g. sMIRNOWA pROBLEMA DEKOMPOZICII W MA- TEMATI^ESKOM MODELIROWANII m.: fAZIS, 1998. 272 S.

[19] ‘. n. pAWLOWSKIJ o ESTESTWENNYH MORFIZMAH m.: wc ran, 1996. s. 3–13.

[20] s. ‘. pI^UGOW dEKOMPOZICIQ FORMALXNYH GRAMMATIK m.: wc

ran, 1996. s. 20–48.

[21] m. m. pOSTNIKOW gLADKIE MNOGOOBRAZIQ m.: nAUKA, 1987. 480 S. [22] m. –. cALENKO, e. g. –ULXGEJFER oSNOWY TEORII KATEGORIJ m.:

nAUKA, 1974. 256 S.

dOPOLNITELXNAQ LITERATURA

[23] J. L. Bell Category Theory and the Foundations of Mathematics, British Journal of Philosophy of Science, vol. 32, 1981.

[24] P. Benaceraf What Numbers Could Not Be, Philosophical review, vol. 74, 1965.

[25] L. Corry Nicholas Bourbaki and the Concept of Mathematical Structure, Synthese, vol. 92, 1992.

[26] Richard Stefanik Structuralism, Category Theory and Philosophy of Mathematics Washington: MSG Press, 1996.

Index

(F ↓ G), 135 (P_i) − lim F , 32 1 Discr, 134

2-KATEGORIQ, 73

=, 123 A1, 125 A2, 125 A3, 125 A4, 125 AB, 119 C^∗, 104 C^op, 104 C^→, 135 P_Σ, 129 S1, 124 S2, 124 S3, 124 S4, 124 S5, 124 S6, 125 S7, 125 S8, 125 S_Σ, 128 T_ω, 134 T_n, 134 T_Z, 134 X Discr, 134 AutSet

OPREDELENIE, 137

Cat, 10, 133 Coeq , 118 Coeqp , 118 Colim F , 113 Discr, 134 EndSet

OPREDELENIE, 137

EqSet

OPREDELENIE, 137

Manifold(n)_p, 134 MapSet

OPREDELENIE, 139

POrdSet

OPREDELENIE, 137

⇒, 14, 24, 45, 59, 103, 104, 124, 131 Set, 10, 133 Set_p, 134 SubSet

OPREDELENIE, 136

Top, 133

OPREDELENIE, 138

Top_p, 134 (+)_{i∈I} f_i = f coact(F ) :^∐_{i∈I} a_i → u, 114 (×)_{i∈I} f_i = f act(F ) : u →^∏_{i∈I} a_i, 114 j_i : a_i →^∐_{i∈I} a_i, 114

1, 22, 23, 30, 36–38, 46–48, 52–54, 61, 62, 64, 67, 69, 71, 75, 76, 80, 84, 89–95, 102–104, 108, 111, 115, 126, 127, 135, 136, 140, 142, 145 ⊥, 113 ⊤, 53, 62, 86, 90, 92, 94, 97, 110, 112, 134, 136 cocoun e_i : t → t_i, 114 colim F , 113 π_i :^∏_{i∈I} a_i → a_i, 114 coun e_i : t_i → t, 114 ∅, 16, 32, 44, 45, 50, 63, 66, 86, 102, 113, 116, 134, 141, 145, 151 η OPREDELENIE, 73

∈, 123 ∨, 123 ¬, 123 ∅ Discr, 134 ⊬, 131 pos_R(X), 134 ∏ i∈I a_i, 114 τ, 123 ε, 103 ⊢, 130–132 h^a, 107 h_a, 108 N, 14, 64, 65, 70, 135, 139, 141– 143, 145 Q, 14 R, 44–46, 48, 49, 53–55, 57–71 Z, 14, 135, 137, 143, 150

(+), 115, 150 (×), 33, 79, 86, 93, 94, 114, 150 Λυσ, 57 ·, 32, 65, 75, 76, 78–84, 86, 88, 92– 97, 99, 142, 143 η, 55–62, 73–100, 151 , 123 act OPREDELENIE, 113

act, 113, 114, 150, 151 add, 61, 62 AGrp, 76 Ar, 26, 77, 84, 101, 104, 106–109, 111, 121, 135, 151 Ar OPREDELENIE, 101

Aut, 58 AutAr, 137 AutSet, 41, 137, 143, 145, 150

Card, 113, 125, 145 Cat, 87, 89, 94, 98, 99, 108, 112, 133, 134, 136, 137, 141, 150, 154 Closure, 45 coact

OPREDELENIE, 113

coact, 113, 115, 150, 151 cocompat F

OPREDELENIE, 112

cocompat, 112, 113, 151 cocoun, 114, 151 cod OPREDELENIE, 101

cod, 99, 101–103, 135, 151

Codiscr, 141 Coeq, 24, 25, 118, 150 Coeqp, 24, 25, 118, 150 Coim, 120 coim, 21, 120 Colim, 113, 150 colim, 113, 151 comp, 103 compat F

OPREDELENIE, 112

compat, 32, 98, 112–114, 152 coun, 78, 114, 151

dim, 45 Discr, 113, 134, 135, 150, 151 dom OPREDELENIE, 101

dom, 99, 101–103, 135, 152 Ds, 51–62, 66, 70, 71

enat, 85, 87 End, 57, 58 EndAr, 137 EndSet, 41, 137, 141–143, 145, 150 Epi, 119–121 Epi_B, 26, 27 Epi_{BC}, 26 Eq, 118 Eqp, 118 EqSet, 41, 138, 139, 141, 150 ev, 40, 88, 90, 91, 93, 99, 110, 142, 143 Funct(C_1, C_2)

OPREDELENIE, 109

Funct, 32, 40, 41, 51, 52, 57, 74, 75, 77, 78, 81, 84–89, 94, 98, 99, 109, 110, 136, 137, 152

Grm, 139, 140 Grp, 140 Hom OPREDELENIE, 101

Hom, 12, 54–57, 59, 61, 62, 65, 66, 73, 84, 86, 88, 90, 91, 93–95, 102, 106–108, 110, 113, 115, 116, 127, 128, 142, 143, 152

Im, 120 im, 21, 120 In, 116 Iso, 26, 27, 120

Ker, 97 ker, 78

Lim F

OPREDELENIE, 113

Lim, 34, 85–87, 113, 152 lim F

OPREDELENIE, 113

lim, 31–35, 77, 113, 114, 150, 152

Manifold

OPREDELENIE, 43, 44

Manifold^∞

OPREDELENIE, 44

Manifold^∞_n

OPREDELENIE, 44

Manifold^ω

OPREDELENIE, 44

Manifold^ω_n

OPREDELENIE, 44

Manifold^r

OPREDELENIE, 43

Manifold^r_n

OPREDELENIE, 43

Manifold_n

OPREDELENIE, 43

Manifold, 43–46, 50, 52, 55, 56, 61, 63, 64, 66, 68, 70, 134, 150, 152, 153 MapSet, 12, 41, 139, 143, 150 Metr, 65 Mon, 119–121 Mon_B, 26, 27 Mon_{BC}, 26 mul, 61, 62 Nat(F, G) OPREDELENIE, 109

Nat, 56, 60, 78–82, 85–87, 89, 91– 96, 109, 110, 113, 153

Ob, 17, 32, 33, 35, 37, 40, 51, 62, 75, 78, 84, 86, 88–90, 92, 96, 101, 104–115, 117, 128, 134–136, 141, 153 Ob OPREDELENIE, 101

Ode, 47–49, 52–54, 66, 67

POrdSet, 76, 138, 150 pos, 134, 135, 151

Quo(a)

OPREDELENIE, 116

Quo, 98, 116, 153

Set, 12, 13, 15, 17–20, 22, 33, 34, 39, 41, 42, 46, 48, 49, 73, 74, 76, 84, 87, 89–91, 93–95, 107–110, 113, 126–129, 133, 134, 136, 137, 139–143, 150 skel, 98 Sol, 48, 57 Sub(a)

OPREDELENIE, 116

Sub, 98, 116, 153 SubSet, 41, 137, 139, 141, 150

Top, 12, 45, 55–61, 66, 133, 134, 138, 141, 150

AKSIOMA

RODA STRUKTURY, 127 SU]ESTWOWANIQ BESKONE^NOGO MNOVESTWA, 125 SU]ESTWOWANIQ MNOVESTWA ^A- STEJ, 125 SU]ESTWOWANIQ PARY, 125 “KSTENSIALXNOSTI, 125 BIKATEGORIQ, 119 BIMORFIZM, 115 BUKWA, 123 DWOJSTWENNOSTI

PRINCIP, 104 FAKTOR-OB˙EKT, 18–24 FAKTOROB˙EKT, 116 FUNKTOR

KONTRAWARIANTNYJ, 105 KOPREDEL, 113 KOWARIANTNYJ, 104

OPREDELENIE, 104 OSNOWNOJ, 107 KONTRAWARIANTNYJ, 108 POSTOQNNYJ, 111 PREDEL, 113 PREDSTAWIMYJ, 110 PROIZWEDENIE, 108 SOPRQVENNYJ, 110 WKL@^ENIQ, 107

GRUPPA

DELIMAQ, 14 GRUPPOID, 116

IZOMORFIZM, 115

KATEGORIQ, 12–14, 101, 102, 104,

105, 107–116, 119, 121, 133– 139 Cat, 108

ABELEWAQ, 73 ADDITIWNAQ, 73 ALGEBR UNIWERSALXNYH, 133 AWTOMORFIZMOW MNOVESTW, 137 BOLX[AQ, 10 DEKARTOWAQ ZAMKNUTAQ, 73 DISKRETNAQ, 107, 134 DUALXNAQ, 104 DWOJSTWENNAQ, 104 FORMALXNYH GRAMMATIK, 139 KATEGORIJ, 133 KOMMA, 135 MALAQ, 105 MNOGOOBRAZIJ, 133

MNOVESTW, 133 NEPUSTYH, 134 PUNKTIROWANNYH, 134 MONOIDA, 134 MONOIDALXNAQ ZAMKNUTAQ, 73 OBOGA]ENNAQ, 72 OPREDELENIE, 101 ALXTERNATIWNOE, 102, 103 OTNOSITELXNAQ, 73 OTNO[ENIJ BINARNYH, 137, 139 OTNO[ENIJ TERNARNYH, 138 OTNO[ENIJ “KWIWALENTNOSTI, 137 O^ENX BOLX[AQ, 10 PODMNOVESTW MNOVESTW, 136 PREDABELEWAQ, 73 PREDADDITIWNAQ, 73 PROSTRANSTW PUNKTIROWANNYH, 134 TOPOLOGI^ESKIH, 133 PUSTAQ, 134 S BURBAKOWSKI SWOBODNYM OB˙- EKTOM, 15 S DOSTATO^NYM KOLI^ESTWOM BURBAKOWSKI SWOBODNYH OB˙- EKTOW, 22 S IN˙EKTIWNYMI MONOMORFIZ- MAMI, 14 S S@R˙EKTIWNYMI “PIMORFIZ- MAMI, 14 SBALANSIROWANNAQ, 116 URAWNOWE[ENNAQ, 116 “NDOMORFIZMOW MNOVESTW, 137 ^ASTI^NOGO PORQDKA, 134, 137

KOKONUS, 111

DOPUSTIMYJ, 111 UNIWERSALXNYJ, 114 KOMMA KATEGORIQ, 135 KONSTRUKCIQ gROTENDIKA, 136 KONUS, 111

(F, G)-DIAGONALIZIRUEMYJ, 35

(F, G)-STROGIJ, 35

F -STROGIJ, 35 DOPUSTIMYJ, 111 UNIWERSALXNYJ, 114 KOOBRAZ

MORFIZMA, 119 KOPREDEL

FUNKTORA, 113 KOPROIZWEDENIE, 114

RASSLOENNOE, 114

LEWYJ

NOLX, 113

MNOVESTWO

ISHODNOE BAZISNOE, 127 PUSTOE, 16, 32, 44, 45, 50, 63,

66, 86, 102, 113, 116, 134,

141, 145, 151

SWOBODNYH OBRAZU@]IH, 15 WSPOMOGATELXNOE, 127 MONOMORFIZM, 10, 11, 13–16, 18–

24, 115–117, 119–121, 154

B-TO^YJ, 19 DOPUSTIMYJ, 119 REGULQRNYJ, 117 STROGIJ, 119 STRUKTURNYJ, 117

MORFIZM, 9, 12–16, 19–25, 41, 101–

104, 107–119, 121, 133, 134

DIAGONALIZIRUEMYJ, 118 EDINI^NYJ, 101 KOOBRAZ, 119 OBRAZ, 119 OPREDELENIE, 101 PROIZWEDENIE, 101

NOLX

LEWYJ, 113 PRAWYJ, 112

OBRAZ

MORFIZMA, 119 OB˙EKT, 15, 18–25, 101, 102, 104,

107, 108, 110–117, 133, 134

BURBAKOWSKI SWOBODNYJ, 15 FINALXNYJ, 112 INICIALXNYJ, 113 KONE^NYJ, 112 NA^ALXNYJ, 113 OPREDELENIE, 101 SWOBODNYJ, 117 TERMINALXNYJ, 112

PODKATEGORIQ, 107

POLNAQ, 107 PODOB˙EKT, 18–24, 116

PREDSTAWITELX, 116 PRAWYJ

NOLX, 112 PREDEL

BURBAKOWSKIJ, 32 PREDPU^OK, 105 PREOBRAZOWANIE

ESTESTWENNOE, 109 PROIZWEDENIE, 109 NATURALXNOE, 109 PRINCIP

DWOJSTWENNOSTI, 104 PROIZWEDENIE, 114

BURBAKOWSKOE, 31 MORFIZMOW, 101 RASSLOENNOE, 114 PUSTOE MNOVESTWO, 16, 32, 44, 45,

50, 63, 66, 86, 102, 113, 116,

134, 141, 145, 151

RASPROSTRANENIE SWOJSTWA NA FAK- TOROB˙EKT, 116 RASPROSTRANENIE SWOJSTWA NA POD- OB˙EKT, 116 ROD STRUKTURY, 127

ISHODNOE BAZISNOE MNOVESTWO, 127 RODOWAQ KONSTANTA, 127 TIPIZACIQ, 127 WSPOMOGATELXNOE MNOVESTWO, 127 ROD STRUTKURY

AKSIOMA, 127

SAMODWOJSTWENNOSTX, 104 SLOJ

NAD, 112 POD, 112 STRUKTURA

BOLEE GRUBAQ, 30 BOLEE KRUPNAQ, 30 BOLEE MELKAQ, 30 BOLEE TONKAQ, 30

FINALXNAQ, 29 INICIALXNAQ, 29 MNOGOOSNOWNAQ, 13 NA^ALXNAQ, 29 ODNOOSNOWNAQ, 13 SRAWNIMAQ, 30

TEORIQ

BIWARIANTNAQ, 73 TIPIZACIQ

RODOWOJ KONSTANTY, 127 SOOTNO[ENIE, 127

UTWERVDENIE

DWOJSTWENNOE, 104

“PIMORFIZM, 10, 13, 14, 18–25,

115–121, 154

B-TO^YJ, 19 DOPUSTIMYJ, 119 REGULQRNYJ, 118 STROGIJ, 119 STRUKTURNYJ, 117