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�
Ñîäåðæàíèå


� TOC \o �Ââåäåíèå	� GOTOBUTTON _Toc358467666  � PAGEREF _Toc358467666 �3��


Ìîíîìîðôèçìû [ýïèìîðôèçìû] è èíúåêöèè [ñþðúåêöèè]	� GOTOBUTTON _Toc358467667  � PAGEREF _Toc358467667 �4��


Ïîäîáúåêòû è ôàêòîðîáúåêòû	� GOTOBUTTON _Toc358467668  � PAGEREF _Toc358467668 �7��


HPF-êàòåãîðèè	� GOTOBUTTON _Toc358467669  � PAGEREF _Toc358467669 �11��


Ïðèìåðû	� GOTOBUTTON _Toc358467670  � PAGEREF _Toc358467670 �12��


Êàíîíè÷åñêèå ìîðôèçìû	� GOTOBUTTON _Toc358467671  � PAGEREF _Toc358467671 �15��


Ïðèëîæåíèå 1	� GOTOBUTTON _Toc358467672  � PAGEREF _Toc358467672 �16��


Ïðèëîæåíèå 2	� GOTOBUTTON _Toc358467673  � PAGEREF _Toc358467673 �23��


Áèáëèîãðàôèÿ	� GOTOBUTTON _Toc358467674  � PAGEREF _Toc358467674 �25��


Ïðåäìåòíûé óêàçàòåëü	� GOTOBUTTON _Toc358467675  � PAGEREF _Toc358467675 �26��


��
Ââåäåíèå


Äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ íåîáõîäèìî ââåñòè íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ òåîðèè êàòåãîðèé. Ýëåìåíòàðíîå ââåäåíèå â ýòó îáëàñòü äàíî â ïðèëîæåíèè 1. Íåêîòîðûå ôàêòû î ðîäàõ ñòðóêòóð Áóðáàêè ïðèâåäåíû â ïðèëîæåíèè 2. Ïîðÿäîê èçëîæåíèÿ ñëåäóþùèé: 


Â ïåðâîé ÷àñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó ïîíÿòèÿìè ìîíîìîðôèçìà è ýïèìîðôèçìà ñ îäíîé ñòîðîíû è èíúåêòèâíîãî è ñþðúåêòèâíîãî îòîáðàæåíèé ñ äðóãîé.


Âî âòîðîé ÷àñòè, èñõîäÿ èç ðåçóëüòàòîâ ïåðâîé ñðàâíèâàåòñÿ áóðáàêîâñêèå è êàòåãîðíûå ïîíÿòèÿ ïîäîáúåêòà è ôàêòîðîáúåêòà. Íàõîäÿòñÿ óñëîâèÿ ïðè êîòîðûõ áóðáàêîâñêèå ïîäîáúåêòû ñîâïàäàþò ñ êàòåãîðíûìè ïîäîáúåêòàìè ïîëó÷àåìûìè ïðè ïîìîùè íåêîòîðûõ “ñóæåííûõ” êëàññîâ ìîíîìîðôèçìîâ (ðåãóëÿðíûõ è ñòðîãèõ) è àíàëîãè÷íî äëÿ ôàêòîðîáúåêòîâ.


Â òðåòüåé ÷àñòè ïîíÿòèå HPF-ðîäà ñòðóêòóðû èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê áèêàòåãîðíàÿ ñòðóêòóðà íà ñîîòâåòñòâóþùåé êàòåãîðèè, âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî ïðè íåîáðåìåíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ â HPF-ðîäàõ ñòðóêòóð êàòåãîðíûå è áóðáàêîâñêèå ïîä-[ôàêòîð-]îáúåêòû - îäíî è òîæå.


Â ÷åòâåðòîé ÷àñòè ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ðàçáèðàþòñÿ (â ÷àñòíîñòè, ñòðîÿòñÿ ñâîáîäíûå îáúåêòû) íà ïðèìåðàõ øèðîêî èçâåñòíûõ ðîäîâ ñòðóêòóð (ìíîæåñòâà, ãðóïïû, îòîáðàæåíèÿ, îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè è ò.ä.).


Ïÿòàÿ ÷àñòü, íîñÿùàÿ âñïîìîãàòåëüíûé õàðàêòåð, ðàññìàòðèâàåò íå EKM-ìîðôèçìû â íåêîòîðûõ ðîäàõ ñòðóêòóð.


Çàìå÷àíèå: (ïî÷òè) âñþäó â òåêñòå çíà÷åíèå ôóíêöèè f íà ýëåìåíòå x îáîçíà÷àåòñÿ xf.


�
Ìîíîìîðôèçìû [ýïèìîðôèçìû] è èíúåêöèè [ñþðúåêöèè]


Â êàòåãîðèÿõ ðîäîâ ñòðóêòóð ïîíÿòèå ìîíîìîðôèçìà [ýïèìîðôèçìà] ÿâëÿåòñÿ áëèçêèì ê ïîíÿòèþ èíúåêòèâíîãî [ñþðúåêòèâíîãî] îòîáðàæåíèÿ. Áîëåå òî÷íî, ñïðàâåäëèâî


Ïðåäëîæåíèå 1. Â êàòåãîðèè ðîäà ñòðóêòóðû èíúåêòèâíûå [ñþðúåêòèâíûå] ìîðôèçìû ÿâëÿþòñÿ ìîíîìîðôèçìàìè [ýïèìîðôèçìàìè].


Ïóñòü f:X(Y - èíúåêòèâíûé ìîðôèçì è gf=hf äëÿ g,h:Z(X, ò.å. ((x(Z)(x(gf)=x(hf)). Ò.ê. f - èíúåêöèÿ òî îòñþäà ñëåäóåò ((x(Z)(xg=xh), ò.å. g=h. Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñþðúåêöèé àíàëîãè÷íî.


QED


Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñïðàâåäëèâî. Ïðèìåðû:


Ðàññìîòðèì êàòåãîðèþ (àññîöèàòèâíûõ) êîëåö. Åñòåñòâåííîå âëîæåíèå êîëüöà öåëûõ ÷èñåë â êîëüöî ðàöèîíàëüíûõ j:Z(Q ÿâëÿåòñÿ ýïèìîðôèçìîì ò.ê. ëþáûå äâà ãîìîìîðôèçìà èç Q â ïðîèçâîëüíîå êîëüöî R, ñîâïàäàþùèå íà ïîäêîëüöå Z, ñîâïàäàþò è íà âñåì Q. Ñîãëàñíî Ïðåäëîæåíèþ 1 j, êàê è âñÿêàÿ èíúåêöèÿ, åñòü ìîíîìîðôèçì. Òàêèì îáðàçîì, j áèìîðôèçì, íî, î÷åâèäíî, íå ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêöèåé.


Àáåëåâà ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ � XE “ãðóïïà äåëèìàÿ”�äåëèìîé, åñëè ((n(1)(nG={ng|g(G}=G). Ïðèìåðû: àääèòèâíàÿ ãðóïïà ðàöèîíàëüíûõ èëè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Ãîìîìîðôíûé îáðàç (â ÷àñòíîñòè ôàêòîðãðóïïà) äåëèìîé ãðóïïû äåëèì. Ðàññìîòðèì êàòåãîðèþ âñåõ äåëèìûõ ãðóïï, ò.å. ïîäêàòåãîðèþ êàòåãîðèè àáåëåâûõ ãðóïï, ò.å. ïîäêàòåãîðèþ êàòåãîðèè ãðóïï. Äëÿ îáúåêòà ýòîé êàòåãîðèè - äåëèìîé ãðóïïû âñåõ (êîìïëåêñíûõ) êîðíåé èç åäèíèöû (ò.å. ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû T={exp(2(iq)|q(Q}, ãäå Q ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë) ïóñòü f:T(T - ýíäîìîðôèçì, f:u((u2. Òàê êàê (-1)f=(1)f, òî f - íå èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå. Ïóñòü äàíû ãîìîìîðôèçìû g,h:U(T, òàêèå ÷òî gf=hf. U - äåëèìàÿ ãðóïïà, ñëåäîâàòåëüíî, ((t(U)((v(U)(t=v+v) è  


tg=(v+v)g=(vg)(vg)=(vg)2=vgf=vhf=(vh)2=(vh)(vh)=(v+v)h=th.


 Ò.å. h=g è f - ìîíîìîðôèçì.


Îïðåäåëåíèå: áóäåì íàçûâàòü êàòåãîðèþ ðîäà ñòðóêòóðû � XE “êàòåãîðèÿ ñ èíúåêòèâíûìè ìîíîìîðôèçìàìè”�êàòåãîðèåé ñ èíúåêòèâíûìè ìîíîìîðôèçìàìè [� XE “êàòåãîðèÿ ñ ñþðúåêòèâíûìè ýïèìîðôèçìàìè”�ñ ñþðúåêòèâíûìè ýïèìîðôèçìàìè], åñëè êëàññ èíúåêòèâíûõ ìîðôèçìîâ è êëàññ ìîíîìîðôèçìîâ [êëàññ ñþðúåêòèâíûõ ìîðôèçìîâ è êëàññ ýïèìîðôèçìîâ] ñîâïàäàþò. (Â ñëó÷àå ìíîãîîñíîâíûõ ðîäîâ ñòðóêòóð ïîä èíúåêòèâíûì [ñþðúåêòèâíûì] ìîðôèçìîì ïîíèìàåòñÿ ìîðôèçì êàæäàÿ êîìïîíåíòà êîòîðîãî - èíúåêöèÿ [ñþðúåêöèÿ]).


Îïðåäåëåíèå: áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îáúåêò (X,() [(X1,..,Xn,()], êàòåãîðèè ðîäà ñòðóêòóðû ÿâëÿåòñÿ � XE “îáúåêò ñâîáîäíûé”�ñâîáîäíûì îáúåêòîì ñ íåïóñòûì � XE “ìíîæåñòâî ñâîáîäíûõ îáðàçóþùèõ”�ìíîæåñòâîì [ìíîæåñòâàìè] ñâîáîäíûõ îáðàçóþùèõ G [(G1,..,Gn)] åñëè ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ýêâèâàëåíòíûå óñëîâèÿ:


(X,() ñâîáîäåí íàä îáúåêòîì G [(G1,..,Gn)] îòíîñèòåëüíî ïðåíåáðåãàþùåãî ôóíêòîðà P:((Set [P:((Setn]


G(X [Gi(Xi] è äëÿ âñÿêîãî îáúåêòà (Y,() [(Y1,..,Yn,()] è ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ ìíîæåñòâ (:X(Y [ëþáîãî íàáîðà îòîáðàæåíèé (i:Xi(Yi] ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìîðôèçì (:(X,()((Y,(), [(:(X1,..,Xn,()((Y1,..,Yn,(), (=((1,.., (n), (i:Xi(Yi] òàêîé ÷òî (|G=( [(i|G i=(i]


Îòìåòèì, ÷òî â êàòåãîðèÿõ óíèâåðñàëüíûõ àëãåáð îïðåäåëåííûå òàêèì îáðàçîì ñâîáîäíûå îáúåêòû - ñâîáîäíûå àëãåáðû. Ïðèìåðû ñâîáîäíûõ îáúåêòîâ â äðóãèõ êàòåãîðèÿõ áóäóò ïðèâåäåíû ïîçäíåå.


Îïðåäåëåíèå: áóäåì íàçûâàòü êàòåãîðèþ ðîäà ñòðóêòóðû � XE “êàòåãîðèÿ ñî ñâîáîäíûì îáúåêòîì”�êàòåãîðèåé ñî ñâîáîäíûì îáúåêòîì, åñëè â íåé èìååòñÿ õîòÿ áû îäèí ñâîáîäíûé îáúåêò.


Îïðåäåëåíèå: áóäåì íàçûâàòü êàòåãîðèþ ðîäà ñòðóêòóðû � XE “êàòåãîðèÿ òî÷å÷íàÿ”�òî÷å÷íîé, åñëè èç òîãî ÷òî (X,() [(X1,..,Xn,()] - îáúåêò êàòåãîðèè ñëåäóåò ÷òî X(( [Xi((]


Ïðåäëîæåíèå 2. Òî÷å÷íàÿ êàòåãîðèÿ ñî ñâîáîäíûì îáúåêòîì åñòü êàòåãîðèÿ ñ èíúåêòèâíûìè ìîíîìîðôèçìàìè.


�
(Îäíîîñíîâíîå äîêàçàòåëüñòâî)


 (Ìíîãîîñíîâíîå äîêàçàòåëüñòâî)


�
 Ïóñòü


�
f:X(Y


[f:(X1,..,Xn,()((Y1,..,Yn,(), f=(f1,..,fn), fi:Xi(Yi]�
�
ìîðôèçì íå ÿâëÿþùèéñÿ èíúåêöèåé, ò.å.


�
�
((x1,x2(X)((x1(x2)((x1f=x2f))


    [((0<j<n+1)((x1,x2(Xj)((x1(x2)((x1fj=x2fj))],


�
�
à 


�
(F,() 


[(F1,..,Fn,()]


�
 - ñâîáîäíûé îáúåêò ñ ìíîæåñòâîì ñâîáîäíûõ îáðàçóþùèõ 


�
G


[(G1,..,Gn). Òàê êàê Xi((, òî]


�
 îïðåäåëèì îòîáðàæåíèÿ


�
�
(,(:G(X


[(=((1,..,(n), (i:Gi(Xi ; (=((1,.., (n), (i:Gi(Xi]


�
 òàêèì îáðàçîì, ÷òî 


�
X(=x1, X(=x2 


[äëÿ i(j (i=(i; Xj(j=x1, Xj(j=x2].


�
�
 Î÷åâèäíî ÷òî (((, ïîýòîìó ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ìîðôèçìû�
(*,(*:(F,()((X,(),


[(*,(*:(F1,..,Fn,()((X1,..,Xn,()]


�
òàêèå  ÷òî


�
(*|G=(, (*|G=(


[(*i|Gi=(i, (*i|G i=(i],


�
òàê êàê


�
(f=(f


[(ifi=(ifi]


�
òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìîðôèçì


�
u:(F,()((Y,(),


[u:(F1,..,Fn,()((Y1,..,Yn,()]


�
òàêîé  ÷òî


�
u|G=(f=(f


[ui|Gi=(ifi=(ifi],


�
îäíàêî êàê (*f, òàê è (*f óäîâëåòâîðÿþò ýòîìó óñëîâèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, (*f=(*f ïðè (*((* ò.å. f -íå ìîíîìîðôèçì.


QED


Îòìåòèì, ÷òî ïðåäïîëîæåíèå î òî÷å÷íîñòè íåîáõîäèìî òîëüêî äëÿ ìíîãîîñíîâíûõ ðîäîâ ñòðóêòóð.


Ïðîäåìîíñòðèðîâàâ ïðèìåð ìíîãîîñíîâíîãî äîêàçàòåëüñòâà, ìû â äàëüíåéøåì áóäåì äîêàçûâàòü òîëüêî îäíîîñíîâíûå âàðèàíòû, è íå áóäåì óïîìîíàòü ìíîãîîñíîâíûå ðîäà ñòðóêòóð, äî òåõ ïîêà îïðåäåëåíèå èëè ðåçóëüòàò â íèõ íå áóäóò îòëè÷àòüñÿ îò îäíîîñíîâíûõ.


Îïðåäåëåíèå: áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî â êàòåãîðèè ðîäà ñòðóêòóðû � XE “êàòåãîðèÿ ñ äîñòàòî÷íûì êîëè÷åñòâîì ñâîáîäíûõ îáúåêòîâ”�äîñòàòî÷íî ìíîãî ñâîáîäíûõ îáúåêòîâ, åñëè ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ýêâèâàëåíòíûå óñëîâèÿ:


Ïðåíåáðåãàþùèé ôóíêòîð P:((Set [P:((Setn] èìååò ñîïðÿæåííûé ñïðàâà ôóíêòîð ñâîáîäû: F:Set(( [F:Setn((]


Äëÿ ëþáîãî îáúåêòà (X,() [(X1,..,Xn,()] òàêîãî ÷òî X((, èìååòñÿ ñâîáîäíûé îáúåêò ñ ìíîæåñòâîì ñâîáîäíûõ îáðàçóþùèõ X [(X1,..,Xn)].


Çàìåòèì, ÷òî â ìíîãîîñíîâíîì ñëó÷àå, èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî âñÿêàÿ êàòåãîðèÿ èìåþùàÿ äîñòàòî÷íî ñâîáîäíûõ îáúåêòîâ òî÷å÷íà.


�
Ïîäîáúåêòû è ôàêòîðîáúåêòû


Êàòåãîðíûé ïîäîáúåêò [ôàêòîðîáúåêò] îáúåêòà X îïðåäåëÿåòñÿ êàê êëàññ èçîìîðôíûõ (áåçðàçëè÷íî, â êàòåãîðíîì èëè áóðáàêîâñêîì ñìûñëå ñì. Ïðåäëîæåíèå 2.1) îáúåêòîâ, ñíàáæåííûõ ìîíîìîðôèçìîì [ýïèìîðôèçìîì] â [èç] îáúåêò[à] X. Òàê êàê âñÿêàÿ êàíîíè÷åñêàÿ èíúåêöèÿ [ïðîåêöèÿ] ÿâëÿåòñÿ ìîíîìîðôèçìîì [ýïèìîðôèçìîì] â ñèëó Ïðåäëîæåíèÿ 1, òî áóðáàêîâñêèé ïîäîáúåêò [ôàêòîðîáúåêò] ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâèòåëåì íåêîòîðîãî êàòåãîðíîãî ïîäîáúåêòà. Ìû áóäåì ãîâîðèòü â òàêèõ ñëó÷àÿõ, ÷òî (êàòåãîðíûé) ïîäîáúåêò [ôàêòîðîáúåêò] ïðåäñòàâëÿåòñÿ èëè ïðåäñòàâèì (áóðáàêîâñêèì) ïîäîáúåêòîì [ôàêòîðîáúåêòîì], à áóðáàêîâñêèé ïîäîáúåêò [ôàêòîðîáúåêò] ïðåäñòàâëÿåò (êàòåãîðíûé) ïîäîáúåêò [ôàêòîðîáúåêò].


Íå âñÿêèé ïîäîáúåêò ïðåäñòàâèì ïîäîáúåêòîì [ôàêòîðîáúåêòîì] (ò.å. â òåîðèè êàòåãîðèé “áîëüøå” ïîäîáúåêòîâ [ôàêòîðîáúåêòîâ], ÷åì â èñ÷èñëåíèè ðîäîâ ñòðóêòóð).


Ïðèìåð: ðàññìîòðèì êàòåãîðèþ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ è íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé. Ïóñòü X0 àíòèäèñêðåòíîå, à X1 - äèñêðåòíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàä ìíîæåñòâîì X ñîäåðæàùèì áîëåå îäíîãî ýëåìåíòà. Òîãäà òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ìíîæåñòâà X, èíäóöèðóåò îòîáðàæåíèå j:X0(X1, î÷åâèäíî ÿâëÿþùååñÿ ìîíîìîðôèçìîì. Ïóñòü Y - ïîäîáúåêò  (ò.å. ïîäïðîñòðàíñòâî) X1 ïðåäñòàâëÿþùèé j. Î÷åâèäíî, ÷òî Y äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî, íî äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî ìîæåò áûòü ãîìåîìîðôíî àíòèäèñêðåòíîìó òîãäà è òîëüêî òîãäà êîãäà îíè îáà îäíîòî÷å÷íûå, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ î ìíîæåñòâå X. Ñëåäîâàòåëüíî, j íå ïðåäñòàâèì ïîäîáúåêòîì.


Ìû áóäåì èñêàòü óñëîâèÿ ïðè êîòîðûõ ìîíîìîðôèçì [ýïèìîðôèçì] ïðåäñòàâèì ïîäîáúåêòîì [ôàêòîðîáúåêòîì].


Îïðåäåëåíèå: áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìîíîìîðôèçì (:(X,()((Y,() êàòåãîðèè ðîäà ñòðóêòóðû � XE “ìîíîìîðôèçì B-òî÷ûé” �B-òî÷åí, åñëè äëÿ ëþáîãî ñïðàâåäëèâî îäíî èç ñëåäóþùèõ ýêâèâàëåíòíûõ óñëîâèé:


( ñòðóêòóðíûé ìîíîìîðôèçì îòíîñèòåëüíî ïðåíåáðåãàþùåãî ôóíêòîðà P:((Set


äëÿ âñÿêîãî (T,() îáúåêòà êàòåãîðèè ( è âñÿêîãî îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâ g:T(X, èç òîãî ÷òî îòîáðàæåíèå (g():T(Y åñòü ìîðôèçì (g():(T,()((Y,() ñëåäóåò, ÷òî g - ìîðôèçì g:(T,()((X,().


B-òî÷íîñòü ìîíîìîðôèçìà ýòî “ïîëîâèíà” áóðáàêîâñêîãî ïîíÿòèÿ ïîäîáúåêòà. Äåéñòâèòåëüíî, óòâåðæäåíèå î òîì ÷òî êàíîíè÷åñêàÿ èíúåêöèÿ j:(X,()((Y,() (ãäå X(Y) B-òî÷íà ýêâèâàëåíòíî óòâåðæäåíèþ î òîì, ÷òî (X,() ïîäîáúåêò (áóðáàêîâñêèé) (Y,().


Äâîéñòâåííî îïðåäåëÿåòñÿ � XE “ýïèìîðôèçì B-òî÷ûé” �B-òî÷íîñòü ýïèìîðôèçìà.


Ïðåäëîæåíèå 3. B-òî÷íîñòü ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ïîäîáúåêòû.


Âàðèàíò 1 (áóðáàêîâñêîå äîêàçàòåëüñòâî)


Ïóñòü (:(A,()((B,() B-òî÷íûé ìîíîìîðôèçì è  äàí (:(C,()((B,(), (([(], ò.å. ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì (:(A,()((C,(), òàêîé ÷òî (=(( è (=((-1)(. Ïóñêàé èìååòñÿ îáúåêò (D,() è òàêîå îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâ g:D(C, ÷òî (g():D(B - ìîðôèçì (g():(D,()((B,(). g(=g((-1)(, ñëåäîâàòåëüíî, g((-1) - ìîðôèçì


g((-1):(D,()((A,() è 


(g((-1))(:(D,()((C,().


Íî (g((-1))(=g êàê îòîáðàæåíèÿ ìíîæåñòâ, çíà÷èò g ìîðôèçì.


Âàðèàíò 2 (êàòåãîðíîå äîêàçàòåëüñòâî)


Ïî îïðåäåëåíèå B-òî÷íîñòü ýòî ñòðóêòóðíîñòü îòíîñèòåëüíî ïðåíåáðåãàþùåãî ôóíêòîðà P:((Set, à ñòðóêòóðíîñòü ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ïîäîáúåêòû.


QED


Äåëî â òîì, ÷òî íå âñÿêèé B-òî÷íûé ïîäîáúåêò ñîäåðæèò êàíîíè÷åñêóþ èíúåêöèþ â êà÷åñòâå ïðåäñòàâèòåëÿ (â ÷àñòíîñòè èç-çà òîãî, ÷òî íå âñÿêèé áèìîðôèçì åñòü èçîìîðôèçì, ò.å. íå âñÿêàÿ êàòåãîðèÿ ðîäà ñòðóêòóðû óðàâíîâåøåíà). Òàêàÿ ñèòóàöèÿ, îäíàêî, ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïàòîëîãè÷åñêîé è â äàëüíåéøåì ìû ñîñðåäîòî÷èì âíèìàíèå íà èçó÷åíèè óñëîâèé ïðè êîòîðûõ ìîíî-[ýïè-]ìîðôèçìû B-òî÷íû.


Îäíàêî, â áîëåå êîíêðåòíîì, íî äîñòàòî÷íî ðàñïðîñòðàíåííîì ñëó÷àå, ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü


Ïðåäëîæåíèå 4. Â êàòåãîðèÿõ EKM-ðîäîâ ñòðóêòóð ñ èíúåêòèâíûìè ìîíîìîðôèçìàìè [ñþðúåêòèâíûìè ýïèìîðôèçìàìè] âñÿêèé B-òî÷íûé ïîäîáúåêò [ôàêòîðîáúåêò] ñîäåðæèò â êà÷åñòâå ïðåäñòàâèòåëÿ êàíîíè÷åñêóþ èíúåêöèþ [ïðîåêöèþ].


Ïóñòü (:(E0,(0)((E,() - ìîíîìîðôèçì. Ðàçëîæèì ( êàê îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâ íà êîìïîçèöèþ: (=(coim()(im(), ãäå (coim():E0(E0( - ñþðúåêöèÿ è im(:E0((E - êàíîíè÷åñêîå âëîæåíèå. ( - èíúåêöèÿ (ïî óñëîâèþ), çíà÷èò (coim() - èíúåêöèÿ, çíà÷èò (coim() - áèåêöèÿ.


Çíà÷èò, (E0(,(0((coim()S()) - îáúåêò ðîäà ñòðóêòóðû ( íà E0( òàê êàê àêñèîìà ðîäà ñòðóêòóðû áèåêòèâíî ïåðåíîñèìà. Òîãäà coim( - ìîðôèçì coim(:(E0,(0)((E0(,(0((coim()S()) (áîëåå òîãî èçîìîðôèçì) ïî îïðåäåëåíèþ EKM ìîðôèçìîâ. Êðîìå òîãî òàê êàê


(0((S()=(0((coim()(im()S()=(0((coim(S()(im(S())=((0(coim(S())(im(S()((,


òî im( - ìîðôèçì im(:(E0(,(0((coim()S())((E,(). Ò.î. êàíîíè÷åñêàÿ èíúåêöèÿ im(([(].


(Äâîéñòâåííîå äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ôàêòîðîáúåêòîâ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî).


QED


Òàêèì îáðàçîì, â êàòåãîðèÿõ EKM-ðîäîâ ñòðóêòóð ñ èíúåêòèâíûìè ìîíîìîðôèçìàìè [ñþðúåêòèâíûìè ýïèìîðôèçìàìè] B-òî÷íûå ïîäîáúåêòû [ôàêòîðîáúåêòû] ïðåäñòàâèìû.


Îïðåäåëåíèå: áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî â êàòåãîðèè ðîäà ñòðóêòóðû áóðáàêîâñêèå è êàòåãîðíûå ïîäîáúåêòû [ôàêòîðîáúåêòû] ñîâïàäàþò, åñëè êàæäûé êàòåãîðíûé ïîäîáúåêò [ôàêòîðîáúåêò] ïðåäñòàâèì áóðáàêîâñêèì.


Ïðåäëîæåíèå 5. Â êàòåãîðèè ( ñî ñâîáîäíûì îáúåêòîì ìîíîìîðôèçì (:A(B ðåãóëÿðåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:


äëÿ âñÿêîãî x(B-A( (ò.å. x(B è x(A() ñóùåñòâóåò ïàðà ìîðôèçìîâ (,(:B(C, òàêèõ ÷òî ((=(( è x((x(


( B-òî÷åí�


Íåîáõîäèìîñòü ((). Ïóñòü D - îáúåêò êàòåãîðèè ( è (:D(A, òàêîé ÷òî (=((:D(B è (,(:B(C, ((,()(Eqp({(}). Òàê êàê ( - èíúåêöèÿ ñîãëàñíî Ïðåäëîæåíèþ 2, òî ýòî îçíà÷àåò ÷òî (|A(=(|A(. Ò.ê. D(=(D()((A(, òî ((=(( è ((Ep(Eqp({(})). Ò.ê. ( ðåãóëÿðíûé ìîíîìîðôèçì, òî ñóùåñòâóåò (:D(A òàêîé ÷òî (=((=((. Òàê êàê ( èíúåêöèÿ ò.å. ìîíîìîðôèçì â êàòåãîðèè ìíîæåñòâ, òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî (=(. Â ÷àñòíîñòè ( - ìîðôèçì, ò.å. ( B-òî÷åí.


Ïóñòü íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò b(B-A(, ÷òî äëÿ ëþáîé ïàðû ìîðôèçìîâ ((,()(Eqp({(}) b(=b(. Äëÿ ìíîæåñòâà G ñâîáîäíûõ îáðàçóþùèõ ñâîáîäíîãî îáúåêòà F, îïðåäåëèì ïîñòîÿííîå îòîáðàæåíèå (:G(B, G(={b}. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé (:F(B òàêîé ÷òî ((x(G)(x((()=(x()(=b(=b(=(x()(=x((()), îòêóäà ((=(( òàê êàê ìîæåò ñóùåñòâîâàòü òîëüêî îäèí ìîðôèçì èç ñâîáîäíîãî îáúåêòà èìåþùèé ôèêñèðîâàííîå ñóæåíèå íà G. Ò.î. ((Eq(Eqp({(})). Òàê êàê ( ðåãóëÿðåí, òî (=((, è, çíà÷èò b=x(=(x()((A(, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó b. Íåîáõîäèìîñòü âòîðîãî óñëîâèÿ òàêæå äîêàçàíà.


Äîñòàòî÷íîñòü ((). Â ñèëó Ïðåäëîæåíèÿ 2 ( èíúåêöèÿ. Ïóñòü (:D(B è äëÿ íåêîòîðîãî d(D, b=d((B-A(. Ïî ïåðâîìó óñëîâèþ ñóùåñòâóåò ïàðà (,(:B(C òàêàÿ ÷òî ((=(( è b((b(. Â òàêîì ñëó÷àå, ((((( òàê êàê d((()=(d()(=b((b(=(d()(=d(((). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ((Eq(Eqp({(})) åñëè è òîëüêî D((A(. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî (:D(B, èç Eq(Eqp({(})) ìîæíî îïðåäåëèòü îòîáðàæåíèå (:D(A, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîìó ýëåìåíòó òîò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò d((A, êîòîðûé ïðè èíúåêòèâíîì îòîáðàæåíèè ( ïåðåõîäèò â d(, ò.å. (d()(=d(. Ïî âòîðîìó óñëîâèþ òåîðåìû ( - ìîðôèçì, òåì ñàìûì ïîêàçàíî, ÷òî ( - ðåãóëÿðåí.


QED


Ïðåäëîæåíèå 5*. Â êàòåãîðèè ( ñî ñâîáîäíûì îáúåêòîì ñþðúåêòèâíûé ýïèìîðôèçì (:A(B ðåãóëÿðåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí B-òî÷åí.


Íåîáõîäèìîñòü (() Ïóñòü D - îáúåêò êàòåãîðèè ( è (:B(D, òàêîå ÷òî (=((:A(D è (,(:C(A, ((,()(Coeqp({(}). ((=(((()=((()(=((()(=(((()=(( è ((Coep(Coeqp({(})). Ò.ê. ( ðåãóëÿðíûé ýïèìîðôèçì, òî ñóùåñòâóåò (:B(D òàêîé ÷òî (=((=((. Òàê êàê ( ñþðúåêöèÿ ò.å. ýïèìîðôèçì â êàòåãîðèè ìíîæåñòâ, òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî (=(. Â ÷àñòíîñòè, ( - ìîðôèçì, ò.å. ( B-òî÷åí.


Äîñòàòî÷íîñòü (() Ïóñòü (:A(C ïðèíàäëåæèò Coeq(Coeqp({(})). Òàê êàê ( ñþðúåêöèÿ, òî ìîæíî îïðåäåëèòü îòáðàæåíèå g:B(C ñîîòíîøåíèåì: bg=a( ãäå b=a(. Ïîêàæåì, ÷òî òàêîå îïðåäåëåíèå êîððåêòíî, äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü b=a(=a’(. Äëÿ ìíîæåñòâà G ñâîáîäíûõ îáðàçóþùèõ ñâîáîäíîãî îáúåêòà F, îïðåäåëèì îòîáðàæåíèÿ (,(:G(A, ïîëîãàÿ x(=a è x(=a’ äëÿ âñåõ x èç G. Ïî îïðåäåëåíèþ ñâîáîäíîãî îáúåêòà ñóùåñòâóþò òàêèå ìîðôèçìû (,(:F(A, òàêèå ÷òî äëÿ ëþáîãî x èç G x(=a è x(=a’. Òîãäà x((()=(x()(=a’(=a(=(x()(=x(((), ò.å. ((.()(Coeqp({(}). Ñëåäîâàòåëüíî ((=(( è a(=(x()(=x((()=x((()=(x()(=a’(. Òàêèì îáðàçîì, g îïðåäåëåíî êîððåêòíî. Ïî ïîñòðîåíèþ (=(g, òàê êàê ( B-òî÷åí, òî g ìîðôèçì, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ( - ðåãóëÿðíûé ýïèìîðôèçì.


QED


Ïðåäëîæåíèå 6. Â êàòåãîðèè ðîäà ñòðóêòóðû ñ ñþðúåêòèâíûìè ýïèìîðôèçìàìè [èíúåêòèâíûìè ìîíîìîðôèçìàìè ] êàæäûé B-òî÷íûé ïîäîáúåêò [ôàêòîðîáúåêò] ñòðîã.


Ïóñòü (:C(D ïðåäñòàâèòåëü B-òî÷íîãî ïîäîáúåêòà îáúåêòà D è äàíà íåêîòîðàÿ êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà


� EMBED Word.Picture.6  ���


ãäå (:A(B ýïèìîðôèçì. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû, ( åñòü ñþðúåêöèÿ, ñëåäîâàòåëüíî ( îáðàòèì ñïðàâà êàê îòîáðàæåíèå, ò.å. ñóùåñòâóåò (:B(A, òàêîé ÷òî ((=idB. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå (=(f:B(C. Òîãäà ((=((f)(=((f()=(((g)=((()g=idBg=g:B(D. Ò.å. (( ìîðôèçì, ò.ê. ( B-òî÷åí, òî è ( -ìîðôèçì. Î÷åâèäíî, ÷òî ((()(=(((f)(=(((()g=(g=f(. Òàê êàê ( ìîíîìîðôèçì, òî ((=f. Ò.å. ((( è ( ñòðîã.


QED


Ïðåäëîæåíèå 7. Â êàòåãîðèè ðîäà ñòðóêòóðû [ñ ñþðúåêòèâíûìè ýïèìîðôèçìàìè, è] ñ äîñòàòî÷íûì êîëè÷åñòâîì ñâîáîäíûõ îáúåêòîâ êàæäûé ñòðîãèé ïîäîáúåêò [ôàêòîðîáúåêò] B-òî÷åí.


Ïóñòü (:C(D ïðåäñòàâèòåëü ñòðîãîãî ïîäîáúåêòà è g:B(C îòîáðàæåíèå, òàêîå ÷òî (g():B(D ìîðôèçì. Ðàññìîòðèì, òîãäà FB ñâîáîäíûé îáúåêò ñ ìíîæåñòâîì îáðàçóþùèõ B. Äëÿ îòîáðàæåíèé idB:B(B è g:B(C ïîñòðîèì ìîðôèçìû IdB:FB(B è G:FB(C, òàêèå ÷òî jIdB=idB è jG=g, ãäå j:B(FB âëîæåíèå B â FB êàê ìíîæåñòâà ñâîáîäíûõ îáðàçóþùèõ. IdB(g():FB(D è G(:FB(D. Òàê êàê IdB(g()|B=(g()=(G()|B:B(D, òî IdB(g()=(G(), òàê êàê îíè ñîâïàäàþò íà ìíîæåñòâå ñâîáîäíûõ îáðàçóþùèõ. Òàêèì îáðàçîì, èìååì êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó:


� EMBED Word.Picture.6  ���


Òàê êàê jIdB=idB, òî IdB ñþðúåêöèÿ, à, çíà÷èò, è ýïèìîðôèçì. Òàê êàê ( ñòðîãèé ìîíîìîðôèçì, òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ìîðôèçì (:B(C, òàêîé ÷òî (g()=((. Ñîãëàñíî Ïðåäëîæåíèþ 2, ( èíúåêöèÿ, ò.å. ìîíîìîðôèçì êàòåãîðèè ìíîæåñòâ. Çíà÷èò g=(, ò.å. g ìîðôèçì.


QED


Ïðåäëîæåíèå 8. Â EKM êàòåãîðèè ðîäà ñòðóêòóðû ñ ñþðúåêòèâíûìè ýïèìîðôèçìàìè è ñ äîñòàòî÷íûì êîëè÷åñòâîì ñâîáîäíûõ îáúåêòîâ, áóðáàêîâñêèõ ïðåäñòàâèòåëåé èìåþò â òî÷íîñòè âñå ñòðîãèå ïîäîáúåêòû è ôàêòîðîáúåêòû. (Ìû áóäåì ãîâîðèòü ïðî òàêèå êàòåãîðèè, ÷òî â íèõ áóðáàêîâñêèå ïîäîáúåêòû [ôàêòîðîáúåêòû] ñîâïàäàþò ñî ñòðîãèìè ïîäîáúåêòàìè [ôàêòîðîáúåêòàìè]).


Ñîãëàñíî Ïðåäëîæåíèþ 7, ñòðîãèå ïîäîáúåêòû è ôàêòîðîáúåêòû â òàêèõ êàòåãîðèÿõ B-òî÷íû, à ñîãëàñíî Ïðåäëîæåíèþ 4 îíè ñîäåðæàò â êà÷åñòâå ïðåäñòàâèòåëåé B-òî÷íûå êàíîíè÷åñêèå èíúåêöèè è ïðîåêöèè ò.å. áóðáàêîâñêèå ïîäîáúåêòû è ôàêòîðîáúåêòû. Îáðàòíî, âñÿêèé áóðáàêîâñêèé ïîäîáúåêò è ôàêòîðîáúåêò B-òî÷åí ïî îïðåäåëåíèþ, à B-òî÷íûå ïîäîáúåêòû è ôàêòîðîáúåêòû ñòðîãè ïî Ïðåäëîæåíèþ 6.


QED


�
HPF-êàòåãîðèè


Ïóñòü äàíà HPF-êàòåîðèÿ Ñ. Âñÿêèé ìîðôèçì â íåé ïðåäñòàâèì â âèäå f=(f(f(f. Ãäå (f B-òî÷íûé ýïèìîðôèçì, (f B-òî÷íûé ìîíîìîðôèçì, è (f èçîìîðôèçì. Îáîçíà÷èì � XE “EpiBÑ”�EpiBÑ [� XE “MonBÑ”�MonBÑ] êëàññ âñåõ B-òî÷íûõ ýïèìîðôèçìîâ [ìîíîìîðôèçìîâ]. Íà ñàìîì äåëå (f è (f âñåãäà âûáèðàþòñ “êàíîíè÷åñêèì” îáðàçîì. Îáîçíà÷èì � XE “EpiBCÑ”�EpiBCÑ(EpiBÑ [� XE “MonBCÑ”�MonBCÑ(MonBÑ] êëàññ âñåõ B-òî÷íûõ êàíîíè÷åñêèõ ïðîåêöèé [èíúåêöèé], ò.å. â òî÷íîñòè êëàññ áóðáàêîâñêèõ ôàêòîðîáúåêòîâ [ïîäîáúåêòîâ].


Ïðåäëîæåíèå 9. Åñëè Ñ HPF-êàòåîðèÿ ñ EKM ìîðôèçìàìè, òî (Ñ,EpiBÑ,MonBÑ), áèêàòåãîðèÿ, ïðè÷åì EpiBÑ=(EpiBÑÑ)(IsoÑ) [MonBÑ=(MonBÑÑ)(IsoÑ)]


Ïóñòü f(ArC, f=((f(f)(f.:X(Y Òîãäà (f( B-òî÷íûé ýïèìîðôèçì (ò.ê. B-òî÷íîñòü ñîõðàíÿåòñÿ èçîìîðôèçìàìè), à (f B-òî÷íûé ìîíîìîðôèçì.


Ïóñòü íàì äàíî ðàçëîæåíèå f=((, ãäå (:X(T B-òî÷íûé ýïèìîðôèçì è (:T(Y B-òî÷íûé ìîíîìîðôèçì. Ñîãëàñíî Ïðåäëîæåíèþ 4, ôàêòîðîáúåêò, ñîäåðæàùèé ( ïðåäñòàâèòåëåì, ñîäåðæèò â êà÷åñòâå ïðåäñòàâèòåëÿ è êàíîíè÷åñêóþ ïðîåêöèþ. Ò.î. ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì (:T(X/(((), òàêîé ÷òî ((:X(X/((() êàíîíè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ. B-òî÷íîñòü ñîõðàíÿåòñÿ èçîìîðôèçìàìè ïîýòîìó (-1(:X/((()(Y B-òî÷åí è, ñëåäîâàòåëüíî èìååò ïðåäñòàâèòåëåì êàíîíè÷åñêóþ èíúåêöèþ. Ò.î. ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì (:X/((()(X((((), òàêîé ÷òî (-1(-1(:X(((()(Y êàíîíè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ. Òåïåðü 


f=((=((()((-1()=((()((-1((-1()=((()(((-1(-1()


Òàêèì îáðàçîì, f ðàçëîæåíî íà êàíîíè÷åñêóþ ïðîåêöèþ ((() èçîìîðôèçì ( è êàíîíè÷åñêóþ èíúåêöèþ ((-1(-1(). Òàêîå ðàçëîæåíèå åäèíñòâåííî, ñëåäîâàòåëüíî, â ÷àñòíîñòè, (=(f(-1.


Âñÿêèé èçîìîðôèçì B-òî÷åí, ñëåäîâàòåëüíî IsoC(EpiBÑ(MonBÑ.


QED


Ïðåäëîæåíèå 10. Â HPF-êàòåãîðèè ñ EKM ìîðôèçìàìè, ñòðîãèå ïîäîáúåêòû ÿâëÿþòñÿ áóðáàêîâñêèìè


Ñëåäñòâèå Ïðåäëîæåíèÿ 9, Ïðåäëîæåíèÿ 1.3 è Ïðåäëîæåíèÿ 4.


QED


Ïðåäëîæåíèå 11. Â óðàâíîâåøåííîé HPF-êàòåãîðèè [ñ ñþðúåêòèâíûìè ýïèìîðôèçìàìè, è] ñ EKM ìîðôèçìàìè è äîñòàòî÷íûì êîëè÷åñòâîì ñâîáîäíûõ îáúåêòîâ, ïîíÿòèÿ áóðáàêîâñêîãî è êàòåãîðíîãî ïîäîáúåêòà [ôàêòîðîáúåêòà] ñîâïàäàþò


Ñëåäñòâèå Ïðåäëîæåíèÿ 9, Ïðåäëîæåíèÿ 1.6, Ïðåäëîæåíèÿ 7 è Ïðåäëîæåíèÿ 4.


QED


�
Ïðèìåðû


Øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ðîäà ñòðóêòóð (êàòåãîðèè):


Ìíîæåñòâà SET (Set).


Óíèâåðñàëüíûå àëãåáðû: ìîíîèäû � XE “MONOID”�MONOID, ïîëóãðóïïû � XE “SEMIGROUP”�SEMIGROUP, ãðóïïû � XE “GROUP”�GROUP, êîëüöà � XE “RING”�RING, òåëà, ïîëÿ � XE “FIELD”�FIELD, ìîäóëè, âåêòîðíûå ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà � XE “VLP”�VLP; a òàêæå èõ ïîäêàòåãîðèè: àáåëåâû � XE “A-GROUP”�A-GROUP è � XE “C-GROUP”�C-GROUP öèêëè÷åñêèå ãðóïïû è ò.ä.


Ðîä ñòðóêòóðû îáúåêòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ âñåâîçìîæíûå ïàðû (X,Q), ãäå X ìíîæåñòâî è Q îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà X. Ìîðôèçìàìè (EKM) îêàçûâàþòñÿ îòîáðàæåíèÿ ñîõðàíÿþùèå ýêâèâàëåíòíîñòü. Ýòà êàòåãîðèÿ îáîçíà÷àåòñÿ � XE “EQ”�EQ (EQ-SET).


Ðîä ñòðóêòóðû îáúåêòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ âñåâîçìîæíûå ïàðû (X,F), ãäå X ìíîæåñòâî è F ïðåîáðàçîâàíèå X. EKM ìîðôèçì f:(X,F)((Y,G) ýòî òàêîå îòîáðàæåíèÿ f:X(Y, ÷òî fG=Ff:X(Y. Ýòà êàòåãîðèÿ îáîçíà÷àåòñÿ � XE “END”�END (END-SET).


Ïîäêàòåãîðèÿ êàòåãîðèè END, îáúåêòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ïàðû (X,F), ãäå F:X(X àâòîìîðôèçì (áèåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå) ìíîæåñòâà X. Îáîçíà÷åíèå: AUT (AUT-SET).


Ðîä ñòðóêòóðû îáúåêòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ âñåâîçìîæíûå òðîéêè (X,T,F), ãäå X,T ìíîæåñòâà è F:X(T îòîáðàæåíèå èç X â T. EKM ìîðôèçì f:(X,T,F)((Y,U,G) ýòî òàêàÿ ïàðà îòîáðàæåíèé f:X(Y g:T(U, ÷òî fG=Fg:X(U. Ýòà êàòåãîðèÿ îáîçíà÷àåòñÿ � XE “MAP”�MAP (MAP-SET). Çàìåòèì, ÷òî òåðìèíàõ Ïðèëîæåíèÿ 1, MAP ìîæåò áûòü åñòåñòâåííûì îáðàçîì îòîæäåñòâëåííî ñ Funct(2-cat,Set).


Êàòåãîðèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâàì ìîæíî ñîïîñòàâèòü áóðáàêîâñêèé ðîä ñòðóêòóðû ïî êðàéíåé ìåðå äâóìÿ ñïîñîáàìè, âûáèðàÿ â êà÷åñòâå ñõåìû ðîäà ñòðóêòóðû ((((X)) èëè ((((X)(X). Â ïåðâîì ñëó÷àå EKM ìîðôèçìàìè ÿâëÿþòñÿ îòêðûòûå îòîáðàæåíèÿ, à âî âòîðîì íåïðåâûâíûå. Êàòåãîðèþ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ è íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé îáîçíà÷èì � XE “TOP”�TOP, à êàòåãîðèþ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ è îòêðûòûõ îòîáðàæåíèé îáîçíà÷èì � XE “O-TOP”�O-TOP.


Óíèâåðñàëüíûå àëãåáðû ÿâëÿþòñÿ HPF êàòåãîðèÿìè. Â íèõ èìåþòñÿ ñâîáîäíûå îáúåêòû (ñâîáîäíûå àëãåáðû) ñ ìíîæåñòâîì îáðàçóþùèõ ëþáîé ìîùíîñòè. Ãîìîìîðôèçìû â íèõ ÿâëÿþòñÿ EKM ìîðôèçìàìè, ñëåäîâàòåëüíî ïîíÿòèÿ áóðáàêîâñêîãî è êàòåãîðíîãî ïîäîáúåêòà â íèõ ñîâïàäàþò.


Â êàòåãîðèè EQ ñâîáîäíûì îáúåêòîâ ñ ìíîæåñòâîì ñâîáîäíûõ îáðàçóþùèõ X, ÿâëÿåòñÿ, êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü ïàðà (X,(X), ãäå (X äèàãîíàëü ìíîæåñòâà X(X. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü (Y,Q) îáúåêò EQ è f:X(Y ïðîèçâîëüíîå îòîáðàæåíèå. Òîãäà åñëè (x1,x2)((X, òî x1=x2 è (x1f,x2f)(Q, òàê êàê Q ðåôëåêñèâíî. Ñëåäîâàòåëüíî f åñòü ìîðôèçì. Åãî åäèíñòâåííîñòü î÷åâèäíà.


Òàêèì îáðàçîì, â EQ äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî ñâîáîäíûõ îáúåêòîâ (è, ñëåäîâàòåëüíî, èíúåêòèâíûå ìîíîìîðôèçìû).


Äëÿ äàííîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà G, ïîñòðîèì â êàòåãîðèè END ñâîáîäíûé îáúåêò ñ ìíîæåñòâîì ñâîáîäíûõ îáðàçóþùèõ G. Ýòèì îáúåêòîì áóäåò ïàðà (G((,(), ãäå ( ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, à (:G(((G(( îïðåäåëåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì: (g,n)(=(g,n+1) äëÿ âñåõ g(G. Ïðè òàêîì îïðåäåëåíèè G îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ G({0}. Áîëåå ñòðîãî, ìîæíî îïðåäåëèòü ñâîáîäíûé îáúåêò êàê ïàðó (G(� EMBED Equation.2  ���,(). Â òàêîì ñëó÷àå, G(G(� EMBED Equation.2  ���, íî G(( áèåêòîâíî èçîìîðôíî G(� EMBED Equation.2  ���. Ïðîâåðèì, ÷òî òàêèì îáðàçîì ìû äåéñòâèòåëüíî ïîëó÷èì ñâîáîäíûé îáúåêò. Ïóñòü äàí (Y,F) îáúåêò èç END, è f:G(Y ïðîèçâîëüíîå îòîáðàæåíèå. Ïî èíäóêöèè îïðåäåëèì ìîðôèçì (:(G((,()((Y,F):


(g,0)(=gf;


(g,n+1)(=((g,n)()F


Òàê êàê (g,n)((=(g,n+1)(=(g,n)(F, òî ((=(F è ( ìîðôèçì. Êðîìå òîãî (|G=f. Äîêàçàòåëüñòâî åäèíñòâåííîñòè î÷åâèäíî.


Òàêèì îáðàçîì, â END äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî ñâîáîäíûõ îáúåêòîâ (è, ñëåäîâàòåëüíî, èíúåêòèâíûå ìîíîìîðôèçìû).


Êàòåãîðèÿ AUT îáëàäàåò ïîõîæèìè ñâîáîäíûìè îáúåêòàìè: ñâîáîäíûé îáúåêò äëÿ ìíîæåñòâî ñâîáîäíûõ îáðàçóþùèõ G ýòî ïàðà (G((,(), ãäå ( ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë (G îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ G({0}), à ( îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî.


Òàêèì îáðàçîì, â AUT äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî ñâîáîäíûõ îáúåêòîâ (è, ñëåäîâàòåëüíî, èíúåêòèâíûå ìîíîìîðôèçìû).


Ïðèìåðîì ñâîáîäíîãî îáúåêòà â êàòåãîðèè MAP, ìîæåò áûòü îáúåêò TRUE=(1,(,true), ãäå 1 êàêîå-íèáóäü îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî 1={(},à (={t.f} äâóõýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî, (true=t. Ýòîò îáúåêò, èçâåñòíûé â òåîðèè òîïîñîâ êàê true ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì íàä ïàðîé ìíîæåñòâ ({(},{f}). Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü (X,Y,F) îáúåêò MAP è (:1(X, (:{f}(Y. Ïîñòðîèì òîãäà ìîðôèçì ((,():TRUE((X,Y,F), ñëåäóþùèì îáðàçîì (=(:1(X, (:((Y, t(=(((F), f(=f(. Ïî ïîñòðîåíèþ ((,() ìîðôèçì è (|1=(, (|(=(.


Áîëåå îáùå: äëÿ ëþáîé ïàðû íåïóñòûõ ìíîæåñòâ (X,Y) ñâîáîäíûì îáúåêòîì ñ ìíîæåñòâàìè ñâîáîäíûõ îáðàçóþùèõ X è Y ÿâëÿåòñÿ òðîéêà (X,X(Y,jx), ãäå jx:X(X(Y êàíîíè÷åñêîå âëîæåíèå â äèçúþíêòèâíóþ ñóììó (êîïðîèçâåäåíèå) ìíîæåñòâ. Ïóñòü äàí îáúåêò (T,U,(), (:T(U è ïàðà îòîáðàæåíèé (:X(T, (:Y(U. Òîãäà ïðÿìîé ïðîâåðêîé óáåæäàåìñÿ, ÷òî ïàðà ((,((()(() åñòü ìîðôèçì ((,((()(():(X,X(Y,jx)((T,U,(). Ïðè ýòîì (|x=( è (((()(()|Y=( ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî ñâîáîäíûé (X,X(Y,jx) îáúåêò.


Òàêèì îáðàçîì, â MAP äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî ñâîáîäíûõ îáúåêòîâ (è, ñëåäîâàòåëüíî, èíúåêòèâíûå ìîíîìîðôèçìû).


Â êàòåãîðèè TOP ñâîáîäíûé îáúåêò ñ ìíîæåñòâîì ñâîáîäíûõ îáðàçóþùèõ X ýòî äèñêðåòíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íà X, òàê êàê âñÿêîå îòîáðàæåíèå èç äèñêðåòíîãî ïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâíî.


Òàêèì îáðàçîì, â TOP äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî ñâîáîäíûõ îáúåêòîâ (è, ñëåäîâàòåëüíî, èíúåêòèâíûå ìîíîìîðôèçìû).


Ïîêàæåì, ÷òî â êàòåãîðèè C-GROUP íåò ñâîáîäíûõ îáúåêòîâ (îòìåòèì, ÷òî C-GROUP íå ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì îäíîòèïíûõ óíèâåðñàëüíûõ àëãåáð, òàê êàê ñâîéñòâî ãðóïïû áûòü öèêëè÷åñêîé íå çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïû G=(eG,g1,g2,..,gn-l,gn=eG) ïîðÿäêà n ñâîáîäíûé îáúåêò ñ ìíîæåñòâîì ñâîáîäíûõ îáðàçóþùèõ X. Çàôèêñèðóåì x ýëåìåíò ìíîæåñòâà X è, ñîîòâåòñòâåííî ýëåìåíò ãðóïïû G ò.å. x=gk. äëÿ íåêîòîðîãî k. Âîçüìåì òåïåðü N=(eN,t1,t2,..,tm-l,tgm=eN) ãðóïïó ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà m è ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå (m:X(N ñîïîñòàâëÿþùåå (m:x((t1. Ïî îïðåäåëåíèþ ñâîáîäíîãîáúåêòà ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì (:G(N òàêîé ÷òî gk(=t1. Ãîìîìîðôèçìû ïåðåâîäÿò åäèíèöó â åäèíèöó, ñëåäîâàòåëüíî, eG(=gkn(=(gk()n=tn=eN. Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî n=mp, äëÿ âñÿêîãî m, ÷òî íåâîçìîæíî.


Ðàññìîòðèì êàòåãîðèè X-END è X-AUT - ïîäêàòåãîðèè END è AUT, ñîîòâåòñòâåííî, ñîñòîÿùèå èç ïàð âèäà (X,F), ãäå X ôèêñèðîâàííîå ìíîæåñòâî.


Åñëè cardX=1, òî åäèíñòâåííûé (X,idX) îáúåêò êàòåãîðèé X-AUT è X-END ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì ñ ìíîæåñòâîì ñâîáîäíûõ îáðàçóþùèé X.


Åñëè cardX>(0, òî äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî ïîäìíîæåñòâà X, ìîæíî ïîñòðîèòü ñâîáîäíûé îáúåêò ñ òàêèì ìíîæåñòâîì ñâîáîäíûõ îáðàçóþùèõ. Ïîêàæåì, êàê ýòî äåëàåòñÿ â êàòåãîðèè X-END, ïîñòðîåíèÿ â X-AUT àíàëîãè÷íû. Ïóñòü M(X, òàê êàê cardX>(0, òî cardX=cardM(cardX=cardM(card((cardX, ãäå ( ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ X(M(((X(� EMBED Equation.2  ���(((M). Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì âïîëíå óïîðÿäî÷èòü X êàê ïðèÿìóþ ñóììó ìíîæåñòâ, ïîëüçóÿñü, êàêèì-ëèáî âïîëíå óïîðÿäî÷èâàíèåì X (ñóùåñòâóþùèì â ñèëó ïðèíöèïà âïîëíå óïîðÿäî÷èâàíèÿ) è åñòåñòâåííûì ïîðÿäêîì íà (. Ýòîò ïîðÿäîê îáëàäàåò òåì èíòåðåñíûì ñâîéñòâîì, ÷òî â íåì íå ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíîãî ýëåìåíòà, òî÷íåå äëÿ âñÿêîãî x(X, Mx={y(X|y>x}((. Çàìåòèì, ÷òî ïîñòðîåííàÿ áèåêöèÿ ïîçâîëÿåò íàì çàïèñûâàòü êàæäûé x(X â âèäå x=(m,n,y), ãäå m(M, n((, y(X. Ïîñòðîèì òåïåðü ýíäîìîðôèçì (:X(X, (:(m,n,y)(((m,n+1,y). Ïàðà (X,() åñòü ñâîáîäíûé îáúåêò êàòåãîðèè X-END ñ ìíîæåñòâîì ñâîáîäíûõ îáðàçóþùèõ M. Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ êàòåãîðèè END. Çàìåòèì, ÷òî íàì ïîòðåáîâàëàñü àêñèîìà âûáîðà (â âèäå ïðèíöèïà âïîëíå óïîðÿäî÷èâàíèÿ).


�
Êàíîíè÷åñêèå ìîðôèçìû


Íàïîìíèì, ÷òî êàòåãîðèÿ ðîäà ñòðóêòóðû ( íàçûâàåòñÿ êàòåãîðèåé ñ åñòåñòâåííûìè êàíîíè÷åñêèìè 	ìîðôèçìàìè (EKM ìîðôèçìàìè), åñëè ìîðôèçìû èç îáúåêòà (X,() â îáúåêò (Y,() ýòî â òî÷íîñòè òàêèå îòîáðàæåíèÿ f:X(Y, ÷òî ((fS()((, ãäå ñõåìà ðàñïðîñòðàíåíèÿ S( îòîáðàæåíèé ðîäà ñòðóêòóðû (.


Ðÿä áëèçêèõ ê ýòîìó ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ òåðìà, çàäàþùåãî ìîðôèçìû ðîäà ñòðóêòóðû îïðåäåëÿåò ðîäû ñòðóêòóð ñ êàíîíè÷åñêèìè (íî íå åñòåñòâåííûìè ìîðôèçìàìè).


Íàïðèìåð, ìîæíî çàäàâàòü ìîðôèçìû ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:


((fS()((


((((fS()-1


Ïðîàíàëèçèðóåì ýòè òèïû åñòåñòâåííûõ ìîðôèçìîâ äëÿ íåêîòîðûõ ðîäîâ ñòðóêòóð.


Êàòåãîðèÿ ãðóïï GROUP, èìååò âèä (G,((G(G(G,R(G,()) ñ îäíèì îñíîâíûì ìíîæåñòâîì G, áåç âñïîìîãàòåëüíûõ ìíîæåñòâ, R óòâåðæäàåò, ÷òî îòíîøåíèå ( çàäàåò ãðóïïîâóþ îïåðàöèþ íà G. Â òàêîì ñëó÷àå EKM ìîðôèçìû ýòî îáû÷íûå ãîìîìîðôèçìû.


Ðàññìîòðèì êàíîíè÷åñêèå ìîðôèçìû îïðåäåëÿåìûå ñîîòíîøåíèåì 1. Ýòî ñþðúåêòèâíûå îòîáðàæåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü (G,() è (N,() ãðóïïû, f îòîáðàæåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå 1., ò.å. èç òîãî ÷òî (n1,n2,n3)(( ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò (g1,g2,g3)(( òàêèå ÷òî gif=ni. Òàê êàê ïî àêñèîìå R (n,eN,eN)(( äëÿ âñÿêîãî n(N, òî f ñþðúåêöèÿ. Âñÿêèé ñþðúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ 1.


Äâîéñòâåííî, êàíîíè÷åñêèå ìîðôèçìû, îïðåäåëÿåìûå ñîîòíîøåíèåì 2. ÿâëÿþòñÿ èíúåêòèâíûìè îòîáðàæåíèÿìè. Äåéñòâèòåëüíî, ñîîòíîøåíèå (t1f)(t2f)=(t3f) ýêâèâàëåíòíî ñîîòíîøåíèþ (t1,t2,t3)(((fS()-1, îòêóäà ïî ñîîòíîøåíèþ 1. ñëåäóåò t1t2=t3. Ïðåäïîëîæèì ÷òî t1f=t2f, òîãäà (t1f)(t3f)=(t2f)(t3f), ñëåäîâàòåëüíî t1t3=t2t3, çíà÷èò, t1=t2. Èíúåêòèâíûå ãîìîìîðôèçìû, î÷åâèäíî, óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ 2., íî, ê ïðèìåðó, îòîáðàæåíèå (:(((, (:n((2n+1, íå ÿâëÿþùååñÿ ãîìîìîðôèçìîì, óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ 2.. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè n1+n2=n3, òî õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ ÷èñåë - ÷åòíîå, ñëåäîâàòåëüíî, íå ñóùåñòâóåò òðîéêè (n1,n2,n3), òàêîé ÷òî n1+n2=n3 è ni=mi( äëÿ íåêîòîðîé òðîéêè (m1,m2,m3), òàêèì îáðàçîì, ïðîîáðàç, ôèãóðèðóþùèé â ñîîòíîøåíèè 2. ïóñò è ýòî ñîîòíîøåíèè ñïðàâåäëèâî.


�
Ïðèëîæåíèå 1


Â ðàáîòàõ ïî òåîðèè êàòåãîðèé íàáëþäàåòñÿ çíà÷èòåëüíàÿ íåîäíîðîäíîñòü â îáîçíà÷åíèÿõ è îïðåäåëåíèÿõ, íàøå èçëîæåíèå òåðìèíîëîãè÷åñêè áàçèðóåòñÿ íà � REF CS1 \* ORDINAL �[CS]�.


Îïðåäåëåíèå: ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îïðåäåëåíà � XE êàòåãîðèÿ�êàòåãîðèÿ C, åñëè çàäàíû


êëàññ� � XE ObC�ObC. íàçûâàåìûé êëàññîì � XE îáúåêò�îáúåêòîâ� ýòîé êàòåãîðèè


êëàññ � XE ArC�ArC íàçûâàåìûé êëàññîì � XE ìîðôèçì�ìîðôèçìîâ (ñòðåëîê)


äëÿ âñÿêîãî f(ArC îïðåäåëåíû � XE dom�domf(ObC è � XE cod� - îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ è çíà÷åíèÿ f ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè äëÿ f èç ArC domf=X è codf=Y, òî áóäåì çàïèñûâàòü ýòî â âèäå f(X(Y.


Äëÿ ëþáûõ ìîðôèçìîâ f è g, òàêèõ ÷òî codf=domg, îïðåäåëåí ìîðôèçì fg, íàçûâàåìûé êîìïîçèöèåé èëè ïðîèçâåäåíèåì f è g, òàêîé ÷òî domfg=domf è codfg=codg (ò.å. êîìïîçèöèÿ áóäåò çàïèñûâàòüñÿ, êàê ïðèíÿòî â ðàáîòàõ ïî òåîðèè êàòåãîðèé ñëåâà íàïðàâî - â ïîðÿäêå îáðàòíîì ê ïîðÿäêó çàïèñè ñóïåðïîçèöèè ôóíêöèé è ìîðôèçìîâ â èñ÷èñëåíèè ðîäîâ ñòðóêòóð).


Äëÿ âñÿêîãî x(ObC ñóùåñòâóåò (è, ñëåäîâàòåëüíî, åäèíñòâåíåí) 1X(ArC òàêîé, ÷òî âñåãäà, êîãäà èìååò ñìûñë èõ ëåâàÿ ÷àñòü: 1Xf=f, g1X=g. 1X íàçûâàåòñÿ � XE “ìîðôèçì åäèíè÷íûé”�åäèíè÷íûì èëè òîæäåñòâåííûì ìîðôèçìîì îáúåêòà X.


äëÿ ôèêñèðîâàííûõ îáúåêòîâ X,Y(ObC êëàññ âñåõ ìîðôèçìîâ f:X(Y îáîçíà÷àåòñÿ � XE HomC(X,Y)�HomC(X,Y) èëè � XE Ñ(X,Y)�C(X,Y). Òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ýòîò êëàññ áûë ìíîæåñòâîì.


Çàìåòèì, ÷òî  äëÿ (X,Y)((T,U) ñëåäóåò ÷òî HomC(X,Y)(HomC(T,U)=(.


Îïðåäåëåíèå: êàòåãîðèÿ íàçûâàåòñÿ � XE “êàòåãîðèÿ ìàëàÿ”�ìàëîé, åñëè ObC - ìíîæåñòâî.


Îïðåäåëåíèå: êàæäîé êàòåãîðèè C ìîæíî ñîïîñòàâèòü � XE “êàòåãîðèÿ äâîéñòâåííàÿ”�äâîéñòâåííóþ � XE “êàòåãîðèÿ äóàëüíàÿ”�(èëè äóàëüíóþ) êàòåãîðèþ C* èëè Cop: ObC=ObC*, ArC=ArC*,  îáúåêòû è ìîðôèçìû C* ñîîòâåòñòâóþùèå îáúåêòàì è ìîðôèçìàì X,Y,f... èç C áóäåì îáîçíà÷àòü X*,Y*,f*... Åñëè f:X(Y, òî f*:Y*(X*, f*g*=(gf)*, 1X*=(1X)*.


Ïðèíöèï � XE “äâîéñòâåííîñòè ïðèíöèï”�äâîéñòâåííîñòè ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè èìååòñÿ íåêîòîðîå óòâåðæäåíèå [âûñêàçûâàíèå, ñâîéñòâî, îïðåäåëåíèå] R(C) îòíîñèòåëüíî êàòåãîðèè C, òî � XE “óòâåðæäåíèå äâîéñòâåííîå”�äâîéñòâåííîå ê íåìó óòâåðæäåíèå [âûñêàçûâàíèå, ñâîéñòâî, îïðåäåëåíèå] R*(C) ïîëó÷àåòñÿ ïðè èíòåðïðåòàöèè â C óòâåðæäåíèÿ [âûñêàçûâàíèÿ, ñâîéñòâà, îïðåäåëåíèÿ] R(C*). Óòâåðæäåíèå [âûñêàçûâàíèå, ñâîéñòâî, îïðåäåëåíèå] íàçûâàåòñÿ � XE “ñàìîäâîéñòâåííîñòü”�ñàìîäâîéñòâåííûì åñëè R(C) ñîâïàäàåò ñ R*(C). Ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè (âûòåêàþùèé èç ñàìîäâîéñòâåííîñòè îïðåäåëåíèÿ êàòåãîðèè) óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè óòâåðæäåíèå R(C) ñïðàâåäëèâî âî âñåõ êàòåãîðèÿõ, òî è R*(C) òîæå.


Â äàëüíåéøåì ìû ÷àñòî áóäåì ôîðìóëèðîâàòü è äîêàçûâàòü òîëüêî îäíî óòâåðæäåíèå èç äâîéñòâåííîé ïàðû.


Îïðåäåëåíèå: êàòåãîðèÿ D íàçûâàåòñÿ � XE “ïîäêàòåãîðèÿ”�ïîäêàòåãîðèåé êàòåãîðèè C, åñëè ObD(ObC, ArD(ArC, çàêîí êîìïîçèöèè è åäèíè÷íûå ìîðôèçìû â C è D ñîâïàäàþò âñåãäà, êîãäà îíè îïðåäåëåíû îäíîâðåìåííî.


Îïðåäåëåíèå: ïîäêàòåãîðèÿ D êàòåãîðèè C íàçûâàåòñÿ � XE “ïîäêàòåãîðèÿ ïîëíàÿ”� ïîëíîé, åñëè HomD(X,Y)=HomC(X,Y) âñåãäà êîãäà îíè îïðåäåëåíû îäíîâðåìåííî.  


Ïðèìåðû êàòåãîðèé:


êàòåãîðèÿ ìíîæåñòâ � XE “Set”�Set: îáúåêòû ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà, ìîðôèçìû îòîáðàæåíèÿ ìíîæåñòâ, åäèíè÷íûå ìîðôèçìû - òîæäåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, êîìïîçèöèÿ ìîðôèçìîâ - ñóïåðïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé;


ïðîèçâîëüíîå ìíîãîîáðàçèå óíèâåðñàëüíûõ àëãåáð (ãðóïïû, êîëüöà, òåëà, ïîëÿ, àáåëåâû ãðóïïû è ò.ä.): îáúåêòû àëãåáðû ìíîãîîáðàçèÿ, ìîðôèçìû - ãîìîìîðôèçìû àëãåáð;


êàòåãîðèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ: îáúåêòû òîï. ïðîñòðàíñòâà ìîðôèçìû - íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ;


êàòåãîðèÿ íåïðåðûâíûõ/äèôôåðåíöèðóåìûõ/àëãåáðàè÷åñêèõ/ãëàäêèõ/... ìíîãîîáðàçèé;


êàòåãîðèÿ ( (èëè � XE “0”�0) ñ ïóñòûì êëàññîì ìîðôèçìîâ è îáúåêòîâ;


êàòåãîðèÿ � XE “1-cat”�1-cat c îäíèì îáúåêòîì è îäíèì (íåîáõîäèìî åäèíè÷íûì) ìîðôèçìîì;


êàòåãîðèÿ � XE “2-cat”�2-cat ñ äâóìÿ îáúåêòàìè è îäíèì íå åäèíè÷íûì ìîðôèçìîì;


êàæäîìó ìîíîèäó ñ åäèíèöåé ìîæíî ñîïîñòàâèòü êàòåãîðèþ ñ îäíèì îáúåêòîì è ýëåìåíòàìè ìîíîèäà â êà÷åñòâå ìîðôèçìîâ, ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì â ìîíîèäå.


Îïðåäåëåíèå: êàòåãîðèÿ íàçûâàåòñÿ � XE “êàòåãîðèÿ äèñêðåòíàÿ”�äèñêðåòíîé, åñëè âñå åå ìîðôèçìû - åäèíè÷íûå.


Îïðåäåëåíèå: ãîâîðÿò, ÷òî ìîðôèçì f:X(Y ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç ìîðôèçì g:Z(Y, åñëè ñóùåñòâóåò ìîðôèçì t:X(Z, òàêîé ÷òî f=tg.


Îïðåäåëåíèå: ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî çàäàí (êîâàðèàíòíûé) � XE “ôóíêòîð”�ôóíêòîð F èç êàòåãîðèè C1 â êàòåãîðèþ C2 (F:C1(C2) åñëè çàäàíî îòîáðàæåíèå F:ObC1(ObC2 è îòîáðàæåíèå F:ArC1(ArC2 òàêîå, ÷òî


åñëè f:X(Y, òî fF:XF(YF


äëÿ âñÿêîãî X(ObC 1XF=1XF


(fg)F=(fF)(gF)


Îïðåäåëåíèå: � XE “ôóíêòîð êîíòðàâàðèàíòíûé”�êîíòðàâàðèàíòíûì ôóíêòîðîì (èëè (C2-ïðåäïó÷êîì) èç êàòåãîðèè C1 â êàòåãîðèþ C2 íàçûâàåòñÿ ôóíêòîð F:C1*(C2.


Îïðåäåëåíèå: � XE “ôóíêòîð îñíîâíîé”�âñÿêîìó îáúåêòó X êàòåãîðèè C ìîæíî ñîïîñòàâèòü ôóíêòîð hX:C(Set, íàçûâàåìûé îñíîâíûì (êîâàðèàíòíûì) ôóíêòîðîì, îïðåäåëåííûé ñîîòíîøåíèÿìè:


åñëè Y(ObC, òî YhX=HomC(X,Y)


åñëè f:T(U, òî fhX:(ThX=HomC(X,T))((UhX=HomC(X,U)) ïî ïðàâèëó: åñëè  t:X(T (ò.å. t(HomC(X,T)), òî t(fhX)=tf:X(U (ò.å. t(fhX)=tf(HomC(X,U)).


Äâîéñòâåííî � XE “ôóíêòîð îñíîâíîé êîíòðàâàðèàíòíûé”� âñÿêîìó îáúåêòó X êàòåãîðèè C ìîæíî ñîïîñòàâèòü ôóíêòîð hX:C(Set, íàçûâàåìûé îñíîâíûì êîíòðàâàðèàíòíûì ôóíêòîðîì, îïðåäåëåííûé ñîîòíîøåíèÿìè:


åñëè Y� EMBED Equation.2  ���ObC, òî YhX =HomC(Y,X)


åñëè f:T(U, òî fhX:(UhX=HomC(U,X))((ThX=HomC(T,X)) ïî ïðàâèëó: åñëè  t:U(X (ò.å. t(HomC(U,X)), òî t(fhX)=ft:T(X (ò.å. t(fhX)=ft(HomC(T,X))


Îïðåäåëåíèå: � XE “ôóíêòîðû ïðîèçâåäåíèå”�åñëè äàíû äâà ôóíêòîðà F:C1(C2, G:C2(C3,  òî ìîæíî îïðåäåëèòü ôóíêòîð FG:C1(C3 ñîîòíîøåíèÿìè:


äëÿ X(ObC1  X(FG)=(XF)G


äëÿ f(ArC1 f(FG)=(fF)G


Òàêèì îáðàçîì ìîæíî îïðåäåëèòü “î÷åíü áîëüøóþ” � XE “êàòåãîðèÿ Cat”�êàòåãîðèþ Cat îáúåêòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ êàòåãîðèè (èëè, íàïðèìåð, òîëüêî ìàëûå êàòåãîðèè), à ìîðôèçìàìè - ôóíêòîðû ñ îïðåäåëåííûì âûøå ïðîèçâåäåíèåì è î÷åâèäíûìè òîæäåñòâåííûìè ôóíêòîðàìè (îáîçíà÷àåìûìè 1Ñ äëÿ êàòåãîðèè C) â êà÷åñòâå åäèíè÷íûõ ìîðôèçìîâ.


Îïðåäåëåíèå: åñëè çàäàíû äâà ôóíêòîðà F,G:C1(C2, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îïðåäåëåíî � XE “ïðåîáðàçîâàíèå åñòåñòâåííîå”�åñòåñòâåííîå (èëè � XE “ïðåîáðàçîâàíèå íàòóðàëüíîå”�íàòóðàëüíîå) ïðåîáðàçîâàíèå r:F(G åñëè çàäàíî îòîáðàæåíèå r:ObC1(ArC2, òàêîå ÷òî Xr:XF(XG è äëÿ âñÿêîãî ìîðôèçìà f:X(Y êîììóòàòèâíà ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà:


� EMBED Word.Picture.6  ���


ãäå ÷åðåç rx îáîçíà÷åíî Xr.


Îïðåäåëåíèå: êëàññ âñåõ åñòåñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé èç ôóíêòîðà F:C1(C2 â ôóíêòîð G:C1(C2 îáîçíà÷àåòñÿ Nat(F,G). Åñëè êàòåãîðèÿ C1 ìàëàÿ òî ýòîò êëàññ - ìíîæåñòâî.


Îïðåäåëåíèå: åñëè çàäàíû äâà åñòåñòâåííûõ  ïðåîáðàçîâàíèÿ r,t:F(G, òî îïðåäåëèì èõ � XE “ïðåîáðàçîâàíèå åñòåñòâåííîå ïðîèçâåäåíèå”�ïðîèçâåäåíèå rt:F(G ñîîòíîøåíèåì: (rt)x=(rx)(tx).


Îïðåäåëåíèå: òàêèì îáðàçîì ìû ìîæåì íàäåëèòü êëàññ âñåõ ôóíêòîðîâ èç C1 â C2 ñòðóêòóðîé êàòåãîðèè, âçÿâ åñòåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ â êà÷åñòâå ìîðôèçìîâ ñ îïðåäåëåííûì âûøå ïðîèçâåäåíèåì è î÷åâèäíûìè åäèíè÷íûìè (òîæäåñòâåííûìè) åñòåñòâåííûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè. Ýòà êàòåãîðèÿ îáîçíà÷àåòñÿ � XE “Funct(C1,C2)”�Funct(C1,C2).


Ïðåäëîæåíèå 1.1. (ëåììà Éîíåäû) äëÿ ëþáîé ìàëîé êàòåãîðèè C è ïðîèçâîëüíîãî F(Funct(C,Set), ìíîæåñòâî Nat(hX,F) åñòåñòâåííî (ïî îáîèì ïåðåìåííûì) èçîìîðôíî XF.


Îïðåäåëåíèå: � XE “ôóíêòîðû ñîïðÿæåííûå”�åñëè çàäàíû ôóíêòîðû F:A(B è G:B(A, òî ìû ìîæåì ïîñòðîèòü äâà ôóíêòîðà H1,H2:A*(B(Set (X,T)H1=HomA(X,TG), (X,T)H2=HomB(XF,T), íà ìîðôèçìàõ ýòè ôóíêòîðû îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî îñíîâíûì ôóíêòîðàì. Áóäåì ãîâîðèòü ÷òî F ñîïðÿæåí ñëåâà ê G (G ñîïðÿæåí ñïðàâà ê F), åñëè H1 èçîìîðôåí H2 êàê îáúåêò êàòåãîðèè Funct(A,B). 


Îïðåäåëåíèå: äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îáúåêòà Y(ObC2 è ïðîèçâîëüíîé êàòåãîðèè C1 îïðåäåëèì  � XE “ôóíêòîð ïîñòîÿííûé”�ïîñòîÿííûé ôóíêòîð ((C1)(Y):C1(C2 ñîîòíîøåíèÿìè: X((C1)(Y)=Y, f((C1)(Y)=1Y äëÿ ëþáûõ X(ObC1 f(ArC1.


Îïðåäåëåíèå: � XE “êîíóñ äîïóñòèìûé”�ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ: êîíóñîì (ñ âåðøèíîé T) äîïóñòèìûì îòíîñèòåëüíî ôóíêòîðà F:A(B, íàçûâàåòñÿ


åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå e: ((A)(T)(F


èíäåêñèðîâàííûé êëàññîì îáúåêòîâ êàòåãîðèè A êëàññ ìîðôèçìîâ êàòåãîðèè B âèäà: ex:T(XF, òàêèõ ÷òî äëÿ ëþáîãî ìîðôèçìà êàòåãîðèè A f:X(Y ey=ex(fF).


Äâîéñòâåííî (ò.å., íàïðèìåð, êàê åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå e:F(((A)(T)) îïðåäåëÿåòñÿ � XE “êîêîíóñ äîïóñòèìûé”�êîêîíóñ (ñ âåðøèíîé Ò) äîïóñòèìûé îòíîñèòåëüíî ôóíêòîðà F:A(B


Îïðåäåëåíèå: � XE “êîíóñ”�ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ: êîíóñîì (â êàòåãîðèè A) ñ âåðøèíîé T íàçûâàåòñÿ


êîíóñ ñ âåðøèíîé T, äîïóñòèìûé îòíîñèòåëüíî êàêîãî-ëèáî ôóíêòîðà èç ïðîèçâîëüíîé äèñêðåòíîé êàòåãîðèè â êàòåãîðèþ A


êëàññ ìîðôèçìîâ êàòåãîðèè A âèäà ei:T(Ti


Äâîéñòâåííî (ò.å., íàïðèìåð, êàê êëàññ ìîðôèçìîâ êàòåãîðèè A âèäà ei:Ti(T) îïðåäåëÿåòñÿ � XE “êîêîíóñ”�êîêîíóñ ñ âåðøèíîé Ò.


Îïðåäåëåíèå: êëàññ âñåõ êîíóñîâ, äîïóñòèìûõ îòíîñèòåëüíî ôóíêòîðà F:A(B, îáîçíà÷àåìûé � XE “compatF”�compatF, ìîæíî ñíàáäèòü ñòðóêòóðîé êàòåãîðèè îäíèì èç ñëåäóþùèõ ýêâèâàëåíòíûõ ñïîñîáîâ:


åñëè e1,e2(compatF ò.å. e1:((A)(T)(F, e2:((A)(U)(F, òî ìîðôèçìîì f:e1(e2 áóäåì íàçûâàòü ìîðôèçì êàòåãîðèè B f:T(U, òàêîé ÷òî (e1)x=f(e2)x


åñëè e1x:T(XF, e2x:T(XF - êîíóñû èç compatF, òî ìîðôèçì f:e1x(e2x áóäåì íàçûâàòü ìîðôèçì êàòåãîðèè B f:T(U, òàêîé ÷òî e1x=fe2x.


Äâîéñòâåííî, ìîæíî ñíàáäèòü ñòðóêòóðîé êàòåãîðèè, � XE “cocompatF”�êëàññ âñåõ êîêîíóñîâ, äîïóñòèìûõ îòíîñèòåëüíî ôóíêòîðà F:A(B, îáîçíà÷àåìûé cocompatF.


Îïðåäåëåíèå:� XE “ñëîé íàä”� äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îáúåêòà X(ObC ñëîé C/X íàä X, îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè ýêâèâàëåíòíûìè ñïîñîáàìè:


C/X=compat((1-cat)(X)


îáúåêòû C/X ýòî ìîðôèçìû f:Y(X èç C, ìîðôèçì èç f:Y(X â g:Z(X ýòî ìîðôèçì êàòåãîðèè C t:Y(Z òàêîé ÷òî f=tg.


Äâîéñòâåííî îïðåäåëÿåòñÿ � XE “ñëîé ïîä”�ñëîé C\X ïîä X.


Îïðåäåëåíèå: � XE “îáúåêò êîíå÷íûé”�êîíå÷íûì (ôèíàëüíûì, òåðìèíàëüíûì) îáúåêòîì (èëè ïðàâûì íóëåì) êàòåãîðèè C íàçûâàåòñÿ îáúåêò 1 (èëè 0R èëè T) óäîâëåòâîðÿþùèé îäíîìó èç ñëåäóþùèõ ýêâèâàëåíòíûõ óñëîâèé:


äëÿ âñÿêîãî X(ObC card(HomC(X,1))=1


1 åñòü ïðåäåë íåêîòîðîãî ôóíêòîðà F:0(C.


Äâîéñòâåííî îïðåäåëÿåòñÿ � XE “îáúåêò íà÷àëüíûé”�íà÷àëüíûé (èíèöèàëüíûé) îáúåêò (èëè ëåâûé íóëü) 0 (èëè 0L èëè (). Ò.å., íàïðèìåð, äëÿ âñÿêîãî X(ObC card(HomC(0,X))=1


Îïðåäåëåíèå: � XE “ôóíêòîð ïðåäåë”�ïðåäåë ôóíêòîðà F:A(B èç ìàëîé êàòåãîðèè A îáîçíà÷àåòñÿ limF è îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè ýêâèâàëåíòíûìè ñïîñîáàìè:


êîíå÷íûé îáúåêò (åñëè îí ñóùåñòâóåò) êàòåãîðèè compatF


êîíóñ ex:T(XF ñ âåðøèíîé Ò, îáîçíà÷àåìîé LimF, òàêîé ÷òî äëÿ âñÿêîãî ìîðôèçìà f:X(Y èç A ey=ex(fF), è äëÿ âñÿêîãî äðóãîãî êîíóñà dx:U(XF, îáëàäàþùåãî ýòèì æå ñâîéñòâîì ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìîðôèçì t:U(T èç B (îáîçíà÷àåìûé èíîãäà dxF), òàêîé ÷òî dx=tex


Äâîéñòâåííî, ò.å. êàê íà÷àëüíûé îáúåêò êàòåãîðèè cocompatF îïðåäåëÿåòñÿ êîïðåäåë ôóíêòîðà F, îáîçíà÷àåìûé colimF (ColimF äëÿ âåðøèíû êîíóñà).


Îïðåäåëåíèå: � XE “êîíóñ óíèâåðñàëüíûé”�äàííîìó êîêîíóñó ei:Ti(T â êàòåãîðèè C ñîïîñòàâèì ìèíèìàëüíóþ ïîäêàòåãîðèþ E êàòåãîðèè C, âêëþ÷àþùóþ ýòîò êîêîíóñ ò.å. ïîïðîñòó äîïîëíèì åãî åäèíè÷íûìè ìîðôèçìàìè îáúåêòîâ Ti è T. Î÷åâèäíûì îáðàçîì ñòðîèòñÿ ôóíêòîð âêëþ÷åíèÿ J:E(C. Îáúåêòû compatJ íàçûâàþòñÿ êîíóñàìè äîïóñòèìûìè îòíîñèòåëüíî êîêîíóñà ei. limJ íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíûé êîíóñîì � XE “ïðîèçâåäåíèå ðàññëîåííîå”� (èëè ðàññëîåííûì ïðîèçâåäåíèåì) îòíîñèòåëüíî êîêîíóñà ei è îáîçíà÷àåòñÿ coun{ei:Ti(T}.


Äâîéñòâåííî îïðåäåëÿåòñÿ � XE “êîêîíóñ óíèâåðñàëüíûé”� � XE “êîïðîèçâåäåíèå ðàññëîåííîå”�cocoun{ei:T(Ti} - óíèâåðñàëüíûé êîêîíóñ (èëè ðàññëîåííîå êîïðîèçâåäåíèå) îòíîñèòåëüíî êîíóñà ei:T(Ti.


Îïðåäåëåíèå: � XE “ïðîèçâåäåíèå”�ïðîèçâåäåíèå ñåìåéñòâà îáúåêòîâ Xi(ObC, i(I îáîçíà÷àåòñÿ � EMBED Equation.2  ���((i) ((i íàçûâàþòñÿ ïðîåêöèÿìè) è îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðåäåë (i:� EMBED Equation.2  ���(Xi ôóíêòîðà âêëþ÷åíèÿ ìèíèìàëüíîé (äèñêðåòíîé) ïîäêàòåãîðèè êàòåãîðèè C, ñîäåðæàùåé Xi. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà ôóíêòîðà òðåáóåòñÿ, ÷òîáû äëÿ âñÿêîãî êîíóñà fi:T(Xi ñóùåñòâîâàë åäèíñòâåííûé ìîðôèçì, îáîçíà÷àåìûé � EMBED Equation.2  ���fi:T(� EMBED Equation.2  ���, òàêîé ÷òî fi=(� EMBED Equation.2  ���fi)(i.


Äâîéñòâåííî îïðåäåëÿåòñÿ � XE “êîïðîèçâåäåíèå”�êîïðîèçâåäåíèå ñåìåéñòâà îáúåêòîâ Xi(ObC, i(I, îáîçíà÷àåìîå êàê � EMBED Equation.2  ���Xi(ji) (ji íàçûâàþòñÿ âëîæåíèÿìè). Äëÿ âñÿêîãî êîêîíóñà fi:Xi(T ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìîðôèçì, îáîçíà÷àåìûé � EMBED Equation.2  ���fi:Xi(T, òàêîé ÷òî fi= ji(� EMBED Equation.2  ���fi).


Îïðåäåëåíèå: � XE “ìîíîìîðôèçì”�ìîíîìîðôèçì íàçûâàåòñÿ ìîðôèçì f:X(Y êàòåãîðèè A, óäîâëåòâîðÿþùèé ñëåäóþùèì ýêâèâàëåíòíûì óñëîâèÿì:


äëÿ ëþáûõ äâóõ ìîðôèçìîâ g,h:Z(X êàòåãîðèè A èç gf=hf ñëåäóåò, ÷òî g=h


äëÿ ëþáîãî îáúåêòà T(ObA îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâ fhT:HomA(T,X)(HomA(T,Y) - èíúåêòèâíî.


Äâîéñòâåííî îïðåäåëÿåòñÿ � XE “ýïèìîðôèçì”�ýïèìîðôèçì.


Îïðåäåëåíèå: � XE “áèìîðôèçì”�ìîðôèçì ÿâëÿþùèéñÿ îäíîâðåìåííî ìîíîìîðôèçìîì è ýïèìîðôèçìîì íàçûâàåòñÿ áèìîðôèçìîì.


Îïðåäåëåíèå: � XE “èçîìîðôèçì”�èçîìîðôèçìîì íàçûâàåòñÿ òàêîé ìîðôèçì f:X(Y, ÷òî ñóùåñòâóåò ìîðôèçì g:Y(X, îáîçíà÷àåìûé f-1, òàêîé ÷òî fg=1X, gf=1Y. Âñÿêèé èçîìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ áèìîðôèçìîì, íî íå íàîáîðîò. Êàòåãîðèè â êîòîðûõ âñÿêèé áèìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì íàçûâàþòñÿ � XE “êàòåãîðèÿ óðàâíîâåøåííàÿ”�óðàâíîâåøåííûìè.


Îïðåäåëåíèå: êàòåãîðèÿ íàçûâàåòñÿ � XE “ãðóïïîèä”�ãðóïïîèäîì åñëè âñå åå ìîðôèçìû - èçîìîðôèçìû.


Îïðåäåëåíèå: � XE “ïîäîáúåêò”�äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îáúåêòà X êàòåãîðèè C ðàññìîòðèì InX - ïîëíóþ ïîäêàòåãîðèþ êàòåãîðèè Ñ/X îáúåêòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ âñå ìîíîìîðôèçìû. Ïîäîáúåêòîì X íàçûâàåòñÿ ëþáîé êëàññ èçîìîðôíûõ îáúåêòîâ InX. Êàæäûé ýëåìåíò ýòîãî êëàññà íàçûâàåòñÿ � XE “ïîäîáúåêò ïðåäñòàâèòåëü”�ïðåäñòàâèòåëåì ïîäîáúåêòà. Çàïèñü: ïðåäñòàâèòåëü a:T(X, ïîäîáúåêò ñîäåðæàùèé à: � XE “[a]”�[a] (a([a]). Êëàññ âñåõ ïîäîáúåêòîâ îáúåêòà X îáîçíà÷àåòñÿ � XE “Sub(X)”�Sub(X). Íà Sub(X) ìîæíî ââåñòè îòíîøåíèå ïðåäïîðÿäêà ñëåäóþùèì îáðàçîì: áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî [a]([b] òîãäà è òîëüêî òîãäà êîãäà HomInX(b,a)(( ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî îòíîøåíèå îïðåäåëåíî êîððåêòíî (ò.å. íå çàâèñèò îò âûáîðà ïðåäñòàâèòåëÿ) è ÿâëÿåòñÿ ðåôëåêñèâíûì, òðàíçèòèâíûì è àíòèñèììåòðè÷íûì.


Ìû áóäåì â äàëüíåéøåì ãîâîðèòü, ÷òî íåêîòîðîå ñâîéñòâî ìîíîìîðôèçìà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ïîäîáúåêò, åñëè åãî ìîæíî êîððåêòíî îïðåäåëèòü äëÿ ïîäîáúåêòîâ, ñêàçàâ, ÷òî ïîäîáúåêò îáëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîì, åñëè èì îáëàäàåò (õîòÿ áû îäèí, è, çíà÷èò, âñå) åãî ïðåäñòàâèòåëü. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ òîãî ÷òîáû íåêîòîðîå ñâîéñòâî ðàñïðîñòðàíÿëîñü íà ïîäîáúåêò íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíî ñîõðàíÿëîñü èçîìîðôèçìàìè.


Äâîéñòâåííî îïðåäåëÿåòñÿ� XE “ôàêòîðîáúåêò”� ôàêòîðîáúåêò, ìíîæåñòâî ôàêòîðîáúåêòîâ � XE “Quo(X)”�Quo(X), îòíîøåíèå ïîðÿäêà íà ìíîæåñòâå ôàêòîðîáúåêòîâ, ðàñïðîñòðàíèìîñòü ñâîéñòâ ýïèìîðôèçìîâ íà ôàêòîðîáúåêòû.


Îïðåäåëåíèå: � XE “ìîíîìîðôèçì ñòðóêòóðíûé”�ïóñòü äàí ôóíêòîð G:A(B ìîíîìîðôèçì (:U(B èç A íàçîâåì ñòðóêòóðíûì îòíîñèòåëüíî ôóíêòîðà G, åñëè (G - ìîíîìîðôèçì è äëÿ âñÿêîãî ìîðôèçìà (:B1(B, äëÿ êîòîðîãî (G=(((G) ñóùåñòâóåò òàêîé ìîðôèçì (‘:B1(U, ÷òî (=(‘(.


Äâîéñòâåííî îïðåäåëÿåòñÿ � XE “ýïèìîðôèçì ñòðóêòóðíûé”�ñòðóêòóðíûé ýïèìîðôèçì.


Ñòðóêòóðíîñòü ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ïîäîáúåêòû è ôàêòîðîáúåêòû.


Îïðåäåëåíèå: � XE “îáúåêò ñâîáîäíûé”�ïóñòü äàí ôóíêòîð G:A(B. Îáúåêò Y(ObA íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì íàä îáúåêòîì X(ObB îòíîñèòåëüíî ôóíêòîðà G, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé ìîðôèçì (:X(YG, ÷òî ëþáîé ìîðôèçì (:X(Y1G, Y1(ObA ïðåäñòàâèì â âèäå (=(((‘G) äëÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííîãî ìîðôèçìà (‘:Y(Y1 . ( íàçûâàåòñÿ îïðåäåëÿþùèì ìîðôèçìîì.


Îïðåäåëåíèå: � XE “ìîíîìîðôèçì ðåãóëÿðíûé”�äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîêîíóñà M={fi:Bi(A}, ïîñòðîèì êëàññ ïàð ìîðôèçìîâ ((,(), âèäà (,(:A(C (A îäèíàêîâî äëÿ âñåõ ìîðôèçìîâ êëàññà, Ñ ìîæåò ìåíÿòüñÿ îò ïàðû ê ïàðå) îáëàäàþùèõ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî äëÿ âñÿêîãî fi èç M fi(=fi(. Îáîçíà÷èì ýòîò êëàññ � XE “Eqp”�Eqp(M).


Íàïðîòèâ, åñëè äàí P - íåêîòîðûé êëàññ ïàð ìîðôèçìîâ, ((,(), âèäà (,(:A(C (A îäèíàêîâî äëÿ âñåõ ìîðôèçìîâ êëàññà, Ñ ìîæåò ìåíÿòüñÿ îò ïàðû ê ïàðå) òî ìîæíî ïîñòðîèòü � XE “Eq”�Eq(P)={fi:Bi(A} - êîêîíóñ âñåõ ìîðôèçìîâ fi, òàêèõ ÷òî fi(=fi( äëÿ âñåõ ìîðôèçìîâ èç P.


Ìîíîìîðôèçì f:B(A íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ýêâèâàëåíòíûå óñëîâèÿ:


âñÿêèé g(Eq(Eqp({f})) ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç f


äëÿ âñÿêîãî g:C(A òàêîãî ÷òî g(=g( âñÿêèé ðàç êîãäà f(=f( ñóùåñòâóåò (:C(B, òàêîé ÷òî g=(f.


Äâîéñòâåííî îïðåäåëÿþòñÿ � XE “Coeq”�Coeq(M), � XE “Coeqp”�Coeqp(P) è � XE “ýïèìîðôèçì ðåãóëÿðíûé”�ðåãóëÿðíûé ýïèìîðôèçì.


Ðåãóëÿðíîñòü ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ïîäîáúåêòû è ôàêòîðîáúåêòû.


Îïðåäåëåíèå: � XE “ìîðôèçìû äèàãîíàëèçèðóåìûå“�áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìîðôèçì ( äèàãîíàëèçèðóåòñÿ ìîðôèçìîì (, è îáîçíà÷àòü ((( åñëè äëÿ âñÿêèõ g è f òàêèõ ÷òî f(=(g ñóùåñòâóåò ìîðôèçì (, òàêîé ÷òî f=(( è g=((, ò.å. âñÿêèé êîììóòàòèâíûé êâàäðàò ñ ïàðàëëåëüíûìè ðåáðàìè ( è ( ðàçáèâàåòñÿ íà äâà êîììóòàòèâíûõ òðåóãîëüíèêà:


� EMBED Word.Picture.6  ���


Îïðåäåëåíèå: � XE “ìîíîìîðôèçì ñòðîãèé”�ìîíîìîðôèçì ( íàçûâàåòñÿ ñòðîãèì, åñëè äëÿ âñÿêîãî ýïèìîðôèçìà (, (((. Êëàññ âñåõ ñòðîãèõ ìîíîìîðôèçìîâ êàòåãîðèè C îáîçíà÷àåòñÿ � XE “MonsC”�MonsC.


Äâîéñòâåííî îïðåäåëÿåòñÿ � XE “ýïèìîðôèçì ñòðîãèé”�ñòðîãèé ýïèìîðôèçì. Êëàññ âñåõ ñòðîãèõ ýïèìîðôèçìîâ êàòåãîðèè C îáîçíà÷àåòñÿ � XE “EpisC”�EpisC.


Ñòðîãîñòü ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ïîäîáúåêòû è ôàêòîðîáúåêòû.


Îïðåäåëåíèå: åñëè çàäàíû A,B êëàññû ìîðôèçìîâ êàòåãîðèè C, òî áóäåì îáîçíà÷àòü AB êëàññ âñåâîçìîæíûõ ïðîèçâåäåíèé (âîçìîæíî ïóñòîé) ìîðôèçìîâ èç A è B.


Îïðåäåëåíèå: � XE “áèêàòåãîðèÿ”�ãîâîðÿò, ÷òî êàòåãîðèÿ C ñíàáæåíà ñòðóêòóðîé áèêàòåãîðèè åñëè äàíà òðîéêà: (C,(,(), ãäå ((EpiC íàçûâàåòñÿ � XE “ýïèìîðôèçì äîïóñòèìûé”�êëàññîì äîïóñòèìûõ ýïèìîðôèçìîâ, ((MonC íàçûâàåòñÿ � XE “ìîíîìîðôèçì äîïóñòèìûé”�êëàññîì äîïóñòèìûõ ìîíîìîðôèçìîâ  è âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:


âñÿêèé f:X(Y èç C ïðåäñòàâèì â âèäå f=((, ãäå ((( è ((( è äëÿ ëþáîãî ðàçëîæåíèÿ f=((, òàêîãî ÷òî ((( è (((, (=(( ãäå ( èçîìîðôèçì. ( [(] îáîçíà÷àåòñÿ coimf [imf] è íàçûâàåòñÿ êîîáðàçîì f [îáðàçîì f]. Ñîîòâåòñòâóþùèé imf [coimf] ïîäîáúåêò [ôàêòîðîáúåêò] îáîçíà÷àåòñÿ Imf [Coimf].


IsoC((((


Ïðåäëîæåíèå 1.2. Òðîéêà (C,(,(), ãäå ((EpiC, ((MonC ÿâëÿåòñÿ áèêàòåãîðèåé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:


âñÿêèé f:X(Y èç C ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå f=((, ãäå ((( è (((.


ìîíîìîðôèçì ( ïðèíàäëåæèò ( òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ((( äëÿ ëþáîãî ( èç (.


ýïèìîðôèçì ( ïðèíàäëåæèò ( òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ((( äëÿ ëþáîãî ( èç (.


Èç ýòîãî ðåçóëüòàòà âûòåêàåò ðÿä âàæíûõ äëÿ íàñ ñëåäñòâèé:


Ïðåäëîæåíèå 1.3. Â ëþáîé áèêàòåãîðèè êàæäûé ñòðîãèé ìîíîìîðôèçì [ýïèìîðôèçì] ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì.


Ïðåäëîæåíèå 1.4. Êàòåãîðèÿ C ÿâëÿåòñÿ áèêàòåãîðèåé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñÿêèé ìîðôèçì ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ñòðîãîãî ýïèìîðôèçìà è ìîíîìîðôèçìà, ò.å. êîãäà ArC=(EpisC)(MonC)


Ïðåäëîæåíèå 1.5. Åñëè â êàòåãîðèè Ñ ëþáîé ìîðôèçì ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ðåãóëÿðíîãî ýïèìîðôèçìà è ìîíîìîðôèçìà, òî ðåãóëÿðíûå ýïèìîðôèçìû ñîâïàäàþò ñî ñòðîãèìè è (C,EpisC,MonC), áèêàòåãîðèÿ.


Ïðåäëîæåíèå 1.6. Åñëè êàòåãîðèÿ C óðàâíîâåøåíà, òî â íåé ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîé áèêàòåãîðíîé ñòðóêòóðû. Ýòà ñòðóêòóðà èìååò âèä (C,EpiC,MonC), ïðè÷åì EpiC=EpisC è MonC=MonsC.


Ïðèëîæåíèå 2


Â öåëÿõ óïðîùåíèÿ èçëîæåíèÿ ìû îòâëå÷åìñÿ îò òðàêòîâêè � XE “ðîä ñòðóêòóðû”�ðîäîâ ñòðóêòóð Áóðáàêè êàê ôîðìàëüíûõ ñèñòåì, è áóäåì ðàññìàòðèâàòü èõ â êîíòåêñòå � XE “íàèâíàÿ ìàòåìàòèêà”�“íàèâíîé ìàòåìàòèêè”. Çà ïîäðîáíîñòÿìè ìû îòñûëàåì ê � REF BU \* ORDINAL �[BU]�.


Áóäåì íàçûâàòü ðîä ñòðóêòóðû îäíîîñíîâíûì, åñëè â åãî îïðåäåëåíèè ôèãóðèðóåò îäíî îñíîâíîå ìíîæåñòâî è ìíîãîîñíîâíûì â ïðîòèâíîì ñëó÷àå�. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ÷àñòî äàâàòü îïðåäåëåíèÿ, ôîðìóëèðîâàòü ðåçóëüòàòû è ïðîâîäèòü äîêàçàòåëüñòâà òîëüêî â îäíîîñíîâíîì ñëó÷àå, åñëè ìíîãîîñíîâíîé âàðèàíò ñòðîèòñÿ “ïîêîìïîíåíòíî”.


Êàæäîìó ðîäó ñòðóêòóðû ìîæíî íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ñîïîñòàâèòü êàòåãîðèþ, â íåêîòîðîì ñìûñëå “ïîõîæóþ” íà ýòîò ðîä ñòðóêòóðû. Íàïðèìåð, äëÿ îäíîîñíîâíîãî [ìíîãîîñíîâíîãî] ðîäà ñòðóêòóðû ( ìîæíî ïîñòðîèòü êàòåãîðèþ îáúåêòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ïàðû (X,() [íàáîðû (X1,..,Xn,()], ãäå ( - ñòðóêòóðà ðîäà ( íà ìíîæåñòâå X [íà ìíîæåñòâàõ X1,..,Xn] (ò.å. (X,() [(X1,..,Xn,()] - îáúåêò ðîäà ñòðóêòóðû (), à ìîðôèçìàìè èç (X,() [(X1,..,Xn,()] â (Y,() [(Y1,..,Yn,()] ÿâëÿþòñÿ ìîðôèçìû ðîäà ñòðóêòóðû ( (ò.å. íåêîòîðûå îòîáðàæåíèÿ èç X â Y). ×òîáû ýòà êîíñòðóêöèÿ ÿâëÿëàñü êàòåãîðèåé, íåîáõîäèìî ÷òîáû òåðì, çàäàþùèé ìîðôèçìû äàííîãî ðîäà ñòðóêòóðû äîïóñêàë òîæäåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ (ò.å., íàïðèìåð, ñîäåðæàë âñå èçîìîðôèçìû ðîäà ñòðóêòóðû). 


Äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ ñóùåñòâåííî, ÷òî ïîëó÷åííàÿ òàêèì îáðàçîì êàòåãîðèÿ (êîòîðóþ åñëè ýòî íå áóäåò âûçûâàòü íåîäíîçíà÷íîñòè ìû áóäåì òîæå îáîçíà÷àòü () åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñíàáæàåòñÿ óíèâàëåíòíûì “çàáûâàþùèì” (èëè “ñòèðàþùèì”, “ïðåíåáðåãàþùèì”) ôóíêòîðîì P:((Set [P:((Setn], ãäå Set - êàòåãîðèÿ ìíîæåñòâ [Setn - êàòåãîðèÿ óïîðÿäî÷åííûõ n-îê ìíîæåñòâ], P:(X,()((X [P:(X1,..,Xn,()(((X1,..,Xn)] è äëÿ f:(X,()((Y,(), fP=f:X(Y [f:(X1,..,Xn,()((Y1,..,Yn,(), f=(f1,..,fn) ãäå fi:Xi(Yi, fP=(f1,..,fn)]. 


Ñ ðîäîì ñòðóêòóðû ( àññîöèèðîâàí òàêæå ôóíêòîð S(:Set(Set [S(:Setn(Set] äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó: S(:X((S((X), S(:f((S((f), ãäå S((X), S((f) - ñõåìû ïîñòðîåíèÿ ñòðóêòóðû è ðàñïðîñòðàíåíèÿ îòîáðàæåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî.


Â äàëüíåéøåì, ìû áóäåì îáîçíà÷àòü (X,() êàê X åñëè ( î÷åâèäíî èç êîíòåêñòà èëè íå ñóùåñòâåííî. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ çàïèñü f:X(Y îáîçíà÷àåò, ÷òî f - îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà X â ìíîæåñòâîY, à çàïèñü f:X(Y, ÷òî f - ìîðôèçì ñîîòâåòñòâóþùèõ îáúåêòîâ.


Îïðåäåëåíèå: êàòåãîðèÿ àññîöèèðîâàííàÿ ñ ðîäîì ñòðóêòóðû ïî âûøåîïèñàííîìó ïðàâèëó íàçûâàåòñÿ � XE “êàòåãîðèÿ ðîäà ñòðóêòóðû”�êàòåãîðèåé ðîäà ñòðóêòóðû.


Ïðåäëîæåíèå 2.1. Â êàòåãîðèè ðîäà ñòðóêòóðû èçîìîðôèçìû (â ñìûñëå èñ÷èñëåíèÿ ðîäîâ ñòóêòóð) ñîâïàäàþò c èçîìîðôèçìàìè.


Ïóñòü f:X(Y - èçîìîðôèçì, ò.å., â ÷àñòíîñòè áèåêöèÿ. Ïî óñëîâèþ íàëàãàåìîìó íà òåðì, çàäàþùèé ìîðôèçìû êàòåãîðèè ðîäà ñòðóêòóðû, f-1 åñòü ìîðôèçì f-1:Y(X, ò.å. f åñòü èçîìîðôèçì.


Îáðàòíî, ïóñòü äëÿ ìîðôèçìà f:X(Y ñóùåñòâóåò ìîðôèçì g:Y(X òàêîé ÷òî fg=1x è gf=1y. Òîãäà, î÷åâèäíî f áèåêöèÿ, è çíà÷èò èçîìîðôèçì, òàê êàê îíà è îáðàòíàÿ ê íåé ìîðôèçìû.
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� äîêàçàòåëüñòâî çàèìñòâîâàíî èç � REF CS1 \* MERGEFORMAT �[CS]�


� ãîâîðÿ î “êëàññàõ”, ìû ïîäðàçóìåâàåì, ÷òî ðàññóæäåíèÿ ïðîèñõîäÿò â ðàìêàõ êàêîé-ëèáî ôîðìàëüíîé òåîðèè ìíîæåñòâ, íàïðèìåð â ôîðìàëüíîé ñèñòåìå Ãåäåëÿ-Áåðíàéñà. Ìû, îäíàêî, êàê ýòî ÷àñòî äåëàåòñÿ â òåîðåòèêî-êàòåãîðíûõ ðàññóæäåíèÿõ, áóäåì ìîë÷àëèâî èãíîðèðîâàòü âñå òðóäíîñòè âîçíèêàþùèå ïðè ðàññìîòðåíèè î÷åíü áîëüøèõ êàòåãîðèé.


� çäåñü è â äàëüíåéøåì íàì íåîäíîêðàòíî áóäóò âñòðå÷àòüñÿ ïîíÿòèÿ èìåþùèå â êîíòåêñòå èñ÷èñëåíèÿ ðîäîâ ñòðóêòóð Áóðáàêè è òåîðèè êàòåãîðèé îäèíàêîâîå íàçâàíèå, íî ðàçíûé ñìûñë (â íåêîòîðîì ñìûñëå ýòà ðàáîòà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èññëåäîâàíèå îìîíèìèè â äâóõ ôîðìàëüíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ÿçûêàõ). Âî âñåõ ïîäîáíûõ ñèòóàöèÿõ, ÷òîáû èçáåæàòü íåÿñíîñòè ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü italic äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïîíÿòèé èñ÷èñëåíèÿ ðîäîâ ñòðóêòóð è îáû÷íûé øðèôò äëÿ ïîíÿòèé òåîðèè êàòåãîðèé. Íàïðèìåð: ïðîèçâåäåíèå (êàòåãîðíîå) è ïðîèçâåäåíèå.


� ðîäîâ ñòðóêòóð áåç îñíîâíûõ ìíîæåñòâ íå áûâàåò
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