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Introducción

La regresión como una técnica estadística, una de ellas la regresión lineal simple y la regresión multifactorial, analiza la relación de dos o mas variables continuas, cuando analiza las dos variables a esta se el conoce como variable bivariantes que pueden corresponder a variables cualitativas, la regresión nos permite el cambio en una de las variables llamadas respuesta y que corresponde a otra conocida como variable explicativa, la regresión es una técnica utilizada para inferir datos a partir de otros y hallar una respuesta de lo que puede suceder.

Siendo así la regresión una técnica estadística, por lo tanto para interpretar situaciones reales, pero a veces se manipula de mala manera por lo que es necesario realizar una selección adecuada de las variables que van a construir las formulas matemática, que representen a la regresión, por eso hay que tomar en cuenta variables que tiene relación, de lo contraria se estaría matematizando un galimatías.

· Modelo de Regresión
La regresión lineal técnica que usa variables aleatorias, continuas se diferencia del otro método analítica que es la correlación, por que esta última no distingue entre las variables respuesta y la variable explicativa por que las trata en forma simétrica.

La matematización nos da ecuaciones para manipular los datos, como por ejemplo medir la circunferencia de los niños y niñas y que parece incrementarse entre las edades de 2 meses y 18 años, aquí podemos inferir o predecir que las circunferencias del cráneo cambiara con la edad, en este ejercicio la circunferencia de la cabeza es la respuesta y la edad la variable explicativa.

En la regresión tenemos ecuaciones que nos representan las diferentes clases de regresión:

Regresión Lineal: y = A + Bx 

Regresión Logarítmica: y = A + BLn(x)

Regresión Exponencial: y = Ac(bx)
Regresión Cuadrática: y = A + Bx +Cx2

Para obtener un modelo de regresión es suficiente establecer la regresión, para eso se hace uso del coeficiente de correlación: R.

R = Coeficiente de correlación, este método mide el grado de relación existente entre dos variables, el valor de R varía de -1 a 1, pero en la práctica se traba con un valor absoluto de R.

El valor del coeficiente de relación se interpreta de modo que a media que R se aproxima a 1, es más grande la relación entre los datos, por lo tanto R (coeficiente de correlación) mide la aproximación entre las variables.

· Estimación de parámetros 

En el modelo de regresión lineal simple hay tres parámetros que se deben estimar: los coeficientes de la recta de regresión, [image: image1.png]


0 y [image: image2.png]


1; y la varianza de la distribución normal, [image: image3.png]


2. 

El cálculo de estimadores para estos parámetros puede hacerse por diferentes métodos, siendo los más utilizados el método de máxima verosimilitud y el método de mínimos cuadrados. 

Método de máxima verosimilitud. 

Conocida una muestra de tamaño n, [image: image4.png]


, de la hipótesis de normalidad se sigue que la densidad  condicionada en  yi  es 
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y, por tanto, la función de densidad conjunta de la muestra es, 
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Una vez tomada la muestra y, por tanto, que se conocen los valores de [image: image7.png]Hxi,yi )}



i = 1n, se define la función de verosimilitud asociada a la muestra como sigue 

	[image: image8.png]



	(6.3)



	


esta función (con variables [image: image9.png]


0, [image: image10.png]


1 y [image: image11.png]


2) mide la verosimilitud de los posibles valores de estas variables en base a la muestra recogida. 

El método de máxima verosimilitud se basa en calcular los valores de [image: image12.png]


0, [image: image13.png]


1 y [image: image14.png]


2 que maximizan la función (9.3) y, por tanto, hacen máxima la probabilidad de ocurrencia de la muestra obtenida. Por ser la función de verosimilitud una función creciente, el problema es más sencillo si se toman logaritmos y se maximiza la función resultante, denominada función soporte, 
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Maximizando la anterior se obtienen los siguientes estimadores máximo verosímiles, 
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donde se ha denotado [image: image19.png]


e [image: image20.png]


a las medias muestrales de X e Y, respectivamente;  sx2 es la varianza muestral de X  y sXY  es la covarianza muestral entre X e Y. 
Método de mínimos cuadrados. 

A partir de los estimadores: [image: image21.png]


0 y [image: image22.png]


1, se pueden calcular las predicciones para las observaciones muestrales, dadas por, 

[image: image23.png]



o, en forma matricial, 
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donde [image: image25.png]


t = [image: image26.png](U1, Y2y« -« s Un )



. Ahora se definen los residuos como 

  

	ei
	= yi -[image: image27.png]]



 i, i = 1,2,...,n, 

	Residuo 
	=  Valor observado  -Valor previsto, 


en forma matricial, 

[image: image28.png]



Los estimadores por mínimos cuadrados se obtienen minimizando la suma de los cuadrados de los residuos, esto es, minimizando la siguiente función, 
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derivando e igualando a cero se obtienen las siguientes ecuaciones, denominadas ecuaciones canónicas, 
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De donde se deducen los siguientes estimadores mínimo cuadráticos de los parámetros de la recta de regresión 
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Se observa que los estimadores por máxima verosimilitud y los estimadores mínimos cuadráticos de [image: image35.png]


0 y [image: image36.png]


1 son iguales. Esto es debido a la hipótesis de normalidad y, en adelante, se denota [image: image37.png]


0 = [image: image38.png]


0,MV = [image: image39.png]


0,mc y [image: image40.png]


1 = [image: image41.png]


1,MV = [image: image42.png]


1,mc. 
· Varianza de la regresión en la muestra 

El análisis de varianza para regresión consiste en descomponer la variación total de la variable de respuesta en varias partes llamadas fuentes de variación. 

· Inferencias acerca de los coeficientes de regresión de la Población
Pruebas de hipótesis e intervalos de confianza acerca de los coeficientes de regresión del modelo de regresión poblacional.

Intervalos de confianza para un valor predicho y para el valor medio de la variable de respuesta.

· Predicción y Pronosticación 

Hay dos objetivos básicos en el ajuste de un modelo de regresión: 

- Conocer la relación existente entre la variable respuesta y las variables regresoras. En el caso de la regresión lineal simple se estima la mejor recta de regresión que relaciona la variable Y con la variable X y se cuantifica la importancia de dicha relación por medio del coeficiente de correlación, r. 

- Utilizar el modelo de regresión ajustado para “predecir” el valor de la variable respuesta Y cuando la variable regresora toma un valor determinado, X = xt.
En esta sección se estudia este segundo objetivo. Ésto es, estimada la recta de regresión, ¿cómo predecir el valor de Y sabiendo que la variable regresora toma el valor X = xt? Ante esta pregunta, se deben distinguir dos situaciones diferentes: 

Estimar la media de la distribución condicionada de Y/X = xt : E[image: image43.png]


 = mt. 

Se quiere responder a preguntas del tipo: “¿cuál es el gasto medio en material informático de las empresas que tienen unos ingresos globales de 300 millones anuales?”. 

Predecir el valor de la variable respuesta en un individuo de la población en estudio del que se sabe que X = xt. Esto es, predecir un valor de la variable condicionada Y/X=xt 

Se quiere responder a preguntas del tipo: “La empresa MEGA tiene unos ingresos anuales de 300 millones, ¿cuál será el gasto en material informático de esta empresa?”. 

Al utilizar el modelo de regresión lineal para estimar una media condicionada o predecir una observación debe de tenerse en cuenta que el método proporciona resultados aceptables dentro del rango de valores muestrales de la X (interpolar), aquí está garantizado que 1 < nt < n. Si xt es un punto muy alejado de [image: image44.png]


(aún estando dentro de la nube de observaciones está muy alejado del centro de la misma) entonces nt[image: image45.png]


1 y la varianza de [image: image46.png]


t será muy grande con lo que se obtienen estimaciones con poca precisión (mucha variabilidad). El caso opuesto es que xt = [image: image47.png]


y, por tanto, nt = n, ahora la varianza de [image: image48.png]


t es [image: image49.png]


2/n, la menor posible. 

Por otra parte, si se quiere predecir fuera del rango de valores muestrales de X (extrapolar), entonces xt -[image: image50.png]


 puede ser muy grande y, en consecuencia, nt[image: image51.png]


0, lo que hace que la precisión de la estimación de mt sea muy pequeña por tener el estimador [image: image52.png]


t una varianza muy grande y, por tanto, obtener resultados con muy poca validez. 

Predicción de una observación.
Se quiere predecir el valor de la variable aleatoria Y/X = xt teniendo en cuenta que se ha ajustado una recta de regresión. El problema es conceptualmente diferente del anterior, ya que en el apartado anterior se estima un parámetro (la media condicionada) y ahora se quiere predecir el resultado de una variable aleatoria. El predictor que se utiliza [image: image53.png]]



t se obtiene como aquel que minimize el Error Cuadrático Medio de Predicción. Esto es, [image: image54.png]]



t se obtiene como el valor que minimiza la siguiente función 
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Al resolver este problema de minimización se obtiene como predictor el resultado de sustituir el valor de xt en la recta de regresión calculada, 

[image: image56.png]



Por tanto, la predicción de Y/X = xt es la misma que la estimación de mt pero su varianza aumenta ya que la variabilidad debida a la muestra [image: image57.png]


se incrementa con la variabilidad propia de la variable aleatoria que se quiere predecir [image: image58.png]


. Ahora la varianza de la predicción es 
   

	Var([image: image59.png]]



t - yt) =
	[image: image60.png]





Por la hipótesis de normalidad y razonando como en el apartado anterior se obtiene 
	[image: image61.png]



	

	


Utilizando esta distribución se puede calcular un “intervalo de predicción” para yt, con un nivel de confianza [image: image62.png]


.
· Análisis de Correlación. 

Muchas veces, el investigador dispone de pares de observaciones realizadas al azar sin tener un control sobre una de las variables; es decir, ambas variables son aleatorias. Esto ocurre cuando se extrae una muestra de individuos al azar y en cada uno se realizan dos observaciones (una para cada variable).

Estas poblaciones bivariadas son de interés no sólo con el objeto de predecir una variable en función de la otra sino también con el objeto de analizar si existe relación entre las variables.

En este caso, ambas regresiones son posibles y válidas, aunque a veces sólo una de ellas sea de interés para el investigador. Podemos hablar entonces, de una regresión de Y sobre X y de otra regresión de X sobre Y.

El estudio de la variable bivariada basado en datos muestrales consiste en el calculo de dos medias: XeY, de dos variancias: S2(x) y S2(y) y de la covariancia Cov(x,y) .

Esta última puede ser reemplazada sin pérdida de información por el coeficiente de correlación, que es una medida de la intensidad de la relación.

El coeficiente de correlación mide el grado de relación entre dos variables que varían conjuntamente.

El análisis de correlación se basa en los siguientes supuestos:

• X e Y son variables aleatorias. Luego, no existe una variable explicativa y otra explicada.

• La población de la cual se extrae la muestra es Normal Bivariada.

• Existe una relación lineal entre las variables, la cual está medida por el coeficiente de correlación poblacional definido como:

X e Y están normalmente distribuidas con [image: image63.emf]
Coeficiente de Correlación Poblacional

[image: image64.emf]
[image: image65.emf] Coeficiente de correlación muestral

[image: image66.emf]
r=-1Existe relación inversa y perfecta entre las variables

r=1 Existe relación directa y perfecta entre variables

r=0 No existe relación lineal entre las variables-Variables no correlacionadas

-1 < r < 0 Existe relación inversa entre las variables

0 < r < 1 Existe relación directa entre las variables

[image: image67.emf]
Para una mejor interpretación de r , podemos agregar que :

• Valores de r cercanos a 1 , se traduce en una alta relación directa entre las variables.

• Valores de r cercanos a -1 , se traduce en una alta relación inversa entre las variables.

• Valores de r cercanos a 0 , se traduce en una baja relación lineal entre las variables, la cual será directa si r > 0 , y será inversa si r < 0 .

INFERENCIA SOBRE EL COEFICIENTE DE CORRELACIÓN

Distribución del coeficiente de correlación muestral r

Si ρ = 0, la distribución de r es simétrica alrededor de ρ = 0 . Responde a un modelo Normal si la muestra de observaciones es suficientemente grande [image: image68.emf]
Si el tamaño de la muestra (n) es pequeño, ( y ρ = 0 ) entonces es posible utilizar la aproximación t-Student : 

[image: image69.emf]
Esta distribución permite probar la hipótesis nula ρ = 0 contra cualquiera de las alternativas unilaterales ( ρ > 0 ó ρ < 0 ) , o bien , contra la alternativa bilateral ( ρ ≠ 0 ) .

Nota: Esta distribución no puede ser empleada para la estimación por intervalo, ni tampoco para probar otro valor posible de ρ (puesto que sólo es válida para ρ = 0 ).

Bajo el supuesto de la distribución normal de la variable bidimensional (X,Y) , ρ = 0 es equivalente a afirmar que las variables X e Y son independientes.

Luego, la siguiente prueba de hipótesis :

H0 : ρ = 0 vs H1 : ρ ≠ 0

indica en palabras:

H0 : X e Y son independientes vs H1 : X e Y no son independientes

por lo cual , dicha prueba es conocida también con el nombre : prueba de hipótesis para la independencia entre las variables .

Prueba de hipótesis para la independencia entre las variables

H0 : ρ = 0 vs H1 : ρ ≠ 0

[image: image70.emf]
[image: image71.emf]
[image: image72.emf]
Otras pruebas de hipótesis sobre el coeficiente de correlación:
H0: ρ = 0 vs H1: ρ > 0 La hipótesis alternativa (H1: ρ > 0) indica la

existencia de una relación directa entre las variables.

[image: image73.emf]
[image: image74.emf]
EJERCICIOS

1. La función de beneficios de los operadores de telefonía móvil en nuestro país podría corresponder a una función del siguiente tipo:
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i= 1,2, ..., 5
donde :

Yi: Beneficios obtenidos en el último trimestre por la compañía i
X2i: Tipos de contratos que ofrece a sus clientes la compañía i
X3i: Precio medio del coste de llamada en la compañía i
En relación con el modelo anterior se conoce la siguiente información:
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Con los datos anteriores y para conocer mejor el comportamiento del sector, analice las siguientes cuestiones:

a) Significación conjunta del modelo.

b) ¿Considera Ud. significativos los tipos de contratos, que cada compañía ofrece a sus clientes, en la explicación de los beneficios de ésta? Utilice en su respuesta un cuadro ANOVA y un nivel de significación del 5%.

c) Una función de beneficios alternativa, incluiría además una variable relativa a los gastos de personal (X4). Este ajuste explica el 96% de la variación de Y; ¿qué modelo escogería Vd. como más adecuado para explicar los beneficios obtenidos por este tipo de empresas?

Solución Ejercicio 1

a) H0: (2 = (3 = 0
Fexp= 3.424

Ftco: F2,2 = 19


No se rechaza la hipótesis nula. El modelo no es globalmente significativo.

SCE = 6.811

SCT = 8.8
SCR = 1.989
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b) H0: (2 = 0

Fexp= 3.2161890493

Ftco: F1,2 = 18.513


No se rechaza la hipótesis nula

(SCE = 3.1985

	Fuente de Variación
	Suma de Cuadrados
	Grados de libertad
	Cuadrados Medios

	Cte, 
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c) Modelo incial 
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d) Modelo alternativo 
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Por tanto la especificación alternativa es preferible a la original

2. Una empresa farmacéutica está interesada en retirar del mercado uno de sus complejos vitamínicos. La decisión adoptada consistirá en eliminarlo de su producción si los beneficios no se ven afectados y mantenerlo en el caso de que estos varíen de forma significativa. Con el fin de tomar una decisión se ha elaborado un modelo econométrico para explicar los Beneficios (Y)  a partir de los costes del complejo vitamínico cuya exclusión se está planteando (X2) y los costes totales de producción (X3). Acerca de estas variables se conoce la estimación del siguiente modelo de regresión
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y la siguiente información:
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Suponga que Vd. es el asesor económico del Director de la empresa farmacéutica y debe aconsejarle acerca de la producción para el año próximo, para ello debe responder a las siguientes preguntas:

a) ¿Contribuyen globalmente las variables seleccionadas en la explicación de la variación de la variable beneficios?

b) Con la finalidad de analizar la sensibilidad de los beneficios a los costes del mencionado complejo (X2) se ha estimado un modelo alternativo en el que se excluye esta variable. De este modelo se conoce el coeficiente de bondad de ajuste
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Solución Ejercicio 2

a) H0: (2 = (3 = 0
Fexp= 5.74947

Ftco: F2,7 = 4.7374


Se rechaza la hipótesis nula. Modelo globalmente significativo

SCE = 1.554

SCT = 2.5
SCR = 0.946

b) Modelo inicial
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Modelo alternativo  
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Por tanto la especificación de beneficios que no incluye como variable explicativa los costes del complejo vitamínico es preferible a la especificación que sí los incluye.

3. El gerente de un polideportivo municipal ubicado en el interior de una provincia situada en la costa conoce por experiencia de los 5 años anteriores, que el número de entradas vendidas al día (Y) depende del número de kilómetros de distancia a la playa más cercana (X2) y del número de piscinas particulares situadas en la zona (X3). 

Dispone además de la siguiente información:
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Dado el modelo:
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a) Contraste la siguiente hipótesis:
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b) ¿la suma de los efectos de la variable X2 y X3  es nula?

Solución Ejercicio 3

Cálculos previos:
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Fexp= 2.581

Ftco: F2,2 =19

No se rechaza la hipótesis nula
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b) 
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Fexp= 3042

Ftco: F1,2 = 18.513

Se rechaza la hipótesis nula
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