MAPA DE KARNAUGH


Introdução 


Embora a representação de uma função lógica pela Tabela Verdade seja única, expressa algebricamente, ela pode aparecer em várias formas diferentes. As funções Booleanas podem ser simplificadas por métodos algébricos (Álgebra de Boole), mas esta forma de simplificação é muito penosa e não é sistemática, isto é, não há um único e seguro caminho a seguir, passo a passo, para se alcançar a melhor simplificação. 

O método do mapa fornece um procedimento simples e direto para a minimização de expressões Booleanas. O método do mapa foi inicialmente proposto por Veitch e depois modificado por Karnaugh, sendo conhecido como Diagrama de Veitch ou por Mapa de Karnaugh. 

O Mapa de Karnaugh é composto de células quadradas, dispostas em linhas e colunas, sempre em números de potências de 2 (2, 4, 8, 16, 32 células, etc), sendo esta potência igual ao número de variáveis que compõem a função lógica. Os mapas mais comuns possuem 4, 8 ou 16 células, correspondentes a funções de 2, 3 e 4 variáveis, respectivamente. Para diagramas com mais de 16 células, se torna mais difícil a visualização das possíveis simplificações. 

O Mapa de Karnaugh descreve os estados da saída de um circuito lógico tal como descrito nas Tabelas Verdade. Portanto, é possível, com facilidade, transferirem-se as informações da TV para o Mapa. 


Mapas de Karnaugh para 2 variáveis


As expressões Lógicas que estudamos até aqui, são escritas na forma de somas de produtos. 

Os termos de produtos são chamados minitermos, e representam a intercessão entre dois ou mais conjuntos.

No mapa de Karnaugh, estes conjuntos são compostos sempre pelos termos que possuem uma certa variável com o valor 1 (V) ou variável com o valor 0 (V').

No mapa da figura 1, a primeira linha corresponde ao conjunto em que a variável A é sempre igual a 0, enquanto a segunda linha, corresponde ao conjunto em que a variável A é sempre igual a 1.

A primeira coluna corresponde ao conjunto em que a variável B é sempre igual a 0, enquanto a segunda coluna, corresponde ao conjunto em que a variável B é sempre igual a 1.

A interseção entre o conjunto A e o conjunto B' corresponde à célula 2, A=1, B=0, isto é, ao minitermo AB'. 

	PRIVATE

	B'
	B

	A'
	m0
	m1

	A
	m2
	m3


Agora podemos transcrever uma TV para o Mapa, escrevendo em cada célula, o estado da saída correspondente às variáveis de entrada dos respectivos minitermos.

A primeira linha da tabela, A=0 B=0, corresponde a m0; a segunda linha, A=0 B=1, corresponde a m1, a terceira linha corresponde a m2 e a terceira linha corresponde a m3.

Vejamos os dois exemplos seguintes. 

Exemplo 1: 

	PRIVATE
A
	B
	S

	0
	0
	0

	0
	1
	0

	1
	0
	0

	1
	1
	1


Transcrevendo esta tabela para o mapa, obtemos: 

	PRIVATE

	_

B
	B

	_

A
	0
	0

	A
	0
	1


Para fazer a simplificação, devemos agrupar o maior número (2n) de células contendo 1, seguindo agrupamentos no sentido horizontal e vertical, nunca diagonal. 

Neste exemplo, só temos uma célula (20) contendo 1, e esta corresponde à intercessão dos conjuntos A e B. Portanto, podemos escrever a expressão da saída como: S = AB.

Isto era esperado, visto que a TV apresentada corresponde a uma porta E de duas entradas. 

Exemplo 2: 

	PRIVATE
A
	B
	S

	0
	0
	1

	0
	1
	1

	1
	0
	0

	1
	1
	1


Transcrevendo esta tabela para o mapa, obtemos:

	PRIVATE

	B'
	B

	A'
	1
	1

	A
	0
	1


Neste exemplo, temos 3 células contendo 1, e podemos fazer dois grupos de 2 células, desde que tomemos o minitermo m2 (A=0, B=1) nos dois grupos.

Na simplificação pelo Mapa de Karnaugh, podemos utilizar um minitermo em vários agrupamentos, mas não podemos deixar nenhum minitermo que tenha o valor 1 sem grupo.

Se um minitermo não puder ser agrupado, devemos tomá-lo sozinho, fazendo um grupo de uma célula apenas.

A figura abaixo mostra como agrupar os minitermos do mapa de Karnaugh deste exemplo. 

	PRIVATE

	B'
	B

	A'
	1
	1

	A
	0
	1


	PRIVATE

	B'
	B

	A'
	1
	1

	A
	0
	1


Vemos, portanto, que existem dois grupos de duas células cada, sendo que o primeiro (vermelho) corresponde ao conjunto dos minitermos que têm A=0 (A'), e o segundo (azul) corresponde ao conjunto dos minitermos que têm B=1 (B). 

Qualquer dos dois conjuntos satisfazem à condição S=1, logo podemos escrever a expressão da saída como: S = A' + B. 


Exercício 1: 

Verifique, através do Mapa de Karnaugh, que a tabela abaixo corresponde a uma porta NAND. Lembre de De Morgan. 

	PRIVATE
A
	B
	S

	0
	0
	1

	0
	1
	1

	1
	0
	1

	1
	1
	0


Mapas de Karnaugh para 3 variáveis
O mapa de Karnaugh com três variáveis que iremos adotar é:

	
	_

C
	C

	      _ _

A B
	000
	100

	      _ 

AB
	010
	110

	AB
	011
	111

	         _   

A B
	001
	101


Quanto utilizarmos este recurso para simplificar expressões, devemos ficar atento para 3 figuras matemáticas:

a) Dupla (resulta em duas letras, cada dupla)

b) Quadra (resulta em um letra, cada quadra)

Para identificarmos as figuras acima, precisamos primeiro como montá-las, segue abaixo exemplos para a ilustração.

Exercício 1: 

      _ _ _      _        _  _                     _

S = ABC + ABC + ABC + ABC + ABC

Solução: A expressão acima também pode ser escrita da forma abaixo:

S = 000 + 101 + 010 + 111 + 011 (a expressão que existir recebe “1” no seu lugar, caso contrário recebe “0” vide abaixo)  

	
	_

C
	C

	      _ _

A B
	1
	0

	      _ 

AB
	1
	0

	AB
	1
	1

	         _   

A B
	0
	1


Condições para os “uns” formarem duplas:

a) Podem vir um debaixo do outro sem ser intercalados com zeros,

b) Podem vir um do lado do outro.

c) Podem vir nos extremos inferior e superior.

d) Um 1 pode fazer dupla com no máximo 3 uns.

Considerando as condições os “uns” abaixo, podem ser duplas

a) 11
b) 11
c) 11

d) 11
Alguns detalhes tem que ser levados em conta, quando um “1” faz dupla, algumas formadas podem ser desprezadas, acima existe uma dupla que pode ser desprezada, esta dupla pode ser (11) ou (11).

Como critério de escolha temos que se formarmos as duplas:

Caso 1: (11), (11) e (11), a dupla (11) pode ser desprezada, pois os “uns” citados já fizeram duplas anteriormente da mesma forma podemos formar as duplas:

Caso 2: (11), (11) e (11), a dupla (11) pode ser desprezada, pois os “uns” citados já fizeram duplas.

A escolha é toda sua!

Por questão de escolha, ficaremos com o caso 1:

Como solução final, as “letras” da solução é a que entrada nas duplas ao mesmo tempo, como segue abaixo:

	
	_

C
	C

	      _ _

A B
	    _ _  _

A B C
	0

	      _ 

AB
	     _   _

ABC
	0

	AB
	     _

ABC
	ABC

	         _   

A B
	0
	        _   

A BC


        _ _        _

S =  A C + BC + AC

Exercício 2: 

      _ _ _      _        _  _                     _      _

S = ABC + ABC + ABC + ABC + ABC +  ABC

Solução: A expressão acima também pode ser escrita da forma abaixo:

S = 000 + 101 + 010 + 111 + 011 + 110 (a expressão que existir recebe “1” no seu lugar, caso contrário recebe “0” vide abaixo)  

	
	_

C
	C

	      _ _

A B
	1
	0

	      _ 

AB
	1
	1

	AB
	1
	1

	         _   

A B
	0
	1


Condições para os “uns” formarem quadra:

a) Podem vir um debaixo do outro sem ser intercalados com zeros,

b) Podem vir um do lado do outro.

c) Podem vir nos extremos inferior e superior.

Considerando as condições os “uns” abaixo, podem ser quadras:

a) 1111

Como critério de escolha temos que se formarmos as duplas e as quadras abaixo:

Caso 1: (11)dupla 1, (1111)quadra e (11)dupla 2

Como solução final, as “letras” da solução é a que entrada nas duplas e nas quadras ao mesmo tempo, como segue abaixo:

	
	_

C
	C

	      _ _

A B
	    _ _  _

A B C
	0

	      _ 

AB
	     _   _

ABC
	     _

ABC

	AB
	     _

ABC
	ABC

	         _   

A B
	0
	        _   

A BC


        _ _       

S =  A C  (resultado da dupla 1)+ B (resultado da quadra) + AC (resultado da dupla 2)
Exercício 3: 

      _ _ _    _  _         _ _      _     

S = ABC + A BC + ABC + ABC 

Solução: A expressão acima também pode ser escrita da forma abaixo:

S = 000 + 001 + 100 + 101 (a expressão que existir recebe “1” no seu lugar, caso contrário recebe “0” vide abaixo)  

	
	_

C
	C

	      _ _

A B
	1
	1

	      _ 

AB
	0
	0

	AB
	0
	0

	         _   

A B
	1
	1


Considerando as condições os “uns” abaixo, temos a quadra:

1111

Nestas condições surge uma pergunta: “Estaria errado fazer duas duplas?”

A resposta é: “Quem é que simplifica mais, duas duplas que no final resultará em 4 minitermos ou uma quadra que no final resultará apenas um minitermo, a resposta é uma só, a quadra.”

Como solução final, as “letras” da solução é a que entrada nas quadras ao mesmo tempo, como segue abaixo:

	
	_

C
	C

	      _ _

A B
	    _ _  _

A B C
	_

ABC

	      _ 

AB
	0


	0



	AB
	0


	0



	         _   

A B
	       _ _

ABC
	        _   

A BC


       _       

S =  B (resultado da quadra).
Mapas de Karnaugh para 4 variáveis

O mapa de Karnaugh com três variáveis que iremos adotar é:

	
	      _ _

C D
	      _

CD
	CD
	         _

C D

	      _ _

A B
	0000
	1000
	1100
	0100

	      _ 

AB
	0010
	1010
	1110
	0110

	AB
	0011
	1011
	1111
	0111

	         _   

A B
	0001
	1001
	1101
	0101


Quanto utilizarmos este recurso para simplificar expressões, devemos ficar atento para 3 figuras matemáticas:

a) Dupla (resulta em três letras, cada dupla)

b) Quadra  (resulta em duas letras, cada quadra)

c) Oitava (resulta em um letra, cada oitava)

Como prioridade, temos a formação de oitavas, depois a formação de quadra e por último a formação de duplas.

Para identificarmos as figuras acima, precisamos primeiro como montá-las, segue abaixo exemplos para a ilustração.

Exercício 1: 

      _ _ _        _   _            _                     _

S = ABCD+ ABCD + ABCD + ABCD + ABCD

Solução: A expressão acima também pode ser escrita da forma abaixo:

S = 1000 + 0101 + 0010 + 1111 + 1011 (a expressão que existir recebe “1” no seu lugar, caso contrário recebe “0” vide abaixo)  

	
	      _ _

C D
	      _

CD
	CD
	         _

C D

	      _ _

A B
	0
	1
	0
	0

	      _ 

AB
	0
	0
	0
	0

	AB
	0
	0
	1
	1

	         _   

A B
	0
	0
	0
	1


Condições para os “uns” formarem duplas:

a) Podem vir um debaixo do outro sem ser intercalados com zeros,

b) Podem vir um do lado do outro.

c) Podem vir nos extremos inferior e superior.

d) Um 1 pode fazer dupla com no máximo 3 uns.

Considerando as condições os “uns” abaixo, podem ser duplas

a) 11
b) 11
Como critério de escolha temos que se formarmos as duplas:

Caso Único: (11), (11) 

Como solução final, as “letras” da solução é a que entrada nas duplas ao mesmo tempo, como segue abaixo:

	
	      _ _

C D
	      _

CD
	CD
	         _

C D

	      _ _

A B
	0
	    _ _ _

    A BCD
	0
	0

	      _ 

AB
	0
	0
	0
	0

	AB
	0
	0
	   ABCD
	           _

ABCD

	         _   

A B
	0
	0
	0
	      _   _

ABCD


                         _     _ _ _

S =  ABC + ACD + A BCD (se faz combinação com nenhum minitermo)

Exercício 2: 

            _ _      _ _ _            _                     _   _

S = ABC D+ ABC D + ABCD + ABCD + ABCD

Solução: A expressão acima também pode ser escrita da forma abaixo:

S = 0011 + 0001 + 0111 + 1111 + 0101 (a expressão que existir recebe “1” no seu lugar, caso contrário recebe “0” vide abaixo)  

	
	      _ _

C D
	      _

CD
	CD
	         _

C D

	      _ _

A B
	0
	0
	0
	0

	      _ 

AB
	0
	0
	0
	0

	AB
	1
	0
	0
   
	1

	         _   

A B
	1
	0
	0
	1


Condições para os “uns” formarem quadra:

a) Podem vir um debaixo do outro sem ser intercalados com zeros,

b) Podem vir um do lado do outro.

c) Podem vir nos extremos inferior e superior.

Considerando as condições os “uns” abaixo, podem ser quadras:

a) 1111

Caso 1: (1111)quadra

Como solução final, as “letras” da solução é a que entrada na quadra ao mesmo tempo, como segue abaixo:

	
	      _ _

C D
	      _

CD
	CD
	         _

C D

	      _ _

A B
	0
	0
	0
	0

	      _ 

AB
	0
	0
	0
	0

	AB
	         _ _

ABCD
	0
	0
   
	           _

ABCD

	         _   

A B
	      _ _ _

ABCD
	0
	0
	      _   _

ABCD


        _ _       

S =  A D (resultado da quadra)
Exercício 3: 

            _ _      _ _ _            _       _   _          _                       _ _          _

S = ABC D+ ABC D + ABCD + ABCD + ABCD + ABCD + ABCD + AB CD 

Solução: A expressão acima também pode ser escrita da forma abaixo:

S = 0011 + 0001 + 0111 + 0101 + 1011 + 1111 + 1011 (a expressão que existir recebe “1” no seu lugar, caso contrário recebe “0” vide abaixo)  

	
	      _ _

C D
	      _

CD
	CD
	         _

C D

	      _ _

A B
	0
	0
	0
	0

	      _ 

AB
	0
	0
	0
	0

	AB
	1
	1
	1
	1

	         _   

A B
	1
	1
	1
	1


Considerando as condições os “uns” abaixo, temos a oitava:

1 1 1 1 1 1 1 1
Como solução final, as “letras” da solução é a que entrada na oitava ao mesmo tempo, como segue abaixo:

	
	      _ _

C D
	      _

CD
	CD
	         _

C D

	      _ _

A B
	0
	0
	0
	0

	      _ 

AB
	0
	0
	0
	0

	AB
	         _ _

ABC D
	         _

ABCD
	ABCD
	           _

ABCD

	         _   

A B
	      _ _ _

ABC D
	      _ _ 

ABCD
	      _ 

ABCD
	      _   _

ABCD


S =  A (resultado da oitava).
CONCLUSÃO:

A utilização do mapa de Karnaugh para simplificação é uma técnica eficiente, mas que não se aplica a outras classes de expressões.

Sua técnica para ser bem assimilada, tem vir acompanhada de um número grande exercícios por parte daquele que quer dominá-la.

Nesta apostila não iremos por enquanto discutir o mapa de Karnaugh para cinco variáveis. 

