Leccion 6 - Ecuaciones cuadréticas

Ecuaciones cuadr aticas
Objetivos: Al terminar esta leccidn podras definir 1o que es una ecuacion cuadréticay podras resolver ecuaciones
cuadréticas.

En laleccion previa aprendimos |o que es una ecuacion y 1o que es una ecuacion lineal. Aprendimos
que en las ecuaciones lineales las variables sdlo aparecen ala primera potencia. En las
ecuaciones cuadr aticas aparece la segunda potencia de la(s) variable(s) y podrian también aparecer
primeras potencias. Una ecuacion cuadratica es una ecuacion que puede escribirse en la forma
ax’+bx+c=0, az0. Lasiguiente tabla muestra eemplosy contragjemplos de ecuaciones
cuadraticas.

Ecuaciones cuadr &ticas Ecuaciones no-cuadr &ticas
32 +5x+2=0 4=2+X

-3y +2y=8+10y 9— x = 3x
2t°-1=4 12x = 45=9 - 2x

Conviene notar que en el primero de los ggemplos de | as ecuaciones no-cuadraticas, la ecuacion no
es cuadrética a pesar de contener una segunda potencia de lavariable. Laexplicacion es que al
estar en un denominador es como si lavariable estuvieraelevadaala-2, noala?2.

L as ecuaciones cuadréticas de laforma X° = a, son las masfécilesderesolver. S a es negativo,
no hay soluciones en los numeros reales. Recordemos que €l cuadrado de un nimero real nunca es
negativo. Por eso no hay soluciones si @ es negativo. Si a es cero, solo hay una solucion: X = 0.
Finalmente, s a es positivo, hay dos soluciones. X = \/a y X= —\/5. Como las dos soluciones solo
difieren en el signo podemos escribir X = i\/a.

e N
Ejemplos

) xX=9 0 x=+4J9 0 x=%3

2) Uu’=64 O u=+464 0O u=28

3) (2+1)°=25 0 2t+1=506 2t+1=-5
0 2t=4 t
0 t=2 6 t=-3
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4) (3y+5)2=0 ] 3y+5:0 O] 3yz_5 0 y:_%

5 2m*+5=3 0 2m°=-2 0 m’=-1 O nohay solucién

El tercer g emplo arriba es importante porgue muestra cOmo a veces conviene tratar a una
expresion como si fueraunavariable. En ese caso tomamos alaexpresion (2t + 1) como si fuera
la X del parrafo previo. El quinto ggemplo ilustra el hecho de que aunque una ecuacion cuadrética
no luzca inicialmente como de laforma X° = a, puede ser re-escrita, usando las propiedades de
ecuaciones, para que tenga esa forma.

Solucioén por factorizacion
Una propiedad importante de los nUmeros reales es que €l producto de dos nimeros solo puede ser
igual a0 si a menosuno deelloses0. Simbdlicamente: ab=0 0 a=0 6 b=0. Esto
implica que si podemos re-escribir la ecuacion cuadréticaen laformaab = 0, podemos obtener dos
ecuaciones mas facilesderesolver: a=0 y b=0.
4 )
Ejemplos
6) (2x+1)(x-3)=0
O 2x+1=0 6 x-3=0
O 2x=-1 6 x=3
0 x=3 6x=3
Por lo tanto la ecuacion tiene dos soluciones y €l conjunto de soluciones o conjunto
solucion es {;213} .

7)) 6x?+19x+10=0
0 (Bx+2)(2x+5)=0
0 3x+2=0 6 2x+5=0
0 3x=-2 06 2x=-5
0 x=-% 6x=-3
LI el conjunto solucién &e{—%,—%}

8) 9y +4=12y

0 9y* -12y+4=0

0 (8y-2)(3y-2)=0

0 3y-2=0

O03y=2 O y=% [0 el conjuntosolucién es{%}
. J
El egemplo 8 de arriba muestra que antes de aplicar la técnica de resolver mediante factorizacion
es necesario que la ecuacion esté en forma estandar, esto significa que uno de los lados de la
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ecuacion es 0. Cuidandonos siempre de tener la ecuacion en forma estandar antes de factorizar,
podemos usar esta técnica de resolver ecuaciones aln en algunas ecuaciones de mayor grado, como
veremos en €l siguiente g emplo.

e N
9 u -+5u = -6u°
O u*+5u°+6u°=0
[] u@1+5u+@:0
O u’(u+3)(u+2)=0
0 u=0 6 u=-3 6 u=-2
LI el conjunto solucién es {O, -3 —2}
\_
d Ejercicios h
Resuelva por factorizacion las siguientes ecuaciones
1) 2x% +5x-12=0
2) a’-5a+6=0
3) 45’ +15=17s
\ J

Solucion por el completamiento del cuadrado

Es siempre posible manipular al gebraicamente una ecuacion cuadratica para expresarlaen la
forma u® = a, lacual aprendimos aresolver al principio de estaleccion. Es mas fécil conseguir
esto s €l coeficiente del término cuadrado es 1. En ese caso, determinamos qué constante hay
que anadir alos términos que contienen la variable para tener un cuadrado perfecto de laforma
u® + 2ku + k. Recordemos que ese es e resultado de expandir (u+k) 2 Entonces podremos

formar el cuadrado perfecto (U+ k)2 sl alos términos que tienen la variable anadimos una
constante que es el cuadrado de la mitad del coeficiente del término lineal. llustramos latécnica
en el siguiente gemplo.

-

[
[

(|

N I I I

10) X +5x+2— 0

N

X° + 5% = - Z Procuramos dejar en un lado solo |os términos con la variable.

X° + 5x + ( ) -7 +( ) Completando € cuadrado, con el cuidado de quelo

anadido a un lado de la ecuaci6n debe también ser
anadido al otro lado.

2
(X + %) = —% +22  Factorizamos el cuadrado perfecto que formamos en el
lado izquierdo.

(X+ ) =1  Simplificamos el lado derecho de la ecuacion.

X+3 = 4418 = +4/4 = +2 Procedemos como al resolver la ecuacion U” = a.
X=2-3 06 x=-2-3

X=-% 6 x=-3
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Si el coeficiente del término cuadrado en una ecuacion cuadratica no es 1, podemos proceder como
en el ggemplo previo para completar e cuadrado, después de factorizar ese coeficiente. El
siguiente ggemplo ilustra el procedimiento.
e N
1) 3x?+2x-1=0
0 3x?+2x=1 En unlado delaecuacion sdlo ponemos los términos con X.
[ 3(X2 e X) =1 Factorizamos el coeficiente del término cuadrado para

conseguir que el término cuadrado tenga coeficiente 1.
O x*+2x=3 Deamosen unlado delaecuacion solo un polinomio cuadrético
con coeficiente principal 1.

2 2
O X +2x+ (%) =4+(3)" completamos el cuadrado
12 =144 i
W (X+ 3) =3 +3 Factorizamos el cuadrado perfecto.
2 . .
0 (x+3) =% Simplificamos.
O x+i= i\/% Procedemos como para resolver la ecuacion u’=a
0 x=4-3 6x=-3-4
0 x=% 6 x=-1
\ J

El siguiente gemplo muestra como es posible simplificar una ecuacion mediante €l uso de una
nueva variable que encapsul e parte de la ecuacion para hacer que la ecuacion luzca mas sencilla

4 )

12)  (22)*+3(22) =1

0 u?+3u=1 Usamosu para encapsular a2zy simplificar la ecuacion.

0 (u+3)°=1+(3)°

0 u+f=x,1+%

0 u=yB-% 6 u=—y%2-3

0 u=%-3 6u==4-3

[l 2223@ 0 ZZ:;‘@ Siempre debemos regresar ala variable original

de la ecuacion.

0 z=3408=2 ¢ 7=}

0 z=4d8=2 ¢ z==IB=
. J
KEjercicios 0

Resuelva, usando el método de completar €l cuadrado, las siguientes ecuaciones.
5) 7x* -3x-4=0

6) 2x-9=6x°-11

7).  10-8y=4y?

(9 7y +5fame7) 1500 )




Leccion 6 - Ecuaciones cuadréticas

Si aplicamos latécnica de completar €l cuadrado a una ecuacion cuadréatica general obtendremos
unaférmula general pararesolver todas las ecuaciones cuadréticas. Consideremos la ecuacion

ax® + bx+c =0, donde a # 0. Resolviendo mediante e completamiento del cuadrado
obtendremos:

ax® +bx=-c
O a(x2+§x)=—c

0 x*+2x=-¢

0 +ix+(R) = -5+ (&)

0 (x+) =-$+&

0 (x+d) =nim

0 x+& =2,/

0 x=324+ tjﬁac

0 x=32+% @ Note que \/E =|2al, pero como lafraccién que contiene a \/E

esta precedida de %, el signo de a no tiene efecto en laformula.

Finalmente conseguimos la férmula cuadratica:

« = —b++/b* - 4ac ]
2a

No olvidemos que estaférmula solo sirve para resolver ecuaciones cuadr aticas. Con ella

podemos resolver cualquier ecuacion cuadrética.

N )
Ejemplos:

13)  3X*-7x+2=0
O a=3, b=-7 c=2 enlaférmulacuadratica.

B B

0 x=
2(3
7+./25
0 X=—
6
O x-E o x:g
6 6
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(14) 3y’ +4y=y+5 h
O 3y*+3y-5=0 Notese que antes de usar |la férmula cuadratica es necesario

gque la ecuacion esté en forma estandar.
0 a=3, b=3 c=-5

0 y= —31\/32—4 [31(=5)

2 3]
. y:—3+\/@ - y:—s—\/@
6 6

15) 47 -4z+1=0
_ (4 x(-4)° -4HEI

0 z=
241
+
O z:4_‘/6
8
4 1 ., . .
O Z:§:§ En esta ecuacion las dos soluciones son iguales, por lo que

decimos que sblo hay una solucion.

16) U +u+1=0

-1+J/1-4
S T
-1+4-3 -1- -3
0 u=——— 6 u=———
2 2
0 no hay soluciones reales pues +/-3 no es un nimero real (esimaginario).
. J

En los gjemplos previos vimos que una ecuacion cuadr atica puede tener dos, una, o ninguna solucién
(real). ElI nimero de soluciones |o podemos determinar evaluando solamente el radicando que
aparece en laférmula cuadrética: b® - 4ac, al que llamaremos el discriminante de la ecuacion
porque nos permite discriminar cuantas y de qué tipo son las soluciones de la ecuacion. S €l
discriminante es negativo, tendremos en laférmulalaraiz de un negativo y eso significaque las
soluciones son numeros compleglos o imaginarios. La siguiente tabla muestra larelacion entre el
signo del discriminante y las soluciones ala ecuacion.

b2 —4ac Soluciones

>0 2 reales

=0 1 real

<0 2 complejas
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Asignacion del texto:
e L eer pags. 40-46;
e Hacer los gercicios 1-51 (impar es), pagina 46



