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Integral definida

INTEGRAL DEFINIDA

En el capitulo anterior estudiamos la integral indefinida,
la cual permitia a través de un proceso inverso a la deri-
vacion, llegar a una funcién primitiva que se llamé anti-
derivada. Este proceso permitié partir de funciones como
el ingreso marginal, el costo marginal y la utilidad margi-
nal respectivamente a las funciones de ingreso total, cos-
to total y utilidad total. En este capitulo se estudiara el
proceso de integracion definida el cual nos lleva a deter-
minar un area limitada por curvas, que nos servira para
estudiar otras aplicaciones como el excedente del con-
sumidor y del productor.




M atematica Il

PLAN DEL CAPITULO

1. CALCULO DEL AREA MEDIANTE RECTANGULOS Y TRAPECIOS
2. INTEGRACION DEFINIDA
3. APLICACIONES DE LA INTEGRACION DEFINIDA

4.  PRACTICAS CON INTEGRAL Y DERIVE

OBJETIVO GENERAL

= Elestudiante podra desarrollar problemas sencillos de aplicacion de la
integral definida en el campo de la economia y la administracion,
apoyado en el uso de un software de matematica.
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Integral definida

1. INTEGRACION DEFINIDA

La necesidad de evaluar las areas de figuras fue uno de los factores que motivo hacia el desarrollo del célculo
integral. En la geometria euclidiana o plana existen férmulas que nos permiten determinar las areas respecti-
vas, tal es el cado de rectangulos, tridngulos, cuadrados, etc. Sin embargo, no hay férmulas para calcular el
area de figuras limitadas por curvas. Podemos lograr una aproximacion por métodos graficos convirtiendo el
area en multiples rectangulos o trapecios, y haciendo la suma de las areas de estos. Esto Ultimo nos lleva a la

interpretacion de la integral definida como el area entre curvas.

Basicamente la integral definida nos indica un &rea entre unas
curvas, aunque esta area nos sirva como modelo para repre-
sentar otros fendmenos. Partiremos del estudio de la obten-
cion de la derivada por métodos gréaficos. Los métodos gréfi-
cos incluyen aproximacion por rectangulos, (Véase el ejemplo
1), los cuales se pueden aplicar como rectangulos de un ancho
determinado y como altura el valor de la funcion en el punto
medio, o0 como el promedio entre el area entre el rectangulo
conformado por la altura méaxima de la funcién en el subinter-
valo y el conformado por la altura con el valor minimo; y la
aproximacion por trapecios. (véase el ejemplo 2).

La integracion a partir de métodos graficos nos proporciona
una clara idea del &rea que estamos calculando, sin embargo
resulta ser imprecisay si queremos un alto grado de precision
el proceso se hace muy largo. Frente a esto existe el proceso
de integracién indefinida por medio de reglas algebréicas, a tra-
vés del uso de unos teoremas conocidos como el teorema fun-
damental del calculo y el teorema de Barrow. No nos detendre-
mos en lo especifico de estos teoremas sino que veremos en
gue consiste el proceso de hallar la integral definida en la ex-
plicacion 1y el ejemplo 3.

La idea de estudiar el proceso de integracion en este médulo
apunta a su aplicacion en el estudio de algunos fendémenos
administrativos como gastos de mantenimiento y recaudo de
fondos, y econémicos como el excedente del consumidor (véan-
se la explicacion 2 y los ejemplos 4 al 6), del productor
(véanse la explicacion 3y los ejemplos 7 al 9) y la relacion
ingreso - costo. En tales casos puede determinarse el punto,
en el tiempo, donde el ingreso producido se iguale con el costo
del factor. Véanse la explicacion 4 y los ejemplos 10 (utili-
dad méxima), 11 (valor de salvamento)y 12 (ingreso total).

VOCABULARIO

Oferta. NUmero de articulos de un producto
gue es puesto en el mercado para la
venta.

Demanda. Numero de articulos de un pro-
ducto, que los consumidores estan
dispuestos a comprar en un momento
dado.

Ingreso Marginal. Ingreso adicional que se
recibe por producir y poner en el mer-
cado un articulo mas. Matematica-
mente se entiende como la variacion
del ingreso total en funcién de las va-
riaciones unitarias de la cantidad de
articulos vendidos.

Costo marginal. Costo adicional de produ-
cir un articulo adicional. Se entiende
como la variacion del costo total res-
pecto a variaciones unitarias de la
cantidad producida.
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Ejemplo 1. Célculo mediante rectangulos

Supongamos que se necesita saber el area que hay bajo la

1
recta Y = X+ 3, y entre los valores x=5 y x=10. Se en-

tiende entonces que nos referimos al area encerrada entre la
recta indicada y el eje horizontal x, que por los lados esta limita-
da por rectas verticales que cortan los valores de x: 5y 10.
Véase la figura 1.

Cuente cuantas cuadriculas quedaron sombreadas: 31 comple-
tas, mas otros fragmentos que podrian sumar entre dos y tres.
Intuitivamente diremos que el area que intentamos medir tiene un
valor entre 33 y 34.

Como no siempre es posible construir cuadriculas con altura
entera, entonces podemos hacerlo calculando rectangulos de
un ancho determinado y de altura correspondiente al valor me-
dio de la funcion para obtener una aproximacion. Asi, tomemos
esta vez un ancho de rectangulo de uno. El primer rectangulo ira
de cinco a seis y tendrd como ancho el valor de y para el pro-

1
medio entre 5y 6 es decir para5,5serd Y = 5 595+3=575,

Asi, el valor del area del primer rectangulo es (5,75)-1=5,75;

1
El 4rea para x= 6,5: y=§6,5+3=6,25, sera

(6,25)-(1)=6,25

1
El 4area para x= 7,5 Y=E7,5+3=6,75, sera

(6,75)-(1)=6,75
y asi sucesivamente:

Area = 5,75 + 6,25 + 6,75 + 7,25 + 7,75 = 33,75

Revise el ejemplo y compare con la figura 2. Este tipo de aproxi-
macién con rectangulos resulta ser exacta para el trabajo con
funciones lineales como la del ejemplo, sin embargo, en areas
delimitadas por curvas, presenta un considerable grado de error.
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Figura 1. Area bajo la recta y=0.5x+3
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Figura 2. Aproximacion usando rectangulos.

Ejemplo 2
Célculo del area usando trapecios

Intentemos calcular ahora el area en-

tre la curva y = 5./x, el eje x y los
valores de x: 2y 8.

Podemos formar rectangulos, como en
el ejemplo 1, sin embargo para lograr
una mejor aproximacion, usaremos
ahora los trapecios. Recordemos que
la formula para hallar el area del trape-
(B+b)h
2

fica de la figura 3 y verifique ademas
que uno de los lados del trapecio co-
rresponde con uno de los lados del tra-
pecio siguiente. Si contamos las cua-
driculas, podemos aproximar que el
area esté entre 62 y 66 unidades cua-
dradas. En la parte izquierda del eje y
se ha aclarado los valores que toma la
funcion a los lados de cada trapecio.

Para calcular el area del primer trape-
cio, tenemos que la base menor
b =5y 2 =7,07 es decir el valor de la
funcién calculada en X = 2; la base

cioes A= . Revise la gré-

mayor B = 57 3 = 8,66 0 el valor de
la funcién calculado en X = 3. Esta
base mayor corresponde con la base
menor del siguiente trapecio, y como
se vio cada base de trapecio se calcu-
la encontrando el valor de la compo-
nente y para el valor x correspondiente
al limite de cada intervalo tomado.

El primer trapecio tiene como &rea

(B+b)h (7,07+866)-1
2 2

=787

[]

A =
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Ejemplo 2
Continuacion

Para el siguiente trapecio la base menor es 8,66 y la mayor B = 5+ 4 + 3 = 10.

El segundo trapecio tiene como area

A = (B +2b)h _ (8,66+210)-1 _ o33

El tercer trapecio tiene como base mayor B = 5/ 5 + 3 = 11.18, y

10+1118)-1
drea A = (21) ~ 1059

El cuarto trapecio tiene como base mayor B = 54 6 + 3 = 12,25, y area

1118 + 12,25

_ )1 _
A, = , ~1171

El quinto trapecio tiene como base mayor B = 5V 7 + 3 = 13,23, y area

12,25+ 13,23

_ )-1_
A = , = 12,74

El sexto trapecio tiene como base mayor B =57V 8 + 3 = 14,14,y éarea

1323 1414 1
2

Por tanto el area total a medir es A = 7,87 + 9,33 + 10,59 + 11,71 + 12,74 +
13,69 = 65,93. Lo cual es una buena aproximacion ya que el valor real es muy
cercano a 66.

A 13,69

8
Conclusion: La integral definida de y = 5./xentre 2y 8 es 66, 6 I5\&dx =66
2

Una mejor aproximacion se logra si se toma un mayor nimero de trapecios ya que
logramos delimitar mejor el &rea a medir. En este caso hemos tomado 6 pero
podriamos tomar 32 por ejemplo y para no demorar en el procedimiento usamos un
programa de computador y obtenemos un area de 65,99 que constituye una mejor
aproximacion. La actividad 1, le permitira verificar también esta forma de aproxi-

macion con el apoyo del software.
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EXPLICACION 1
INTEGRAL DEFINIDA.

La integral definida de una funcién con-
tinua f en un intervalo desde x=a hasta
x=b es el cambio neto de una antideri-
vada de f en ese intervalo. En forma
simbdlica, si F(x) es una antiderivada de
f(X) es una antiderivada de f(x), enton-
ces

b

[ fodx =[F(], = F(b) - F(a)
donde F'(xX)=f(x), el integrando es f(x),
el limite superior es b y el limite inferior
es a.

En otras palabras mas coloquiales, la in-
tegral definida la obtenemos ejecutando
el proceso de integracion usando la re-
gla que aplique al caso, luego reempla-
zamos en el resultado el limite superior,
y por otro lado reemplazamos también
el limite inferior. Por Gltimo restamos es-
tos dltimos valores y obtendremos la
integral definida.

Tenga en cuenta que no puede haber in-

tegral definida si no hay unos limites de

integracion superior e inferior.

No se debe confundir una integral defi-

nida con una integral indefinida. La inte-
b

gral definida I f(X)dXes un namero

a

real; la integral indefinida '[ f(X)dX es

un conjunto de funciones, todas antide-
rivadas de f(x) que entre ellas sélo se
diferencian en el valor de la constante
de integracion.

i6

E
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Figura 3. Area bajo la curva y=5/x’ la recta x y los valores 2 y 8.

Ejemplo 3. Integracion Definida

Volvamos a los casos de los ejemplos uno y dos. En el
primero se calculé graficamente la integral definida co-
rrespondiente al area bajo la curva y=0,5x+3 entre los

10
valores de x: 5y 10 es decir I(% X+ 3)dx
5

Siguiendo el proceso indicado en la definicion 1, tenemos
que aplicando la regla de integracion de la potencia llega-
mos a:

10 1 %2 10 2 10
J.(%X+3)dX:{2~2+3X+K:| ={4+3X+K:| ,

5

5 5

Ahora reemplazamos los valores extremos:

10? 52
T+3-10+K - Z+3-5+K =55-2125=23375

10
por otro camino hemos llegado a que j(% X+ 3)dX=33,75.
5

I—I
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Ejemplo 3. Continuacion

En el ejemplo 2 se calcul6 graficamente la integral definida que corresponde al &rea bajo la curva de

8
y = 5./xentre 2y 8 es 66, 0 J-5\&dx. Incorporando a este ejercicio nuestro nuevo método, tenemos que:
2

8 8

1
I5\&dX= I5X2dX, re-expresando segun la definicién de raiz. Ahora aplicando la regla de la integral de una
2 2

58 38

8 3
i X2 X
potencia tenemos I5X2dX= 5-? = 10-§ . Ahora reemplazamos los limites superior e inferior y
2 2 2 2 2
tenemos:
P 3 3
107 8 102

3| = 10— -10—=175,93-9,43 =66
3 3

2

8
Es decir dex =66, En este caso se nota que el segundo proceso resulta mas sencillo.
2

EXPLICACION 2
EXCEDENTE DEL CONSUMIDOR!

Una funcion de demanda representa las cantidades de un articulo
que podrian comprarse a varios precios. Si el precio en el mercado
es p, Yy la correspondiente demanda en el mercado es q,, entonces
aquellos consumidores que estuviesen dispuestos a pagar un pre-
cio mayor que el de este mercado, ganan, por el hecho de que el
precio es solamente p . Véase la figura 4.

Pégs. 426-428.

[]

1 Adaptado de DRAPER Jean E. “Matematicas para la Administracion y Economia”, obra citada.

/
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Explicacion 2. Continuacion

2
o
o

Cantidad
q

Figura 4. Excedente del consumidor.

El excedente del consumidor mide la riqueza econémica desde el lado del
comprador.

Bajo ciertas hipotesis econdémicas la ganancia del consumidor se representa
por el area situada debajo de la curva de demanda y por encima de la recta
p=p,. Marshall denomina a esta area Excedente del consumidor y se evalla
como:

o
Excedente del consumidor = I f(q)dg-q, Po , donde la funcién de de-

(0]

p
manda es p=f(q), o también como: Ig(p)dp1 donde la funcién de de-
Po

manda es g=g(p) y p, es el valor de p cuando g=0, es decir, p, es la ordena-
da del intercepto con el eje y, de la funcién de demanda:

Go

P
Excedente del consumidor = I f(a)da—a, p, = I 9(P)dp, veanse
p[)

(0]

\__los ejemplos 4 al 6.
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Ejemplo 4. Excedente del consumidor

Si la funcién de demanda es p = 85— 4q — g?, hallar el excedente del
consumidor (a) si q,=5, (b) si p,=64. Véase la figura 5.

.3 L]

o, a4) 2, 84)

L]

o) 40 S . 40}
am
28
i@

- -2 -2 -1 | 1 2 3 1 5 & T B
18

Figura 5. Gréfica de la demanda para el ejemplo 4

5
(a) Excedente del consumidor = I(85— 4q - g2 )dq - (5)(40) =
0

5

3
{85(1 -29° - qg} — 200=333,33-200=133,33

0

3
(b) Excedente del consumidor = _[(85 ~ 40 - 9 d - (3)(64) =
0

3

3
{85(1 -29° - C;} —192-228-192=36

0
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Ejemplo 5. Excedente del Consumidor

Si la funcion de demandaes p =./9—q,y q,=5, hallar el excedente del
consumidor por dos métodos. Véase la Figura 6.

- +
-\-\---\-\-"\-.\__ Py (B —q)
1.5 s

.

8.5

_.-
- "

in

Figura 6. Gréfica de la demanda para el ejemplo 5.

5
Excedente del consumidor I(g -q)*dg - (5)(2)=
0

5

2 3 16 8
——9-0g)| -10=-"+18-10= — =
{ 2(0-4 } °. °

3 3
O también, Excedente del consumidor = I(g_ pz)dpz {Qp— P } =

8 8
27-9-18+ 373 igual que por el otro procedimiento.
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Ejemplo 6. Demanda en situacién de monopolio

La cantidad vendida y el correspondiente precio, en situacion de monopolio, se determinan por medio de la
d

funcién de demanda p =16 — gy por el costo marginal ~ MC = &L =6+(q de tal manera que se

maximice la ganancia. Determinar el correspondiente excedente del congumldor Véase la figura 7.

18

A‘: 14 (5/3, 119/9)

/ 12

18

p=16—qg*

_b 1 1 &/3 2 3 4\ g
-2

Figura 7. Gréfica del excedente del consumidor para el ejemplo 6.

Ingreso =16q — q°

Ingreso Marginal = 16— 3

La ganancia se maximiza cuando el ingreso marginal se hace igual al costo marginal, es decir
16 — 39® = 6 + @, transponemos los términos hacia la izquierda: 3g® + q —10 = 0

(3q-5)(q +2) = 0, los valores para g son -2 y 5/3, sin embargo el que tiene sentido para nuestro fin es 5/3.
P(5/3)=16-(5/3)?=119/9, entonces g =5/3, p0=119/9

%
119 3 595
Excedente para el consumidor = J.(16 CI)d (j( j: {1&1—%} oy =

0
80_125 595 _250 o
3 81 27 81
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EXPLICACION 3

EXCEDENTE DEL PRODUCTOR?

Cuando se establece un precio de mercado, todos
los productores ofrecen ese producto al precio del
mercado; pero hay n productores que estarian dis-
puestos a ofrecer el producto a un precio menor. El
excedente del productor es la diferen-

cia entre el precio que percibe el pro-

ductor y el precio al que estaria dis-

puesto a ofrecer cada una de las uni-

dades de producto.

El excedente del productor mide la ri-
gueza econdmica desde el lado del pro-
ductor.

Una funci6n de oferta representa las res-
pectivas cantidades de un articulo que
podrian venderse a varios precios. Si el
precio en el mercado es p, y la corres-
pondiente oferta en dicho mercado es
q,, entonces aquellos productores que
estuviesen dispuestos a vender el arti-
culo a un precio inferior al de este mer-
cado, ganan, por el hecho de que el pre-
cio es p,.

Bajo ciertas hipotesis econdmicas la ganancia to-
tal del productor se representa por el area situada
encima de la curva de oferta y debajo de la recta
p=p,, llamandose esta area el excedente del pro-
ductor (véase la figura 8) cuya evaluacion se hace
como

Excedente del productor
9o

=0,P, — I f(A)dd, donde la funcién de oferta

0
es p=f(q), o también como

p,
Excedente del productor = Ig(p)dp, donde la
P

funcion de oferta es q=g(p) y p, es el valor de y
cuando x=0 (es decir, p, es el intercepto con p de
la funcién de oferta)

)

Excedente del productor P, — | f(@)da=

0

Py
[a(p)de
Po

e

Excedente
consumidor

“ncedente
productor

=

Figura 8. Excedentes del productor y del consumidor.

La suma de los excedentes constituye la contri-
bucion que el mercado hace al bienestar general.
En competencia perfecta, dicha contribucion es
maxima. De esta forma, el punto A es un punto
de eficiencia pero no un criterio de equidad.

El &rea del triangulo inferior a las areas rayadas
representa los recursos productivos empleados
en la produccion de equilibrio. De esta forma, los
recursos productivos estan medidos en costos,
ya que representan la integral del costo margi-
nal. Por otra parte, si se multiplica base por altu-
ra de esa area, se obtiene el costo de los consu-
midores, o sea, el precio pagado por la cantidad
consumida.

2 Adaptado de DRAPER obra citada.
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Ejemplo 7. Excedente del productor

Sila ecuacion de ofertaes p = (q + 2)2y el precio se fija en p,=25 hallar el excedente
del productor por dos métodos. Véase la figura 9.

3 25
Excedente del productor = (3)(25) - j (g+2)%*dg= I(p% —2)dp
0 4

3
+2)3
75-[(+27dq=75-| 9T | 5 125,84
3 0 3 3
Como alternativa,
25 2n% %
[(p* = 2)dp= D7 _op| =0 _50_10 g3
2 3 , 3 3
p 30
{0, 25)|25 .25
20
15
" p=(q+2)*
0,4
q
3 - -1 1 2 3 4
-5

Figura 9. Excedente del productor para el ejemplo 7.
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Ejemplo 8. Excedente del productor en el punto de equilibrio.

La cantidad demandada y el precio correspondiente, en situacion de competencia pura se deter-
minan por medio de las funciones de demanda y de oferta, p=16-9g*y P=4+q,
respectivamente. Determinar el correspondiente excedente del productor (véase la figura 10).
p=16-q9° =4+q

q°+9-12=0

(Q+4(@@-3 =0

g= Yy q=-4, sélo nos interesa el valor que aplica es decir g=3.
q,=3 reemplazando en una de las ecuaciones de oferta o de demanda: p,=7.

3 2 3
9
Excedente del productor = (3)(7) — [ (4+ a)da= 21- [4q + qz} =2A-12-7 -
0

0

N | ©

3
El &rea representada por I(4 + 0)ddhabria podido evaluarse también como por la férmula del
0

b+ B)h 4+7)3 33
érea del trapecio, A= ( 5 ) = ( 5 ) = E' ¢Cuadl es el excedente del consumidor?

J‘:I.'?

—wrdd

o 1 ¥
y 14 1_.._ 16a'
3 ; i3 "\-.._
4 12
.": 11 §
18

' prdeg

-7 I @, 7

[ 1 III.

i%,8 \pey @
: | ! ; ; ! ’
-3 -2 -1 1 8 f‘ g

Figura 10. Excedente del productor para el ejemplo 8
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Ejemplo 9. Ambos excedentes

La cantidad demandada y el correspondiente precio, en situacién de competencia pura, se determinan

2
con las funciones de demanda y oferta, p=36-g*y P= 6+ q4 respectivamente. Determi-

nar el correspondiente excedente del consumidor y el excedente del productor. (Véase la figura 11).

2
p=36- q2 =6+ CL, dado que el equilibrio se registra cuando demanda y oferta son iguales,

entonces igualamos las dos formulas y luego despejamos el valor de g.

=24
q=2V 6

26
Excedente del consumidor = j(36 -q*)dg - (2%X12) =
0

2./6
q3
[36q - 3} ~24./6 = 72./6 —16./6 — 24./6 = 32./6 ~ 78,4

0
Excedente del productor = J6

(2V6)12)- { (G—qjjdq =24./6 -12./6 - 4./6 = 8./6 ~ 19,6

]

F-”'::l'l'lﬁ yomd s
14 i
12
T il
]
EL]
e |
]
m
iA
111
14

- [LRE] T H o, 1%

18
L ]

o ¥
4
! (e G W q

i ] 4 ] 2 | 2 ] :‘E : ] w43

Figura 11. Excedentes del consumidor y del productor para el ejemplo 9.
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EXPLICACION 4
INGRESO VS. COSTO

La integracion puede utilizarse en economia
para determinar la utilidad total o las ganan-
cias netas totales en varios contextos. En ge-
neral la utilidad se maximiza (suponiendo que
es un modelo de competencia perfecta) cuan-
do el ingreso marginal se iguala con el costo
marginal y la ganancia total es la integral de la
diferencia entre el ingreso marginal y el costo
marginal desde una cantidad cero hasta la can-
tidad para la cual la utilidad se maximiza.

Recuerde del médulo de Matematica 1, que el
ingreso marginal es el recibido por la venta de
un articulo mas y se obtiene matematicamen-
te como la derivada del ingreso total, mientras
que el costo marginal es la variacion en el cos-
to por producir un articulo adicional y se obtie-
ne matematicamente como la derivada del cos-
to total.

De acuerdo con lo anterior, podemos también
encontrar la funcion de costo total cuando co-
nocemos la variacion en el costo que se pre-
senta al producir un articulo adicional, integran-
do la funcién costo marginal llegamos a la fun-
cion de costo total, donde la constante de in-
tegracion es el costo de producir cero articulo
es decir el costo fijo.

Para el ingreso total tenemos un proceso simi-
lar. El ingreso total se obtiene como la integral
del ingreso marginal, teniendo como constan-
te de integracion el valor cero, ya que se sabe
que si no hay produccién y venta, entonces no
hay ingreso; a no ser que la actividad se en-
contrara subsidiada por el Estado, caso en el
cual la constante de integracion corresponde-
ria a dicho monto.

Ejemplo 10. Utilidad maxima

Hallar la cantidad producida que maximice la utilidad
y determinar la utilidad total en dicho punto si las
funciones de ingreso marginal y de costo marginal
estan dadas por:

MR = 25 - 5q - 29°
MC =10-39-0°
Haciendo MR=MC=0

25-50-209°-10+3q+0g*=0

15-29q-9°=0

G+9B-9=0

g=-5y q=3. No nos interesa el valor -5 por que no
hay producciones negativas, por lo que el valor que
nos sirve es q=3.

La primera derivada de MR-MC es la segunda deriva-
da de la utilidad total y, por lo tanto, su signo indica si
la utilidad se maximiza o se minimiza para un valor
particular de q.

d d?u
?q(MR_ MC) = oo —2-29=-8 asila

2

utilidad se maximiza para q=3.
3

Utilidad total = (15 29 @°)dq
03 3
= 1590 ¢° % =45-9-9=27.

0
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Ejemplo 11. Valor de salvamento

Una compafiia manufacturera de la cual el Estado es socio, ha comprado una maquina cuya produccién
representa ganancias adicionales (ingreso adicional menos costo adicional de mano de obra y materiales) en
un tiempo t, de

1
E(t) = 225 th, donde E(t) esté en unidades de 10.000 délares y t esta en afios. El costo adicional de

reparacion y mantenimiento en el tiempo t es R(t) = 2t*

donde R(t) esta en unidades de 10.000 dolares y t esta en afios. Primero supongase que se puede eliminar la
maquina en cualquier tiempo sin costo alguno o valor de salvamento. Entonces debe retirarse la maquina en el
momento en que las ganancias adicionales se igualan con el costo adicional de reparacion y mantenimiento.
Véase la figura 12.

Las ganancias adicionales se igualan con el costo de reparacién y mantenimiento cuando
225 1t? = 217

4
225 =
t2=100
t=10.
Por lo tanto, debe retirarse la maquina después de 10 afios. Las ganancias netas totales (ganancias menos

costo de reparacion y mantenimiento) después de 10 afios son
10

10
J[E® - ROMt = [(225-3t%)dt= [2p5 - 21°[°=2.250 - 750 =1.500 6 U$1.500.000.
0 0

t2

»lo

. _ 6480
Ahora, agreguemos que la magquina tiene un valor de salvamento en un tiempo t de S(t) = 64t donde S(t)

estd en unidades de 10.000 ddlares y t esta en afios. Entonces la compafiia maximizara sus ganancias netas
si suprime la maquina dentro de un tiempo t cuando las ganancias netas después de T igualen el valor del
salvamento en T (Véase la figura 13).

6.480 ¢
Las ganancias netas después de T igualan al valor de salvamento en T cuando 64T = J‘(225 - %tz)dt
T
6.480 33 5 _
6T 1500 - 225T + 2T~ de donde N(t) = 1500 — 225T + 2 T*. Pero, sigamos:
6.480 = 9.000 — 1.350T + $T°® +1.500T — 225T% + 2T*
9 3
0= 2520 +150T — 225T % + ETg + ZT4= (T-4)(BT?+5T%-195T - 630), si este producto es

igual a cero entonces T - 4 = 0, o el otro factor es cero. Con la primera hip6tesis llegamos a una respuesta
coherente. Por lo tanto, debe retirarse la méaquina después de cuatro afios.
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E{t}.Eit)

TRV E

Pis} = 225 = _.:_:*

+

4 B 12 16 2W 24 2B |32

-32/-28 -24 -28 —16 -12 -B —4

Figura 12. Cuando las ganancias adicionales se igualan
con el costo de mantenimiento

B{EpaHE) "

Figura 13. Gréafica para el ejemplo 11.
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Ejemplo 12. Ingreso Total

Una Entidad Promotora de Salud EPS esta considerando la adicién a su némina de vendedores de planes com-
plementarios. El costo del empleo de vendedores adicionales es: 5y = 48x donde y representa el costo en
unidades de 10.000 ddlares y x es el nimero de vendedores adicionales empleados, y el ingreso adicional es
(R-2)? = 4(x +10), donde R es el ingreso en unidades de 10.000 ddlares y x es el nlimero de vendedores

adicionales empleados. (Supéngase que las funciones de costo y de ingreso son continuas, aungque realmente
ellas tienen significado solamente para valores enteros de x). La entidad empleara vendedores adicionales hasta
cuando el costo de esta adicion iguale al ingreso adicional obtenido (véase la figura 14).

El costo de empleo de vendedores adicionales se iguala con el ingreso adicional obtenido si R=y:

(R-2)* =4(x+10) R —4R+4 = 4x+40 R? — 4R-36 = 4x

Por lo tanto, R=y cuando

2

5
y2—4y—36:lyz 7y? — 48y - 432 = 0 (7y+ 26)(y —12) = 0
y=12,y=15
y deben emplearse 15 vendedores adicionales. El ingreso neto total resultante (ingreso total menos costo) es
12 12 2 12
[[ay -2y +y+oly  —[ly+o-Zvly = {yz+9y—114 3}
0 0 0
=72+108-84=96 unidades 0 96.000.
v.E
12 _____'-" ="
X L L --""'_'_--
iB ; d_.-—"--.-- .
.-"f-.-----
g > dFt a0
_.-"
4
| ?
\ |
Fmgleadion

(L - 4 - 2 1 § L] i 1F 14 16 1

Figura 14. Relacion Ingreso Vs. Costo.
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ACTIVIDADES Y DOCUMENTOS

ACTIVIDAD 1
INTEGRACION POR TRAPECIOS

En el CD-ROM de Fundamentacién esta el software "Integral” instalelo en el computador en una carpeta
independiente y ejecute el programa "RUNME.BAT" de esa carpeta. Elija la opcién 2 de monitor a color. A
la pregunta de ver instrucciones "would you like some instruccions?" responda "Yes" la primera vez que abra
el programa. Para salir de la ayuda pulse ESC.

En el mend "Create Integrals" haga clic en la opcién "Create Integral" como se indica la figura 15. Use las
teclas de flechas para desplazarse por los menuUs ya que el Mouse puede presentarle problemas.

SETE .o x
Miimicicwl Imtegeation Usezion 1.1°77 Wednesday MCiobher 2, J80HE F:1d pm
Deive:C DMresctory:-APWOF~1~HATEMA ™11 Limits = =1@. 18

Integral Opsrat ions Create Integrals Disk Operations Other Operations

:|.l ntlug:ra.

Pa late Intagiral

Eee Integrands

Flot Integrand {Aectanglel}
Plot [ntegrand Eguaesd

Preass Fl for help

Figura 15. Software "Integral".

En la ventana escriba la siguiente ecuacién: 5 * SQRT(X) y pulse ENTER.

El programa solicitara el limite inferior de la integral "Lower x limit:", escriba 2 y pulse ENTER. Luego
solicitara el limite superior de la integral "Upper x limit:", escriba 8 y pulse ENTER.

-

En el menu "Integral Operations" escoja la opcion "Trapezoidal Rule"y pulse ENTER unas seis veces, enton-
ces aparecera una tabla que va mostrando a la izquierda el nimero de trapecios y a la derecha el valor de
la integral obtenida con ese nimero de trapecios. Véase la figura 16. Revise el ejemplo 2 y compare. ;Qué
conclusion tiene usted respecto del nUmero de trapecios? ¢A que valor se aproxima el valor del area
cuando aumenta el nimero de trapecios?

Intervals : Integral by trapezoidal rule

63.63961A3067893
65.3688248158215
65.83295A784321

65.9553380416285
65.9862836553266
65.974A439585395
65.9959855695852
65.97764718689992

65.9765924499044
65.9766227755A%2
65.97663A3819341

65 . 2966322785417

Figura 16. Aproximacion a la integral definida usando trapecios.
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ACTIVIDAD 2
INTEGRACION DEFINIDA USANDO DERIVE

En el computador, ingrese al programa Derive.

Digite la ecuacion x2+3 en la ventana de ecuaciones como: Xx"2+3y pulse Enter.

5
i ivi ive | (x* +3)dx
El objeto de esta actividad es representar y obtener con Derive que representa
1

el area limitada por y=x2+3, y=0, x=1, y x=5, como se ilustra en la figura 18 generada por
derive.

Genere la gréfica correspondiente, siguiendo el mismo procedimiento de la actividad con
Derive del capitulo anterior. Seleccione del menu "Seleccionar” la opcién "Rango de la grafi-
ca" o simplemente pulse Control + R. Como rango de la gréfica los siguientes: Horizontal
desde -1 hasta 6 con 7 divisiones, vertical desde -2 hasta 30 con 16 divisiones.

Ahora posicionado en la ventana de ecuaciones de Derive seleccione del ment "Célculo" la
opcion "Integrales” o pulse Control + Shift + |. Seleccione la opcién integral definida y digite
los limites del intervalo de integracion como se muestra en la figura 17 y haga clic en el boton
"Simplificar", debe obtener el valor 160/3 y al hacer clic en el icono [Elobtendra el valor 53,33.

Calculo - Integrar #3 : x|
"Yariable: Ix ,.I Inteqral — Integral definida

% Definida Limite Superiar; |5

" |ndefinida Limite Inferiar: |1

— Integral indefinida [prirmitival

Corstante: |E

57 | Simplificar I Cancelar |

Figura 17. Parametros de integracién indefinida.

Seleccione la opcién del menud Opciones/Aproximar antes de dibujar. Ahora, desde la venta-
na de ecuaciones introduzca la orden Plotint (x™2 + 3, X, 1, 5) y pulse Enter, luego grafique
esa expresion, y debera obtener un resultado similar al de la figura 18.

Las graficas de las figuras de este capitulo fueron generadas con Derive, repase el capitulo
generando las graficas usted mismo. |:|
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e
L ]

N
e

L)
-

12

0]

1 4

Figura 18. Gréfica de un &rea generada por Derive.

PRACTICA DE ENTRENAMIENTO

Calcular cada una de las siguientes integrales definidas y verificar la respuesta.

3

1. [ 2xdX rea. 5
2
4

2. [5X, Rea. 5
3

5. [(3x - 4)dx, Rta. 48

Oy

1
4. [ 245X gia 2
0

2
5, I(ZX_Z -3 Rea, -2
1

4
6. |3VXdX Ria. 14
1

3

7. le(Xz — 4f xdx | Ria. 15.625
2

3
8. | x/2x* —3dX pea 7.82
2
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=AHa2a) ,

q+5F

PRACTICA DE APLICACION

Determinacion de excedentes.
La funcion de demanda para un producto es
p = f(q) =100- 0,05q , donde p es el precio
por unidad (en ddlares) de q unidades. La fun-
cion de oferta es p=g(q)=10+0,1g. Determi-
nar los excedentes de consumidores y produc-
tores bajo el equilibrio del mercado. Usar Deri-
ve para generar el grafico respectivo.

. Determinacioén de Excedentes. La ecuaciéon

de demanda para un producto es

y la ecuaciéon de oferta es

qg=9g(p)= P-1. Determinar el excedente de los
consumidores y el de los productores cuan-
do se ha establecido el equilibrio del merca-
do.

. Excedentes bajo equilibrio. En los siguien-

tes casos la primera ecuacion es la de deman-
day la segunda es la ecuacion de oferta de
un producto. En cada caso, determine el ex-
cedente de consumidores y el excedente de
productores bajo equilibrio del mercado.

a. p=20-08q,
p=—+45,

c. = 100(10 - p) ,
Excedente de consumidores. La ecuacion de

demanda de un productoes ¢ =10,/100 - p.

Calcule el excedente de consumidores bajo
el equilibrio del mercado, que ocurre a un pre-
cio de $84.

Excedente de consumidores. La ecuaciéon de

demanda para un productoes p = 2ta y

la ecuacion de ofertaes p = 291 donde p

es el precio por unidad (en cientos de déla-
res) cuando g unidades se demandan o se
ofrecen. Determine a las 1.000 unidades mas
cercanas el excedente de consumidores bajo
equilibrio del mercado.

3

6. Excedentes bajo equilibrio. La ecuacion de

demanda para un producto es

50q

qz + 3600 Y la ecuacion de

ofertaes p =10 In(q + 20) — 26. Determi-

ne el excedente de consumidores y el de pro-
ductores bajo equilibrio del mercado. Redon-
dee sus respuestas al entero mas cercano.

p=060-

7. Distribucién de Ingresos. El economista Wil-

fredo Pareto® establecié una ley empirica de
distribucién de ingresos superiores que da el
namero N de personas que reciben x 0 mas

dolares. Si —, = —aX ", donde a y b son

dx
constantes, obtenga una integral definida que
dé el nimero total de personas con ingresos
entre ay b, siendo a<b.

8. Flujo continuo de ingreso. El valor actual

(en ddlares) de un flujo continuo de ingreso
de $2.000 al afio durante 5 afios al 6% com-
puesto continuamente esta dado por

5
j 2.000e**'dt . Evalge el valor actual al d6-
0

lar mas cercano.

9. Demografia. Para cierta poblacién, supon-

ga que | es una funcién tal que I(x) es el na-
mero de personas que alcanzan la edad x en
cualquier afo. Esta funcion se llama funcién

de la tabla de vida. Bajo condiciones apro-
X+n

piadas, la integral Jl(t)dt da el nimero
n
esperado de gente en la poblacién que tiene

entre exactamente x y x+n afios, inclusive. Si

|(x) = 10.000-/100 — x determine el nd-

mero de gente que tiene exactamente entre
36 y 34 afios inclusive. Dé su respuesta al
entero mas cercano ya que respuestas frac-
cionarias no tienen sentido.

Véase el modulo Matemética 1. Péginas 124 y 125. |:|
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PRACTICA DE APLICACION

10.Costo marginal. La funcion de costo marginal

= 0,29+ 3 sjcesta

en délares, determine el costo de incrementar
la produccién de 60 a 70 unidades.

C
de un fabricante es d q

11.Ingreso marginal. La funcién de ingreso mar-
ginal de un fabricante es

dr _ e 1000

d7q - 100q - Si r esta en dolares,

encuentre el cambio en el ingreso total del
fabricante sila produccién aumenta de 400 a
900 unidades.

12.Curva de Lorentz. Una curva de Lorentz se usa
para estudiar las distribuciones de ingresos.
Si x es el porcentaje acumulativo de los re-
ceptores de ingresos, ordenados de mas po-
bres a masricos, y y es el porcentaje acumu-
lativo de los ingresos, entonces la igualdad
de la distribucion de ingresos esta dada por
la linea y=x en la figura 19, donde x y y se

expresan como decimales. Por ejemplo, el
10% de la gente recibe el 10% de los ingre-
sos totales, el 20% recibe el 20% de los ingre-
s0s, etc. Suponga que la distribucion real esta
dada por la curva de Lorentz definida por

y =225+ 2 x ob jempl
2 o1 X Observe, por ejemplo,

que el 30% de la gente recibe sélo el 10% de
los ingresos totales. El grado de desviacion
de la igualdad se mide por el coeficiente de
desigualdad para una curva de Lorentz. Este
coeficiente se define como el area entre la
curvay la diagonal, dividida entre el area bajo
la diagonal:

areaentrelacurva yla diagonal
areabajola diagonal

Por ejemplo, cuando todos los ingresos son
iguales, el coeficiente de desigualdad es cero.
Encuentre el coeficiente de desigualdad para
la curva de Lorentz definida antes.

1.3
L]
i &
a.g8 7
5
1]
1
&
5 H.b
=]
=) L
5 7 )
)
3
= a.4
=
T
a
]
L @2 e
]
[ -
M maed
- — T =
[ a.2 a.d a8 i i.
Forcertaje acumulatva de receplones de ngresos
-.2

Figura 19. Curva de Lorentz para el problema 12.
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RESPUESTAS
b

. CS=9.000y PS=18.000 7 [-axtdx,
. CS=72,85y PS=32. 2

8. $8.639.
. (a) CS=25,6y PS=38,4; (b) CS=50 LN(2)-25

y PS=1,25; (c) CS=800 y PS=1.000. 9. 1.973.333.

. CS=$426,67. 10. $160.
. CS=$254.000, 11. $2.000.
. CS=1.197y PS=477. 12. 20/63.

AUTOEVALUACION

. Alintroducir un impuesto, el precio que paga
el consumidor es distinto del que percibe el
productor. Esa diferencia representa, justamen-
te, el impuesto. Cuando se introduce o se in-
crementa un impuesto, se desplaza hacia arri-
ba el costo marginal de la empresa; por lo
tanto,

a. Se desplaza hacia abajo la curva de oferta.
b. Se desplaza hacia arriba la curva de oferta.

c. No se logra un punto de equilibrio de mer-
cado.

d. Aumenta el excedente del consumidor
e. Aumentan las cantidades ofrecidas.

. Las siguientes afirmaciones son verdaderas
excepto una. ¢Cual?

a. Con el impuesto se produce una apropia-
cion del Estado de los excedentes del con-
sumidor y del productor.

b. La parte que es transferida al Estado no
representa una pérdida a nivel global.

c. Con el impuesto, hay una parte que cons-
tituye una pérdida que no la gana nadie.

d. Laincidencia del impuesto depende de so-
bre quién recaiga el mismoy no de la elas-
ticidad de las curvas.

e. Los productores trasladan la totalidad
delimpuesto a los consumidores cuan-
do la curva de demanda es perfecta-
mente ineléstica.

3. La funcién de gasto del consumidor re-
presenta el gasto minimo para lograr un
nivel de utilidad determinado. La diferen-
cia entre lo que estarian dispuestos a pa-
gar los consumidores para una determi-
nada cantidad de producto y lo que efec-
tivamente pagan, se llama:

a. Propensién marginal al consumo.
b. Propension marginal al ahorro.

c. Costo marginal.

d. Excedente del consumidor.

e. Excedente del productor.

4. La diferencia entre lo que percibe el pro-
ductory el precio al que estaria dispuesto
a ofrecer cada una de las unidades de pro-
ducto, se llama:
a. Propensién marginal al consumo.
b. Propension marginal al ahorro.
c. Costo marginal.
d. Excedente del consumidor.

e. Excedente del productor. D
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AUTOEVALUACION

5. Lafuncion del ingreso total se puede ob- a. El area bajo la curva entre x=a y x=Db.

tener como la integral indefinida de:

a. El costo marginal.
b. La utilidad marginal.
c. Elingreso marginal.
d. El costo total.

e. Elingreso promedio.

. Podemos llegar a la funcion de utilidad

total usando el proceso de integracion in-
definida, contando con la siguiente infor-
macion:

a. La funcién de oferta y el costo fijo.

b. La ecuacion de demanda y el ingreso
promedio.

c. Las funciones de costo fijo y costo va-
riable.

d. Elingreso marginal y el costo marginal.

e. Los excedentes del productor y del con-
sumidor.

. La antiderivada de la utilidad marginal es

lo mismo que:

a. La derivada de la utilidad total.
b. La derivada de la utilidad media.

c. ElIngreso Marginal menos el Costo Mar-
ginal.

d. La integral indefinida de la utilidad to-
tal.

e. Laintegral indefinida de la utilidad mar-
ginal.

. Laintegral definida entre dos valoresayb

de x para una funcién se define como:

. La variacién marginal entre x=a y x=b.

c. Laantiderivada de dicha funcion.

a.
b.
C.
d.

e.

. La derivada de dicha funcién en los pun-

tosayb.

. Elareaentre lacurvay el eje y desde y=a

hasta y=b.

. Lacurva de Lorentz se usa para estudiar:

Las distribuciones de ingresos.
La produccién maxima.

El 6ptimo de Pareto.

Las distribuciones de utilidades.

El analisis marginal.

10. Para calcular la integral definida debemos
seguir el procedimiento siguiente:

a.

Calcular la antiderivada de la funcién y lue-
go reemplazar esta funcion en el limite su-
perior e inferior. Luego hallar la diferencia
de esos dos valores obtenidos.

.Hallar el limite cuando Ax 0 de

[f(x+ x)-f(X))/ x. El resultado obteni-
do es nuestraintegral buscada.

. Hallamos la derivada de la funcién y luego

reemplazamos en ella la diferencia entre
los dos limites del intervalo.

. Hallamos primero la integral indefinida y

luego reemplazamos en ella la diferencia
entre los limites superior e inferior de la in-
tegral.

. Simplificamos la expresioén, aplicamos la

regla de integracion indefinida y simplifi-
camos el resultado
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