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Integracion indefinida

INTEGRACION INDEFINIDA

En el moédulo de Matematica 1 se estudiaron las aplica-
ciones del célculo diferencial a las areas relacionadas
con la Administraciéon Publica. Ahora estudiaremos el pro-
ceso de integracion orientado al estudio de las aplica-
ciones del mismo tipo, es decir: Costo, renta nacional,
consumo y ahorro, excedentes del productor y consumi-
doryrelacion Ingreso Vs. Costo. Este capitulo se centra-
rd en el proceso de integracion indefinida y sus aplica-
ciones, mientras el proximo se dedicara a la integracion
definida.

Al igual que para el moédulo de Matematica |, este modu-
lo exige unos conocimientos previos que se deben ha-
ber logrado durante el bachillerato; para este capituloy
el siguiente son: manejo basico de las operaciones al-
gebraicas, derivacion e integracion. Como parte del ob-
jeto del curso son las aplicaciones del calculo integral y
no la ensefanza del proceso de integracion, entonces
este ultimo se abordara tangencialmente, centrando el
andlisis en las aplicaciones. Igual criterio sera tenido en
cuenta para la evaluacion del curso.
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PLAN DEL CAPITULO

1. HISTORIA DEL CALCULO INTEGRAL
2. ANTIDERIVADA E INTEGRAL INDEFINIDA
3. APLICACIONES DE LA INTEGRACION INDEFINIDA
4.  TECNICAS DE INTEGRACION: ESTANDAR Y SUSTITUCION
5. PRACTICA CON DERIVE
OBJETIVO GENERAL

El estudiante aplicara el proceso de integracion indefinida para resolver
problemas relacionados con el costo, la renta nacional, el consumoy
el ahorro, para ello se apoyara en un software de matematica.
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Integracion indefinida

1.  INTEGRACION

El proceso de determinar una funcién cuya derivada se conoce se llama integracion y la funcién que se busca
se llama integral indefinida o antiderivada de la funcion propuesta.

El calculo integral ha sido una herramienta invaluable en el es-
tudio de la naturaleza que ha logrado un aporte significativo al
desarrollo de la humanidad, por su aplicabilidad y por su anti-
gliedad. Véase Doc. 1.

El proceso de calcular una integral lleva a dos caminos: a en-
contrar las antiderivadas y al célculo de &reas bajo una curva.
Véase Doc. 2.

Cuando pretendemos simplemente encontrar la antiderivada
estamos abordando la integracién indefinida. Explicacion 1.

Del proceso general de integracion usando las antiderivadas
conocidas podemos conformar unas tablas de integrales que
nos proporcionan las férmulas para encontrar la integral de las
funciones mas comunes. Véase latabla 1.

Ademas del proceso general de integracion, el calculo nos pro-
porciona otros métodos como: sustitucion, partes, fracciones
parciales y el método de aproximaciones que se estudia en el
proximo capitulo.

La integral indefinida proporciona algunas aplicaciones Utiles al
administrador publico, especialmente en el campo de la eco-
nomia, como son: el costo, la renta nacional, el consumoYy el
ahorro. (Véanse los tres ltimos en la explicacion 2)

En el médulo de Matematica | se explico el enfoque marginal
con el cual se obtiene el nivel de produccién que maximiza las
utilidades. Se sefial6 que una expresion del ingreso marginal
(MR) es la derivada de la funcion del ingreso total, donde la
variable independiente es el nivel de produccion. De manera
semejante, se afirmo que una expresion del costo marginal (CM)
es la derivada de la funcion del costo total. Si se tiene una
expresion del ingreso o del costo marginal, las antiderivadas
respectivas serén las funciones de ingreso y costo totales. Véan-
se los ejemplos 3 al 6.

VOCABULARIO

Propension marginal al ahorro. La propen-
sion marginal al ahorro (PMS) es la
proporcion que se ahorra de un peso
adicional de renta. (PMS = variacion
de la cantidad ahorrada / variacion
de la renta). La suma de la PMC y la
PMS es la unidad, ya que la renta se
consume o se ahorra.

Propensién marginal al consumo. Larela-
cion entre la variacion en el consumo
y la variacion de la renta, expresada
mediante la propensiéon marginal a
consumir (PMC), determina cémo va-
ria el consumo cuando la renta au-
menta o disminuye ligeramente. La
propensién marginal a consumir es la
proporcién de un peso en que aumen-
ta el consumo cuando aumenta la ren-
ta en un peso. (PMC = variacion de la
cantidad consumida / variacion de la
renta). Una de las hipétesis keynesia-
nas bésicas sostiene que la PMC es
siempre positiva y menor que la uni-
dad.

Renta Nacional. El PIB, o si se prefiere la
"renta nacional”, es la suma de lo que
una economia ha gastado que es igual
alo que haingresado y que es igual a
lo que ha producido. EI PIB es "lo que
da de si" una economia, lo que "renta”
una economia, al igual que decimos
la "renta" de una casa. Lo que paga el
inquilino es lo que ingresa el propie-
tario.

Valor de reventa. es el valor monetario que
posee un cierto bien después de de-
terminado tiempo, este tiempo debe
ser menor al de la vida util, ya que se
supone que un bien u objeto des-
pués de cumplir con su vida util, se
desecha. (Valor Residual = Valor
Neto - Depreciacion Acumulada)
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Apartes de la exposi-
cién El Legado de las
Matematicas.De Eucli-
des a Newton: Los ge-
nios a través de sus li-
bros. “De Cémo de
Gestd y vino al Mundo
el Célculo Infinitesi-
mal”. Exposicion rea-
lizada en Los Reales
Alcézares de Sevilla,
2000.

Doc. 1. El Legado de las mateméticas*

"Del legado de las matematicas, el célculo infinitesimal es, sin duda, la herramienta
mas potente y eficaz para el estudio de la naturaleza. El calculo infinitesimal tiene dos
caras: diferencial e integral; y un oscuro interior donde, como demonios, moran los
infinitos: grandes y pequefios. Los origenes del célculo integral se remontan, como
no, al mundo griego; concretamente a los célculos de areas y volimenes que Arqui-
medes calculd en el siglo lll a.C.. Aunque hubo que esperar mucho tiempo hasta el
siglo XVII -j2000 afios! para que apareciera -0 mejor, como Platon afirmaba para que
se descubriera- el célculo. Varias son las causas de semejante retraso. Entre ellas
debemos destacar la inexistencia de un sistema de numeracion adecuado - en este
caso el decimal- asi como del desarrollo del algebra simbdlica y la geometria analitica
que permitieron el tratamiento algebraico -y no geométrico- de las curvas posibilitan-
do enormemente los célculos de tangentes, cuadraturas, maximos y minimos, entre
otros. Todo ello ocurri6 esencialmente en el siglo XVII. Comenzaremos por tanto des-
de el principio.

Para los griegos el infinito aparece de dos maneras distintas: lo infinitamente peque-
fio y lo infinitamente grande. Ya aparecid de algiin modo en la inconmensurabilidad de
la diagonal de cuadrado; también, claro esta, lo tenemos en la famosa paradoja de
Zenbn sobre Aquiles y la tortuga, por ello no es de extrafiar que alguien intentara
regularlos. Ese alguien fue nada méas y nada menos que Aristoteles. Lo que hizo fue
prohibir el infinito en acto "no es posible que el infinito exista como ser en acto o como
una sustancia y un principio", escribio, pero afiadid "es claro que la negacién absoluta
del infinito es una hipdtesis que conduce a consecuencias imposibles" de manera
que el infinito "existe potencialmente [...] es por adicién o divisién". Asi, la regulacién
aristotélica del infinito no permite considerar un segmento como una coleccién de
puntos alineados pero si permite dividir este segmento por la mitad tantas veces
como queramos. Fue Eudoxo, discipulo de Platon y contemporaneo de Aristoteles
quien hizo el primer uso "racional" del infinito en las matematicas. Eudoxo postulé que
"toda magnitud finita puede ser agotada mediante la substraccion de una cantidad
determinada”. Es el famoso principio de Arquimedes que éste toma prestado a Eudoxo
y que sirvié a aquel para superar la primera crisis de las Matematicas -debida al
descubrimiento de los irracionales-.

No obstante, fue obviamente Arquimedes el precursor del célculo integral aunque
desgraciadamente -0 quiza por suerte, quién sabe- su método se perdié y por tanto
no tuvo ninguna repercusion en el descubrimiento del célculo -recordemos que su
original método "mecanico" donde ademas se saltaba la prohibicion aristotélica de
usar el infinito in acto se perdi6 y solo fue recuperado en 1906 como ya hemos tenido
ocasion de contar en la seccion dedicada a los griegos-. La genial idea de siracusano

fue considerar las areas como una coleccion -necesariamente infinita- de segmen-
[o]

a
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Doc. 1. Continuacion

tos. Habra que esperar 2000 afios hasta que otro matematico -en este caso Cavalieri-
volviera a usar de esa manera los infinitos. De hecho Leibniz descubri6 la clave de su
calculo al ver un trabajo de Pascal donde éste usaba un método semejante.

Newton en su célebre frase ‘Si he llegado a ver mas lejos que otros es por que me subi
a hombros de gigantes’ se refiere entre otros a su maestro y mentor Isaac Barrow.
Barrow fue probablemente el cientifico que estuvo méas cerca de descubrir el calculo.
Lleg6 a las matematicas en su afan de comprender la teologia -de hecho se marcho de
su céatedra en Cambridge, cediéndosela a Newton para continuar sus estudios teologi-
cos-. En la leccion X de su obra Letiones opticae & geometricae Barrow demuestra su
versién geométrica del Teorema fundamental del célculo.

En el Gltimo cuarto del siglo XVII, Newton y Leibniz, de manera independiente, sintetiza-
ron de la marafia de métodos infinitesimales usados por sus predecesores dos concep-
tos, los que hoy llamamos la derivada y la integral, desarrollaron unas reglas para mani-
pular la derivada —reglas de derivacion— y mostraron que ambos conceptos eran inver-
sos —teorema fundamental del célculo—: acababa de nacer el calculo infinitesimal. Para
resolver todos los problemas de cuadraturas, méaximos y minimos, tangentes, centros
de gravedad, etc., que habian ocupado a sus predecesores bastaba echar a andar estos
dos conceptos mediante sus correspondientes reglas de calculo.

El primero en descubrirlo fue Newton, pero su fobia a publicar le hizo guardar casi en
secreto su descubrimiento. Newton gestd el célculo en sus annimirabilis (1665-1666)
cuando se refugiaba en su casa materna de la epidemia de peste que asolaba Inglaterra.

Leibniz, mas conocido como filsofo, fue el otro inventor del calculo. Su descubrimiento
fue posterior al de Newton, aunque Leibniz fue el primero en publicar el invento. Lo hizo
ademds usando una via ciertamente novedosa en aquella época: para facilitar la difu-
sién de sus resultados los publicé en una de las recién creadas revistas cientifico filoso-
ficas el Acta Eroditorum que él mismo habia ayudado a fundar -eran ciertamente mo-
mentos importantes para la ciencia donde empezaron a aparecer las revistas cientificas
que permitirian luego y hasta nuestro dias la difusion del conocimiento y los descubri-
mientos cientificos-Durante una estancia en Paris -ya que era un afamado diplomatico-
Leibniz conoce a Huygens quien le induce a estudiar matematicas. En 1673, luego de
estudiar los tratados de Pascal, Leibniz se convence que los problemas inversos de
tangentes y los de cuadraturas eran equivalentes. Alejandose de estos problemas, a
partir de sumas y diferencias de sucesiones comienza a desarrollar toda una teoria de
sumas y diferencias infinitesimales que acabarian en la gestacion de su calculo por el
afio 1680 y a diferencia de Newton si lo publica en las mencionadas Actas con el titulo
'Un nuevo método para los maximos y los minimos, asi como para las tangentes, que no
se detiene ante cantidades fraccionarias o irracionales, y es un singular género de cél-

culo para estos problemas'.
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Doc. 2. Concepto de integracion?

"La integracion tiene dos interpretaciones distintas; es un procedimiento inver-
so de la diferenciacién o derivacion y es un método de determinar el area deba-
jo de una curva. Cada una de estas interpretaciones tiene numerosas aplica-
ciones a la economia y la administracién.

Como una operacidn, la integracion es la inversa de la derivacion. Asi, si una
funcion es derivada y luego se integra la funcién obtenida, el resultado es la
funcién original. Esto es verdadero solo si se especifica en alguna forma la
constante de integracion; de otra manera el resultado puede diferir de la funcion
original por una constante. En este contexto, la integracion es un proceso de
hallar una funcion cuando se conoce su derivada (0 razén de cambio). En eco-
nomia puede usarse la integracion para hallar la funcion de costo total cuando
se da una funcién de costo marginal, para hallar la funcién de ingreso total
cuando se da la funcion de ingreso marginal, etc.

También puede definirse la integracion como el proceso de hallar el valor
limite de una suma de términos cuando el numero de términos crece infinita-
mente y el valor numérico de cada término se aproxima a cero. Este es el
contexto en que la integracion se interpreta como la determinacion del area
bajo una curva. En efecto, el célculo integral se desarrollé con el propésito de
evaluar &reas, suponiéndolas divididas en un nimero infinito de partes infini-
tesimalmente pequefias cuya suma es el area requerida. El signo integral es

una S alargada que usaron los primeros autores para indicar la suma. En
economia puede evaluarse el ingreso total como el area bajo la curva de
ingreso marginal; el superdvit del consumidor y el superavit del productor
pueden evaluarse como areas bajo las curvas de demanda y de oferta, y asi
sucesivamente.

Para una u otra aplicacidn, la integracién requiere operacionalmente que se
determine una funcion cuando se ha dado su derivada. Desafortunadamente,
las técnicas de integracion son de por si més dificiles que las de derivacién y
existen funciones, algunas de ellas con engafiosa apariencia simple, cuyas
integrales no pueden expresarse en términos de funciones elementales. Los
casos mas sencillos de integracion se llevan a cabo invirtiendo las correspon-
dientes férmulas de la derivacion; los casos mas complicados se manejan
oraper Jean E. & Klingman Jane utilizando tablas de las formas estandar, con varios procesos de sustitucion vy,

S. Matematicas para la Administra- Si es necesario, con métodos numéricos (aproximacion).”

cion y la Economia. Editorial HAR-
LA. México, 1967.
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EXPLICACION 1. INTEGRAL INDEFINIDA

Si tenemos una funcién F(x) que tiene la siguiente
derivada: .

¢Cual es esa funcion F(x)? Como ya sabemos
derivar y conocemos esas derivadas triviales, en-
tonces podemos deducir que la funcién

F(x) = x*. Verifiquemos:

d
™ [x3] = 3%*, Entonces decimos que F(x) es la

antiderivada de F'(x), 0 que x3es la antiderivada
de3x?, ya que 3x2es la derivada de x3.

Hay ademas un elemento adicional en este pro-
ceso de pasar de funcion a derivada, y de deriva-
da a antiderivada, es decir el proceso inverso. Vea-
mos el ejemplo 1. en ese ejemplo se verifica que
varias funciones distintas pueden tener la misma
derivada, lo cual implica que una funcion tiene
multiples antiderivadas. ¢Pero qué es lo que cam-
bia en la antiderivada de un caso a otro?. Revise
el ejemplo 1 nuevamente y responda.

En efecto, lo que cambia es la constante de la
antiderivada, lo cual nos lleva a que si de alguna
forma conservamos la constante que tenia la fun-
cion inicial F(x) o tenemos una forma de conocer-
la, entonces al hallar la antiderivada de F'(x) pode-

mos llegar a F(x), en caso contrario llegaremos
a una funcién f(x) similar a F(x) pero que pude
variar en un valor constante. Es decir:

F(x)=f(x)+K, donde K la llamaremos posterior-
mente constante de integracion.

Notacion para las antiderivadas.

Si y=F(x) es una antiderivada de f(x), enton-
ces se dice que F(x) es una solucion de la ecua-
cion:
dy . y
dx = f(X), ahora escribimos esta ecuacion
en la forma llamada diferencial equivalente asi:
dy=f(x)dx.

La operacién de encontrar todas las soluciones (la
antiderivada general de f) de esta ecuacion se lla-

ma integracion y se simboliza con la S alargada |.

Para solucionar dy={ (x)dx aplicamos derivada asf:
dy = f(x) dx, de donde:y = f(x) dx =
F(x) + K

donde x es la variable de integracidn, f(x) es el
integrando y K es la constante de integracion.

J

Ejemplo 1
Derivada y multiples antiderivadas

Antiderivada F(x)

Derivada F'(x)

x° +1
x> +3
x° +100

XS

5x*
5x*
5x*
5x*
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TABLA 1. REGLAS BASICAS DE INTEGRACION

. Funcion constante

FORMULA DE INTEGRACION
, donde k

= constante

FORMULA DE DERIVACION
9 K=0
dx

. Constante por una funcién

JKf () dx =k [ f(x) dx

donde k = constante

d d
&[kf (X)] = k&[f (X)]

. Regla de la potencia

n+1

Ix”dx _ X +C
n+1
donde n # -1

Ikdx:kx+

. Potencia de una funcién

[IFOOT Fr0gdx =

[Foal”
n+1

donde n = -1

S LFOoT =nlf 0T £

. Suma o diferencia de funciones

si las integrales de f(x) y g(x)

existen, entonces:

1100+ 900] =

JIf )£ g(0)]dx =
d d
&[f 0]+ &[Q(X)]
[ 1 (0) dx £ [g(x) dx
. Excepcion de la regla de la potencia IE e Ix_l dx = Ln x4 c (;jx [In x] = )l(
X
. Cociente especial _[];’((:(()) dx =Inf(x)+c (;jx[ln f(x)] = fzx) f*(x)

. Funcién Exponencial

Iexdx =e"+cC

§ e

. Exponencial de una funcion

Ief‘x)f’(x)dx =e'™4c

(;jx[ef(x)]:ef(x)fu(x)

21
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EXPLICACION 2
COMO APLICAR LAS REGLAS DE INTEGRACION ESTANDAR

De forma similar como se aplican las reglas de derivacion. (Recuerde que este proceso lo estudié durante el
bachillerato). Explicaremos uno de los casos y corresponderd a usted recordar y volver a practicar los otros
cas0s con ejercicios que invente o con los de la practica de entrenamiento.

Apliquemos la regla de la potencia de una funcion en conjunto con la de constante por una funcion (véase la
tabla 1), en el siguiente ejercicio: Evaluar [7x dx.

Aplicando la regla de la constante por una funcién tenemos: 7x dx = 7 x dx

Teniendo en cuenta que x esta elevado a la potencia 1, es decir (x=x*) reexpresamos: = 7 x* dx

7
Aplicando la regla de la potencia de una funcién tenemos: / j x'dx = 5 x? + K

El siguiente esquema® muestra el procedimiento que se ha seguido y que se puede generalizar como se ve en
el ejemplo 2.

FUNCION RE-EXPRE- APLICAR LA SIMPLIFICAR
DADA PARA p| SARLA p| REGLADE ——— EL
INTEGRAR FUNCION INTEGRACION RESULTADO

3 Tomado de Larson Roland E. y Hostetler Robert P Matematicas 11°. Calculo. McGraw-Hill. Bogota, 1989. Pag. 189.

Ejemplo 2
Aplicando las reglas de integracion

Funci6n a integrar Funcién re-expresada Integracion Respuesta simplificada
Iidx— jx’sdx —ﬁ+K -1k
x* -2 o2x?
Jxd 4 K 2 %% 4 K
I Xdx = jx X =y =3 +
% %
X+1 X 1 X X 2
—=0x= —+ — [dx= :7+7+K :*X%+2X%+K
P f (& &j % 3
J‘(x%+x%)dx §ﬁ+2ﬁ+K
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Ejemplo 3. Ingreso marginal

La funcion de ingreso marginal (MR) del producto
de una compafiia es: MR=50.000 - g

Donde g es el nimero de unidades producidas y
vendidas. Si el ingreso total es 0 cuando no se
vende ninguna unidad, determine la funcion de in-
greso total del producto.

Dado que la funcion de ingreso marginal es la
derivada de la funcién de ingreso total, ésta dlti-
ma sera la antiderivada del ingreso marginal. Al
aplicar el proceso de integracién indefinida se ob-
tiene:
2

R(qg) = 50.000q - qz +C, puesto que sabe-
mos que el ingreso cuando no se coloca en el mer-
cado algun producto es cero, es decir R(0)=0, en-
tonces C=0. Por lo tanto, la funcién de ingreso to-
tal del producto de la compafiia es:

2

q

R(g) =50.000q - .

Ejemplo 4. Costo marginal

La funcion que describe el costo marginal de fa-
bricar un producto es MC= q + 100,

Donde g es el numero de unidades producidas. Se
sabe también que el costo total es de $40.000, cuan-
do g=100. Determinar la funcion de costo total.
Para determinar la funcion de costo total, primero
se encuentra la antiderivada de la funcién de cos-

2

to marginal, es decir, C(X) = qz +100g +C
Dado que C(100)=40.000, podemos despejar el

valor de C, que resulta representar el costo fijo.

2
40.000 = (100)

+100(100) + C

40.000 = 5.000 +10.000 + C

25.000 = C , es decir cuando la produccion es
cero el costo es de 25.000, entonces la funcion
especifica que representa el costo total de fabri-
car un producto es:

2

C(x) = qz +100q + 25.000

Ejemplo 5. Funcién de demanda

drR

Si la funcion de ingreso marginal para el producto de un fabricante es ,MR = dq 2.000 -20q-3g°encon-

trar la funcién de demanda.
dR

Estrategia: Integrando — 'y usando una condicion inicial, podemos encontrar la funcién de ingreso R(q). Pero

dq

R(q)

el ingreso esta dado también por la relacion general R(q)=pa, donde p es el precio por unidad. Asi, P = q

Reemplazando R(q) en esta ecuacion por la funcién de ingreso obtenemos la funcion de demanda.

drR
Como Ees la derivada del ingreso total R(q),

Qo
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R(a) = [(2.000 - 20q - 392 g

q° q°
R(a) = 20009~ (20) =~ (3) % +C
R(q) = 2.000q —109*> —q* + C

El ingreso es cero cuando g=0. Suponemos que cuando no se ha vendido ninguna unidad, el ingreso total es
0; esto es, R(0)=0 cuando q=0. Esta es nuestra condicion inicial. Sustituyendo esos valores en la ecuacion
de costo resulta:

0 = 2.000(0) —10(0)? — 0° + C, por lo tanto C=0,y R(q) = 2.000q —10qg° — q°.

R(a)
Para encontrar la funcién de demanda, usamos el hecho de que P = Ty sustituimos el valor de R(q):

0= R(g) _ 2.000q -10q* —q°
q q
p = 200 —10q — 2.

, sacando factor comdn g en el numerador y simplificando tenemos:

Ejemplo 6. Costo promedio

Si el costo total y de producir y comercializar g unidades de una mercancia est4 dado por la funcién C(q), el

= C(q) dc
costo promedio por unidad es C(q) = q y el costo marginal es MC = a =C'(q) . De lo anterior lle-
gamos a que podemos encontrar la funcién de costo promedio si tenemos la de costo marginal, ya que al
integrar el costo marginal obtenemos el costo total, y al dividir el costo total por la cantidad obtenemos el
costo promedio. dc
El costo marginal MC como funcion de las unidades producidas g, esta dado por: MC = d_ =1.064-0,005q
q

Si el costo fijo es $16,3, hallar las funciones de costo total y costo promedio.
C(x) = [dC = [(1.064 - 0,005q)dq = 1.064q — 0,0025q” + C

Si g=0, C=16,3 se deduce C=16,3 y se tiene:

C(q) = 16,3 +1.064q — 0,0025q>: Costo total

— C 16,3
C(q) = ;q) = T +1.064 - 0,00250 : costo promedio.
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EXPLICACION 2
RENTA NACIONAL, CONSUMO Y AHORRO

Si la funcién consumo esta dada por c=f(x), en la cual ¢ es el consumo nacional total y x es la renta nacional
total, entonces la propensiéon marginal a consumir es la derivada de la funcion consumo con respecto a x.

dc ,

dx = f'(X), y suponiendo que x=c+s, en donde s son los ahorros, la propensién marginal a ahorrar
O _,_dc

®S" dx dx

El consumo nacional total es la integral con respecto a x de la propension marginal a consumir,
c=[f'(dx=f(x)+C

Debe especificarse una condicion inicial para obtener una Unica funcién de consumo al integrar la correspon-
diente propension marginal a consumir. Véanse los ejemplos 7 y 8.

~

Ejemplo 7. Propension marginal al consumo

La propension marginal a consumir (en billones

dc 0,2
de dolares) oS! gy 0,7+ N

Cuando la renta es cero, el consumo es 8 billones
de délares. Hallar la funcién de consumo.

c= j(o,7 ¥ %jdx = 0,7x+04/x +C

Si x=0, c=8, se deduce C=8y se tiene
C=8+0,7x+0,4/x

Ejemplo 8. Propensién marginal al ahorro

La propension marginal a ahorrar es
1/3. Cuando la renta es cero el con-
sumo es de 11 millones de ddla-
res. Hallar la funcién de consumo.

dc _, ds_2
dx dx 3
c= j%dx:§x+11

Si x=0, c=11, se deduce C=11,y
c=2x+11
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1 Integracién indefinida

DOCUMENTOS

-

EXPLICACION 3
INTEGRACION POR SUSTITUCION

En razon a que muchos ejercicios de integracion no se pue-
den resolver con las reglas estandar, recurrimos a otros
métodos, uno de ellos es la integracion por sustitucion, en
donde usamos un truco consistente en hacer una sustitu-
cion de un factor sustituyente por un simbolo que la repre-
senta logrando simplificar el problema. Para aplicar el méto-
do de sustitucion es necesario que se pueda identificar den-
tro de la funcién a integrar una parte que corresponde a otra
funcién mas féacil de derivar o factor sustituyente y la parte
restante coincida con la derivada de esta ultima funcion o
factor.

Si bien la integracion por sustitucion y la integracion por par-
tes no logran una participacién significativa dentro de las
aplicaciones de la derivada, abordamos aqui la primera, de
la cual se presentan los casos mas notorios.

El proceso de integracion por sustitucion se descompone en
cuatro partes: identificacion del factor sustituyente y su de-
rivada, realizacion de la sustitucion simbdlica, aplicacion de
la regla estandar de derivacion, y aplicacion de la sustitu-
cion a la inversa. Véanse los ejemplos 9 y 10.

NOTA

Errores fatales frecuentes

. Aplicar el proceso de integraciéon

en lugar del de derivacion.

. Decir que la integral de una cons-

tante respecto ax es ceroyno la
constante por X.

. Realizar mal las operaciones con

fracciones.

. Eliminar el simbolo de integral al

momento de reexpresar y no al
momento de integrar.

. Olvidar escribir la constante de

integracion.

. Darse por vencido y esperar que

otro haga el ejercicio

Ejemplo 9. Integracion por sustitucion.

Integrar J‘(x3 + 5)63x2dx

No es necesario reexpresar la expresion inicial.

En esta el factor sustituyente es u = (x3 + 5)y su derivada es

sustitucion inicial nos queda I(x3 + 5)6 3x2dx= J.uedu.

du 2
< = 3X", de manera que al hacer la

7

: , . _ u
Ahora si podemos integrar facilmente por la regla de la potencia y tenemos: J.usdu = = +C

Haciendo la sustitucion final llegamos a la respuesta:
u’ (x* +5)
7 + C -

+ C. En este caso no se puede simplificar mas la respuesta.
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x-1
Integre: dex

Primero re-expresamos asi:

x-1
————ax_
J‘(xz —2x +3f T=

I(x2 —2x+3) " (x - 1)dx

Si se hace el factor sustituyente por la regla de la potencia:
2
U = x> — 2x + 3.entonces 1 -
== Iu‘Sdu _Lu e
du = (2x — 2)dx = 2(x — 1)dx. 2 2_9
En el integrando hace falta un factor 2. Se introdu- Haciendo la sustitucion final tenemos:

ce este factor para que se pueda aplicar la regla

de la potencia, asi:

Ejemplo 10. Integracion por sustitucion
I(x2 —2x+3) (x—1)dx=
J‘(x2 —2x+3)° %(x ~1)dx=
% j(xz —2x+3) " 2(x —1)dx

hacemos la sustitucion inicial y luego integramos

HE +c:=—1(x2 —2x+3)° +C
4 4

Donde " n " = ndmero de partes en que se divide el intervalo [a, b ]

Tabla 2. Métodos de integracion y aproximacion

Integracién por sustitucion

- Regla general

Si se hace u=u(x) y du=u'(x)dx, entonces:

[Feu () = [fu)du = F(u) +C = Fu(x) +C

Integracion por substitucion

- potencia de la regla general

- ~ . B Un+1 B [u(x)]n+1
J'[u(x)] u'(x)dx = J'u du _m+c =5

+C,conn=-1

Integracion por partes

Iu(x) V'(x)dx =u(x) v(x) - Jv(x) u’(x) dx

Aproximacion por Rectangulo

b
b—a
J.f(x)dXZT[f(Xl)Jr F(x2) + .+ f (%)l donde x. es punto medio

de los intervalos.

Aproximacion por Trapecio

b
jf(x)dx:%{f(xo)uf(xl)+2f(x2)+...+2f(xn,1)+ f(x,)]

donde x son los puntos finales de los subintervalos.

Aproximacion por Simpson

b
If(x)dx:b;—na[f(xo)+4f(x1)+2f(xz)+4f(xs)...+ f(x,)]

donde "n" es par.

33



34

Integracion indefinida

2. PRACTICA CON DERIVE
Ingrese al programa Derive.

Digite la ecuacion MR=50000-g, donde MR es el ingreso marginal

Observe que Derive la ha interpretado como m-r = 50000 - g, es decir no toma a MR como un solo simbolo

sino como el producto de m por r. Por lo que debemos abreviar la expresion.

Digite ahora la ecuacion M = 50000 - g, pulse Enter.

Haga clic en el icono Ventana 2D | = y luego en el icono Representar Expresion

<= Note que los dos iconos son iguales pero cumplen funciones diferentes, el

primero aparece cuando esta activada la ventana de ecuaciones y el segundo
cuando esta activada la ventana de graficos en dos dimensiones.

Lo més probable es que en este momento no vea nada representado en el plano,

entonces debe hacer clic en el icono Zoom hacia dentro | ## o pulsar repeti-

damente la tecla F9 hasta que la gréfica sea visible dentro del rango en pantalla.

Cuando la gréfica sea visible, optimice la presentacion de la gréfica con los iconos

L =+ | % 1 =+¢ oconlasteclas: F10 Zoom hacia fuera, F8 Reduccion

*
= 4'-}

vertical, F6 Reduccidn horizontal, F9 Zoom hacia dentro, F7 Ampliacion vertical
y F5 Ampliacién horizontal.

Con los iconos| w |-+ B | puede centrar y demarcar el area a visualizar,

hasta obtener un resultado como el de la figura 1.

Note que en la figura 1 se han reemplazado los valores x y y que usted tiene en
pantalla por MRy g, lo cual se logra seleccionando Opciones - Pantalla - Ejes -
Titulos, donde usted hace la sustitucion respectiva. Véase la figura 2.

Para ver simultaneamente la ventana de ecuacionesy la de graficos seleccione
Ventana - Mosaico vertical. Tenga en cuenta que son distintas las funciones que
estan disponibles cuando se activa una u otra ventana.
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Ahora posicionado en la ventana de ecua-
ciones y con la formula que introducimos
activa, hacemos clic en el icono integrar o
seleccionamos Célculo - Integrales, o pulsa-
mos Control+Shift+I, nos aparecera la ven-
tana de la figura 3, en la que seleccionamos
la variable g, integral indefinida, suponga-
mos que el costo fijo es de 10.000 y anoté-
moslo como constante.

Haga clic en simplificar y obtendra como
resultado la integracion de ambos términos
de la ecuacion, sin embargo nos interesa
s6lo el termino de la derecha.

Pruebe ahora ingresando solamente la ex-
presion 50.000-q y luego repita el proceso
de integracion indefinida. Derive dard como

2

resultado: — qz +50.000 - g +10.000

Opciones para los Ejes i

Lineaz
f* 5j
& No Colar... |

— Divisiones y unidades

f+ 5j
£~ Mo Colar... |

Factor de ezcala honzontal:

|1
Factor de ezcala vertical: |1

MR

69727

55781

q

-28718 -14355 14355 28718 43065 7419 71774

-13945 -

-27891 -

Figura 1. Gréfica de ingreso marginal.

Calculo - Integrar #1 F x|
| 5 o
Yariable: IE =] Integral Intearal defirida

Tituloz

E e Harizontal; Iq
Color... |
Eje Vertical: IMH

" Definida LLimite. Superiar: I
@ |ndefinida Limite | rferiar: I

— Integral indefinida [primitiva)

Constante: |1 aana

Si I Cancelar |

Si I Simplificar I Cancelar |

Figura 2. Titulos de los ejes de la gréfica

Figura 3. Ventana de pardmetros de integracion.
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Integracién indefinida

ACTIVIDADES Y DOCUMENTOS

PRACTICA DE ENTRENAMIENTO

Resuelva los siguientes ejercicios de integracién indefinida y compare con las respuestas proporcionadas y

compruébelas mediante derivacion.

REGLAS DE INTEGRACION

1. j?dx, Rta: 7x+C

2. x8%dx, Rta:

w

. jStsdt, Rta: 2t* + C
4. [(3x? +2x - 5)ix,

Rta:x3 + x> —5x + C

5. J.GXllde, Rta: 4x”% + C

6. j8x‘3dx, Rta:— 4x2 + C
du

7. J‘ﬁ Rta: 2-/u + C

8. [ox*® —8x** - 2)x,

Rta: x> — 6x% — 2x + C

©

4 5
J‘(S X2 - ijdX, Rta:g XAZX_2 + C

INTEGRACION POR SUSTITUCION

6
10. J’(x2 - 4)52xdx, Rta: (ng4) +C

11. I(3X—2)7dX,Rta:(3X2;2)8+C
" jﬁdxﬁa (2x“+32 c
13. IM dt Rea: I;L(3t2 +1)7+C
w (i o ™

-1

C
12(x* +2x2 +1) '

Rta:

Qo
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ACTIVIDADES Y DOCUMENTOS

BOOGA0L1), 2

PRACTICA DE APLICACION

1. Costo marginal. La funcién de costo margi-
nal para la produccion es

CM =10+ 24q - 3q ; si el costo total para

producir una unidad es 25, hallar la funcién
costo total y la funcién costo promedio.

2. Propensién al ahorro. La propensién margi-
nal a ahorrar es ¥2. Cuando la renta es cero,
el consumo es 6 billones de délares. Hallar la
funcién consumo.

3. Ingreso marginal. Si el ingreso marginal es

MR =15 —9q — 3g? hallar las funciones
de ingreso y demanda.

4. Ingreso marginal. Si el ingreso marginal es

MR =10 - 5q, hallar lan funciones de in-
greso y demanda.

ropension al consumo. La propension mar-
ginal a consumir (en billones de ddlares) es

dc 1

—_— = 0 ,5 + —y

dx 3x”7
Cuando la renta es cero, el consumo es 6 bi-
llones de ddlares, hallar la funcién de consu-

mo.

6. Cobertura educativa. Larapidez de incremen-
to proyectada en la inscripcion de una uni-
versidad publica se estima mediante la ecua-

cion: ,cont>0,don-

de E(t) es lainscripcion proyectada en t afios.
Silainscripcion cuando t=0 es 2.000, calcu-
le la inscripcion que debe proyectarse para
15 afios.

7. Salud publica. Una epidemia de gripe azota
auna ciudad y se estima que larazén de cam-

bio de las personas sin gripe con respecto al

dw
tiempo se calcula de o 400t —12.000,

Encuentre W(t), o sea el nimero de personas
que no padecen gripe en t dias, si
W(0)=500.000. Después, calcule el numero de
personas que no padecen gripe 30 dias des-
pués de haber empezado la epidemia.

8. Funcion de Utilidad. Si la utilidad marginal
por producir g unidades se calcula mediante

U (q) = 50 — 0,049, U(0)=0. Donde P(x) es
la utilidad en doélares, encuentre la funcién

de utilidad P y la utilidad sobre 100 unidades
de produccion.

9. Valor de reventa. El municipio de Mitl cuyo
Unico medio de transporte hacia el interior
del pais es el aéreo, compré un aeroplano
en U$300.000 para el uso oficial. El valor de
reventa se espera que disminuya en un pe-
riodo de 16 afios con una rapidez que varia
con el tiempo, y se estima que es
V'(t) zﬂ

\/f donde v(t) es el valor de re-
venta del aeroplano en millones de ddlares
después de tafios. Observe que v(0)=300.000
y encuentre v(t). También, calcule v(15), o sea
el valor de reventa en miles de ddlares des-
pués de 15 afios.

10.Crecimiento urbano. Un area suburbana de
Medellin se incorpora a la ciudad. La rapidez
de crecimiento t afios después de haberse
incorporado se estima que es

, con 0<t<9. Si normal-

mente la poblacién es de 5.000, ¢Cual sera
la poblacion dentro de 9 afios?

Qo
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ACTIVIDADES Y DOCUMENTOS

RESPUESTAS
1. C(q) =109 +129° —q° + 4, 5. C = 05X +0,5x” +6
C(q) =10+129-q° + 10.000
E(t) =12.000 - . = .
6. E(t) i1 E15)=9.500 es
tudiantes.

1
2. C= E X + 6 en billones de délares.

7. W(t) = 200t> —12.000t + 500.000,

_ _9 2 _ 3
3. R(q) =15q -3 a W(30)=320.000

p=15-3q-9° 8. P(x) = 50x — 0.02x?;P(100)=4.800
4. R(@)=10g-5q9°. p=10-3q 9. v(t) = 300 — 50/t ; v(15)=106.000
10.19.400

AUTOEVALUACION

1. Laintegracion tiene dos interpretaciones 3. Lafuncién del costo promedio puede hallarse
distintas; es un procedimiento inverso de como:

la diferenciacion o derivacion y: ) L )
a. La derivada del costo dividida por el nu-

a. Es un proceso similar al del calculo de mero de productos.

los limites a infinito. b. La integral del costo marginal dividida por
b. Es un proceso inverso de los limites el nimero de productos.

cuando x tiende a cero. c. Laantiderivada del ingreso marginal dividi-

. . . da por el nimero de productos.
c. Es un método para determinar el area P P

debajo de una curva. d. La integral del costo marginal dividida por

. L el costo total.
d. Es un método para calcular maximosy o .
minimos relativos. e. La antiderivada del costo marginal por el

numero de productos.
e. Es un proceso sistémico integrador de

. 4. La funcién de demanda puede obtenerse
relacionesy elementos.

como:

2. Los siguientes son métodos para calcular

integrales indefinidas excepto uno. ; Cual? a. Laintegral indefinida del ingreso marginal

dividida por la cantidad producida.

a. Integracion por fracciones parciales. b. La integral indefinida del costo marginal
b. Integracién por substitucion. dividida por la cantidad producida.
C. |ntegracién por partes c. La integral indefinida del costo promedio

. L dividida por la cantidad producida.
d. Integracion sistémica u holistica.

d. Laintegral indefinida del ingreso promedio

a

e. Proceso general usando antiderivadas. dividida por la cantidad producida
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AUTOEVALUACION

e. La diferencia entre el costo marginal y el
ingreso marginal.

5. Lapropension marginal al consumo se entien-
de como:

a. Larelacion entre la variacion en el ahorro y
la variacidn del ingreso.

b. La relacién entre la variacidon en el consu-
mo y la variacién del ingreso.

c. Lavariacion de la demanda que se presen-
ta cuando varia la oferta.

d. La derivada de la propension marginal al
ahorro.

e. Laintegral indefinida de la propensién mar-
ginal al ahorro.

6. El valor de reventa es el valor monetario que
posee un cierto bien después de determina-
do tiempo, ese tiempo debe:

a. Ser mayor al de la vida dtil.

b. Ser igual al de la vida util.

c. Ser menor al de la vida util.

d. Serigual al valor neto.

e. Serigual a la depreciacion acumulada.

7. La porcion que se ahorra de un peso adicio-
nal de renta se conoce como:

a. Ahorro nacional per-capita.
b. Propension marginal al ahorro.
c. Propensién marginal al consumo.

d. Ahorro marginal neto.

10.

e. Excedente del consumidor.

. Elproceso de integracién por substitucién

se descompone en cuatro partes, excep-
to:

a. Identificacion del factor sustituyente y su
derivada.

b. Realizacion de la sustitucion simbdlica.

c. Aplicacién de laregla estandar de deri-
vacion.

d. Racionalizacion de las expresiones.

e. Aplicacion de la sustitucion a la inversa.

. Unade las siguientes derivadas tiene siem-

pre como resultado cero:

a. De una funcién constante.
b. De una constante por una funcion.

c. De la excepcion de laregla de la poten-
cia.

d. De la funcién exponencial.
e. De la potencia de una funcion.

Una de las siguientes funciones esigual a
una de sus antiderivadas.

a. f(x)=Lnx.
b. f(x)=ex

c. f()=x.

d. f(x)=Senx.
e. f(x)=Log x.
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