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La Derivada6

LA DERIVADA

6
A muchos de los análisis económicos conciernen
las medidas de cambios. La aplicación de cálculo a
las relaciones económicas permite una medida pre-
cisa de los ritmos de cambios en las variables eco-
nómicas. Por medio del entendimiento de los ritmos
de cambio es posible aplicar reglas de decisiones
para optimizar los diversos fenómenos
económicos,entre otras: maximización de ganancias
y minimización de costos.
La derivada de una función en un punto dado repre-
senta la razón de cambio de la función en ese punto.
La derivada puede interpretarse geométricamente
como la pendiente de la recta tangente a la curva de
la función que se está derivando.
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PLAN DEL CAPÍTULO

1. DIFERENCIACIÓN

2. REGLAS DE DERIVACIÓN

3. APLICACIONES DE MÁXIMOS Y MÍNIMOS

4. PRÁCTICA DE APLICACIÓN

5. RESPUESTAS

6. PROBLEMAS RESUELTOS

OBJETIVOS GENERALES

• Repasar el concepto de derivada y los métodos de
derivación de funciones aplicables al campo de la
administración pública.

• Aplicar la derivada a problemas económicos de
maximización de utilidades, producción e ingresos y
minimización de costos y desutilidades.

José Miguel Cubillos
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1. DIFERENCIACIÓN

Cinco conceptos básicos en cálculo proveen la base para el análisis de problemas de optimización econó-
mica: límites, reglas de derivación, derivadas parciales, derivadas múltiples y reglas de máxima y mínima.

1.1 Derivada como un límite

La derivada nos indica la forma como cambia otra función. Matemáticamente se calcula como un límite
especial que se presenta en la explicación siguiente. No siempre se calculan las derivadas a través del límite
de su definición, por lo que se ha llegado a unas reglas nemotécnicas que abrevian el proceso de derivación
y se conocen como reglas de derivación.

Historia. El concepto de derivada fue desarrollado por Leibniz y Newton. Leibniz fue el primero en publicar
la teoría, pero parece ser que Newton tenía papeles escritos (sin publicar) anteriores a Leibniz. Debido a la
rivalidad entre Alemania e Inglaterra, esto produjo grandes disputas entre los científicos proclives a uno y
otro pais. Newton llegó al concepto de derivada estudiando las tangentes y Leibniz estudiando la velocidad
de un móvil.

Explicación de la noción de derivada

En la figura 1, la magnitud del cambio en la función Y= ƒ(x) depende del cambio
de x en x0 y x0 + Dx. Ese cambio de x es Dx, lo que causa que ƒ(x) cambie en la
magnitud de ƒ(x0 + Dx) - ƒ(x0) ó Dy.

Por razones que pronto parecerán obvias, el economista está interesado en que
Dx sea un punto. Pero si Dx es un punto, eso implicaría que Dx=0, y no se espera
que cero cambio en x cause un cambio en y diferente a cero. Este dilema se
resuelve por medio de la aplicación del concepto de límites. En la figura 1 el punto
de interés está en la pendiente de la curva que es el cambio en el rango de la
función con respecto a la magnitud del cambio en el dominio de la función, o
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Si se presume que el cambio en el dominio es muy pequeño o aproximado a cero
, el cociente anterior se podría modificar así
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lo que indica que mientras Dx se aproxima a cero, el límite de la función ƒ(x) es

dx
dy

, una derivada. Y=ƒ(x) es una función primaria y dx
dy

  es una función que se

å
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deriva de ella. El cociente dx
dy

   es una función común-

mente llamada primera derivada y se escribe ƒ '(x).

Una derivada es el límite del cociente  dx
dy

 y por lo tanto

debe ser una medida del ritmo de cambio, o, dicho más
específicamente, un ritmo de cambio instantáneo. Mien-
tras Δx → 0, Δy→ al valor que es la pendiente de la
curva en la figura 1.

El dilema expuesto por la medida de dx
dy

  cuando x es

 Figura 1. Incremento de una función.

un punto discreto, Δx = 0 es evitado considerando solo
algunos cambios infinitesimales en x que induce a algu-
nos cambios en y. Por lo tanto es común hablar de cam-
bios relativos en y cuando Δx se aproxima a cero. Si Δx
se acerca o alcanza a cero, y Δy es algun número arbi-

trario, la ración    dx
dy

se aproximaría al infinito.

Como esto sería un problema para medir la pendiente de
la función de la curva en algún punto, esto se resolvería
mejor considerando solo casos en donde Δx se aproxi-
me pero no alcance cero. Estos casos conllevan a lími-
tes de funciones que pueden ser derivadas usando cier-
tas reglas especiales.
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2.   REGLAS DE DERIVACIÓN

El procedimiento para derivar consiste en determinar primero en que casos la función total que va a ser
derivada es una suma o una diferencia de funciones; un producto o un cociente de funciones; una función
logarítmica, exponencial, o una función trigonométrica (las cuales no se estudian en este módulo por su
escasa aplicabilidad a las ciencias económicas y administrativas); una potencia de una función; una función
compuesta o alguna combinación de estas. Luego utilizando la regla apropiada para la función total y las
reglas apropiadas para las diferentes partes de la función.

2.1 Regla de función exponencial

Para la función  
nxy =  , 1−= nnx

dx
dy

. Véase el ejemplo 1.

a) Regla constante. Si la regla anterior es aplicada a la función

y = a, entonces  0=
dx
dy

.

La primera derivada de esta función es cero porque y = a
también se puede escribir y = ax0. Como x0 = 1, y = a*1.
Entonces, la primera derivada de y = ax0 es 0ax0-1, o cero.

b) Función de exponente generalizado. Para la función y =

y = axn , 1−= nnax
dx
dy

.  

2.2 Regla de Suma - Diferencia

La derivada de la suma o de la diferencia de dos o más funciones
es la suma o la diferencia de sus derivadas individuales, ó

 
( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )xhxgxf

dx
xhxgxfd ''' ±±=

±±
.

Véase el ejemplo 2.

2.3 Regla de producto

La derivada del producto de dos funciones es igual al producto
de la primera función por la derivada de la segunda función, más
el producto de la derivada de la primera función por la segunda
función, ó

Véase ejemplo 3.

EJEMPLO 1
DERIVADA DE LA EXPONEN-

CIAL

a.  Si y = x2,  

b.  Si y = 15 + 5x - 4x2 + 0.5x3,

dx
dy

  =5 - 8x + 1.5x2

c.  Si y = 2x3,  26x
dx
dy

= .

EJEMPLO  2
 DERIVADA DE UNA SUMA

Si Y = 24x2 ,  48x =
dx
dy

. Pero si

y = ƒ(x) = 6x2 y Y = g(x) = 18x2,
entonces

ƒ '(x) = 12x y g'(x) = 36x

y ƒ '(x) + g'(x) = 48x.

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )xgxfxgxf
dx

xgxfd
⋅+⋅=

⋅ ''
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2.4 Regla del cociente

La derivada del cociente de dos funciones, ƒ(x)/g(x) es el pro-
ducto del denominador por la derivada del numerador, me-
nos el producto del numerador por la derivada del denomi-
nador, todo esto dividido por el cuadrado del denominador,
ó

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )
( )[ ]2

''
xg

xfxgxgxf
dx

xgxfd −
=

Véase ejemplo 4.

2.5 Regla de función de cadena

Si y = ƒ(x), y x= h(z), la derivada de y con respecto a z, es
igual a la derivada de y con respecto a x, por la derivada x con
relación a Z, llamada también derivada interna ó

dz
dx

dx
dy

dz
dy

⋅= . Véase ejemplo 5.

EJEMPLO 5
REGLA DE CADENA

Si y = 10 - 2x2 y x = -2 + z2,

( ) ( ) xzzx
dz
dy 824 −=•−=

 Si ambas funciones son lineales como y = 10 - 2x, y x
= -2 + z, la derivada de y con relación a z es una cons-
tante:

( ) ( ) 212 −=⋅−=
dz
dy

Si  , asuma que y = z4x, z = 2x2 - 3x +7

Entonces  dz
dx

dx
dy

dz
dy

⋅=     ( )[ ]( )347324 32 −+− xxx

Nota. Como estrategia nemotécnica, para la finalidad
de este curso, consideraremos simplemente que la re-
gla de la cadena consiste en no olvidar nunca aplicar la
derivada interna, cuando estamos derivando una fun-
ción compuesta. En especial en las derivadas de tipo
exponencial y logaritmico suelen aparecer derivadas in-
ternas anidadas dentro de otra derivada interna!!!.

EJEMPLO 4
DERIVADA DE UN COCIENTE

Si 23
2
x
xy =  , 4

2

4

22

9
6

9
126

x
x

x
xx

dx
dy −

=
−

=

Si la derivada es encontrada por me-
dio de la regla del producto,

( )( ) 12
2 32

3
2 −

== xx
x
xy ,y

( )( )( ) ( ) ( ) 1222 326312 −−
+−= xxxx

dx
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EJEMPLO 3
DERIVADA DE UN PRODUCTO

Si y = (x+2) (2x2 - 4) sea ƒ(x) = (x+2)
y g(x) = (2x2 - 4),

entonces  = ( ) ( )( )42142 2 −++= xxx
dx
dy

= (4x2 + 8x) + (2x2 - 4)

= 6x2 + 8x - 4

Este resultado puede ser verificado
obteniendo la derivada del producto
de ƒ(x) y g(x):

Y = (x+2)(2x2 - 4)

= 2x3 + 4x2 - 4x - 8

y  4 -8x   6x 2 +=
dx
dy
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2.6 Regla de función inversa

Si la función y = ƒ(x) es monótona, ƒ(x) tendrá una función

inversa x=ƒ -1(y). Sin embargo, ƒ-1 no es lo mismo que  f
1

.

Una función está aumentando monótonamente si altos valo-

res sucesivos de x producen sucesivamente altos valores de
(y). Si altos valores de x están sucesivamente produciendo pe-
queños valores de y, entonces la función está disminuyendo
monótonamente. Entonces la derivada de y con relación a x es

dx
dy

, y si la función es monótona, x = ƒ -1(y) y  
dx

dydy
dx 1

= . Véase

ejemplo 6.

EJEMPLO 6
 REGLA DE FUNCIÓN INVERSA APLICADO A LA ELASTICIDAD DE LA DEMANDA

Elasticidad de la demanda. Hay algunos bienes cuya demanda es muy sensible al precio, pequeñas
variaciones en su precio provocan grandes variaciones en la cantidad demandada. Se dice de ellos que
tienen demanda elástica. Los bienes que, por el contrario, son poco sensibles al precio son los de
demanda inelástica o rígida. En éstos pueden producirse grandes variaciones en los precios sin que los
consumidores varíen las cantidades que demandan. El caso intermedio se llama de elasticidad unitaria.

La elasticidad de la demanda se mide calculando el porcentaje en que varía la cantidad demandada de un
bien cuando su precio varía en un uno por ciento. Si el resultado de la operación es mayor que uno, la
demanda de ese bien es elástica; si el resultado está entre cero y uno, su demanda es inelástica.Supongamos
que la función de demanda es presentada en una gráfica y es definida p = 10 - 2q. La primera derivada es

2−=
dq
dp

, pero para el economista es de mayor interés la derivada inversa. ¿Por qué? Recordemos que la

elasticidad de la demanda es igual al % de cambio en la cantidad demandada dividido por el % de cambio

en el precio, o sea,  dp
dq

q
p

Ep
Eq

p
dp
q
dq

x

x ⋅==
2

1
, que puede ser simplificado así  dp

dq
q
p

Ep
Eq

⋅= . Así que la

función de demanda anterior también puede ser escrita como q= 5 - 0.5p y   5.0−=
dp
dq

, la cual es la

inversa de  2−=
dq
dp

. Por lo tanto, un punto particular en la curva de demanda (p0, q0) tiene un punto de

elasticidad de demanda de  ( )5.0−⋅=
o

o

o

o

q
p

Ep
Eq

.
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2.7 Regla de Función Logarítmica

Los logaritmos son una herramienta importante para analizar
los ritmos exponenciales de crecimiento. Una función como
y = ax es lo mismo que loga y = x. Ya que manejar logaritmos
base a puede parecer poco manejable, frecuentemente es más
conveniente usar logaritmos naturales (ln), o logaritmos base
e, en donde e es el número irracional 2.71828 y ln 1 = 0.
Entonces, y = ex o ln y = x ln (e), y ln y = x ya que ln (e) = 1.
Sí y= ln x, x = ey, la derivada de la función logarítmica y =

ƒ(x) = ln x es  x
1 .Véase ejemplo 7.

2.8 Regla de Función Exponencial

Si  uay = , donde u=ƒ(x) entonces  dx
duaa

dx
dy u ln= . Para el

caso especial en que a=e, entonces y = eu,  dx
due

dx
dy u= .

Véase ejemplo 8.

EJEMPLO 7
FUNCIÓN LOGARÍTMICA

Un ejemplo común de una función de
demanda con elasticidad a través de
todo es la hipérbola rectangular q = a/
p, en donde a  es una constante positi-
va. La derivada de esta función expresa
el ritmo de cambio en q con relación a
un cambio de unidad en p, como tam-
bién la elasticidad de precio de la de-
manda.

La derivada puede ser encontrada en
dos reglas distintas:

Primero, la función puede ser expuesta
como una función de potencia:

1−= apq    y,
21 −⋅−= ap

dq
dp

   y

2p
a

dq
dp −

−= .

Segundo. La función  1−= apq  puede

ser expuesta en logaritmos como

pa
p
aq lnlnlnln −=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=  ;

derivando a ambos lados tenemos:

dq
pd

dq
ad

dq
qd )(ln)(ln)(ln

−=  

 pdp
dq

q
101

−=   

reemplazando el valor de q:

pdp
dq

a
p 1

−= 2p
a

dp
dq

−=  

la cual es el ritmo instantáneo de cam-
bio proporcional en la función o la elas-
ticidad del precio de la demanda.

EJEMPLO 8
DERIVADA DE LA FUNCIÓN  EXPONENCIAL

a. y = ex,  
xe

dx
dy

= . si y=5e3x ==>

b. y = e5x+3,  
)35()35( 55 ++ =⋅= xx ee

dx
dy

.

Recuerde que La función exponencial es la recíproca
de la función logaritmo natural.

Los logaritmos fueron ideados como una herramienta
para facilitar el uso de las potencias y las raíces.El loga-
ritmo de un número en una base dada, es el exponente
de aquella base que produce como potencia a dicho
número. El logaritmo en base 2 de 64 es 5; Log2 64=5
por que si elevo 25=64

El logaritmo neperiano es lo mismo que el logaritmo
natural, se llama neperiano en honor a su descubridor
John Neper y es el logaritmo de un número en base

e= 2,71828182…==>  LogeX=Ln X

xx ee
dx
dy 33 1535 =⋅⋅=
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EJEMPLO 9
DEPENDENCIA DE CAPITAL Y

MANO DE OBRA

La cantidad de un producto básico deman-
dado (q) es una función de precio (p) y va-
rios "tergiversadores" de demanda, incluyen-
do el precio de un producto estrechamente
relacionado (PCRG) y de ingreso descartable
(Y). Esta función puede ser declarada for-
malmente como

 DYCpBpAq CRG +++= , en donde

q es una función de tres variable indepen-
dientes. En el análisis comparativo - estático
frecuentemente es necesario analizar el rit-
mo de cambio de una variable independien-
te (q) con respecto al cambio en una variable
independiente (tal como p) mientras que to-
das las otras variables se mantienen constan-
tes. Este tipo particular del cociente de dife-
rencia es una derivada parcial.

La derivación parcial es una función con va-
riables independientes n (n > 2) trata n-1 de
esas variables como constantes. Los térmi-
nos que incluyen esas constantes son rete-
nidas en la derivación si son multiplicativas
pero no si son aditivas.

En la función de demanda de arriba la deri-
vada de q con respecto a p es ahora una
derivada parcial, denotada como:  , porque
todas las otras variable independientes o
"constantes" n-1 aparecen sólo como térmi-
nos aditivos.

En la función de producción:

GKLELDLCkBkAq +++++= 22 ,

en donde q es producto, K es capital y L es
mano de obra

 GLCkB
dk
dq

++= 2 , y

  GKELD
dL
dq

++= 2 .

El término, GLK, es comúnmente descrito
como término de interacción. Describe la de-
pendencia mutual de capital y mano de obra
en la determinación del producto. Debería ser
aparente que el producto físico marginal para
uno de los insumos depende en el nivel de
uso del otro insumo.

2.9 Derivadas Parciales

Cuando una magnitud A es función de diversas variables (x, y,
z, ...), es decir:     A = ƒ(x, y, z, ...)
se entiende como derivada parcial de A respecto de una varia-
ble a la expresión obtenida al derivar dicha función respecto
de la variable considerada, suponiendo constantes las demás.
Dada la función     A = 3x3y + 2x2y2 - 7y  la derivada parcial de
A respecto de x es:

mientras que con respecto de y es:

El mundo económico está compuesto principalmente de rela-
ciones en donde una variable es una función de otras varia-
bles, y es necesario analizar la variación de una variable res-
pecto de otra, ignorando a las demas. El considerar constante
a las demás variables se conoce como «ceteris paribus». Véa-
se el ejemplo 9.

2.10 Derivadas múltiples

Toda la discusión anterior sobre derivadas fue restringida a las
"primeras" derivadas o al ritmo simple de cambio en una fun-
ción. Las derivadas múltiples permiten la interpretación de las
formas de las funciones sin un total apoyo en las técnicas
gráficas y además permiten el desarrollo de criterio para deter-
minar los puntos extremos de una función. Por lo tanto, la
aplicación de las derivadas múltiples permite al economista
resolver numerosos problemas de optimización, tales como
encontrar: (1) el punto de producto máximo con respecto a
uno o más productos; (2) el punto de utilidad máxima con
respecto al nivel de producción; y (3) el nivel de producción en
donde el costo promedio de producción es minimizado.

La «segunda derivada» de una función simplemente mide el
ritmo de crecimiento de un ritmo de cambio de la función.

La «primera derivada» indica que la inclinación de esta función
es positiva para todos los valores positivos de X y la segunda

212 49 yxx
x
A y +=
∂
∂

743 23 −+=
∂
∂ yxx
y
A



185

Matemática I

derivada indica que la inclinación de la función incrementa al incre-
mentar los valores positivos de X. Por lo tanto, la función incre-
menta a un ritmo de incremento sobre todos los valores de X.

2.11 Reglas de Máxima y Mínima

Para poder encontrar los extremos relativos de una función, es
necesario evaluar las primeras y segundas derivadas en los vecin-
darios del dominio de la función en donde la función es caracte-
rizada por cumbres y hondonadas. La importancia práctica de
esta afirmación puede ser más fácilmente comprendida al anali-
zar una función clásica de producción de tres etapas.

La regla para encontrar el mínimo es la misma que  para encontrar
el máximo, excepto que la segunda derivada sería positiva cuando
la función está al mínimo.
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3.  APLICACIONES DE MAXIMOS Y MINIMOS

En la práctica surgen muchas situaciones en que deseamos maximizar o minimizar cierta cantidad. A veces
se piensa que la cantidad de un producto se puede incrementar indefinidamente con la única restricción de
su costo, sin embargo el aumentar la producción no siempre implica aumentos en el ingreso. La Ley de
Retornos Decrecientes es representada a partir de un punto de inflexión en donde incrementos adicionales
en X conducen a incrementos en TPP a un ritmo decreciente en lugar de crecientes.

Un ecólogo cultiva peces en un lago. Entre
más peces introduzca, habrá más competen-
cia por el alimento disponible y el pez ganara
peso en forma más lenta, De hecho, se sabe
por experimentos previos que cuando hay n
peces por unidad de área del lago, la cantidad
promedio en peso que cada pez gana durante
una temporada está dada por w = 600 - 30n
gramos. ¿Qué valor de n conduce a la produc-
ción total máxima en el peso de los peces?

Solución

La ganancia en peso de cada pez es de w=
600 - 30 n. Puesto que hay n peces por unidad
de área, la producción total por unidad de área,
P, es igual a NW. Por consiguiente.

P= n(600-30n) 230600 nn −=

La gráfica de p contra n aparece en la figura 2.
p es cero cuando n es cero dado que en ese
momento no hay peces. A medida que n au-
menta, p se incrementa hasta un valor máxi-
mo, luego decrece hasta cero otra vez cuando
n = 20. Si n sigue creciendo p decrece porque
para valores grandes de n los peces ganaran
muy poco peso y algunos de ellos morirán, de
modo que la producción total será pequeña.

Con el objeto de encontrar el valor de n para p
máxima, derivamos y hacemos igual a cero la
derivada dp / dn.

 n
dn
dP 60600−=

y dp/dn = 0 cuando 600 - 60 n = 0, esto es, la
densidad de 10 peces por unidad de área es la
que garantiza un peso total máximo de la pro-
ducción de peces por periodo de tiempo. El
valor máximo de p es

000.3)10(30)10(600 2 =−=P , es decir 3.000

gramos por unidad. Es obvio que a partir de la
gráfica de p como una función de n que el
valor n = 10 corresponde al máximo de p. Sin
embargo podemos verificarlo usando la regla
de la segunda derivada.

602

2

−=
dn

Pd

 La segunda derivada es negativa (de hecho
para todos los valores de n) por lo que el valor
crítico n= 10 corresponde al máximo de p.

EJEMPLO 10
CONSERVACIÓN ÓPTIMA

Figura 2. Modelo de conservación optima.
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EJEMPLO 11

Este ejemplo es de naturaleza pura-
mente matemática. Determine dos
números cuya suma sea 16 de tal
forma que su producto sea tan gran-
de como sea posible.

Solución

Sean los dos números X Y, de modo
que X + Y = 16. Si P= xy denota su
producto, entonces necesitamos de-
terminar los valores de X y Y que pro-
duzcan que p sea máximo. No po-
demos derivar p de inmediato, pues-
to que es una función de dos varia-
bles, X y Y. Sin embargo, estas dos
variables no son independientes sino
que están relacionadas por la condi-
ción X + Y = 16. Debemos usar esta
condición a fin de eliminar una de
las variables de P, dejando a p como
función de una sola variable. Tene-
mos que Y = 16 - X y así

216)16( xxxxyP −=−==

Debemos encontrar el valor de x que
haga a p máximo.

x
dx
dP 216−=

Así que, dp/dx=0 cuando 16 - 2x =
0, esto es, sí x = 8. La segunda deri-
vada

,00/ 22 <== dxdxPd Y x=8 co-

rresponde a un máximo de P.

Cuando x = 8, también y = 8, de
modo que el valor máximo de p es
igual a 64.

3.1 Planteamiento de los problemas

La solución de problemas de optimización como en los
ejemplos 10 y 11, con frecuencia se encuentra que es una
de las áreas más difíciles del cálculo diferencial. La princi-
pal dificultad surge cuando es necesario escribir el proble-
ma dado en palabras en ecuaciones. Una vez que las ecua-
ciones se han construido, por lo regular es rutinario
completar la solución usando un poco de cálculo. Esta
tarea de expresar problemas en palabras en términos de
ecuaciones matemáticas ocurre a menudo en todas las ra-
mas de las matemáticas aplicadas y es algo que el estu-
diante interesado en las aplicaciones deberá dominar en
sus cursos de cálculo a fin de que sean de utilidad.

Infortunadamente, no es posible dar rápidas y contundentes
reglas por medio de las cuales cualquier problema verbal puede
reescribirse en ecuaciones. Sin embargo, existen algunos prin-
cipios directores que contiene tener en mente.

Paso 1. Identifique todas las variables involucradas en el pro-
blema y denote cada una de ellas mediante un símbolo.
En el ejemplo 10, las variables eran n, el número de peces por
unidad de área; w, la ganancia promedio en peso por pez, y P,
la producción total de peso de los peces o por unidad de
área. En el ejemplo 11, las variables eran los dos números X y
Y, y p su producto.

Paso 2. Destaque la variable que ha de ser maximizada o
minimizada y exprésela en términos de las otras variables
del problema.
Volviendo al ejemplo 10, la producción total p se maximizó, y
escribimos
P = nw, que expresa a p en términos de n y w. En el ejemplo
11, el producto p de x y y se maximizó y por supuesto P=xy

Paso 3. Determine todas las relaciones entre las variables.
Exprese estas relaciones matemáticamente.
En el primer ejemplo, se daba la relación w =600-3n. En el se-
gundo, la relación entre x y y es que su suma debía ser igual a 16,
de modo que escribimos la ecuación matemática x + y = 16.
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Paso 4. Exprese la cantidad por maximizar o minimizar en
términos de las otras variables. Con objeto de hacer esto, se
utilizan las relaciones obtenidas en el paso 3 a fin de eliminar
todas excepto una de las variables.

Recurriendo de nuevo al ejemplo 10, teníamos que p = nw y w
= 600 - 3n, de modo que, eliminado w, se obtiene p en térmi-
nos de n; P= n(600 - 3n). En el ejemplo 11, tenemos que p =
xy y x + y = 16, por lo que eliminando y, obtenemos p =
x(16 - x).

Paso 5. Una vez que se ha expresado la cantidad requerida
como una función de una variable, determine sus puntos crí-

EJEMPLO 12
COSTO MÍNIMO

En una obra con aporte principal de la comunidad, se
ha de construir un tanque para almacenamiento de agua
para una escuela pública, con una base cuadrada hori-
zontal y lados rectangulares verticales. No tendrá tapa.
El tanque debe tener una capacidad de 4 metros cúbi-
cos de agua. El material con que se construirá el tan-
que tiene un costo de $10 por metro cuadrado. ¿Qué
dimensiones del tanque minimizan el costo del mate-
rial?

Solución

Paso 1. Las variables en el problema son las dimensio-
nes del tanque y el costo de los materiales de construc-
ción. El costo depende del área total de la base y de los
lados los cuales determinan la cantidad de material usa-
do en la construcción. Denotemos con x la longitud de
un lado de la base y con y la altura del tanque. ( véase
la figura 3). La cantidad que debe minimizarse es el cos-
to total de materiales, que denotamos con C.

Paso 2. C es igual al área del tanque multiplicada por
$10, que es el costo por unidad de área. La base es un
cuadrado con lado x, de modo que tiene un área igual a
x2. Cada lado es un rectángulo con dimensiones x y y, y
tiene un área xy. El área total de la base más los cuatro

lados es por tanto .42 xyx +  En consecuencia, escribi-
mos:

( ).42 xyxC += 10

 Figura 3.

Paso 3. Observe que la cantidad por
minimizar está expresada como una
función de dos variables, de modo
que necesitamos una relación entre
x y y a fin de eliminar una de éstas.
Esta relación se obtiene del requeri-
miento establecido en el problema
de que el volumen del tanque tiene
4 metros cúbicos. El volumen es
igual al área de la base por la altura,

esto es,  yx2 , y así tenemos la con-

dición 42 =yx

Paso 4. Por el paso 3,

 2/4 xy = , y así

 [ ] [ ]xxxxxC /1610)/4(410 222 +=+=

Paso 5. Podemos derivar la ultima
expresión y determinar los puntos crí-
ticos de C.

0)162(10 2 =−=
x

x
dx
dC

;

de donde:  0)8( 2 =−
x

x

Así,  0/8 2 =− xx , y por tanto  83 =x ;
es decir, x= 2.

La base del tanque debería tener en
consecuencia un lado de 2 metros
de longitud. La altura del tanque es
ahora dada por

.122 )2/(4/4 === xy

 Es fácil verificar que

0/ 22 >dxCd cuando x = 2, de modo
que este valor de x representa un mí-
nimo local de C.å
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ticos e investigue si son máximos o mínimos
locales.
3.2 Maximización de Utilidades

Una de las aplicaciones más importantes de la
teoría de máximos y mínimos se da en las ope-
raciones de empresas comerciales. Esto ocu-
rre por una razón simple, es decir que una em-
presa selecciona su estrategia y nivel de
operación en tal forma que maximice su utili-
dad. Así, pues si la administración de la em-
presa sabe como depende la utilidad de algu-
na variable que puede ajustarse, elegirán el
valor de tal variable de modo que produzca la
máxima utilidad posible.

Consideremos el caso en que la variable a ajus-
tar es el nivel de producción, q (el número de
unidades del producto de la empresa elabora-
das por semana o por mes). Si cada unidad se
vende a un precio p, el ingreso es R(q) = pq. El
costo de producir q artículos depende de q, y
se denota por C(q), la función de costo. Se
sigue que la utilidad es una función de x dada
por
U(q) = R(q) - C(q) =pq - C(q).

Deseamos elegir el valor de q que haga a p
máxima.

En primer término abordemos el caso de  una
pequeña empresa que vende su producto en
un mercado de libre competencia. En esta si-
tuación, el volumen de ventas q de esta em-
presa particular no afectara el precio del mer-
cado para el artículo en cuestión. Podemos
suponer que el precio p es constante, inde-
pendiente de q, determinado por fuerzas eco-
nómicas fuera de control de nuestra pequeña
empresa. Los  ejemplos 13 y 14  ilustran  pro-
blemas  de esta clase.

EJEMPLO 13
MAXIMIZACIÓN DE UTILIDADES

Una pequeña empresa manufacturera puede vender
todos los artículos que produce a un precio de $ 6 cada
uno. El costo de producir q artículos a la semana (en

dólares) es 362 10003.06000.1)( qqqqC −+−+=

¿Que valor de q debemos seleccionar con objeto de
maximizar las utilidades?

Solución. El ingreso producido por la venta de q artí-
culos a $6 cada uno es R(q) = 6q dólares. Por consi-
guiente, la utilidad por semana es

A fin de encontrar el valor máximo de U, buscamos los
puntos críticos en la forma usual y luego investigamos
su naturaleza. Derivando obtenemos

26 )103(006.0)(' qqqU −×−=

y haciendo U'(q)=0, encontramos que q=0 o q= 2.000.
Podemos aplicar a cada uno de estos valores el criterio
de la segunda derivada,identificando según concavidad:

006.0)000.2)(106(006.0)000.2(''
006.00)106(006.0)0(''

)106(006.0)(''

6

6

6

−=×−=

=⋅×−=

×−=

−

−

−

U
U

qqU

de modo que  U''(0)= 0.006>0 y U''(2.000)=-0.006<0

Así que en q= 0 hay un mínimo de U(q), mientras que
en q = 2.000 hay un máximo. Este último valor repre-
senta el nivel de producción en que la utilidad es máxi-
ma. Este valor en la ecuación original esta dado por:

362 )000.2(10)000.2(003.0000.1)000.2( −−+−=U =

3.000  o $ 3.000 por semana.

Se presenta una situación distinta en el caso de una
gran empresa, única proveedora de un producto parti-
cular. que controla o monopoliza el mercado y puede
elegir el precio de venta que desee para el producto. El
volumen de ventas estará determinado por el precio a
que se ofrece el producto (según la ecuación de de-
manda). Si escribimos la ecuación de demanda en la
forma p = ƒ(q), se sigue que la función de ingreso es R
= qƒ (q). Luego, la función de utilidad es U(q) = Ingre-
so - Costo = qƒ(q) - C (q) y q debe elegirse de modo
que maximice esta función.

)10003.06000.1(6)( .362 qqqqqU −+−+−=
362 10003.0000.1)( qqqU −−+−=

)()()( qCqRqU −=
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EJEMPLO 14
DECISIONES SOBRE FIJACIÓN DE PRECIOS

En una cooperativa multiactiva, creada dentro del programa municipal de apoyo a las PYMEs el costo de
producir q artículos por semana es
En el caso del artículo en cuestión, el precio en que q artículos pueden venderse por semana está dada
por la ecuación de demanda
P = 12 - 0,0015q.
Determine el precio y el volumen de ventas en que la utilidad es máxima.

Solución

El ingreso por semana es
R(q) = pq = (12 - 0.0015 q)q.
Luego, la utilidad esta dada por
U(q) = R(q) - C (q)

0)103(003.06)('
.100015.06000.1

)10003.06000.1()0015.012(

26

.362

3622













qqqU
qqqU

qqqqqU

Con objeto de encontrar el valor máximo de U(q), hacemos U'(q) =0.
Cambiando signos, dividiendo entre 3 y multiplicando por 106 la ecuación completa, obtenemos

.0102000.1 62  qq   Podemos factorizar el lado izquierdo como 0)000.1)(000.2(  qq
y así las soluciones son q= 2.000 ó q= - 1.000. (Estas soluciones pudieron obtenerse también por
medio de la formula cuadrática.)

La raíz negativa no tiene importancia practica desde el punto de vista económico, de modo que sólo se
necesita considerar x= 2.000. Con objeto de verificar que está en realidad representa un máximo local
de la función de utilidad, podemos comprobar que U'' (2.000)<0. Esto es fácil.

qxqU )106(003,0)('' 6 

  009.0000.2)106(003.0)000.2('' 6  xU

Por tanto, el volumen de ventas de 2.000 por semana nos da la utilidad máxima. El precio por artículo que
corresponde a este valor de q es:

U= 12 - 0,0015 q = 12 - 0,0015 (2.000) = 9

Siempre la utilidad, es la diferencia entre el ingreso y los costos:
U (q) = R(q) - C (q)
En consecuencia, suponiendo que todas las funciones son diferenciables,
U' (q) = R' (q) - C'(q).
Cuando la utilidad es máxima, U' (q) =0 y se sigue que R' (q) = C'(q).

Este resultado representa una importante conclusión general con respecto a la operación de cualquier
empresa: en el nivel de producción en que la utilidad es máxima, el ingreso marginal es igual al costo
marginal.

.10003.06000.1)( 362 qqqqC 
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EJEMPLO 15
PUBLICIDAD Y GANANCIAS

La Electrificadora de Cundinamarca obtiene una utilidad de $5 por cada kilovatio que vende. Si gasta A
dólares por semana en publicidad estimulando el uso de electrodomésticos, el número de kilovatios
que vende por semana está dado por

 )1(000.2 kAeq −−= , en donde K = 0.001. Determine el valor de A que maximiza la utilidad neta.

Solución

La utilidad neta por la venta de q kilovatios es de 5q dólares, y de ésta restamos el costo de la
publicidad. Esto nos deja una utilidad neta

U= 5q - A

.)1(000.10 AeU kA −−= −

Derivamos a fin de encontrar el valor máximo de P.

1101)(000.10 −=−= −− kAka eke
dA
dU

 dado que K = 0.001. Haciendo esto igual a cero, obtenemos

110 =−KAe o bien  10=KAe
y tomando logaritmos naturales, resulta que

kA = 1n 10 = 2.30

con tres cifras significativas. En consecuencia

300.2
001.0
30.230.2 ===

k
A

La cantidad optima que debe gastarse en publicidad es en consecuencia de $2.300 por semana.

La utilidad máxima se encuentra sustituyendo este valor A en la ecuación de utilidad U. Dado que

10
1

=−KAe , se sigue que la utilidad semanal máxima es  dólaresUmax 700.6300.2)1(000.10 10
1 =−−=

3.3 Optimización del gasto en publicidad

En un mercado de libre competencia en que muchas empre-
sas elaboran productos similares a casi el mismo precio, el
volumen de ventas puede incrementarse mediante la publici-
dad. Sin embargo, si se gasta demasiado dinero en publici-
dad, el gasto excederá la ganancia en el ingreso por el incre-
mento de las ventas. De nuevo el criterio que debe usarse
para decidir cuanto emplear en publicidad es que la ganancia
debería ser máxima. Véase el ejemplo 15.
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EJEMPLO 16
MÁXIMA UTILIDAD E IMPUESTO SOBRE

LA RENTA

Las funciones de costo y de demanda de una Empresa Industrial y Comercial
del Estado EICE son:

C (q) = 5q y p= 25 - 2q, respectivamente.

a) Encuentre el nivel de producción que maximizará las utilidades de la EICE.
¿Cuál es la máxima utilidad?

b) Si se impone impuesto de t por cada unidad y la EICE lo carga en su costo,
encuentre el nivel de producción que maximiza las utilidades de la empresa.

¿Cuál es la máxima utilidad?

C) Determine la tasa de impuesto por unidad t que debe imponerse para obte-
ner un máximo impuesto sobre la renta.

Solución

Tenemos :
Ingreso = Precio x Cantidad
ó

 2225)225( qqqqpqR 
a) Si p denota la función de utilidad entonces

22 2205225 qqqqqCRU 

q
dq
dU 420

Para encontrar la utilidad máxima, dU/dq = 0, o 20 -4q = 0 o q = 5. Tam-
bién, dp/dq = -4 < 0. Así que las utilidades son máximas en el nivel de
producción de q= 5 unidades. p max = 25 - 2 (5) = 15.

b) Si se impone un impuesto t por cada unidad, la nueva función de costo será

tqqCN  5
y las ganancias estarían dadas por

.2)20()5(225 22 qqttqqqqCRU N 
 Derivando la utilidad tenemos

 qt
dq
dU 420  , la igualamos a cero para obtener el punto máximo.

 tq  204 , de donde  tq 25,05  . Su reto ahora será resolver el literal C.
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3.3 Aplicaciones a los ingresos

Las siguientes aplicaciones se centran en la maximización de
los ingresos. Recuerde que el dinero que entra a una organi-
zación por la venta de productos o la prestación de servicios
recibe el nombre de ingreso. Y la manera más fundamental de
calcular el ingreso total conseguido con la venta de un pro-
ducto o servicio es

Ingreso total R(q) = (precio p)(cantidad vendida q) = pq

En esta relación se supone que el precio de venta es igual
para todas las unidades vendidas.

  0100)5´´(100''  fypf

Por consiguiente, un máximo relativo ocurre en ƒ
cuando p =5.

El valor máximo de R se calcula sustituyendo p
= 5 en f, o sea

ƒ(5) = -1.250 + 2.500 = 1.250

Así pues, se espera que el ingreso total anual se
maximice en $1.250 (miles), es decir, $ 1,25 millo-
nes cuando la empresa cobre $ 5 por unidad. La
figura 6.4 muestra  una gráfica de la función de
ingreso.

La demanda estimada del producto dentro de
un proyecto de desarrollo varía según el pre-
cio que le fije al producto. La compañía ha des-
cubierto que el ingreso total anual R (expresa-
do en miles de dólares) es una función del pre-
cio p (en dólares). En concreto,

Determine el precio que debería cobrarse con
objeto de maximizar el ingreso total.

¿Cuál es el valor máximo del ingreso total anual?

Solución

En el capítulo 4 se dijo que la función de ingreso
es cuadrática y que su gráfica es una parábola
cóncava hacia abajo. En consecuencia el valor
máximo de R ocurrirá en el vértice. La primera
derivada de la función de ingreso es

Si se hace ƒ’ igual a 0,

-100p + 500 =0

-100p = -500

o un valor critico ocurre cuando p= 5

Existe un punto crítico en la gráfica de f, y se
presenta cuando p = 5. Aunque sabemos que un
máximo relativo ocurre cuando p = 5, verifique-
mos formalmente esto por medio de la prueba
de la segunda derivada:

Figura 4. Función cuadrática del ingreso

EJEMPLO 17

500100)(  ppf

. R=ƒ(p)=-50p2+500p
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EJEMPLO 18
ADMINISTRACIÓN DEL TRANSPORTE PÚBLICO

La empresa Metro de Medellín ha aprobado la estructura
de tarifas que rige el sistemas de automóviles públicos de
la ciudad. Se abandonó la estructura de tarifas por zona
en la cual la tarifa depende del número de zonas por las
cuales cruza el pasajero. El nuevo sistema tiene tarifas
fijas: el pasajero puede viajar por el mismo precio entre
dos puntos  de la ciudad.

Las autoridades de tránsito han contratado una encues-
ta a ciudadanos con el Centro Nacional de Consultoría a
fin de determinar en número de personas que utilizarían
el sistema metro si la tarifa fija admitiera diferentes impor-
tes. Basándose en los resultados de la encuesta, los ana-
listas de sistemas han determinado una función aproxi-
mada de la demanda, la cual expresa el número diario de
pasajeros en función de la tarifa. En concreto, la función
de demanda es

q = 10.000 - 125 p

donde q representa el número de pasajeros por día y p la
tarifa en centavos de dolar.

a) Determine la tarifa que se cobraría con objeto de
maximizar el ingreso diario por la tarifa de los au-
tobuses.

b) ¿Cuál es el ingreso máximo esperado?

¿Cuántos pasajeros por día se esperaban con
esta tarifa?

Solución

a) El primer paso es determinar una función que ex-
prese el ingreso diario según la tarifa p. Se escoge
p como variable independiente porque se quería
determinar la tarifa que produciría el ingreso máxi-
mo total. Por otra parte, la tarifa es una variable de
decisión, aquella cuyo valor puede fijar la admi-
nistración de las autoridades de tránsito.

La expresión general del ingreso total, es como se señaló
antes,

R = pq

Pero en esta forma R se expresa en función de dos varia-
bles: p y q. En este momento no podemos tratar de la
optimización de funciones con más de una variable in-
dependiente. Sin embargo, la función de demanda esta-
blece una relación entre las variables p y q que permiten
transformar dicha función en una en que R se expresa
en función de la variable independiente p. El miembro
derecho de la función de demanda es una expresión for-
mulada en términos de p que equivale a q. Si con esta
expresión se sustituye q en la función de ingreso, se ob-
tiene

R= ƒ ( p )

R= p (10.000 - 125 p)

o bien  

La primera derivada es

ppf 250000.10)´( −

Si la derivada se hace igual a 0,

10. 000 - 250 p = 0

10. 000 = 250 p

y un valor crítico ocurre cuando 40= p

La segunda derivada se obtiene y evalúa cuando p = 40
para determinar la naturaleza del punto crítico:

ƒ'' (p) = -250

ƒ'' (40) = -250 < 0

Así pues, ocurre un máximo relativo para ƒ cuando p =
40. La interpretación de este resultado es que el ingreso
diario se maximizará cuando se cobre una tarifa fija de $
0.40 (40 centavos de dólar)

b)  

= 400.000 - 200.000 =200.000

Dado que la tarifa se expresa en centavos, el máximo in-
greso diario esperado será de 200.000 centavos o sea
$2.000.

El número de pasajeros que se espera diariamente con
esta tarifa se calcula sustituyendo la tarifa en la función
de demanda, es decir,

q = 10.000 - 125 (40)

q = 10.000 - 5.000

5.000 pasajeros por día

La figura 5. contiene una gráfica de la función de ingreso
diario.

Figura 5. Gráfica de la función cuadrática del ingreso
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3.4 Aplicaciones a los costos

Los costos representan salidas de efectivo para la
organización. La mayor parte de las empresas bus-
can el modo de reducirlas al mínimo. En la presente
sección se dan aplicaciones que se refieren a la mi-
nimización de alguna medida de costo.

Un problema común de las organizaciones es
determinar que cantidad de un artículo deberá
conservarse en almacén. Para los minoristas,
el problema se relaciona a veces con el núme-
ro de unidades de cada producto que ha de
mantenerse en inventario. Para los producto-
res consiste en decidir que cantidad de mate-
ria prima debe estar disponible. Este problema
se identifica con un área o especialidad deno-
minada control o administración de inventa-
rio. Por lo que respecta a la pregunta de cuán-
to inventario ha de conservarse se debe tener
en cuenta  el hecho de tener demasiado poco
o mucho inventario puede acarrear costos.

Un minorista de bicicletas motorizadas ha ana-
lizado los datos referentes a los costos habien-
do determinado una función de costo que ex-
presa el costo anual de comprar, poseer y man-
tener el inventario en función del tamaño (nú-
mero de unidades) de cada pedido de bicicle-
tas que coloca. He aquí la función de costo:

 000.75015860.4)(  q
q

qfC

donde C es el costo anual del inventario, ex-
presado en dólares y q, denota el número de
bicicletas ordenadas cada vez que el minorista
repone la oferta.

a) Determine el tamaño de pedido que mini-
mice el costo anual del inventario.

b) ¿Cuál se espera que sea el costo mínimo
anual del inventario?

Solución

a) la primera derivada es

15860.4)( 2´  qqf ,si ƒ' se hace igual a

0,

015860.4 2  q

cuando

15860.4
2 

q

La multiplicación de ambos miembros por q² y
su división entre - 15 producen

2

15
860.4 q , de donde

y un valor crítico existe en 18=q

La naturaleza del punto critico se comprueba
al obtener ƒ":

3720.9)("  qqf 3
9720
q



Al evaluar el valor crítico se obtiene

3)18(
720.9)18(" f

=1.667>0

Los costos anuales del inventario se minimiza-
rán cuando se pidan 18 bicicletas cada vez que
el minorista reponga las existencias.

b) Los costos anuales mínimos del inventario
se determinan calculando f(18), o sea

000.750)18(15
18
860.4)18( f

=270+270+750.000=$750.540

Ejemplo 19
Administración de Inventario

➥

Figura 6. Gráfica de la función de costo de inventario.
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Figura 7. Gráfica de la función del costo promedio.

EJEMPLO 20
MINIMIZACIÓN DEL COSTO PROMEDIO POR UNIDAD

El costo total de la producción de q unidades
de cierto producto se describe por medio de la
función

22.0500.1000.100 qqc ++=

donde C es el costo total expresado en dóla-
res. Determine cuántas unidades q deberían fa-
bricarse a fin de minimizar el costo promedio
por unidad.

Solución

El costo promedio por unidad se calcula divi-
diendo el costo total entre el número de unida-
des producidas. Por ejemplo, si el costo total
de la fabricación de 10 unidades de un produc-
to es de $ 275, el costo promedio por unidad
será 275/10 = $ 27.50. Así pues, la función que
representa el costo promedio por unidad en este
ejemplo es

q
qq

cqfC 2,0500.1000.100)( ++===

La primera derivada de la función del costo pro-
medio es

Si ƒ' se hace igual a 0,

 2
00.1002.0

q
= , o bien

  2.0
000.1002 =q =500.000

Al obtener la raíz cuadrada de ambos miem-

bros, se tiene un valor crítico de

q= 707,11 (unidades)

La naturaleza del punto crítico se determina
por medio de la prueba de la segunda deri-
vada:

3000.200)('' −= qqf

3
000.200

q
=

= 0.00056>0

Por tanto, un mínimo relativo ocurre para ƒ
cuando q = 707.11. Este costo promedio
mínimo por unidad es

)11.707(2.0500.1
11.707

000.100)11.707( ++=f

  = 141.42 + 1.500 + 141.42= $1782.84

La figura 7. es una gráfica de la función de
costo promedio.

EJERCICIO 1

• En el ejemplo 20, ¿cuál es el costo total de fabricación en este nivel de producción? ¿Cuáles son
las dos formas en que puede calcularse esta cita?

(Respuesta: $1.260, 663,90)

2.0000.100)(' 2 +−= −qqf
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Una importante compañía que vende cosméticos y productos de belleza y que se especializa en la venta
domiciliaria (casa por casa) descubrió que la respuesta de las ventas a la asignación de más representan-
tes se ajusta a la ley de los rendimientos decrecientes. En un distrito regional de ventas, la compañía ha
averiguado que la utilidad anual P, expresada en cientos de dólares, es una función del número de
representantes x asignados a ese distrito. Específicamente, la función que relaciona esas dos variables es
la siguiente:

EJEMPLO 21
 ASIGNACIÓN DE LA FUERZA DE VENTAS

Figura 8.  Gráfica de la función de utilidad.

500.1375.15.12)( 2 −+−== xxxfp

a) ¿Qué número de representantes producirá
la utilidad máxima en el distrito?

b) ¿Cuál es la utilidad máxima esperada?

Solución

a) La derivada de la función de utilidad es

ƒ'(x) = - 25x + 1.375

Si ƒ' se hace igual a 0,

-25x = - 1.375

o bien, ocurre un valor crítico cuando x = 55

Al comprobar la naturaleza del punto crítico
se obtiene

ƒ''(x) = -25 y ƒ''(55) = -25 <0

Así pues , un máximo relativo ocurre para ƒ
cuando x = 55

b) La utilidad máxima esperada es ƒ(55) = -
12.5 (55)² + 1.375 (55) - 1500

=37. 812.5 + 75.625 - 1.500 = 36.312.5

Podemos concluir que la utilidad anual será
maximizada en un valor de $36.312.5 (cien-
tos), es decir $ 3'631.250 si se asignan 55
representantes al distrito. La figura 8. ofrece
una gráfica de la función de utilidad.

EJERCICIO 2

• ¿Qué representan en la figura 8 las intersecciones con el eje x? Interprete el significado de la
intersección con el eje Y. Explique la ley de rendimientos decrecientes en su aplicación a la forma
de esta función de utilidad.
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Un fabricante ha ideado un nuevo diseño de
los paneles solares para las zonas de Colom-
bia con difícil acceso. Según los estudios de
mercadotecnia que se han realizado, la deman-
da anual de los paneles dependerá del precio
al que se venden. La función de su demanda
ha sido estimada así:

q = 100.000 - 200p

donde q es el número de paneles demanda-
dos al año y p representa el precio en dólares .
Los estudios de ingeniería indican que el cos-
to total de la producción de q paneles está re-
presentado muy bien por la función

2003.0100000.150 qqC ++=

Formule la función de utilidad U = ƒ (q) que
exprese la utilidad anual U en función del nú-
mero de unidades q que se producen y ven-
den.

Solución

Se nos ha pedido desarrollar una función que
exprese la utilidad U en términos de q. A dife-
rencia del ejemplo 21, hay que construir la fun-
ción de utilidad. Tenemos la ecuación de la
función del costo total formulado en términos
de q; por tanto, ese componente de la función
de utilidad ya está disponible. No obstante, se

necesita formular una función del ingreso total
expresada en términos de q.

Una vez más debe recordarse la estructura bá-
sica para calcular el ingreso total:

R = pq

Como queremos que R se exprese en térmi-
nos de q, necesitamos reemplazar p en la ecua-
ción por una expresión equivalente que puede
derivarse de la función de demanda. Al despe-
jar p en la ecuación de demanda, se obtiene

200p = 100.000 - q

o bien, p = 500 - 0.005q

Puede sustituirse el miembro derecho de esta
ecuación en la ecuación R= p-q para producir
la función de ingreso R = (500 - 0.005q)q=

2005.0500 qq −

Ahora que las funciones de ingreso y de costo
han sido expresadas en términos de q, es po-
sible definir la función de utilidad como

U= ƒ(q) = R - C

)003.0100000.150(005.0500 22 qqqq ++−−=

22 003.0100000.150005.0500 qqqq −−−−

  o bien  000.150400008.0 2 −+−= qqU

EJEMPLO 22
ENERGÍA SOLAR

EJERCICIO 3

• En el ejemplo 22, determine 1) el número de unidades q que deberían producirse para maximizar
la utilidad anual; 2) el precio que tendría que cobrarse por cada panel para generar una demanda
igual a la respuesta de la parte 1), y 3) la máxima utilidad anual.
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En el ejemplo 22 suponga que la capacidad
de producción anual del fabricante es de 20.000
unidades. Resuelva de nuevo el ejemplo 22 con
esta restricción adicional.

Solución

Con la restricción adicional, el dominio de la
función se define como. Recuerde que se de-
ben comparar los valores de ƒ (q) en los pun-
tos finales del dominio con los de f(q*) para

cualquier valor q* donde  000.200 * ≤≤ q .

El único punto crítico en la función de utilida-
des ocurre en q = 25.000, que se encuentra
fuera del dominio. Por ello, la utilidad será
maximizada en uno de los puntos finales. Al
evaluar ƒ(q) en ellos se obtiene

 Figura 9.  Dominio restringido de la función de utilidad.

ƒ (0) = 150.000 y

 ( ) )000.20(008,0000.20 2 +−=f

000.150)000.20(400 −+

= 3.200.000 + 8.000.000 - 150.000 = 4.650.000

La utilidad sé maximiza en un valor de $
4.650.000 cuando q = 20.000 o cuando el fa-
bricante opera a toda su capacidad.

El precio que debería fijarse se calcula sustitu-
yendo q = 20.000 en la ecuación P=500 -
0.005q, o sea

P= 500 - 0.005 (20.000) = 500 - 100 = $ 400

La figura 9. contiene una gráfica de la función
de utilidad.

EJEMPLO 23
DOMINIO RESTRINGIDO
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La función lineal de ingreso R = 10q, representa una situación
donde cada unidad se vende a $10. El ingreso marginal logra-
do con la venta de una unidad más es de $10 en cualquier
nivel de producción q.

En el ejemplo 22 una función de demanda para los paneles
solamente se expresó así:

q = 100.000 - 200 p

A partir de esta función de demanda se formuló la función no
lineal de ingreso total

2
1 005.0500)( qqqfR 

El ingreso marginal en este ejemplo no es constante. Esto se
mostró al calcular el ingreso total para distintos niveles de pro-
ducción. La tabla contiene estos cálculos para algunos valo-
res de q. La tercera columna representa el ingreso marginal
asociado al paso de un nivel de producción a otro. Nótese
que, si bien las diferencias son ligeras, los valores del ingreso
marginal están cambiando en cada nivel de producción.

Para una función del ingreso total R(q), la derivada R'(q) re-
presenta la tasa instantánea de cambio en el ingreso total con
un cambio del número de unidades vendidas. R también re-
presenta una expresión general de la pendiente de la gráfica
de la función del ingreso total. En el análisis marginal, la deri-
vada se emplea para representar el ingreso marginal, es decir,
MR = R'(q)

La derivada, ofrece una aproximación a los cambios reales

EJEMPLO 24

que se dan en el valor de una función. Por consiguiente, R
puede emplearse para aproximar el ingreso marginal obteni-
do con la venta de la siguiente unidad. Si se calcula el ingreso
marginal R' para la función del ingreso cuya ecuación es
R=500q-o.oo5q2, se obtiene

R'(q) = 500 - 0.010q

Para aproximar el ingreso marginal logrado con la venta de la
centésima primera unidad se evalúa R cuando q = 100, o sea

R'(q) = (100) = 500 - 0.010 (100)

= 500 - 1 = 499

Y ésta es una aproximación muy cercana al valor real ($
498.995) del ingreso marginal que aparece en la tabla.

Nivel de Costo totalƒ1(q) Costo marginal
producción q ΔC=ƒ1(q)-ƒ1(q-1)

      100 $49.950.00

      101 $50.448,995 $498,995

      102 $50.947,98 $498,985

       103 $51.446,955 $498.975

Cálculo del ingreso marginal

3.5 Aproximación marginal a la
maximización de utilidades

Otro método para calcular el punto de maxi-
mización de utilidades es el análisis marginal.
Este método que goza de gran aceptación
entre los economistas, examina los efectos in-
crementales en la rentabilidad. Si una firma está
produciendo determinado número de unida-
des al año, el análisis marginal se ocupa del
efecto que se refleja en la utilidad si se produ-
ce y se vende una unidad más.

3.6 Condiciones para usar la aproximación
 marginal

Para que este método pueda aplicarse a la
maximización de utilidades, es preciso que se
cumplan las siguientes condiciones:

l Deberá ser posible identificar por separa-
do las funciones de ingreso total y de costo
total.

ll. Las funciones de ingreso y costo habrán
de formularse en términos del nivel de pro-
ducción o del número de unidades pro-
ducidas y vendidas.

3.7 Ingreso marginal

Uno de los dos conceptos más importantes
del análisis marginal es el del ingreso marginal.
El ingreso marginal es el ingreso adicional que
se consigue al vender una unidad más de un
producto o servicio. Si cada unidad de un pro-
ducto se vende al mismo precio, el ingreso
marginal será siempre igual al precio. Véase
ejemplo 24.
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EJEMPLO 25
COSTO MARGINAL

Un ejemplo de ello es la función de costo:

C=150.000+3.5q

donde el costo variable por unidad es $3.50.

Una función no lineal de costo caracteriza por costos marginales variables. Esto se ejemplifica en la función de costo

2
2 003.0100000.150)( qqqfC ++==

que se utilizó en el ejemplo 22. Puede mostrarse que los costos marginales realmente fluctúan en distintos niveles de
producción si se calculan los valores de esos costos para algunos valores de q. Este cálculo se da en la tabla siguiente.

En una función de costo total c, la derivada C'(q) representa la tasa instantánea de cambio del costo total suponiendo que

Nivel de Costo totalƒ2(q) Costo marginal
producción q ΔC=ƒ2(q)-ƒ2(q-1)

      100 $160.030,00

      101 $160.030,603 $100.603

      102 $160.231,212 $100.609

       103 $160.331,827 $100.615

Cálculo del costo marginal

3.8 Costo marginal

El otro concepto central del análisis marginal lo constituye
el costo marginal. El costo marginal es el costo adicional
en que se incurre al producir y vender una unidad más de
un producto o servicio. Las funciones lineales del costo
suponen que el costo variable por unidad sea constante;
en ellas el costo marginal es el mismo en cualquier nivel de
producción. Véase ejemplo 25.

haya un cambio en el número de unidades producidas. C'(q) representa además una expresión general para la pendien-
te de la gráfica de la función del costo total. En el análisis marginal, la derivada se usa para representar el costo marginal,
esto es

MC = C'(q)

Como en el caso de R', C' puede emplearse para aproximar el costo marginal asociado a la producción de la siguiente
unidad. La derivada de la función de costo es

C' (q) = 100 + 0.006q

Para aproximar el costo marginal debido a la producción de la centésima primera unidad, se evalúa C en q = 100, o
sea

C' (100) = 100 + 0.006 (100)

= $ 100.60

Si se compara este valor con el verdadero ($100.603) en la tabla, se advierten que ambos están muy cercanos entre sí.
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3.9 Análisis de la utilidad marginal

Este análisis se ocupa del efecto que se opera
en las utilidades si se produce y vende una uni-
dad adicional. Mientras el ingreso adicional con-
seguido con la venta de la siguiente unidad sea
mayor que el costo de producirla y venderla,
habrá una utilidad neta con su producción y
venta, aumentando también la utilidad total.
Pero si es menor que el costo de producir y
vender la unidad adicional, habrá una pérdida
neta en esa unidad y disminuirá la utilidad total.

Regla práctica

A continuación se da una regla práctica para
saber si ¿Debe o no producirse una unidad
adicional?

I Si MR > MC, se producirá la siguiente uni-
dad.

II Si MR < MC, no se producirá la siguiente
unidad.

En muchas situaciones de producción, el in-
greso marginal rebasa al costo marginal en ni-
veles más bajos de producción. A medida que
aumenta el nivel de producción (cantidad pro-
ducida), disminuye la cantidad en que el ingre-
so marginal excede al costo marginal. Con el
tiempo se llega a un nivel en que MR = MC.
Más allá de este punto MR < MC, y la utilidad
total empieza a disminuir al incrementarse la
producción. Así pues, desde un punto de vis-
ta teórico, si puede identificarse el punto donde
la última unidad producida y vendida MR =
MC, la utilidad total será maximizada. Este ni-
vel de producción que maximiza la utilidad
puede identificarse por medio de la siguiente
condición:

EJEMPLO 26
APROXIMACIÓN MARGINAL

Resolver de nuevo el ejemplo 22 por medio de la
aproximación marginal.

Solución

En el ejemplo 22

2005.0500 qqR −=

2003.0100000.150 qqC ++=

Las funciones de ingreso y costo son distintas y am-
bas se expresan en términos del nivel de producción
q, las dos condiciones para efectuar el análisis mar-
ginal quedan satisfechas. Ya se ha determinado que

R'(q) = 500 - 0.01q

y C'(q) = 100+ 0.006 q

Por tanto, R' (q) = C' (q)

Cuando 500 - 0.01q = 100 + 0.006 q

-0.016q = -400

q= 25.000

Puesto que R" (q) = -0.01 y C" (q)= 0.006

R" (q*) < C"(q*)

o,  - 0.01<0.006

y hay un máximo relativo en la función de utilidad
cuando q = 25.000. La figura 10. presenta las gráfi-
cas de R(q) y C(q).

Figura 10. Análisis marginal: maximización de utilidades.
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3.10 Criterio de maximización de las utilidades

Se producirá hasta alcanzar el nivel de producción en
que el costo marginal es igual al ingreso marginal, MR
= MC
Expresado en términos de las derivadas, el criterio
anterior recomienda producir hasta el punto donde
R’ (q) = C' (q)
Esta ecuación es un resultado natural de la diferen-
ciación de la ecuación de utilidad
                       U (q ) = R (q) - C (q)
y de hacer la derivada igual a 0:
U' (q) = R' (q) –C' (q)  y U' (q) = 0

cuando R' (q) - C' (q) = 0  o bien R' (q) = C' (q)
Además en esta situación la razón de cambio del costo
marginal excede a la razón de cambio del ingreso mar-
ginal, es decir R’’(q)<C’’(q), entonces el criterio de la
segunda derivada establece que la función de utilidad
se maximiza.
Examinemos detenidamente la figura 10, ejemlplo 26
y hagamos las siguientes observaciones:
1. C y D representan los puntos donde se interse-

can las funciones de ingreso y de costo, es decir
representan puntos de equilibrio.

2. Entre los puntos C y D, la función de ingreso se
halla arriba de la de costo, lo cual indica que el
ingreso total es mayor que el costo total y que se
lograrán utilidades dentro de este intervalo. Para
los niveles de producción a la derecha de D, la
función de costo se halla arriba de la de ingresos,
lo cual indica que el costo total es mayor que el
ingreso total, resultando de ello una utilidad ne-
gativa (pérdida).

3. La distancia vertical que separa las gráficas de las
dos funciones representa la utilidad o pérdida,
según el nivel de la producción.

EJEMPLO 27

En el ejemplo 21, se nos pidió determinar el
número de representantes de ventas q que pro-
ducirían una utilidad máxima p en una empre-
sa de cosméticos y artículos de belleza. La fun-
ción de utilidades se formuló así:

Con el método del análisis marginal, determi-
ne el número de representantes que produci-
rían la utilidad máxima para la empresa.

Solución

No es posible aplicar el método del análisis
marginal en este ejemplo porque no pueden
identificarse las funciones de ingreso y costo
totales que se combinaron para formar la un-
ción de utilidad. No se satisfizo la condición 1
del empleo del análisis marginal.

En otros casos las funciones no esta´n explí-
citas pero se pueden obtener, como por ejem-
plo la de costo total a partir del costo prome-
dio, y el ingreso a partir de la demanda, así:

Si el fabricante ha determinado que su costo
total está dado por la ecuación:

C(q)=0,4q2+3q+10 en dólares

y todas las unidades pueden venderse a un
precio de p(q)=0,2(45-0,5q) dólares la unidad

Determinar el nivel de producción que genera
la máxima utilidad y el precio óptimo respecti-
vo.

Solución. El ingreso y costo respectivos són:

R(q)=pq=0,2(45 - 0,5q)q=9q - 0,1q2

y  C(q)=0,4q2+3q+10

Por tanto el ingreso marginal MR y el costo
marginal MC están dados por:

MR=9-0,2q  y  MC=0,8q+3

y el ingreso marginal es igual al costo margi-
nal cuando:

9 - 0,2q=0,8q+3    de donde q=6

El precio óptimo correspondiente es de:

p(6)=0,2(45 - 0,5(6))=8,4

Reto: Pruebe que R’’(6)<C’’(6) para asegurar-
nos que U está en un máximo punto.

500.1375.15,12)( 2 −+−== qxfU

4. En el intervalo 0< q <25.000, la pendiente de la fun-
ción de ingreso es positivo y mayor que la pendiente
de la función de costo. Expresado en términos de MR
y MC, MR < MC en este intervalo.
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5. Por otra parte, en el intervalo 0 < q <

25.000 la distancia vertical entre las dos
curvas aumenta y esto indica que la utili-
dad está aumentando en el intervalo.

6. En q = 25.000 las pendientes en los pun-
tos A y B son iguales, lo cual indica que
MR = MC. Así mismo, en q = 25.000, la
distancia vertical que separa las dos cur-
vas es mayor que en cualquier otro pun-
to de la región de utilidades; por tanto,
éste es el punto de la maximización de
utilidades.

7. Para q > 25.000, la pendiente de la fun-
ción de ingreso es positiva pero es menos
positiva para la función de costo. Así pues,
MR < MC y disminuye para cada utilidad
adicional por unidad, lo cual ocasiona una
pérdida más allá del punto D.

3.12 Gerencia de recursos físicos: Los
inventarios

Para cada pedido de materias primas, un fa-
bricante debe pagar unos gastos de envío para
cubrir manejo y transporte. Al llegar las mate-
rias primas, estan deben almacenarse hasta
cuando se necesiten, lo cual genera costos
de almacenamiento. Si cada pedido es peque-
ño, los costos de envío serían altos porque
se necesitarían muchos pedidos.  Ahora, to-
das las unidades requeridas podrían fabricar-
se al inicio del año en una sola serie de pro-
ducción buscando economías de producción
masiva, esto minimizaría el costo de produc-
ción. Sin embargo, significaría que grandes
cantidades de artículos tendrían que mante-
nerse almacenados hasta que tuvieran que
venderse y los costos de almacenamiento po-
drían ser altos y aun exceder las ventajas de
los bajos costos de producción. Véase ejem-
plo 29.

EJEMPLO 28

La figura 11 muestra una gráfica de la función lineal de
ingreso y de la función no lineal de costo. A la izquierda
de q* la pendiente de la función de ingreso excede la de
la función de costo, lo cual indica que MR> MC. En q*
las pendientes de ambas funciones son iguales. Y la dis-
tancia vertical que las separa es mayor que q* que en
cualesquiera otro valor de q entre los puntos A y B. Es-
tos dos son los puntos de equilibrio.

Teniendo en cuenta el criterio de la segunda derivada, en
R’’(q)<C’’(q) ¿cual de los puntos de equilibrio es el que
conviene desde el punto de vista económico, A ó B?

Figura 11. Funciones lineal de ingreso y cuadrática de costo.

EJERCICIO 4

• Realice la comprobación gráfica
y la verificación algebráica de to-
dos los ejemplos del capítulo
usando "Derive" o el software con
el que su profesor esté apoyando
el curso.
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EJEMPLO 29
 COSTO DE INVENTARIOS

Figura 12. Costo de inventarios

Al evaluar un programa de generación de ini-
ciativas empresariales, la Secretaría de Desa-
rrollo Municipal encontró que un pequeño fabri-
cante producía 50.000 unidades de cierto artícu-
lo durante un año y tenía un costo de $400 por
preparar la planta manufacturera en cada serie de
producción, fabricar cada artículo costaba $4 y
mantenerlo almacenado tenía un costo de 40 cen-
tavos por año. Suponga que en cada serie de
producción se produce el mismo número de artí-
culos, denotemos este número por x. Suponga
también que después de producir un lote, las x
unidades se almacenan y se venden en una tasa
uniforme de modo que las unidades almacena-
das se agotan cuando ya está lista la próxima se-
rie de producción. Así, el número de unidades al-
macenadas como una función del tiempo se ilus-
tra en la figura 12. En cada serie de producción,
el número salta de 0 a x, luego decrece progresi-
vamente a una tasa constante hasta cero. Al al-
canzar el cero, el próximo lote se produce y el
número almacenado es de nuevo igual a x.

A partir de la figura 12 es claro que el número
promedio de unidades almacenadas es x/2.
Puesto que cuesta $0,40 almacenar cada ar-
tículo por año, los costos de almacenamien-
to en el año serán de (0,4)(x/2) dólares o x/5
dólares (usamos dólares para no perder la pro-
porción de los precios en el tiempo).

Dado que los 50.000 artículos necesarios se
producen en lotes de tamaño x, el número de
series de producción por año debe ser 50.000/
x. Por consiguiente el costo de preparar la plan-
ta para estas series de (400)(50.000/x) = (2x107/
x) dólares. El costo de producir 50.000 artículos
a $4 cada uno es $200.000. En consecuencia,
los costos totales de fabricación y almacenamien-
to a lo largo de un año (en dólares) están dados
por

 .
5

000.200102 7 x
x

C 

Deseamos encontrar el valor de x que haga a C
mínimo. Derivando resulta:

 .
5
1102

2

7


x
x

dx
dC

Haciendo esta derivada igual a cero, obtenemos

el resultado siguiente.

872
2

7
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x
x

000.10104 x

(La raíz negativa no tiene importancia práctica)
Más aún advertimos que

 3

7

2

2 104
x
x

dx
Cd   es positiva cuando x= 10.000. De

modo que este valor de x representa un míni-
mo local de C.

Por lo tanto, el costo mínimo se obtiene ha-
ciendo 50.000/10.000= 5 series de producción
por año, cada una de ellas con una produc-
ción de 10.000 unidades.

Este tipo de modelo de costo de inventarios
también se aplica a negocios tales como bo-
degas o mercados de venta al menudeo que
mantienen existencias de artículos que han de
venderse al público o a otras empresas. La pre-
gunta es que tan grande debe ser cada vez la
cantidad de algún artículo que se ordena con
destino a ser realmacenado. Si se ordena una
cantidad muy grande, la empresa se enfrenta-
rá con sustanciales costos de almacenamien-
to, si bien no tendrá la desventaja de reorde-
nar por un buen tiempo.
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3.12 Elasticidad de la Demanda.

Es normal que la demanda de consumo de un pro-
ducto este relacionada con su precio. En la mayor
parte de los casos, la demanda disminuye a medida
que el precio aumenta. La sensibilidad de la deman-
da frente a los cambios en el precio, varía de un
producto a otro. Para algunos productos y servicios
como gasolina, jabón, sal y peajes, los cambios pe-
queños experimentados en el precio pueden tener
un pequeño efecto sobre la demanda. Para otros
productos como tiquetes de avión o préstamos para
vivienda , los cambios porcentuales pequeños expe-
rimentados en el precio pueden tener efectos nota-
bles en la demanda, en especial cuando tienen bie-
nes sustitutos.
La elasticidad es el cambio porcentual de la deman-
da, generado por un incremento del uno por ciento
(1%) en el precio. Si q denota la demanda y p el
precio, la elasticidad de la demanda representada
por la letra griega η  (eta), está dada por la fórmula:

Supóngase que la demanda q y el precio de cierto
artículo se relacionan mediante la ecuación lineal

Si necesitamos calcular la elasticidad de la demanda
cuando el precio es 100 y cuando es 50, entonces
debemos proceder primero aexpresar la elasticidad
e la demanda como una función de p:

Cuando p=100, la elasticidad de la demanda es:

Es decir, que cuando el precio es p=100, un incre-
mento del 1% en el precio generará una disminu-
ción del 5% en la demanda. Ahora, cuando el precio
es p=50, la elasticidad de la demanda es:

η

)1200(2240 ≤≤−= pparapq

p
p

p
p

q
p

dp
dq

q
p

−
−=

−
−=−==

1202240
2)2(η

5
100120

100
−=

−
−=η

71.0
50120

50
−=

−
−=η

Es decir, cuando el precio es p=50, un incremen-
to del 1% en el precio generará una disminución
del 0.71% en la demanda, aproximadamente.
Podemos ver entonces que para el precio de
p=100 tenemos una demánda elástica respecto
al precio, mientras que para un precio de p=50 la
demanda nos resulta inelastica respecto al pre-
cio, es decir que los cambios en el precio no ge-
neran aumentos significativos en las cantidades
demandadas.
En general, la elasticidad de la demanda es nega-
tiva, puesto que la demanda disminuye a medida
que el precio se incrementa. Sin embargo, pode-
mos encontrar casos raros en los cuales aumen-
tos en el precio generen aumentos en la deman-
da, tal es el caso de los títulos valores como
acciones y moneda extranjera, los cuales cuando
tienen alzas sostenidas de precio generan con-
fianza en los inversionistas y estos responden au-
mentando la demanda. Tambien suele ocurrir con
algunos artículos de lujo que dan algun estatus
socioeconómico a quien los posee, y la vanidad
entonces hace que se tienda a comprarlos si es-
tan mas caros.
Veamos ahora cuál es el precio cuando la elastici-
dad es igual a -1:

En este precio, un incremento del 1% en el precio
genera una disminución de lademanda de el mis-
mo porcentaje, es decir 1%. En tal caso se dice
que la demanda es de elasticidad unitaria respec-
to al precio. En conclusión, el comportamiento
de la demanda respecto al precio sería:

601202
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120
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3.13 La Función de Producción Cobb-Douglas

Otra especificación de función de producción am-
pliamente usada en empresas agrícolas fue prime-
ro estimada por dos eruditos de Illinois. El señor
Cobb (matemático) y el señor Douglass (economis-
ta) decidieron estimar una función de producción
para la economía de los Estados Unidos. Ellos te-
nían la hipótesis de que el ingreso nacional (Y) era
una función de capital (K) y Mano de Obra (L). En-
tonces, en general, su teoría podría ser expresada
como: Y = ƒ(K, L). Sin embargo, la teoría tenía otras
dos partes. Primero, ellos tenían la teoría de que la
función de producción era no lineal. Además, ellos
creían que la contribución marginal de capital de-
pendía de la cantidad de mano de obra empleada e
inversamente, que la contribución de mano de obra
era dependiente de la cantidad de capital emplea-
do.
Para capturar esta relación entre en ingreso nacio-
nal (Y) y las cantidades de capital y mano de obra,
ellos especificaron su función como:

  Y  a Kb 1 Lb2

en donde  Y = ingreso nacional de Estados Unidos
K = cantidad de capital empleado en dólares en
los Estados Unidos
L = cantidad de mano de obra empleado en años -
hombre en los Estados Unidos
a, b1, b2 = parámetros de la función

Note que la función de producción es multiplicati-
va en lugar de aditiva. Es decir no es lineal. Tam-
bién, si examinamos las funciones derivadas de esta
función de producción, encontraremos que la pro-
ductividad marginal de capital (K) depende en la
cantidad de mano de obra y viceversa. Para hacer
esto, tome dos derivadas parciales, una con res-
pecto a mano de obra y la otra respecto a capital.
Véase ejemplo 30.

EJEMPLO 30

La función de ingreso nacional para la economía
de cierto país es:

La productividad marginal de capital MPPK es,

y la productividad marginal de mano de obra  MPPL

es:

Entonces las funciones de productividad margi-
nal en este caso dependen de ambas variables in-
dependientes (insumos). ¿Tiene esto sentido des-
de el punto de vista práctico? Podemos ver de
cerca esto con el uso de una tabla que muestre
distintos niveles de insumos K y L. Examinemos la
función de productividad marginal de capital MPPK.

4.05.010 LKY 

5.0

4.0
4.05.0 55

K
LLKMPP

K
Y

K 

 

6.0

5.0
6.05.0 44

L
KLK

L
Y



 

K                MPPK (L=10)     MPPK (L=20)

1 12.6           16.6
2 8.9           11.7
3 7.3           9.6
4 6.3           8.3
5 5.6           7.4

En la tabla vemos que la productividad marginal
de capital MPPK depende de la cantidad de capi-
tal y la cantidad de mano de obra. Por ejemplo
para K=3, MPPK es 7.3 si la mano de obra es 10,
pero es 9.6 si la mano es obra es 20. Tambien
para cualquier otro nivel de mano de obra. Com-
plete Usted la tabla anterior con tres columnas
más para valores de mano de obra de L=30,
L=40 y L=50, al igual que agregando tres filas
para valores de K de 6, 7 y 8. Revise el resultado y
verifique si se sigue cumpliendo lo observado.
¿Existen ejemplos de empresas de servicios pú-
blicos en donde el nivel de productividad margi-
nal dependa del nivel de otros factores?
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 3.14  Propensión marginal al consumo y  al  ahorro

Una función que juega un papel importante en el análisis eco-
nómico es la función de consumo. La función de consumo

)(YfC = ,  expresa una relación entre el ingreso nacional

total Y y el consumo nacional total C. Usualmente, tanto Y
como C se expresan en miles de millones e Y se restringe a
cierto intervalo. La propensión marginal al consumo se defi-
ne como la razón de cambio del consumo con respecto al
ingreso; y es la derivada de C con respecto a Y

Propensión marginal al consumo: PMC =  

Si suponemos que la diferencia entre el ingreso nacional Y y
el consumo C, es el ahorro S, entonces

CYS −=
Al diferenciar ambos miembros de la ecuación con respecto
a Y obtenemos

           

Definimos   dY
dS

 como la propensión marginal al ahorro PMS.

Así, la propensión marginal al ahorro indica qué tan rápido
cambia el ahorro nacional con respecto a cambios en el in-
greso nacional: propensión marginal al ahorro = 1 -  propensión
marginal al consumo:
PMS = 1 - PMC y tambien PMC = 1 - PMS
La propensíon marginal al ahorro significativa implica un pro-
ceso de acumulación de capital, el cual se debe equilibrar
con un valor de la propensión marginal al consumo que per-
mita un movimiento dinámico sde la economía. ¿Es bueno o
malo tener una propensión marginal al ahorro muy cercana a
uno? ¿Y respecto de la propensión marginal al consumo?
Recordemos de un lado que el consumo dinamiza la econo-
mía: la falta de consumo generó la crisis de 1929; pero vea-
mos tambien que los paises con bonanzas económicas, que
después de estas quedan en situación deplorable por no ha-
ber invertido (ahorrado).  En el Documento 1, se evidencia
la importancia de estos conceptos en el análisis económico y
social.

“La ciencia económica convencional de alta
difusión y peso en América Latina, ha hipo-
tetizado que la desigualdad constituye un
rasgo característico de los procesos de mo-
dernización y crecimiento, y en algunas de
sus versiones, que los impulsa y favorece,
al posibilitar la acumulación de ahorro que
se transformará en inversión.  Así mismo,
ha sugerido que las desigualdades, funcio-
nales para el desarrollo, tenderían luego a
corregirse.  Para Kaldor (1978) es impres-
cindible para el crecimiento una acumulación
importante previa de ahorro. Si el ingreso se
concentra en un segmento limitado de la po-
blación con alta propensión a consumir, que
serían los ricos, ello favorecerá esta acumu-
lación y el crecimiento.  Kaldor supone que
las utilidades son una fuente importante de
generación de ahorro y los salarios, en  cam-
bio, una fuente muy limitada.  Kuznets (1970)
indica que habría una tendencia secular, en
las sociedades desarrolladas, a que la po-
blación emigre del sector agrícola caracteri-
zado por baja desigualdad y bajos ingresos
promedios, hacia el sector industrial donde
el ingreso promedio es más alto, pero tam-
bién la desigualdad.  En los estadios inicia-
les del desarrollo ascenderían, por tanto, el
ingreso y la desigualdad.  En estadios pos-
teriores seguiría ascendiendo el crecimiento,
pero se reducirá la desigualdad  0148.

Kliksberg Bernando. Desigualdad y Desa-
rrollo en America Latina: El Debate Poster-
gado, Centro de Documentación en  políti-
cas sociales, Conferencia pronunciada en

el marco de Buenos Aires Sin Fronteras,
Un espacio para el diálogo. 26-27 de abril

de 1999.

Doc. 1
Cambio de rumbos en el  análisis

de la inequidad

dY
dC

dY
dCY

dY
d

dY
dS

−=−= 1)(

dY
dC
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1. Ingresos. Una compañía ha descubierto
que el ingreso total es una función del pre-
cio fijado a su producto. En concreto, la
función del ingreso total es

, donde p es
el precio en dólares.

a) Determine el precio p que produce el máxi-
mo ingreso total.

b) ¿ Cuál es el valor máximo del ingreso total?

2. Ingresos. La función de demanda del pro-
ducto de una firma es q = 300.000 - 75 p

donde q representa el número de unidades
demandadas y p indica su precio en dóla-
res.

a) Determine el precio que deberá cobrarse
para maximizar el ingreso total.

b) ¿Cuál es el valor máximo del ingreso total?

c) ¿Cuántas unidades se espera que se deman-
den?

3. Utilidad máxima. La utilidad anual de una
compañía depende del número de unida-
des producidas. Específicamente, la función
que describe la relación existente entre la

utilidad U (expresada en dólares) y el nú-
mero de unidades producidas q es

000.000.25000.612.0 2 −+−= qqU

a) Determine el número de unidades q que
producirán la utilidad máxima.

b) ¿Cuál es la utilidad máxima esperada?

4. Administración de playas. Una comuni-
dad, situada en una zona vacacional, está
tratando de escoger una tarifa de estacio-
namiento que fijará a la playa del pueblo.
En la zona hay otras playas, y todas ellas
compiten por atraer a los bañistas. El muni-
cipio ha optado por la siguiente función que
expresa el número promedio de automóvi-
les por día q en términos de la tarifa de es-
tacionamiento p expresada en centavos.

q= 10.000 - 20p

a) Determine la tarifa que debería cargarse
para maximizar los ingresos diarios de la
playa.

b) ¿Cuál se espera que sea el máximo ingreso
diario de la playa.

c) ¿Cuántos automóviles se esperan en un día
promedio?
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Ingreso marginal. Es el ingreso adicional que
se consigue al vender una unidad más
de un producto o servicio.

Costo Marginal. Es el gasto adicional en que
se incurre por producir y poner en el
mercado una unidad adicional de un
producto o servicio.

Utilidad Marginal. Es la utilidad adicional
que se recibe por producir y poner en
el mercado una unidad adicional de
un producto o servicio.
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5. Administración de los impuestos de im-
portación. El gobierno estadounidense está
estudiando la estructura de los impuestos
de importación para los televisores de color
traídos de otros países. El gobierno está tra-
tando de determinar el impuesto que impon-
drá a cada aparato. Sabe bien que en la de-
manda de los televisores importados reper-
cutirá ese impuesto. Estima que la deman-
da D, medida en cientos de televisores, guar-
da relación con el impuesto de importación
t, medido en centavos, de acuerdo con la
función

D = 80.000 - 20 t

a) Determine el impuesto de importación que
produce los máximos ingresos fiscales en la
importación de televisores.

b) ¿Cuál es el ingreso máximo?

c) ¿Cuál será la demanda de los televisores im-
portados de color con este impuesto?

6. Costo de Inventario. Un fabricante ha cal-
culado una función de costo que expresa el
costo anual de la compra, posesión y man-
tenimiento del inventario de sus materias
primas en términos del tamaño de cada pe-
dido. He aquí la función de costo:

000.15010000.625 ++= q
q

C , donde q es

el tamaño de cada pedido (en toneladas) y
C anual del inventario.

a) Determine el tamaño de pedido q que mini-
mice el costo anual de inventario.

b) ¿Cuáles se esperan que sean los mínimos
costos de inventario?

7. Costos mínimos. En el ejercicio 6 suponga
que la cantidad máxima de materias primas
que puede aceptarse en un embarque cual-
quiera es de 225 toneladas.

a) Con esta restricción, determine el tamaño
de pedido q que minimice el costo anual
del inventario.

b) ¿Cuál son los mínimos costos anuales de
inventarios?

c) ¿Qué relación tienen estos resultados con
los del ejercicio 4?

8.  Costo de Inventario. Un gran distribuidor
de balones de baloncesto está prosperan-
do mucho porque en su país ese deporte
se ha ido convirtiendo en uno de los favori-
tos del pueblo. Uno de los principales pro-
blemas del distribuidor es mantener el rit-
mo de la demanda de los balones. Los com-
pra periódicamente a un fabricante de artí-
culos deportivos. El costo anual de la com-
pra, posesión y mantenimiento del inventa-
rio de los balones se describe por medio
de la función.

000.2005000.000.20 ++= q
q

C

donde q es el tamaño de pedido (en doce-
nas de balones) y C indica el costo anual
de inventario.

a) Determine el tamaño de pedido q que mi-
nimice el costo anual de inventario.

b) ¿Cuáles se espera que sean los costos mí-
nimos de inventario?

9. Costos mínimos. El distribuidor del ejerci-
cio 8 cuenta con instalaciones de almace-
namiento para recibir un máximo de 1.500
docenas de balones en cada embarque.

a) Determine el tamaño de pedido q que mi-
nimice los costos anuales de inventario.

b) ¿Cuáles son los costos mínimos de inven-
tario?

c) ¿Qué relación guardan estos resultados con
la obtenidos en el ejercicio 8?

10.Mínimo costo promedio. El costo total de
producir q unidades de cierto producto se
describe por medio de la función

201.0300000.000.4 qqC ++= , donde C

es el costo total expresado en dólares.

PRÁCTICA DE APLICACIÓN
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a) ¿Cuántas unidades deberán producirse a fin
de minimizar el costo promedio por unidad?

b) ¿Cuál es el mínimo costo promedio por uni-
dad?

c) ¿Cual es el costo total en este nivel de pro-
ducción?

11.Minimizar costos. El costo total de fabricar
q unidades de cierto producto se describe
con la función

donde C es el costo expresado en dólares.

a) Determine cuantas unidades q deberían pro-
ducirse con objeto de minimizar el costo
promedio por unidad.

b) ¿Cuál es el mínimo costo promedio por uni-
dad?

c) ¿Cuál es el costo total en ese nivel de pro-
ducción?

12.Minimizar costos. Resuelva nuevamente el
ejercicio 11 si la capacidad máxima de pro-
ducción es de 1.000 unidades.

13.Servicios Públicos. Una compañía de tele-
visión por cable ha averiguado que su ren-
tabilidad depende de la tarifa mensual que
cobra a sus clientes. Específicamente, la re-
lación que describe la utilidad anual p (en
dólares) en función de la tarifa mensual de
renta R (en dólares) es la siguiente:

000.000.5000.500.2000.50 2 −+−= rrP
a) Determine la tarifa de renta mensual que de

por resultado la utilidad máxima.

b) ¿Cuál es la utilidad máxima esperada?

14.Servicios Públicos. En el ejercicio 13 su-
ponga que la comisión local de servicios
públicos ha impuesto a la compañía la obli-
gación de no cobrar una tarifa mayor a $
20. a) ¿cuál tarifa produce la utilidad máxi-
ma a la compañía?

b) ¿Cuál es el efecto que la decisión de la co-
misión tiene en la rentabilidad de la empre-
sa?

15. Maximizar utilidades. Una compañía es-
tima que la demanda anual de su producto
fluctúa con su precio. La función de deman-
da es

q= 180.000 - 250 p

donde q es el número de unidades deman-
dadas y p el precio en dólares. El costo
total de producir q unidades se estima con
la función

2001.0300000.350 qqC ++=

a) Determine cuantas unidades q deberían
producirse con objeto de maximizar la utili-
dad anual.

b) ¿Qué precio debería fijarse?

c) ¿Cuál se espera que sea la máxima utilidad
anual?

16.Aproximación marginal. Resuelva el ejer-
cicio anterior, usando la aproximación mar-
ginal para maximizar las utilidades.

17.Maximizar utilidades. Si en el ejercicio 15
la capacidad anual es de 40.000 unidades,
¿cuantas unidades darán por resultado la
unidad máxima?

18.Maximizar ingresos. Una manera equiva-
lente de resolver el ejemplo 18 consiste en
expresar el ingreso total en función de q, el
número de pasajeros por día. Formule la
función R = g(q) y determine el número de
pasajeros q que produzca el máximo ingre-
so total. Verifique que el valor máximo de R
y el precio que debería fijarse sean los mis-
mos que los que se obtuvieron en el ejem-
plo 18.

19.Aproximación marginal. Las funciones de
costo e ingreso totales de un producto son

20001.020000.50)( qqqC ++= ,

y 2004.060)( qqqR −=
a) Por medio de la aproximación marginal de-

termine el nivel de producción que maximi-
ce las utilidades.

b) ¿Cuál es la utilidad máxima?.

PRÁCTICA DE APLICACIÓN
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20.Aproximación marginal. Una empresa vende
cada unidad de un producto en $75. El costo
total de producir q (mil) unidades se describe
mediante la función

3220200.1)( qqxC 

donde C (q) se mide en miles de dólares.

a) Utilice la aproximación marginal para determinar
el nivel de producción que maximice las utilida-
des.

b) ¿Cuál es el ingreso total en este nivel de produc-
ción? ¿el costo total? ¿las utilidades totales?

21.Aproximación marginal. La función de utilidad
de una firma es

000.45000.3610)( 2  qqqU

a) con la aproximación marginal, determine el nivel
de producción que maximice las utilidades

b) ¿Cuál es la utilidad máxima?

22. Aproximación marginal.  Las funciones de costo
e ingreso totales de un producto son

2005.030000.1)( qqqC 

2004.0000.2)( qqqR 

 a) Mediante la aproximación marginal determine
el nivel de producción que maximice las utili-
dades.

b) ¿Cuál es utilidad máxima?

23.Aproximación marginal. Las funciones de cos-
to e ingresos totales de un producto son

201.0100)( qqqR  , y

a) Con la aproximación marginal determine el nivel
de producción que maximice las utilidades.

b) ¿Cuál es la utilidad máxima?

24.Función consumo. Para Estados Unidos
(1922-1942), la función de consumo se es-
timó por la ecuación

Encuentre la propensión marginal al con-
sumo.

25.Función consumo. Suponga que la fun-
ción de consumo de un país está dada
por

donde C e I están en miles de millones de
dólares

a) Encuentre la propensión marginal al aho-
rro cuando el ingreso es de 25.000 mi-
llones de dólares.

b) Hallar la PMC cuando el ingreso nacio-
nal es de 30.000 millones de dólares.

26.Propensiones marginales a consumir
y a ahorrar. Suponga que la función de
ahorro de un país es:

   donde el ingreso nacional I y el ahorro
nacional S se miden en miles de millo-
nes de dólares. Encuentre la propensión
marginal del país a consumir y su pro-
pensión marginal al ahorro cuando el in-
greso nacional es de 16.000 millones de
dólares.

27.Costo marginal. Si la función de costo
total de un fabricante está dada por:

5000
3

5 2





q

qC , encuentre la función

de costo marginal.
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28.Relación huésped - parásito. Para la rela-
ción particular huésped - parásito, se deter-
minó que cuando la densidad de los hués-
pedes (número de huéspedes por unidad de
área) es x, el número de huéspedes que tie-
nen parásitos es y, donde

x
xy

4510
900
+

=

¿A qué razón está cambiando el número
de huéspedes que tienen parásitos con res-
pecto a la densidad de los huéspedes cuan-
do x = 2?

29.Depredador - presa. En un experimento
depredador - presa, se determinó estadísti-
camente que el número de presas consu-
midas Y, por un depredador individual es
una función de la densidad X de presas (el
número de presas por unidad de área), don-
de

Determine la razón de cambio de las presas
consumidas con respecto a su densidad.

30.Estudios Políticos. En una ciudad interme-
dia se estima que la población votante en
miles, aumentará o disminuirá según la si-
guiente fórmula:

     ( ) 321230 tttN −+=  ; donde: 80 ≤≤ t
    Siendo t el tiempo en años y N(t) la pobla-

ción en función del número de años.

    ¿Cuándo será más rápido el aumento de la
población?

31. Ecuación de demanda. Suponga que

20100 2 +−= qp es una ecuación de

demanda para el producto de un fabricante.

a) Encuentre la razón de cambio de p con res-
pecto a q

b) Determine la función de ingreso marginal

32.Producto de ingreso marginal. Si  q
kp = ,

donde k es una constante, es la ecuación
de demanda para el producto de un fabri-
cante, y   define una función que da el nú-
mero total de unidades producidas al día
por m empleados, demuestre que el pro-
ducto del ingreso marginal es siempre igual
a cero.

33.Función costo. El costo de producir q uni-
dades de un producto está dado por

21.0104000 qqC ++=

Si el precio de p unidades está dado por la
ecuación

pq 5.2800 −=

utilice la regla de la cadena para encontrar
la razón de cambio del costo con respecto
al precio por unidad cuando p = 80.

34.Altas de hospital. En un centro de salud
se examinaron las altas de un grupo de in-
dividuos que estuvieron hospitalizados con
una enfermedad específica. Se encontró que
la cantidad total de personas que fueron
dadas de alta al final de t días de hospitali-
zación estaba dada por

Encuentre  e interprete su respuesta.

35.Costo marginal. Si la función de costo to-
tal para un fabricante está dada por

Encuentre la función de costo marginal

PRACTICA DE APLICACIÓN
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36.Condición social/educación. Para cierta po-
blación, si E es el número de años de educa-
ción de una persona y S representa un valor
numérico de su condición social basada en ese

nivel educativo, entonces
2

1
4

4 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

ES

 a) ¿Qué tan rápido estará cambiando la condi-
ción social con respecto a la educación cuan-
do E = 16?

b) ¿A qué nivel de educación es igual a 8 la razón
de cambio de la condición social?

37.Presión en tejido vivos. Bajo ciertas condi-
ciones, la presión p desarrollada en tejidos vi-
vos por la radiación ultrasónica está dada en
función de la intensidad I:

( ) 2/12 IVp ρ=

donde   ( letra griega "rho") es la densidad y V
la velocidad de propagación. Aquí ρ  y V  son
constantes.

a) Determine la razón de cambio de p con res-
pecto a I

b) Encuentre la razón de cambio relativa.

38.Demografía. Suponga que para cierto grupo
de 20.000 nacimientos, el número N de gente
que alcanza a vivir x años viene dada por

 a) Encuentre la razón de cambio de N, con res-
pecto de x, y evalúe su respuesta para x = 36.

b) Encuentre la razón de cambio relativa de N,
cuando x = 36

39.Contracción muscular. Un músculo tiene la
habilidad de acortarse al estar sometido a una
carga. La ecuación

se llama "ecuación fundamental de la contrac-
ción muscular". Aquí, P es la carga impuesta al
músculo, V la velocidad del acortamiento de
las fibras musculares y a, b y k son constantes

PRÁCTICA DE APLICACIÓN

positivas. Exprese V como función de P. Use

su resultado para encontrar dP
dV

40.Encuentre la función de costo marginal si
la función de costo medio es

2

100002
q

qc +=

 41.Costo marginal. La función del costo me-
dio de un fabricante, en dólares, está dada
por

( )5ln
400
+

=
q

c

Encuentre el costo marginal (redondeando
a dos decimales) cuando q = 45.

42.Ahorro y consumo. El ahorro S de un país
(en miles de millones de dólares) está rela-
cionado con el ingreso I nacional (en miles
de millones de dólares) por la ecuación

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
= −Ie

S
2

3ln

a) Demuestre que la propensión marginal  al

consumo en función del ingreso es Ie−+2
2

b) Al millón más cercano. ¿Cuál es el ingreso
nacional cuando la propensión marginal al
ahorro es de 1/10?

43.Derivada implícita. Encuentre  dx
dy

 por de-

rivación implícita

a)   3=+ yx b) 253 32 =+− yxyx

c)  933 =+ xyx

å

1000,1002000 ≤≤−= xxN

( )( ) kbVaP =++ )
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d)  200111 =+−+ xyyx

e) 52 223 =−+ yxyx f )

4)ln( =+ + yxexy

44.Propensión marginal del consumo. Los aho-
rros S de un país se definen implícitamente en
términos de su ingreso nacional I por medio de
la ecuación

IISIS +=+ 22

4
1

donde S e I están en miles de millones de dóla-
res. Encuentre la propensión marginal al consu-
mo cuando I = 16 y S = 12

45. Para las ecuaciones de demanda dadas a conti-
nuación, encuentre la razón de cambio de q con
respecto a p.

a)  2100 qp −= b)  qp −= 400

c)  ( )25
20
+

=
q

p d)  5
20
2 +

=
q

p

46.Tamaño del lote económico. Un material se de-
manda a una tasa de 10.000 unidades por año;
el precio al costo del material es de $2 por uni-
dad y el costo de volver a llenar el almacén del
material por orden sin importar el tamaño de la
orden (x) de la orden es de $ 40 por orden; el
costo de almacenar el material por un año es
del 10% del valor de las existencias (x/2). C es el
costo anual de acomodar y tener almacenado el
material.

a) demuestre que C = 20.000 +400.000 /x + x/10

b) encuentre el tamaño económico del lote.

47. Modelo de control de inventarios. Una fábrica
ha de producir 96.000 unidades de un artículo al
año. El costo del material es de $2 por unidad y
el costo de volver a surtir la existencia de mate-
rial por orden sin importar el tamaño x de la or-
den es de $25 por orden. El costo de tener al-
macenado el material es de 30% por artículo por
año sobre las existencias (x/2). Pruebe que el

costo total C está dado por

20
3000.400.2000.192 x

x
C ++=

Determine también el tamaño del lote eco-
nómico (esto es, el valor de x para el que C
es mínimo).

48. Máximo ingreso. Un restaurante especiali-
zado en carnes determina que el precio $5
por platillo de carne tendrá en promedio 200
clientes por noche, mientras que si lo ven-
de a $7 el número promedio de clientes
bajará a $100. Determine la relación de de-
manda suponiendo que es lineal. Encuen-
tre el precio que maximiza el ingreso.

49.Utilidad y satisfacción del cliente. Un ban-
co quiere recortar sus costos laborales re-
duciendo el número de cajeros pero espe-
ra una pérdida de negocios debido al des-
contento de los clientes por el tiempo de
esperar. Supongamos que el salario de los
cajeros es de $80 diarios y la pérdida de
utilidad por tener únicamente n cajeros es
de 5000/ (n+1) dólares diarios. Determine
el valor de n que minimiza la suma de sus
pérdidas más el costo del salario.

50.Rendimiento máximo de impuestos sobre
las ventas. La cantidad q de un artículo que
puede venderse al mes a un precio p está
dada por q = 100 (5-p). La cantidad que los
proveedores ofrecerán a un precio p1 es q1

= 200(p1 -1). Si existe un impuesto por cada
artículo (de modo que p1 = p - t ), determi-
ne la cantidad q  que se vende al mes si el
mercado está en equilibrio. Encuentre el
valor de t  que da el máximo impuesto total
por mes al gobierno.

51. Elasticidad. Si la demanda de un bien  esta
dada por:

     Determinar la elasticidad de la demanda
para precios de p=5, p=10, p=15, p=20.
Determine los intervalos en los cuales la de-
manda es elástica, inelástica o unitaria. Re-
cuerde la notación de intervalos.¿es un va-
lor acertado el obtenido al calcular la elasti-
cidad de la demanda para p=20?

PRÁCTICA DE APLICACIÓN

)3000(300 2 ≤≤−= pparapq



216

La Derivada6

1. a) p=49, b) R=48.020

2. a) p=2.000 b) R=300.000.000 c) q=150.000

3. a) q=25.000 b) U=50.000.000

4. a) p=250 b) R=1.250.000 c) q=5.000

5. t=2.000 b) R=80.000.000 c) D=40.000

6. q=250 b) C=155.000

7. En el límite de la restricción se da el mínimo costo.
En q=225 entonces C=155.027,78

8. a) q=2.000 C=220.000

9. b) C=220.833,33

10. a) q=20.000 b) c=700

11. a) 2.000 b)16.000 c) 32.000.000

12. q=1000, c=16.250 C=16.250.000

13. a) r=25, b) p=26.250.000

14. a) 25.000.000

15. a) q=42.000, b) p=552, c) U=8.470.000

16. a) q=42.000, b) p=552, c) U=8.470.000

17. q=40.000, U=8.450.000

18. q=10.000-125p, q=5.000, R=200.000

19. q=4.878, U=47.560,9

20. a) q=15, R=1.125, U=1.050

21. a) q=1.800, U=32.355.000

22. a) q=109.444, b) 107.801.777,8

23. a) q=2.000, b) U=35.000

24. PMC=0.672

25. a) PMS=0.3, r=0.000028

26. PMS=0.004, PMC=0.996

27. 2

2

)3(
305





q

qqMC

28. y’(2)=0.9

29.  202744,01
7355,0

Xdx
dy




30. En cuatro años.

31. a) 202 


q
q

dq
dp

; b)

24 20100 qqqR 

32. kq
q
kpqR  ; 0

dq
dRMR

33. 325
dp
dC

35. 32

2

)3(
)6(5






q
qqMC

36. a) 10, b) q=12

37. a) 
I
V

dI
dP

2


 ; b) I2
1

38. a) -125, b) r=-0.0078

39. b
ap

kV 


 ;  2ap
k

dp
dV






40. 2

000.14
q

qMC 

41.MC(45)=78.73

42.a) Derivando S se calcula la PMS, luego se
calcula la propensión marginal al consumo
usando:

     PMC=1-PMS;  b) I=1.5

43. a) x
y

dx
dy

 ; b) 22

3

91
61

yx
xy

dx
dy




 ;

c) 23

32

3
31

yx
yx

dx
dy 

 ; d)

01
1

1
12





 dx

dyx
x
yy

dx
dy

y
x

RESPUESTAS
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e) xyy
yx

dx
dy

42
23 22




 ;

f) 011




 



  

dx
dyey

dx
dyx

xy
yx

44. 8
5

PMC

45. a) q
dq
dp 2 ; b) qdq

dp
2

1
 ; c)

  3520  qp ;

d)  22 5
40



q

q
dq
dp

46. 1. b) x=2.000

47. x=4.000

48. 4,5

49. n=2 (por ser personas variable discreta, se
aproxima a unidades enteras)

50. t = 1,5; q=177.

1.- Para nuestros pueblos o ciudades en donde se
llegue a desarrollar cualquier virus, podemos tener en
cuenta el siguiente problema.
Según el Instituto Nacional de Salud, la virulencia de
cierta bacteria se mide en una escala de 0 a 50 y viene
expresada por la función V(t)= 40+15t-9t2+t3, don-
de t es el tiempo(en horas) transcurrido desde que
comienzo en estudio (t=0). Indicar los instantes de
máxima y mínima virulencia en las 6 primeras horas 
y los intervalos en que esta crece y decrece.
Solución
Para que la función  tenga un máximo o un mínimo

la derivada debe ser igual a cero.
V´(t)= 15-18t+3t2, igualandola a 0,
3t2-18t+15=0
Simplificando  t2-6t+5=0, y factorizando las
soluciones son 5 y 1.
Ahora veamos  cual  es el máximo y cual el mí-
nimo de la función, en el intervalo [0, 6], que tie-
ne que estar entre estos dos valores junto o en
los extremos del intervalo. Ordenamos la función
V por comodidad, V(t)= t3-9t2+15t+40
V(0)=40
V(5)=125-225+75+40 =15
V(1)=1-9+15+40= 47
V(6)=216-324+90+40=22
La máxima virulencia es a las 1 horas y la mínima
a las 5 horas. Para ver los intervalos de creci-
miento y decrecimiento estudiamos el signo de
la derivada: V’(t)=3t2-18t+15
Luego V crece desde 0 a 1  y desde 5 a infinito,
(crece en  (0, 1) unión (5,     ) y decrece en el
intervalo (1, 5)
Observando la gráfica de esta función vemos lo
que hemos deducido, además las curvas de pen-
diente y concavidad. 

¿Que conclusiones podemos tomar en cuanto a la
exposición del paciente al contacto con otras per-
sonas y a las acciones de atenuación de la enfer-
medad?

Problemas Resueltos
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2.- Dentro de los proyectos de la alcaldía a parte de la
construcción de ciclo rutas se esta planeando cons-
truir un área de recreo para deportistas, al lado de
una carretera  principal, ha de ser rectangular con un
área de 5000 metros cuadrados y ha de ser cercado
por los tres lados no adyacentes a la carretera con
una estructura en piedra y malla metálica que garan-
tice seguridad y estética. El encargado del proyecto
para ahorrar costos quiere saber cual seria la menor
cantidad de cerca que necesitaría para completar el
trabajo?

representamos Y como la cantidad de cerca requeri-
da entonces
ƒ= x+ 2y
El hecho de que el área es 5000 dice que:

5000XY ó X
Y 5000


para rescribir f en términos de una sola variable x se
sustituye  

X
Y 5000


en la ecuación ƒ= x+ 2y  obteniendo:

 
x

xxf 10000


como f(x) tiene una aplicación practica  para todo
valor positivo de x, el objetivo es hallar el mínimo
absoluto de f(x) en el intervalo x>0, para hallar los
puntos críticos se iguala la derivada:

a cero y se resuelve en x obteniendo:

100
000.10

0000.101

2

2






x
x

x

solo el valor positivo x = 100 esta en el inter-
valo x>0 para hallar el mínimo absoluto de
ƒ(x) en este intervalo, obsérvese que ƒ´(x) es
negativa si 0<x< 100 y positiva si x>100.
Es decir  ƒ(100)= 200

Respuesta:
El responsable del proyecto a parte de los de-
más materiales, la menor cantidad de cerca o
amurallamiento que necesitaría construir es de
200 metros para minimizar la cantidad de ma-
terial a comprar, la idea es que se haga con
todos los materiales que se necesiten para mi-
nimizar la cantidad total que se invierte en el
proyecto.
¿Considera Usted que ese criterio del mayor
costo en la construcción de la cerca es el que
el gerente público debe tener en cuenta en este
caso?
¿cuales criterios adicionales tendría Usted en
cuenta? Intente una ecuación de minimización
de costos con ellos, o una de maximización
de beneficios.

3.- Peajes. Debido al alza en el cobro de sis-
tema de peajes para vías no concesionadas a
cargo del INVIAS se solicito un estudio que
arrojo la siguiente función de demanda:
q = 250000 – 200p
Donde q es el número de automotores que
transitan por los peajes en cuestión por mes y
p la tarifa en pesos.
Es preciso entonces determinar la tarifa de2

000.101)(ƒ'
x

x 
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peaje que le maximiza los ingresos al Estado, tam-
bién debemos saber ¿a cuanto asciende ese ingreso?
Y por ultimo ¿Cuántos autos se esperan con esa tari-
fa?
Se registra primero como una función del ingreso dia-
rio según la tarifa p, puesto que necesito hallar el
ingreso máximo que el Estado puede reclamar por
concepto del impuesto o peaje.
R = ƒ(p) = p.q
R = p (250000 – 200p)
R = 250000p – 200p2

Ahora bien derivo, para igualar a 0 y así encontrar el
punto de inflexión y determinar la naturaleza de este.

Ahora
250.000 – 400 p = 0
250.000 = 400p
250.000 / 400 = p
625 = p
Entonces con el criterio de la segunda derivada:

y el resultado es negativo, lo que me indica que esta
es parte de un coordenada de un punto máximo, o
de concavidad negativa de la curva de ingreso.
Así entonces el ingreso del puesto del peaje se maxi-
mizará cuando cobre una tarifa de 625 pesos
Y el ingreso máximo esperado se da así:
ƒ(625) = 250000 (625) – 200 (6252)
= 156’250.000 – 78’125.000
= 78’125.000
Se espera un volumen de automotores de:
q = 250000 – 200 (625)
= 125000
Cada mes 125000 automotores que pagan peaje.

Investigue con la autoridad competente como se ha-
cen las estimaciones para autorizar las tarifas de co-
bro de peajes en nuestro país y a partir de ello con-
cluya sobre la aplicabilidad de este ejercicio resuelto
a la realidad de lo público.

p
dp
dR 400000.250 −=

4002

2

−=
dp

Rd

4.- Administración Distrital continúa abrien-
do Comedores Comunitarios en Bogotá. Nue-
vos comedores comunitarios en varias localida-
des fortalecen, el programa bandera de la
Administración Distrital ‘Bogotá sin Hambre’, a tra-
vés de Bienestar Social del Distrito con su pro-
yecto Comedores Comunitarios. Un Medio para resta-
blecer el derecho fundamental a la Alimentación.

Los comedores atenderán niños y niñas deses-
colarizados y escolarizados, mujeres gestantes y
madres lactantes, adultos-as mayores, habitan-
tes de calle, personas con limitaciones físicas, sen-
soriales y cognitivas, así como familias en situa-
ción de desplazamiento o con jefatura única.

En estos comedores, que responden al proyecto
«Comedores Comunitarios. Un Medio para restablecer el
derecho fundamental a la Alimentación», se brindará
entre lunes y sábado, almuerzo para estas perso-
nas, que se complementará con  el desarrollo de
actividades  relacionadas con el mejoramiento del
nivel nutricional de los y las beneficiarias y con
capacitación y  organización para la participación
y la autogestión.

Obviamente se deben establecer costos mínimos
por almuerzo, ¿Cuántos almuerzos se deben pro-
ducir con el objetivo de hacer la política más via-
ble y minimizar los costos?
En primer lugar se estableció por estudios pre-
vios una relación de costos:
C = 250.000 + 1.200q + 0.5q2

La primera derivada del costo promedio es:

y esto se iguala a 0 para saber cuantos almuerzos
debo preparar para minimizar el costo promedio

q
qq

CC 5,0200.1000.250
++==

50000.250
2 +−=

qdq
Cd
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por almuerzo.

Ahora el criterio de la segunda derivada nos indica-
rá la concavidad.

Como el resultado es positivo tenemos el criterio
de que en esta coordenada hay un punto mínimo.

Por lo tanto un precio mínimo para cada almuerzo
se representará para ƒcuando q = 50 en la función
de costo promedio mínimo por almuerzo.

Tenemos ahora el precio necesario para establecer
un costo por almuerzo que en este caso es de
$1907.1, claro que puede existir otra dependencia
gubernamental o ajena al Estado que quiera esta-
blecer otro apoyo para que se puedan vender los
almuerzos a precios mucho mas bajos.

5.- Demanda hospitalaria. Se hace una encuesta
en la localidad de tunjuelito para saber el promedio
de personas que utilizan el servicio medico del hos-
pital el Tunal, para establecer un costo fijo en la
consulta medica y se ha determinado una función
aproximada de la demanda la cual se expresa así
q=12.000 – 1.100p.

1,707

000.500
5,0
000.250

5,0000.2505,0000.250

2

2
2

=

=→=

=→=

q

qq

q
q

4250,00141425
1,707

000.500

000.500

3

32

2

=

=
qdq

Cd

1,907.1
55,353200.155,353

)1,707(5,0200.1
1,707

000.250)50(

=
++=

++=C

a. Determinar la tarifa que se cobrara con
objeto de maximizar el ingreso diario de la tarifa
médica.
b. Cual es el ingreso máximo esperado y
cuantos pacientes por día se esperan ?

Solución:
a. R= f(p)
R= (12.000 – 1.100p) p
            R= 12.000p – 1.100p2

f ’’(p) 12.000 – 2.200p

12.000 – 2.200p = 0
 12.000  = 2.200p
 12.000  = p
  2.200
    5,45 = p

f ’’(p) = – 2.200
f ’’(5.45) = –2.200 < 0

b.  f ’’(5.45) = 12.000(5.45) – 1.100 (5.45)2

        = 65.455 – 32.672
        = 32.782

El ingreso máximo esperado es de 32.782
q= 12.000 – 1.100 (5,45)
q= 12.000 – 5.995
q= 6.005
Se esperan 6.005 personas por día.

6.- Seguridad Social. Un municipio asume los
costos de salud en los estratos más bajos, por
una política de su nuevo alcalde. Se supone que
el costo total por asumir esta responsabilidad
esta dado por la ecuación
                    C= 5q2+ q + 50
a) En que nivel de cubrimiento  es mínimo
el costo promedio por habitante?
b) En que nivel de cubrimiento el costo
medio el costo medio
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Solución.
A)

Esta es la cantidad que garantiza al municipio un míni-
mo costo.

B) Costo marginal = MC = Derivada del costo total
MC= 10q + 1
Debemos averiguar donde el costo total es igual al
costo promedio
                              10q + 1 = 5q + 1 + 50/q
                              10q – 5q = 50/q
                              5q  = 50/q
                              5q (q) = 50
                              5q2 = 50
                              q2 = 50/5
                              q2 = 10
                              q =  3,16

Este es el nivel de cobertura  en que el costo medio
por habitante es igual al costo marginal.

Conclusión: Este ejercicio nos prueba el criterio del
análisis marginal para el costo medio mínimo, según
el cual, el costo medio se minimiza en el nivel de pro-
ducción donde el costo medio es igual al costo margi-
nal; es decir, cuando:

16,310

5
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7. Teoría de colas. (propuesto por Claudia Emma
Lucía Osorio López) La concurrencia de las personas
a la Oficina del Servicio Público de Empleo del SENA
de Mosquera se mide en una escala de 0 a 50 y viene
expresada por la función V(t)= 40+15t-9t2+t3, don-
de t es el tiempo(en horas) transcurrido desde que

comienza el horario de atención (t=0). Con el
propósito de saber en que momento del hora-
rio de atención se requiere la presencia de más
o de menos funcionarios para atender al públi-
co, indique los instantes de máxima y mínima
concurrencia de personas en las 6 horas  de
atención al público (7am-1pm).
SOLUCIÓN
 V(t)= 40+15t-9t2+t3  Derivando
 V´(t)= 15-18t+3t2

Igualando a 0
3t2-18t+15=0
Simplificando  t2-6t+5=0, cuyas soluciones
son 5 y 1.
Se halla el máximo y el mínimo de la función, en
el intervalo [0, 6], que tiene que estar entre es-
tos dos valores junto o en los extremos del in-
tervalo.
Ordenando  la función
V(t)= t3-9t2+15t+40
V(0)=40
V(5)=125-225+75+40 =15
V(1)=1-9+15+40= 47
V(6)=216-324+90+40=22

Respuesta:
La máxima concurrencia de personas al Servi-
cio Público de Empleo es a las 1 horas (8:00
am) y la mínima es a las 5 horas (12:00pm). Por
lo tanto, para que la atención al público sea
óptima el SENA debe programar un mayor nú-
mero de funcionarios en el intervalo de máxima
concurrencia.
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