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A muchos de los analisis econémicos conciernen
las medidas de cambios. La aplicacion de calculo a
las relaciones econdmicas permite una medida pre-
cisa de los ritmos de cambios en las variables eco-
némicas. Por medio del entendimiento de los ritmos
de cambio es posible aplicar reglas de decisiones
para optimizar los diversos fenémenos
economicos,entre otras: maximizacion de ganancias
y minimizacion de costos.

La derivada de una funcién en un punto dado repre-
senta la razén de cambio de la funcidén en ese punto.
La derivada puede interpretarse geométricamente
como la pendiente de la recta tangente a la curva de
la funcion que se esta derivando.

M.C. Escher. Nudos. Grabado en madera.
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PLAN DEL CAPITULO

1.

2.

DIFERENCIACION

REGLAS DE DERIVACION

APLICACIONES DE MAXIMOS Y MINIMOS
PRACTICA DE APLICACION

RESPUESTAS

PROBLEMAS RESUELTOS

OBJETIVOS GENERALES

Repasar el concepto de derivada y los métodos de
derivacion de funciones aplicables al campo de la
administracion publica.

Aplicar la derivada a problemas econdmicos de
maximizacion de utilidades, produccion e ingresos y
minimizacion de costos y desutilidades.
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E La Derivada

1. DIFERENCIACION

Cinco conceptos bésicos en célculo proveen la base para el analisis de problemas de optimizacién econd-
mica: limites, reglas de derivacidn, derivadas parciales, derivadas mdltiples y reglas de méxima y minima.

1.1 Derivada como un limite

La derivada nos indica la forma como cambia otra funcidén. Matematicamente se calcula como un limite
especial que se presenta en la explicacién siguiente. No siempre se calculan las derivadas a través del limite
de su definicién, por lo que se ha llegado a unas reglas nemotécnicas que abrevian el proceso de derivacién
y se conocen como reglas de derivacion.

Historia. El concepto de derivada fue desarrollado por Leibniz y Newton. Leibniz fue el primero en publicar
la teoria, pero parece ser que Newton tenia papeles escritos (sin publicar) anteriores a Leibniz. Debido a la
rivalidad entre Alemania e Inglaterra, esto produjo grandes disputas entre los cientificos proclives a unoy
otro pais. Newton llegé al concepto de derivada estudiando las tangentes y Leibniz estudiando la velocidad
de un mévil.

4 )
Explicacion de la nocion de derivada

En la figura 1, la magnitud del cambio en la funcion Y= f(x) depende del cambio
de x enx,y x, + Dx. Ese cambio de x es Dx, lo que causa que f(x) cambie en la
magnitud de f(x, + Dx) - f(x;) 6 Dy.

Por razones que pronto pareceran obvias, el economista esta interesado en que
Dx sea un punto. Pero si Dx es un punto, eso implicaria que Dx=0, y no se espera
que cero cambio en x cause un cambio en y diferente a cero. Este dilema se
resuelve por medio de la aplicacion del concepto de limites. En la figura 1 el punto
de interés esta en la pendiente de la curva que es el cambio en el rango de la
funcion con respecto a la magnitud del cambio en el dominio de |a funcion, o

g_ f(X +Ax)— f(X)
AX AX

Si se presume que el cambio en el dominio es muy pequefio 0 aproximado a cero
, el cociente anterior se podria modificar asi
. . AY . fF(x+Ax) - f(x d
limf (x) = lim 27— [jm FX+4%) ()zf'(x):dy
X

AX—30 Ax—>0 AX AX =0 AX

lo que indica que mientras Dx se aproxima a cero, el limite de la funcion f(x) es
d

d
& , una derivada. Y=1#(x) es una funcion primaria y & es una funcion que se

dx dx
-
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~
. - dy Lo
deriva de ella. El cociente o es una funcion comun- un punto discreto, Ax = 0 es evitado considerando solo
) i ) . algunos cambios infinitesimales en x que induce a algu-
mente llamada primera derivada y se escribe f '(x). nos cambios en y. Por lo tanto es comdn hablar de cam-

bios relativos en y cuando Ax Se aproxima a cero. Si Ax
dy Se acerca o alcanza a cero, y Ay es algun nimero arbi-
Una derivada es el limite del cociente —~ y por lo tanto d

dx . . y : o
debe ser una medida del ritmo de cambio, o, dicho mas trario, Ia racion dx sé aproximaria a| infinito.

especificamente, un ritmo de cambio instantaneo. Mien-

fras Ax — 0, Ay— al valor que es la pendiente de la Como esto seria un problema para medir la pendiente de

curva en la figura 1. la funcion de la curva en algtn punto, esto se resolveria

mejor considerando solo casos en donde Ax Se aproxi-

dy me pero no alcance cero. Estos casos conllevan a limi-

El dilema expuesto por la medida de —— cuando x es tes de funciones que pueden ser derivadas usando cier-
dx tas reglas especiales.

f(x)

ay = flx,) = flx,)
= f(x, + &x) — fix,)

o i 3
_:.-I

Figura 1. Incremento de una funcion.
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2. REGLAS DE DERIVACION

El procedimiento para derivar consiste en determinar primero en que casos la funcién total que va a ser
derivada es una suma o una diferencia de funciones; un producto o un cociente de funciones; una funcién
logaritmica, exponencial, o una funcién trigonométrica (las cuales no se estudian en este mddulo por su
escasa aplicabilidad a las ciencias econdmicas y administrativas); una potencia de una funcién; una funcién
compuesta o alguna combinacién de estas. Luego utilizando la regla apropiada para la funcién total y las

reglas apropiadas para las diferentes partes de la funcién.

2.1 Regla de funcion exponencial

L o Ay .
Para la funcién Y =X" | ax NX" = Véase el ejemplo 1.
a) Regla constante. Sila regla anterior es aplicada a la funcién
dy
= a, entonces - =0
y ron dx

La primera derivada de esta funcién es cero porquey = a
también se puede escribiry = ax’. Como x° = 1,y = a*1.
Entonces, la primera derivada de y = a*° es 0ax®!, o cero.

b) Funcion de exponente generalizado. Para la funciény =

y:axn’ gi:nax“_

2.2 Regla de Suma - Diferencia

La derivada de la suma o de la diferencia de dos o més funciones
es la suma o la diferencia de sus derivadas individuales, &

d[f (x)ig)gx)i h(x)] _ £(x0)+ g'(x)+ (x)
Véase el ejemplo 2.

2.3 Regla de producto

La derivada del producto de dos funciones es igual al producto
de la primera funcién por la derivada de la segunda funcién, méas
el producto de la derivada de la primera funcién por la segunda
funcién, 6 d|f(x)- g(x . .

Lo 4.1+ 11900
Véase ejemplo 3.

EJEMPLO 1
DERIVADA DE LA EXPONEN-
CIAL

a. Siy = x4

b. Siy =15 + 5x - 4x2 + 0.5x3,
dy

=5-8x + 1.5%?
dx

2

dy
P — 3 2L —BX
c. Siy = 2%, dx .

EJEMPLO 2
DERIVADA DE UNA SUMA

dy
SiY=24x, 4 =48X  pero si

y=f(X) =6x2yY =g(x) = 18x3
entonces

f'(x) = 12xy g'(x) = 36x
y f'(x) + g'(x) = 48x.
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2.4 Regla del cociente

La derivada del cociente de dos funciones, f(x)/g(x) es el pro-
ducto del denominador por la derivada del numerador, me-
nos el producto del numerador por la derivada del denomi-
nador, todo esto dividido por el cuadrado del denominador,

z

O

d[f (x)/g(x)] _ f'(x)g(x)-g'(x)f(x)

dx [a(x)f
Véase ejemplo 4.

2.5 Regla de funcion de cadena

Siy = f(x), y x= h(z), la derivada de y con respecto a z, es
igual a la derivada de y con respecto a x, por la derivada x con
relacién a Z, llamada también derivada interna 6

dy _dy dx

4z dx E.Vease ejemplo 5.

EJEMPLO 3
DERIVADA DE UN PRODUCTO

Siy = (x+2) (2x2- 4) sea f(x) = (x+2)
y g(x) = (2x - 4),

entonces = % = (X + 2)4X + (1)(2X2 - 4)
= (4x® + 8x) + (2x2- 4)

= 6x* + 8x-4

Este resultado puede ser verificado
obteniendo la derivada del producto

de f(x) y 9(x):

Y = (x+2)(2% - 4)
=2x®+ 4x®-4x-8

y Y _x2 1 gx-4
dx

EJEMPLO 5
REGLA DE CADENA

Siy=10-2x2yx =-2 + z2,

3_32’ = (~4x)e(22) = -8xz

Si ambas funciones son lineales como y = 10 - 2x, y X
= -2 + z, la derivada de y con relacién a z es una cons-
tante:

Yo(-2)w)--2

dz

Si ,asumaquey =z, z = 2x* - 3x +7

ﬂ _dy ' dx
Entonces dz = dx  dz

Nota. Como estrategia nemotécnica, para la finalidad
de este curso, consideraremos simplemente que la re-
gla de la cadena consiste en no olvidar nunca aplicar la
derivada interna, cuando estamos derivando una fun-
cion compuesta. En especial en las derivadas de tipo
exponencial y logaritmico suelen aparecer derivadas in-
ternas anidadas dentro de otra derivada internal!!l.

l4(2x2 ~3x+ 7)3k4x -3)

EJEMPLO 4
DERIVADA DE UN COCIENTE

) 2x dy 6x*-12x* -6x°
Si Y=0o2 ., < 2 = 4
3x dx 9x 9x

Si la derivada es encontrada por me-
dio de la regla del producto,

2
y= 3%2 =(@x)3x)"y

% = (2x)(-1)3x) *(6x)+ 2(3x*) "

B —12x? +i _ —12x* +6x°
T oef ¥ S

_ -6 -2

Tooxt 3
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2.6 Regla de funcion inversa

Si la funcién y = f(x) es mondtona, f(x) tendré una funcién

1
inversa x=f "!(y). Sin embargo, f"' no es lo mismo que e

Una funcién estd aumentando monétonamente si altos valo-

res sucesivos de x producen sucesivamente altos valores de
(y). Si altos valores de x estan sucesivamente produciendo pe-
quefios valores de y, entonces la funcién esta disminuyendo
mondtonamente. Entonces la derivada de y con relacién a x es
dy ) . , 1 dx 1 ,

-, ysilafuncién es monétona, x = f!(y)y =4, . Véase
dx dy Ax

ejemplo 6.

) EJEMPLO 6
REGLA DE FUNCION INVERSA APLICADO A LA ELASTICIDAD DE LA DEMANDA

Elasticidad de la demanda. Hay algunos bienes cuya demanda es muy sensible al precio, pequenas
variaciones en su precio provocan grandes variaciones en la cantidad demandada. Se dice de ellos que
tienen demanda elastica. Los bienes que, por el contrario, son poco sensibles al precio son los de
demanda inelastica o rigida. En éstos pueden producirse grandes variaciones en los precios sin que los
consumidores varien las cantidades que demandan. El caso intermedio se llama de elasticidad unitaria.

La elasticidad de la demanda se mide calculando el porcentaje en que varia la cantidad demandada de un
bien cuando su precio varia en un uno por ciento. Si el resultado de la operacién es mayor que uno, la
demanda de ese bien es elastica; si el resultado esta entre cero y uno, su demanda es inelastica.Supongamos
que la funcién de demanda es presentada en una gréafica y es definida p = 10 - 2q. La primera derivada es

dp

@ = _2, pero para el economista es de mayor interés la derivada inversa. {Por qué? Recordemos que la

elasticidad de la demanda es igual al % de cambio en la cantidad demandada dividido por el % de cambio

d
| Ea, __p d o Eq_pdg
en el precio, o0 sea, Ep ) q dp’ que puede ser simplificado asi Ep_a?p Asi que la
X2 p
dg

funcién de demanda anterior también puede ser escrita como g= 5 - 0.5p y % = _0-5, la cual es la

dp

inversa de a =-2 Porlo tanto, un punto particular en la curva de demanda (p,, q,) tiene un punto de

Eq p
o o= .(~05
elasticidad de demanda de Epo 0 ( )
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2.7 Regla de Funcion Logaritmica

Los logaritmos son una herramienta importante para analizar
los ritmos exponenciales de crecimiento. Una funcién como
y = a*eslo mismo que loga y = x. Ya que manejar logaritmos
base a puede parecer poco manejable, frecuentemente es mas
conveniente usar logaritmos naturales (In), o logaritmos base
e, en donde e es el ndmero irracional 2.71828 y In 1 = 0.
Entonces,y =e*olny=xIn(e),ylny =xyaqueln(e) = 1.
Siy=Inx, x = €', la derivada de la funcién logaritmica y =

f(x) =Inxes % Véase ejemplo 7.

2.8 Regla de Funcion Exponencial

. dy ., .du
Si y=a", donde u=f(x) entonces —_~=2a Ina— Pparael

dx dx
al . Loy _edu
Caso especial en que a=e, entoncesy = ¢, —,_ =t ——.
b q Y dx dx

Véase ejemplo 8.

EJEMPLO 8
DERIVADA DE LA FUNCION EXPONENCIAL
d
a.y = e, di=ex. siy=5e* ==>
b.y = e &y =e?.5= 53(5”—3! =5.%.3=15e*
X = =

dx

Recuerde que La funcién exponencial es la reciproca
de la funcién logaritmo natural.

Los logaritmos fueron ideados como una herramienta
para facilitar el uso de las potencias y las raices.El loga-
ritmo de un nimero en una base dada, es el exponente
de aquella base que produce como potencia a dicho
numero. El logaritmo en base 2 de 64 es 5; Log, 64=5
por que si elevo 25=64

El logaritmo neperiano es lo mismo que el logaritmo
natural, se llama neperiano en honor a su descubridor
John Neper y es el logaritmo de un nimero en base

EJEMPLO 7
FUNCION LOGARITMICA

Un ejemplo comuin de una funcién de
demanda con elasticidad a través de
todo es la hipérbola rectangular g = a/
p, en donde a es una constante positi-
va. La derivada de esta funcién expresa
el ritmo de cambio en g con relacién a
un cambio de unidad en p, como tam-
bién la elasticidad de precio de la de-
manda.

La derivada puede ser encontrada en
dos reglas distintas:

Primero, la funciéon puede ser expuesta
como una funcién de potencia:

dp -2
g=ap’  vigg~ Y@y
dp__-a
dg  p’

Segundo. La funcién q=ap™ puede
ser expuesta en logaritmos como

a
Inqzln(—j =Ina-Inp .
p
derivando a ambos lados tenemos:

d(Inq) _ d(lna) d(In p)

dq dqg dqg
ldjzo_le
qdp p

reemplazando el valor de g:

d 1 _d a
pdg__1gda__a
adp p dp p
la cual es el ritmo instantaneo de cam-
bio proporcional en la funcién o la elas-
ticidad del precio de la demanda.

e=2,71828182...==> Log X=Ln X
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2.9 Derivadas Parciales

Cuando una magnitud A es funcién de diversas variables (x, y,
z,..),esdecirr A=f(xVz..)

se entiende como derivada parcial de A respecto de una varia-
ble a la expresién obtenida al derivar dicha funcién respecto
de la variable considerada, suponiendo constantes las demas.
Dada la funcién A = 3x’y + 2x%? - 7y la derivada parcial de

Arespecto de x es:

A _ gy +4x'y?
OX

mientras que con respecto dey es:
oA
— =3x°+4x*y -7
oy

El mundo econdmico estéd compuesto principalmente de rela-
ciones en donde una variable es una funcién de otras varia-
bles, y es necesario analizar la variacién de una variable res-
pecto de otra, ignorando a las demas. El considerar constante
a las demés variables se conoce como «ceteris paribus». Véa~-
se el ejemplo 9.

2.10 Derivadas miltiples

Toda la discusién anterior sobre derivadas fue restringida a las
"primeras" derivadas o al ritmo simple de cambio en una fun-
cién. Las derivadas multiples permiten la interpretacién de las
formas de las funciones sin un total apoyo en las técnicas
gréficas y ademaés permiten el desarrollo de criterio para deter-
minar los puntos extremos de una funcién. Por lo tanto, la
aplicacién de las derivadas multiples permite al economista
resolver numerosos problemas de optimizacién, tales como
encontrar: (1) el punto de producto méximo con respecto a
uno o mas productos; (2) el punto de utilidad maxima con
respecto al nivel de produccidn; y (3) el nivel de produccién en
donde el costo promedio de produccién es minimizado.

La «segunda derivada» de una funcién simplemente mide el
ritmo de crecimiento de un ritmo de cambio de la funcién.

La «primera derivaday indica que la inclinacién de esta funcién
es positiva para todos los valores positivos de X y la segunda

EJEMPLO 9
DEPENDENCIA DE CAPITAL Y
MANO DE OBRA

La cantidad de un producto basico deman-
dado (g) es una funcion de precio (p) y va-
rios "tergiversadores" de demanda, incluyen-
do el precio de un producto estrechamente
relacionado (P_,,) y de ingreso descartable
(Y). Esta funcion puede ser declarada for-
malmente como

q=A+Bp+Cp.rg + DY, en donde

q es una funcién de tres variable indepen-
dientes. En el andlisis comparativo - estatico
frecuentemente es necesario analizar el rit-
mo de cambio de una variable independien-
te (q) con respecto al cambio en una variable
independiente (tal como p) mientras que to-
das las otras variables se mantienen constan-
tes. Este tipo particular del cociente de dife-
rencia es una derivada parcial.

La derivacion parcial es una funcién con va-
riables independientes n (n > 2) trata n-1 de
esas variables como constantes. Los térmi-
nos que incluyen esas constantes son rete-
nidas en la derivacién si son multiplicativas
pero no si son aditivas.

En la funciéon de demanda de arriba la deri-
vada de g con respecto a p es ahora una
derivada parcial, denotada como: , porque
todas las otras variable independientes o
"constantes" n-1 aparecen sélo como térmi-
nos aditivos.

En la funcién de produccion:

q=A+Bk+Ck?+ DL+ EL* + GKL

en donde q es producto, K es capital y L es
mano de obra

d—q=B+2Ck+GL y
dk ’

cl—q:D+2EL+GK_
dL

El término, GLK, es comUnmente descrito
como término de interaccién. Describe la de-
pendencia mutual de capital y mano de obra
en la determinacién del producto. Deberia ser
aparente que el producto fisico marginal para
uno de los insumos depende en el nivel de
uso del otro insumo.
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derivada indica que la inclinacién de la funcién incrementa al incre-
mentar los valores positivos de X. Por lo tanto, la funcién incre-
menta a un ritmo de incremento sobre todos los valores de X.

2.11 Reglas de Maxima y Minima

Para poder encontrar los extremos relativos de una funcién, es
necesario evaluar las primeras y segundas derivadas en los vecin-
darios del dominio de la funcién en donde la funcién es caracte-
rizada por cumbres y hondonadas. La importancia practica de
esta afirmacién puede ser mas facilmente comprendida al anali-
zar una funcién clasica de produccién de tres etapas.

La regla para encontrar el minimo es la misma que para encontrar
el maximo, excepto que la segunda derivada seria positiva cuando

la funcién esté al minimo.

Funcion: f{x),
R{x), Uix}, C{x)

La funcion puede ser una
funcion algebraica cualquiera,
como las funciones de ingreso,
utilidad o costo totales o
promedios.

La representacion grafica y la
generacion de tablas de valores
nos puede indicar los valores
criticos: maximos, minimaos vy
puntos de inflexion.

1ra Derivada;

Fx), Rix), Ulx),
Cix)

Al derivar las funciones
correspondientes obtenemos
otras que nos indican la forma
de variacion de las primeras.
De derivar una funcion #(x)
obtenemos su razon de
cambio. De derivar el ingreso
total obtenemos el ingreso
marginal, del costo marginal
obtenemos el costo marginal y
de la utilidad marginal
obtenemos el la utilidad
marginal.

Al reemplazar la primera derivada
en un punto sabemos si la
funcion inicial crecia (pendiente
positiva) o decrecia ipendiente
negativa). Ello nos permite acotar
los puntos criticos. El igualar la
derivada a cero, podemos
obtener los puntos maximos y
minimos.

2da Derivada:

Fx), Rix), U(x),
Cix)

Al reemplazar la segunda
derivada en un punto podemos
obtener la concavidad de la
funcion inicial. Ello nos ayuda a
determinar si hablamos de un
maximo o de un minimo.
Igualando la segunda derivada a
cero (no concavidad)
encontramos el punto de
inflexion.
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3. APLICACIONES DE MAXIMOS Y MINIMOS

En la practica surgen muchas situaciones en que deseamos maximizar o minimizar cierta cantidad. A veces
se piensa que la cantidad de un producto se puede incrementar indefinidamente con la Ginica restriccién de
su costo, sin embargo el aumentar la produccién no siempre implica aumentos en el ingreso. La Ley de
Retornos Decrecientes es representada a partir de un punto de inflexién en donde incrementos adicionales

en X conducen a incrementos en TPP a un ritmo decreciente en lugar de crecientes.

Un ecdlogo cultiva peces en un lago. Entre
mas peces introduzca, habrd mas competen-
cia por el alimento disponible y el pez ganara
peso en forma mas lenta, De hecho, se sabe
por experimentos previos que cuando hay n
peces por unidad de area del lago, la cantidad
promedio en peso que cada pez gana durante
una temporada esta dada por w = 600 - 30n
gramos. {Qué valor de n conduce a la produc-
cion total maxima en el peso de los peces?

Solucién

La ganancia en peso de cada pez es de w=
600 - 30 n. Puesto que hay n peces por unidad
de area, la produccion total por unidad de area,
P, es igual a NW. Por consiguiente.

P= n(600-30n) = 600N — 30N>

La grafica de p contra n aparece en la figura 2.
p es cero cuando n es cero dado que en ese
momento no hay peces. A medida que n au-
menta, p se incrementa hasta un valor maxi-
mo, luego decrece hasta cero otra vez cuando
n = 20. Si n sigue creciendo p decrece porque
para valores grandes de n los peces ganaran
muy poco peso y algunos de ellos moriran, de
modo que la produccién total sera pequena.

Con el objeto de encontrar el valor de n para p
maxima, derivamos y hacemos igual a cero la
derivada dp / dn.

d—P =600-60n
dn

EJEMPLO 10
CONSERVACION OPTIMA

y dp/dn = 0 cuando 600 - 60 n = 0, esto es, la
densidad de 10 peces por unidad de area es la
que garantiza un peso total maximo de la pro-
duccién de peces por periodo de tiempo. El
valor maximo de p es

P = 600(10) —30(10)2 = 3.000, es decir 3.000

gramos por unidad. Es obvio que a partir de la
grafica de p como una funcién de n que el
valor n = 10 corresponde al maximo de p. Sin
embargo podemos verificarlo usando la regla
de la segunda derivada.

d’P
dn®
La segunda derivada es negativa (de hecho

para todos los valores de n) por lo que el valor
critico n= 10 corresponde al maximo de p.

—60

r3000.0 (10, 3000)

60 80 100 120 140 160 180
T Ty T Sl My

|
LI T T T T 1 T T LI T T T 1

Figura 2. Modelo de conservacion optima.
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3.1 Planteamiento de los problemas

La solucién de problemas de optimizacién como en los
ejemplos 10y 11, con frecuencia se encuentra que es una
de las areas mas dificiles del célculo diferencial. La princi-
pal dificultad surge cuando es necesario escribir el proble-
ma dado en palabras en ecuaciones. Una vez que las ecua-
ciones se han construido, por lo regular es rutinario
completar la solucién usando un poco de célculo. Esta
tarea de expresar problemas en palabras en términos de
ecuaciones matematicas ocurre a menudo en todas las ra-
mas de las mateméticas aplicadas y es algo que el estu-
diante interesado en las aplicaciones deberd dominar en
sus cursos de célculo a fin de que sean de utilidad.

Infortunadamente, no es posible dar rdpidas y contundentes
reglas por medio de las cuales cualquier problema verbal puede
reescribirse en ecuaciones. Sin embargo, existen algunos prin-
cipios directores que contiene tener en mente.

Paso 1. Identifique todas las variables involucradas en el pro-
blema y denote cada una de ellas mediante un simbolo.

En el ejemplo 10, las variables eran n, el niimero de peces por
unidad de érea; w, la ganancia promedio en peso por pez, y P,
la produccién total de peso de los peces o por unidad de
area. En el ejemplo 11, las variables eran los dos ndmeros Xy
Y, y p su producto.

Paso 2. Destaque la variable que ha de ser maximizada o
minimizada y exprésela en términos de las otras variables
del problema.

Volviendo al ejemplo 10, la produccidn total p se maximizo, y
escribimos

P = nw, que expresa a p en términos de ny w. En el ejemplo
11, el producto p de x y y se maximizé y por supuesto P=xy

Paso 3. Determine todas las relaciones entre las variables.
Exprese estas relaciones matematicamente.

En el primer ejemplo, se daba la relacién w =600-3n. En el se-
gundo, la relacién entre x y y es que su suma debia serigual a 16,
de modo que escribimos la ecuacién mateméticax +y = 16.

EJEMPLO 11

Este ejemplo es de naturaleza pura-
mente matematica. Determine dos
numeros cuya suma sea 16 de tal
forma que su producto sea tan gran-
de como sea posible.

Solucién

Sean los dos numeros X Y, de modo
que X + Y = 16. Si P= xy denota su
producto, entonces necesitamos de-
terminar los valores de Xy Y que pro-
duzcan que p sea maximo. No po-
demos derivar p de inmediato, pues-
to que es una funcién de dos varia-
bles, X y Y. Sin embargo, estas dos
variables no son independientes sino
que estan relacionadas por la condi-
cion X + Y = 16. Debemos usar esta
condicién a fin de eliminar una de
las variables de P, dejando a p como
funcion de una sola variable. Tene-
mos que Y = 16 - X y asi

P=xy=x(16-Xx)=16-x>
Debemos encontrar el valor de x que

haga a p maximo.

dpP

— =16-2X

dx

Asi que, dp/dx=0 cuando 16 - 2x =
0, esto es, si x = 8. La segunda deri-
vada

d?P/dx*=dx=0<0,Y x=8 co-
rresponde a un maximo de P

Cuando x = 8, también y = 8, de
modo que el valor maximo de p es

igual a 64.
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Paso 4. Exprese la cantidad por maximizar o minimizar en
términos de las otras variables. Con objeto de hacer esto, se
utilizan las relaciones obtenidas en el paso 3 a fin de eliminar
todas excepto una de las variables.

Recurriendo de nuevo al ejemplo 10, tenfamos quep = nwy w
= 600 - 3n, de modo que, eliminado w, se obtiene p en térmi-
nos de n; P= n(600 - 3n). En el ejemplo 11, tenemos que p =
Xy y X + Yy = 16, por lo que eliminando y, obtenemos p =
X(16 - x).

Paso 5. Una vez que se ha expresado la cantidad requerida
como una funcién de una variable, determine sus puntos cri-

EJEMPLO 12
COSTO MiNIMO

En una obra con aporte principal de la comunidad, se
ha de construir un tanque para almacenamiento de agua
para una escuela publica, con una base cuadrada hori-
zontal y lados rectangulares verticales. No tendra tapa.
El tanque debe tener una capacidad de 4 metros cubi-
cos de agua. El material con que se construira el tan-
que tiene un costo de $10 por metro cuadrado. {Qué
dimensiones del tanque minimizan el costo del mate-
rial?

Solucion

Paso 1. Las variables en el problema son las dimensio-
nes del tanque y el costo de los materiales de construc-
cion. El costo depende del area total de la base y de los
lados los cuales determinan la cantidad de material usa-
do en la construcciéon. Denotemos con x la longitud de
un lado de la base y con y la altura del tanque. ( véase
la figura 3). La cantidad que debe minimizarse es el cos-
to total de materiales, que denotamos con C.

Paso 2. C es igual al area del tanque multiplicada por
$10, que es el costo por unidad de area. La base es un
cuadrado con lado x, de modo que tiene un area igual a
x2. Cada lado es un rectangulo con dimensiones xy vy, y
tiene un area xy. El area total de la base mas los cuatro
lados es por tanto x? + 4xy. En consecuencia, escribi-

mOos:

C = (x2+4xy )10 -

Figura 3.

Paso 3. Observe que la cantidad por
minimizar esta expresada como una
funcién de dos variables, de modo
que necesitamos una relaciéon entre
x y y a fin de eliminar una de éstas.
Esta relacion se obtiene del requeri-
miento establecido en el problema
de que el volumen del tanque tiene
4 metros cubicos. El volumen es
igual al area de la base por la altura,

esto es, xzy, y asi tenemos la con-
dicion x*y =4
Paso 4. Por el paso 3,

y=4/%?,y asi

C =10[)® + 4x(4/x%)|=10[x? +16/ x|

Paso 5. Podemos derivar la ultima
expresion y determinar los puntos cri-
ticos de C.

d—C=10(2x—2)=0;
dx X

8
de donde: (X —7) =0

Asi, x-8/x*=0,Y portanto x3=8g;
es decir, x= 2.

La base del tanque deberia tener en
consecuencia un lado de 2 metros

de longitud. La altura del tanque es
ahora dada por

y=4/x=4/(2)*"

Es facil  verificar que
d?C/dx?>ocuando x = 2, de modo

que este valor de x representa un mi-
nimo local de C.
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ticos e investigue si son maximos o minimos
locales.
3.2 Maximizacion de Utilidades

Una de las aplicaciones mas importantes de la
teoria de méximos y minimos se da en las ope-
raciones de empresas comerciales. Esto ocu-
rre por una razén simple, es decir que una em-
presa selecciona su estrategia y nivel de
operacion en tal forma que maximice su utili-
dad. Asi, pues si la administracién de la em-
presa sabe como depende la utilidad de algu-
na variable que puede ajustarse, elegirdn el
valor de tal variable de modo que produzca la
maxima utilidad posible.

Consideremos el caso en que la variable a ajus-
tar es el nivel de produccidn, g (el nimero de
unidades del producto de la empresa elabora-
das por semana o por mes). Si cada unidad se
vende a un precio p, el ingreso es R(g) = pq. El
costo de producir g articulos depende de g, y
se denota por C(g), la funcién de costo. Se
sigue que la utilidad es una funcién de x dada
por

U@ = R(q) - Clq) =pa - C(q).

Deseamos elegir el valor de g que haga a p
maxima.

En primer término abordemos el caso de una
pequena empresa que vende su producto en
un mercado de libre competencia. En esta si-
tuacién, el volumen de ventas g de esta em-
presa particular no afectara el precio del mer-
cado para el articulo en cuestién. Podemos
suponer que el precio p es constante, inde-
pendiente de g, determinado por fuerzas eco-
ndémicas fuera de control de nuestra pequena
empresa. Los ejemplos 13y 14 ilustran pro-
blemas de esta clase.

EJEMPLO 13
MAXIMIZACION DE UTILIDADES

Una pequena empresa manufacturera puede vender
todos los articulos que produce a un precio de $ 6 cada
uno. El costo de producir q articulos a la semana (en

ddlares) es C(q)=1.000+6q-0.003¢> +10°q*

¢Que valor de g debemos seleccionar con objeto de
maximizar las utilidades?

Solucién. El ingreso producido por la venta de q arti-
culos a $6 cada uno es R(g) = 6qg ddlares. Por consi-
guiente, la utilidad por semana es

U(q) =R(a)-C(a)
U(q) = 6g — (1.000 + 6q —0.003¢? +10°°q*)

U (q) = -1.000 + 0.0039° —10°¢°

A fin de encontrar el valor maximo de U, buscamos los
puntos criticos en la forma usual y luego investigamos
su naturaleza. Derivando obtenemos

U'(q) =0.006q — (3x107%)g°

y haciendo U'(q) =0, encontramos que g=0 o g= 2.000.
Podemos aplicar a cada uno de estos valores el criterio
de la segunda derivada,identificando segun concavidad:

U"'(q) = 0.006 — (6x10°)q
U"'(0) = 0.006 — (6 x10°) -0 = 0.006
U (2.000) = 0.006 — (6 x10™°)(2.000) = —0.006

de modo que U"(0)= 0.006>0 y U"(2.000)=-0.006<0

Asi que en g= 0 hay un minimo de U(qg), mientras que
en g = 2.000 hay un maximo. Este ultimo valor repre-
senta el nivel de produccién en que la utilidad es maxi-
ma. Este valor en la ecuacién original esta dado por:

U (2.000) = —1.000 + 0.003(2.000)> —107°(2.000)° =
3.000 o $ 3.000 por semana.

Se presenta una situacion distinta en el caso de una
gran empresa, Unica proveedora de un producto parti-
cular. que controla o0 monopoliza el mercado y puede
elegir el precio de venta que desee para el producto. El
volumen de ventas estara determinado por el precio a
que se ofrece el producto (segun la ecuacion de de-
manda). Si escribimos la ecuacién de demanda en la
forma p = f(q), se sigue que la funcion de ingreso es R
= qf (g). Luego, la funcion de utilidad es U(q) = Ingre-
so - Costo = gf(q) - C (q) y g debe elegirse de modo

que maximice esta funcioén.
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EJEMPLO 14
DECISIONES SOBRE FIJACION DE PRECIOS

En una cooperativa multiactiva, creada dentro del programa municipal de apoyo a las PYMEs el costo de
producir g articulos por semana es C(q)=1.000 +6q—0.003q° +10°q°.

En el caso del articulo en cuestion, el precio en que g articulos pueden venderse por semana esta dada
por la ecuacion de demanda

P =12-0,0015q.

Determine el precio y el volumen de ventas en que la utilidad es maxima.

Solucion

El ingreso por semana es

R(g) = pg = (12 - 0.0015 g)q.
Luego, la utilidad esta dada por

U(q) = R(g) - C (q)

U = (12q-0.0015¢%) - (1.000 + 6g —0.003g° +10°°q?)

U =-1.000 + 6q +0.0015q —-10°g>.

U'(q) = 6+0.003q—(3x10°)g?> =0

Con objeto de encontrar el valor maximo de U(q), hacemos U'(g) =0.

Cambiando signos, dividiendo entre 3 y multiplicando por 10°¢ la ecuaciéon completa, obtenemos
g”>—1.000q—2x10° =0. Podemos factorizar el lado izquierdo como (q—2.000)(q+1.000) =0

y asi las soluciones son g= 2.000 6 g= - 1.000. (Estas soluciones pudieron obtenerse también por

medio de la formula cuadratica.)

La raiz negativa no tiene importancia practica desde el punto de vista econémico, de modo que soélo se
necesita considerar x= 2.000. Con objeto de verificar que esta en realidad representa un maximo local
de la funciéon de utilidad, podemos comprobar que U" (2.000)<0. Esto es facil.

U"(q) = 0,003 - (6x10°)q=>
U"(2.000) = 0.003— (6x10°°)(2.000) = —0.009

Por tanto, el volumen de ventas de 2.000 por semana nos da la utilidad maxima. El precio por articulo que
corresponde a este valor de g es:

U= 12-0,0015 q = 12 - 0,0015 (2.000) = 9

Siempre la utilidad, es la diferencia entre el ingreso y los costos:

U (q) = R(g) - C (g)

En consecuencia, suponiendo que todas las funciones son diferenciables,
U' (g = R (g) - C(q).

Cuando la utilidad es maxima, U' (q) =0y se sigue que R' (g) = C'(q).

Este resultado representa una importante conclusion general con respecto a la operacion de cualquier
empresa: en el nivel de produccién en que la utilidad es maxima, el ingreso marginal es igual al costo
marginal.
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3.3 Optimizacion del gasto en publicidad

En un mercado de libre competencia en que muchas empre-
sas elaboran productos similares a casi el mismo precio, el
volumen de ventas puede incrementarse mediante la publici-
dad. Sin embargo, si se gasta demasiado dinero en publici-
dad, el gasto excedera la ganancia en el ingreso por el incre-
mento de las ventas. De nuevo el criterio que debe usarse
para decidir cuanto emplear en publicidad es que la ganancia
deberfa ser méxima. Véase el ejemplo 15.

EJEMPLO 15
PUBLICIDAD Y GANANCIAS

La Electrificadora de Cundinamarca obtiene una utilidad de $5 por cada kilovatio que vende. Si gasta A
ddlares por semana en publicidad estimulando el uso de electrodomésticos, el nimero de kilovatios
que vende por semana esta dado por

g= 2.000(1—e‘kA), en donde K = 0.001. Determine el valor de A que maximiza la utilidad neta.

Soluciéon

La utilidad neta por la venta de g kilovatios es de 5qg dolares, y de ésta restamos el costo de la
publicidad. Esto nos deja una utilidad neta

U=5qg-A
U =10.000(1—e ) - A

Derivamos a fin de encontrar el valor maximo de P

du a _
diA =10.000(ke “ )—1=10e “-1 dado que K = 0.001. Haciendo esto igual a cero, obtenemos

10e * =10 bien e =10
y tomando logaritmos naturales, resulta que
KA =1 10 =230
con tres cifras significativas. En consecuencia
230 2.30
A == ——
k 0.001

La cantidad optima que debe gastarse en publicidad es en consecuencia de $2.300 por semana.

=2.300

La utilidad maxima se encuentra sustituyendo este valor A en la ecuacion de utilidad U. Dado que

—KA 1

e A=
10’

se sigue que la utilidad semanal maxima es U, ,, =10.000(1- ;) —2.300 = 6.700 ddlares
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] EJEMPLO 16
MAXIMA UTILIDAD E IMPUESTO SOBRE
LA RENTA

Las funciones de costo y de demanda de una Empresa Industrial y Comercial
del Estado EICE son:

C (q) = 5qy p= 25 - 2q, respectivamente.

a) Encuentre el nivel de produccidn que maximizara las utilidades de la EICE.
¢Cual es la maxima utilidad?

b) Siseimponeimpuesto det por cada unidady la EICE lo carga en su costo,
encuentre el nivel de produccién que maximiza las utilidades de la empresa.

¢Cudl es la maxima utilidad?

C) Determine latasa de impuesto por unidad t que debe imponerse para obte-
ner un maximo impuesto sobre la renta.

Solucién

Tenemos:
Ingreso = Precio x Cantidad
o}

R = pg=0q(25-2q) = 25q - 29°

a) Si p denota la funcién de utilidad entonces
U =R-C =25q-2q° -5q = 20q — 2q°

du

——=20-4q

do
Para encontrar la utilidad maxima, dU/dg = 0, 0 20 -4g = 0 0 g = 5. Tam-
bién, dp/dg = -4 < 0. Asi que las utilidades son maximas en el nivel de
produccion de g= 5 unidades. p max = 25 -2 (5) = 15.

b) Siseimpone unimpuestot por cada unidad, la nueva funcion de costo sera
Cy =50+tq
y las ganancias estarian dadas por
U=R-C, =259-29° — (59 +1tq) = (20—t)q - 2q°.
Derivando la utilidad tenemos

du

=20-t— 4q, la igualamos a cero para obtener el punto maximo.

49=20-t,de donde g =5-0,25t. Su reto ahora sera resolver el literal C.
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3.3 Aplicaciones a los ingresos

Las siguientes aplicaciones se centran en la maximizacién de
los ingresos. Recuerde que el dinero que entra a una organi-
zacién por la venta de productos o la prestacién de servicios
recibe el nombre de ingreso. Y la manera méas fundamental de
calcular el ingreso total conseguido con la venta de un pro-
ducto o servicio es

Ingreso total R(g) = (precio p)(cantidad vendida q) = pq

En esta relacién se supone que el precio de venta es igual
para todas las unidades vendidas.

EJEMPLO 17

La demanda estimada del producto dentro de f"(p): -100 y f7(5)=-100<0

un proyecto de desarrollo varia segun el pre-

cio que le fije al producto. La compania ha des-
cubierto que el ingreso total anual R (expresa-
do en miles de ddlares) es una funcién del pre-
cio p (en dolares). En concreto,

R=f(p)=-50p*+500p

Determine el precio que deberia cobrarse con
objeto de maximizar el ingreso total.

¢Cudl es el valor maximo del ingreso total anual?
Solucién

En el capitulo 4 se dijo que la funcién de ingreso
es cuadratica y que su gréafica es una parabola
céncava hacia abajo. En consecuencia el valor
maximo de R ocurrira en el vértice. La primera
derivada de la funcién de ingreso es

f'(p)=-100p +500
Si se hace f’igual a 0,
-100p + 500 =0
-100p = -500
o un valor critico ocurre cuando p= 5

Existe un punto critico en la gréafica de f, y se
presenta cuando p = 5. Aunque sabemos que un
maximo relativo ocurre cuando p = 5, verifique-
mos formalmente esto por medio de la prueba
de la segunda derivada:

Por consiguiente, un maximo relativo ocurre en f
cuando p =5.

El valor maximo de R se calcula sustituyendo p
=5enf, osea

£(5) = -1.250 + 2.500 = 1.250

Asi pues, se espera que el ingreso total anual se
maximice en $1.250 (miles), es decir, $ 1,25 millo-
nes cuando la empresa cobre $ 5 por unidad. La
figura 6.4 muestra una gréfica de la funcién de
ingreso.

-1 1 23 4567 8 91611

Figura 4. Funcion cuadratica del ingreso
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_ EJEMPLO 18 ,
ADMINISTRACION DEL TRANSPORTE PUBLICO

La empresa Metro de Medellin ha aprobado la estructura
de tarifas que rige el sistemas de automdviles publicos de
la ciudad. Se abandond la estructura de tarifas por zona
en la cual la tarifa depende del niUmero de zonas por las
cuales cruza el pasajero. El nuevo sistema tiene tarifas
fijas: el pasajero puede viajar por el mismo precio entre
dos puntos de la ciudad.

Las autoridades de transito han contratado una encues-
ta a ciudadanos con el Centro Nacional de Consultoria a
fin de determinar en nimero de personas que utilizarian
el sistema metro si la tarifa fija admitiera diferentes impor-
tes. Basandose en los resultados de la encuesta, los ana-
listas de sistemas han determinado una funcién aproxi-
mada de la demanda, la cual expresa el nUmero diario de
pasajeros en funcion de la tarifa. En concreto, la funcion
de demanda es

g =10.000-125p

donde q representa el nUmero de pasajeros por diayp la
tarifa en centavos de dolar.

a) Determine la tarifa que se cobraria con objeto de
maximizar el ingreso diario por la tarifa de los au-
tobuses.

b) ¢Cual es el ingreso maximo esperado?

¢Cuantos pasajeros por dia se esperaban con
esta tarifa?

Solucion

a) El primer paso es determinar una funcién que ex-
prese el ingreso diario segun la tarifa p. Se escoge
p como variable independiente porque se queria
determinar la tarifa que produciria el ingreso maxi-
mo total. Por otra parte, la tarifa es una variable de
decisién, aquella cuyo valor puede fijar la admi-
nistracion de las autoridades de transito.

La expresion general del ingreso total, es como se sefald
antes,

R=pq

Pero en esta forma R se expresa en funcién de dos varia-
bles: p y q. En este momento no podemos tratar de la
optimizacién de funciones con mas de una variable in-
dependiente. Sin embargo, la funcién de demanda esta-
blece una relacion entre las variables p y g que permiten
transformar dicha funcién en una en que R se expresa
en funcién de la variable independiente p. EI miembro
derecho de la funcién de demanda es una expresién for-
mulada en términos de p que equivale a g. Si con esta
expresion se sustituye g en la funcién de ingreso, se ob-
tiene

R=f(p)
R=p (10.000 - 125 p)

o bien
La primera derivada es

f*(p)10.000 - 250 p

Si la derivada se hace igual a 0,
10.000-250p =0

10.000 = 250 p

y un valor critico ocurre cuando 40= p

La segunda derivada se obtiene y evallia cuando p = 40
para determinar la naturaleza del punto critico:

f"(p) =-250
£ (40) = 250 < 0

Asi pues, ocurre un maximo relativo para f cuando p =
40. La interpretacion de este resultado es que el ingreso
diario se maximizara cuando se cobre una tarifa fija de $
0.40 (40 centavos de dodlar)

b)

= 400.000 - 200.000 =200.000

Dado que la tarifa se expresa en centavos, el maximo in-
greso diario esperado sera de 200.000 centavos o sea
$2.000.

El nUmero de pasajeros que se espera diariamente con
esta tarifa se calcula sustituyendo la tarifa en la funcién
de demanda, es decir,

g = 10.000 - 125 (40)
g = 10.000 - 5.000
5.000 pasajeros por dia

La figura 5. contiene una gréfica de la funcién de ingreso
diario.

[ S 175

Figura 5. Grafica de la funcion cuadratica del ingreso
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3.4 Aplicaciones a los costos

Los costos representan salidas de efectivo para la
organizacién. La mayor parte de las empresas bus-
can el modo de reducirlas al minimo. En la presente
seccion se dan aplicaciones que se refieren a la mi-
nimizacién de alguna medida de costo.

Ejemplo 19
Administracion de Inventario

Un problema comun de las organizaciones es
determinar que cantidad de un articulo debera
conservarse en almacén. Para los minoristas,
el problema se relaciona a veces con el nime-
ro de unidades de cada producto que ha de
mantenerse en inventario. Para los producto-
res consiste en decidir que cantidad de mate-
ria prima debe estar disponible. Este problema
se identifica con un area o especialidad deno-
minada control o administracion de inventa-
rio. Por lo que respecta a la pregunta de cuan-
to inventario ha de conservarse se debe tener
en cuenta el hecho de tener demasiado poco
0 mucho inventario puede acarrear costos.

Un minorista de bicicletas motorizadas ha ana-
lizado los datos referentes a los costos habien-
do determinado una funcién de costo que ex-
presa el costo anual de comprar, poseer y man-
tener el inventario en funcién del tamafo (nu-
mero de unidades) de cada pedido de bicicle-
tas que coloca. He aqui la funcién de costo:

_ 4.860

C = f(q) +15q + 750.000

donde C es el costo anual del inventario, ex-
presado en doélares y g, denota el nimero de
bicicletas ordenadas cada vez que el minorista
repone la oferta.

a) Determine el tamano de pedido que mini-
mice el costo anual del inventario.

b) ¢Cudl se espera que sea el costo minimo
anual del inventario?

Solucion

a) la primera derivada es

f (q) =—4.860q72 +15,si f' se hace igual a
0, -y

- 4.860q‘2 +15=0
cuando

4860
¢

-15

La multiplicaciéon de ambos miembros por g2 y
su division entre - 15 producen

4860
15 =(°, de donde

y un valor critico existe en 18=q

La naturaleza del punto critico se comprueba
al obtener f":

9720
q3

Al evaluar el valor critico se obtiene

f"(q) =9.720q° =

9.720
(18)°

=1.667>0

Los costos anuales del inventario se minimiza-
ran cuando se pidan 18 bicicletas cada vez que
el minorista reponga las existencias.

f"(18) =

b) Los costos anuales minimos del inventario
se determinan calculando f(18), o sea

(18) = A"f86015(18) +750.000

=270+270+750.000=$750.540

1A 750 Sl FPunio de minimicecsbn del sl
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) EJEMPLO 20
MINIMIZACION DEL COSTO PROMEDIO POR UNIDAD

El costo total de la producciéon de g unidades
de cierto producto se describe por medio de la
funcién

¢ =100.000 +1.500q + 0.2¢°

donde C es el costo total expresado en déla-
res. Determine cuantas unidades q deberian fa-
bricarse a fin de minimizar el costo promedio
por unidad.

Solucion

El costo promedio por unidad se calcula divi-
diendo el costo total entre el nUmero de unida-
des producidas. Por ejemplo, si el costo total
de la fabricacién de 10 unidades de un produc-
to es de $ 275, el costo promedio por unidad
sera 275/10 = $ 27.50. Asi pues, la funcién que
representa el costo promedio por unidad en este
ejemplo es

bros, se tiene un valor critico de
g= 707,11 (unidades)

La naturaleza del punto critico se determina
por medio de la prueba de la segunda deri-
vada:

f"(q) = 200.000q

200.000
= e
= 0.00056>0

Por tanto, un minimo relativo ocurre para f
cuando g = 707.11. Este costo promedio
minimo por unidad es

£ (707.11) = 29090 4 5001 0.2(707.11)
707.11

= 141.42 + 1.500 + 141.42= $1782.84

~ ¢ 100.000
C=1(q)= a = T+1.500+0,2q La figura 7. es una grafica de la funcion de
La primera derivada de la funcién del costo pro- : ”’:
medio es 2 e . G- 199990 , 4500 + 0.2
f'(gq) =-100.000g“ +0.2 e '
Si f' se hace igual a 0, ‘i .1 782 84)
& 1 500|
100.00
0.2 = 72, 0 bien g 1 ﬁl’d.lr
a g |
o 500 I
, 100.000 S S R S R T
= — -~ =500.000 100 200 300 400 500 600 700 500 H00 1 000
0.2 .
q
Al obtener la raiz cuadrada de ambos miem- flurmars dn unidaces praduciies
Figura 7. Grafica de la funcion del costo promedio.
EJERCICIO 1

* En el ejemplo 20, écual es el costo total de fabricacion en este nivel de produccion? (Cuéles son

las dos formas en que puede calcularse esta cita?

(Respuesta: $1.260, 663,90)
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~ EJEMPLO 21
ASIGNACION DE LA FUERZA DE VENTAS

Una importante compania que vende cosméticos y productos de belleza y que se especializa en la venta
domiciliaria (casa por casa) descubrié que la respuesta de las ventas a la asignacién de mas representan-
tes se ajusta a la ley de los rendimientos decrecientes. En un distrito regional de ventas, la compania ha
averiguado que la utilidad anual P, expresada en cientos de ddlares, es una funcién del nimero de
representantes x asignados a ese distrito. Especificamente, la funcién que relaciona esas dos variables es

la siguiente:
p = f(x) =-12.5x* +1.375x—1.500

a) ¢Qué ndmero de representantes producira
la utilidad maxima en el distrito?

b) ¢Cual es la utilidad maxima esperada?
Solucién

a) La derivada de la funcion de utilidad es
f'(x) = -25x + 1.375

Si f' se hace igual a 0,

-25x = - 1.375

o bien, ocurre un valor critico cuando x = 55
Iu

EIVERN o

{55, 36 312.5i

1 KR

& LLLEE

T

A5 T =
20 000
15 000

T

10 000 b

Utilidad, an cientos de dolares

5000

P = 1255 4 13762

Al comprobar la naturaleza del punto critico
se obtiene

f'(x) = -25y f'(55) = -25 <0

Asi pues , un maximo relativo ocurre para f
cuando x = 55

b) La utilidad maxima esperada es f(55) = -
12.5 (55)2 + 1.375 (55) - 1500

=37.812.5 + 75.625 - 1.500 = 36.312.5

Podemos concluir que la utilidad anual sera
maximizada en un valor de $36.312.5 (cien-
tos), es decir $ 3'631.250 si se asignan 55
representantes al distrito. La figura 8. ofrece
una grafica de la funcion de utilidad.

Punto de maximizacién de las utilidades

i L -
f

0

L 000

1 A

Figura 8. Gréfica de la funcion de utilidad.

L L T T T T T 1
10 30 30 40 50 60 W) BOD 90 100 110
Bdmera dé represantantes da ventss

§ § -—

EJERCICIO 2

* (Qué representan en la figura 8 las intersecciones con el eje x? Interprete el significado de la
interseccion con el eje Y. Explique la ley de rendimientos decrecientes en su aplicacion a la forma

de esta funcién de utilidad.
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EJEMPLO 22
ENERGIA SOLAR

Un fabricante ha ideado un nuevo diseno de
los paneles solares para las zonas de Colom-
bia con dificil acceso. Segun los estudios de
mercadotecnia que se han realizado, la deman-
da anual de los paneles dependera del precio
al que se venden. La funcién de su demanda
ha sido estimada asi:

g = 100.000 - 200p

donde g es el nUmero de paneles demanda-
dos al afo y p representa el precio en dolares .
Los estudios de ingenieria indican que el cos-
to total de la produccién de q paneles esta re-
presentado muy bien por la funcion

C =150.000+100q +0.003q>

Formule la funcién de utilidad U = f (q) que
exprese la utilidad anual U en funcién del nu-
mero de unidades g que se producen y ven-
den.

Solucion

Se nos ha pedido desarrollar una funcién que
exprese la utilidad U en términos de g. A dife-
rencia del ejemplo 21, hay que construir la fun-
cion de utilidad. Tenemos la ecuacion de la
funcién del costo total formulado en términos
de q; por tanto, ese componente de la funcion
de utilidad ya esta disponible. No obstante, se

necesita formular una funcion del ingreso total
expresada en términos de q.

Una vez mas debe recordarse la estructura ba-
sica para calcular el ingreso total:

R =pq

Como queremos que R se exprese en térmi-
nos de g, necesitamos reemplazar p en la ecua-
cion por una expresion equivalente que puede
derivarse de la funcion de demanda. Al despe-
jar p en la ecuacion de demanda, se obtiene

200p = 100.000 - q
o bien, p = 500 - 0.005q

Puede sustituirse el miembro derecho de esta
ecuacion en la ecuacion R= p-q para producir
la funcién de ingreso R = (500 - 0.005q)q=

500q —0.005¢?

Ahora que las funciones de ingreso y de costo
han sido expresadas en términos de g, es po-
sible definir la funcion de utilidad como

U=f(@) =R-C
= 500q — 0.005q?2 — (150.000 +100q + 0.003q?)
500q — 0.005g2 —150.000 —100q — 0.003q?

o bien U =-0.008q” + 400g —150.000

EJERCICIO 3

¢ En el ejemplo 22, determine 1) el niUmero de unidades g que deberian producirse para maximizar
la utilidad anual; 2) el precio que tendria que cobrarse por cada panel para generar una demanda
igual a la respuesta de la parte 1), y 3) la maxima utilidad anual.
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EJEMPLO 23
DOMINIO RESTRINGIDO

En el ejemplo 22 suponga que la capacidad f (0) = 150.000 y

de produccion anual del fabricante es de 20.000

unidades. Resuelva de nuevo el ejemplo 22 con f (20.000) =-0,008(20.000)° +

esta restriccion adicional.

Solucién 1400(20.000) —150.000

Con la restriccion adicional, el dominio de la = 3.200.000 + 8.000.000 - 150.000 = 4.650.000

funcién se define como. Recuerde que se de-
ben comparar los valores de f (q) en los pun-
tos finales del dominio con los de f(g*) para

cualquier valor g* donde 0<q"<20.000.

La utilidad sé maximiza en un valor de $
4.650.000 cuando g = 20.000 o cuando el fa-
bricante opera a toda su capacidad.

El precio que deberia fijarse se calcula sustitu-
El Unico punto critico en la funcién de utilida- yendo g = 20.000 en la ecuacion P=500 -
des ocurre en g = 25.000, que se encuentra 0.005q, o sea
fuera del dominio. Por ello, la utilidad sera
maximizada en uno de los puntos finales. Al P= 500 - 0.005 (20.000) = 500 - 100 = $ 400
evaluar f(q) en ellos se obtiene La figura 9. contiene una gréafica de la funcion
de utilidad.

Punto de |& mazimizacisn da les utilidades

16, 00, 4 AS0 000
""-‘--.--‘-“"‘-..
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: po= —.008g" + 400 0 .
= | LY
=
"::.:: i ':l"-'--'.l"?ﬂl'll.'."]
=

2
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Figura 9. Dominio restringido de la funcion de utilidad.
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3.5 Aproximacion marginal a la
maximizacion de utilidades

Otro método para calcular el punto de maxi-
mizacion de utilidades es el analisis marginal.
Este método que goza de gran aceptacion
entre los economistas, examina los efectos in-
crementales en la rentabilidad. Si una firma esta
produciendo determinado ndmero de unida-
des al ano, el andlisis marginal se ocupa del
efecto que se refleja en la utilidad si se produ-
cey se vende una unidad més.

3.6 Condiciones para usar la aproximacion
marginal

Para que este método pueda aplicarse a la
maximizacién de utilidades, es preciso que se
cumplan las siguientes condiciones:

| Debera ser posible identificar por separa-
do las funciones de ingreso total y de costo
total.

Il.  Las funciones de ingreso y costo habran
de formularse en términos del nivel de pro-
duccién o del nimero de unidades pro-
ducidas y vendidas.

3.7 Ingreso marginal

Uno de los dos conceptos mas importantes
del anélisis marginal es el del ingreso marginal.
El ingreso marginal es el ingreso adicional que
se consigue al vender una unidad més de un
producto o servicio. Si cada unidad de un pro-
ducto se vende al mismo precio, el ingreso
marginal seré siempre igual al precio. Véase
ejemplo 24.

EJEMPLO 24

La funcién lineal de ingreso R = 10q, representa una situacién
donde cada unidad se vende a $10. El ingreso marginal logra-
do con la venta de una unidad méas es de $10 en cualquier
nivel de produccién g.

En el ejemplo 22 una funcién de demanda para los paneles
solamente se expreso asi:

g = 100.000 - 200 p

A partir de esta funcién de demanda se formulé la funcién no
lineal de ingreso total

R = f,(q) = 500q — 0.005¢?

El ingreso marginal en este ejemplo no es constante. Esto se
mostro al calcular el ingreso total para distintos niveles de pro-
duccidn. La tabla contiene estos célculos para algunos valo-
res de g. La tercera columna representa el ingreso marginal
asociado al paso de un nivel de produccién a otro. Nétese
que, si bien las diferencias son ligeras, los valores del ingreso
marginal estadn cambiando en cada nivel de produccion.

Para una funcién del ingreso total R(g), la derivada R'(q) re-
presenta la tasa instantanea de cambio en el ingreso total con
un cambio del nimero de unidades vendidas. R también re-
presenta una expresion general de la pendiente de la gréfica
de la funcién del ingreso total. En el analisis marginal, la deri-
vada se emplea para representar el ingreso marginal, es decir,
MR = R'(q)

La derivada, ofrece una aproximacién a los cambios reales
Célculo del ingreso marginal

Nivel de
produccion g

Costo marginal
AC =f1 (q)-f1 (q-1 )

Costo totalf, (q)

100 $49.950.00

101 $50.448,995 $498,995

102 $50.947,98 $498,985
103 $51.446,955 $498.975

que se dan en el valor de una funcién. Por consiguiente, R
puede emplearse para aproximar el ingreso marginal obteni-
do con la venta de la siguiente unidad. Si se calcula el ingreso
marginal R' para la funcién del ingreso cuya ecuacién es
R=5000g-0.0050?, se obtiene

R'(q) = 500 - 0.010g

Para aproximar el ingreso marginal logrado con la venta de la
centésima primera unidad se evalGa R cuando g = 100, o sea

R'(g) = (100) = 500 - 0.010 (100)
=500-1 = 499

Y ésta es una aproximaciéon muy cercana al valor real ($
498.995) del ingreso marginal que aparece en la tabla.
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3.8 Costo marginal

El otro concepto central del anélisis marginal lo constituye
el costo marginal. El costo marginal es el costo adicional
en que se incurre al producir y vender una unidad més de
un producto o servicio. Las funciones lineales del costo
suponen que el costo variable por unidad sea constante;
en ellas el costo marginal es el mismo en cualquier nivel de
produccién. Véase ejemplo 25.

EJEMPLO 25
COSTO MARGINAL

Un ejemplo de ello es la funcién de costo:
C=150.000+3.5q
donde el costo variable por unidad es $3.50.

Una funcién no lineal de costo caracteriza por costos marginales variables. Esto se ejemplifica en la funcién de costo

C = f,(q) =150.000+100q + 0.003¢?

que se utilizd en el ejemplo 22. Puede mostrarse que los costos marginales realmente fluctan en distintos niveles de
produccion si se calculan los valores de esos costos para algunos valores de g. Este célculo se da en la tabla siguiente.

En una funcién de costo total c, la derivada C'(q) representa la tasa instantanea de cambio del costo total suponiendo que

Calculo del costo marginal

Nivel de Costo totalf,(q) | Costo marginal
produccion g AC=f,(q)-f,(@-1)
100 $160.030,00
101 $160.030,603 $100.603
102 $160.231,212 $100.609
103 $160.331,827 $100.615

haya un cambio en el nimero de unidades producidas. C'(q) representa ademas una expresion general para la pendien-
te de la gréfica de la funcién del costo total. En el analisis marginal, la derivada se usa para representar el costo marginal,
esto es

MC = C'(q)

Como en el caso de R', C' puede emplearse para aproximar el costo marginal asociado a la produccién de la siguiente
unidad. La derivada de la funcién de costo es

C' (g) = 100 + 0.006¢q

Para aproximar el costo marginal debido a la produccién de la centésima primera unidad, se evalia C en g = 100, o
sea

C' (100) = 100 + 0.006 (100)
= $100.60

Si se compara este valor con el verdadero ($100.603) en la tabla, se advierten que ambos estan muy cercanos entre si.
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3.9 Analisis de la utilidad marginal

Este anélisis se ocupa del efecto que se opera
en las utilidades si se produce y vende una uni-
dad adicional. Mientras el ingreso adicional con-
seguido con la venta de la siguiente unidad sea
mayor que el costo de producirla y venderla,
habré una utilidad neta con su produccién y
venta, aumentando también la utilidad total.
Pero si es menor que el costo de producir y
vender la unidad adicional, habra una pérdida
neta en esa unidad y disminuira la utilidad total.

Regla practica

A continuacién se da una regla practica para
saber si ¢Debe o no producirse una unidad
adicional?

[ SiMR > MC, se produciré la siguiente uni-
dad.

[ SiMR < MC, no se produciré la siguiente
unidad.

En muchas situaciones de produccién, el in-
greso marginal rebasa al costo marginal en ni-
veles més bajos de produccién. A medida que
aumenta el nivel de produccién (cantidad pro-
ducida), disminuye la cantidad en que el ingre-
so marginal excede al costo marginal. Con el
tiempo se llega a un nivel en que MR = MC.
Mas allé de este punto MR < MC, y la utilidad
total empieza a disminuir al incrementarse la
produccién. Asi pues, desde un punto de vis-
ta tedrico, si puede identificarse el punto donde
la Gltima unidad producida y vendida MR =
MG, la utilidad total serd maximizada. Este ni-
vel de produccién que maximiza la utilidad
puede identificarse por medio de la siguiente
condicién:

EJEMPLO 26
APROXIMACION MARGINAL

Resolver de nuevo el ejemplo 22 por medio de la
aproximacion marginal.

Solucidén

En el ejemplo 22
R =500q —0.005q>

C =150.000+100q +0.003g°

Las funciones de ingreso y costo son distintas y am-
bas se expresan en términos del nivel de produccién
g, las dos condiciones para efectuar el analisis mar-
ginal quedan satisfechas. Ya se ha determinado que

R(g) = 500 - 0.01q

y C'(g) = 100+ 0.006 q

Por tanto, R' (q) = C' (q)

Cuando 500 - 0.01g = 100 + 0.006 g
-0.016q = -400

g= 25.000

Puesto que R" (q) = -0.01 y C" (g)= 0.006
R" (%) < C'(@%)

0, - 0.01<0.006

y hay un maximo relativo en la funcion de utilidad
cuando g = 25.000. La figura 10. presenta las grafi-
cas de R(q) y C(q).

Figura 10. Analisis marginal: maximizacion de utilidades.
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3.10 Criterio de maximizacion de las utilidades

Se producira hasta alcanzar el nivel de produccién en
que el costo marginal es igual al ingreso marginal, MR
= MC

Expresado en términos de las derivadas, el criterio

anterior recomienda producir hasta el punto donde

R (@) = C'(q)

Esta ecuacién es un resultado natural de la diferen-

ciacién de la ecuacion de utilidad

Ulq) =R -Clq)

y de hacer la derivada igual a O:

U@=R(@-C@yU@=0

cuandoR'(q) =C'(q9) = 0 obienR (9) = C'(9)

Ademés en esta situacion la razén de cambio del costo

marginal excede a la razén de cambio del ingreso mar-

ginal, es decir R”'(q)<C"'(q), entonces el criterio de la
segunda derivada establece que la funcién de utilidad
se maximiza.

Examinemos detenidamente la figura 10, ejemlplo 26

y hagamos las siguientes observaciones:

1. Cy D representan los puntos donde se interse-
can las funciones de ingreso y de costo, es decir
representan puntos de equilibrio.

2. Entre los puntos C y D, la funcién de ingreso se
halla arriba de la de costo, lo cual indica que el
ingreso total es mayor que el costo total y que se
lograréan utilidades dentro de este intervalo. Para
los niveles de produccién a la derecha de D, la
funcién de costo se halla arriba de la de ingresos,
lo cual indica que el costo total es mayor que el
ingreso total, resultando de ello una utilidad ne-
gativa (pérdida).

3. Ladistancia vertical que separa las gréficas de las
dos funciones representa la utilidad o pérdida,
seglin el nivel de la produccién.

4. Enelintervalo 0< g <25.000, la pendiente de la fun-
cién de ingreso es positivo y mayor que la pendiente
de la funcién de costo. Expresado en términos de MR

y MC, MR < MC en este intervalo.

EJEMPLO 27

En el ejemplo 21, se nos pidié determinar el
numero de representantes de ventas g que pro-
ducirian una utilidad maxima p en una empre-
sa de cosméticos y articulos de belleza. La fun-
cion de utilidades se formulo asi:

U = f(x) =—-12,59° +1.375-1.500

Con el método del andlisis marginal, determi-
ne el nUmero de representantes que produci-
rian la utilidad maxima para la empresa.

Solucidn

No es posible aplicar el método del analisis
marginal en este ejemplo porque no pueden
identificarse las funciones de ingreso y costo
totales que se combinaron para formar la un-
cion de utilidad. No se satisfizo la condicién 1
del empleo del analisis marginal.

En otros casos las funciones no esta’n expli-
citas pero se pueden obtener, como por ejem-
plo la de costo total a partir del costo prome-
dio, y el ingreso a partir de la demanda, asi:

Si el fabricante ha determinado que su costo
total estd dado por la ecuacion:

C(q)=0,49%+3q+10 en ddlares

y todas las unidades pueden venderse a un
precio de p(q)=0,2(45-0,5q) déblares la unidad

Determinar el nivel de producciéon que genera
la maxima utilidad y el precio 6ptimo respecti-
VO.

Solucion. El ingreso y costo respectivos son:
R(q)=pq=0,2(45 - 0,5q)g=9q - 0,1¢*
y C(q)=0,4g°+3q+10

Por tanto el ingreso marginal MR y el costo
marginal MC estan dados por:

MR=9-0,2q y MC=0,8q+3

y el ingreso marginal es igual al costo margi-
nal cuando:

9-0,29=0,89+3 de donde g=6
El precio 6ptimo correspondiente es de:

Reto: Pruebe que R”’(6)<C”(6) para asegurar-
nos que U estd en un maximo punto.
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5. Por otra parte, en el intervalo 0 < g <
25.000 la distancia vertical entre las dos
curvas aumentay esto indica que la utili-
dad estd aumentando en el intervalo.

6. Eng = 25.000 las pendientes en los pun-
tos Ay B son iguales, lo cual indica que
MR = MC. Asi mismo, en g = 25.000, la
distancia vertical que separa las dos cur-
vas es mayor que en cualquier otro pun-
to de la regién de utilidades; por tanto,
éste es el punto de la maximizacién de
utilidades.

7. Parag > 25.000, la pendiente de la fun-
cién de ingreso es positiva pero es menos
positiva para la funcién de costo. Asi pues,
MR < MC y disminuye para cada utilidad
adicional por unidad, lo cual ocasiona una
pérdida maés alla del punto D.

3.12 Gerencia de recursos fisicos: Los
inventarios

Para cada pedido de materias primas, un fa-
bricante debe pagar unos gastos de envio para
cubrir manejoy transporte. Al llegar las mate-
rias primas, estan deben almacenarse hasta
cuando se necesiten, lo cual genera costos
de almacenamiento. Si cada pedido es peque-
no, los costos de envio serfan altos porque
se necesitarian muchos pedidos. Ahora, to-
das las unidades requeridas podrian fabricar-
se al inicio del afio en una sola serie de pro-
duccién buscando economias de produccion
masiva, esto minimizaria el costo de produc-
cién. Sin embargo, significaria que grandes
cantidades de articulos tendrian que mante-
nerse almacenados hasta que tuvieran que
venderse y los costos de almacenamiento po-
drian ser altos y aun exceder las ventajas de
los bajos costos de produccién. Véase ejem-
plo 29.

EJEMPLO 28

La figura 11 muestra una grafica de la funcion lineal de
ingreso y de la funcion no lineal de costo. A la izquierda
de g* la pendiente de la funcién de ingreso excede la de
la funcién de costo, lo cual indica que MR> MC. En g*
las pendientes de ambas funciones son iguales. Y la dis-
tancia vertical que las separa es mayor que g* que en
cualesquiera otro valor de g entre los puntos A y B. Es-
tos dos son los puntos de equilibrio.

Teniendo en cuenta el criterio de la segunda derivada, en
R”’(q)<C”(q) écual de los puntos de equilibrio es el que
conviene desde el punto de vista econémico, A 6 B?

o

b

Utilidad mdoimma

Punto de equilibrio

i -

Unidades producidas y vendidas

Figura 11. Funciones lineal de ingreso y cuadratica de costo.

EJERCICIO 4

* Realice la comprobacién grafica
y la verificacion algebraica de to-
dos los ejemplos del capitulo
usando "Derive" o el software con
el que su profesor esté apoyando
el curso.
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EJEMPLO 29
COSTO DE INVENTARIOS

Al evaluar un programa de generacion de ini-
ciativas empresariales, la Secretaria de Desa-
rrollo Municipal encontré que un pequeno fabri-
cante producia 50.000 unidades de cierto articu-
lo durante un ano y tenia un costo de $400 por
preparar la planta manufacturera en cada serie de
produccion, fabricar cada articulo costaba $4 y
mantenerlo almacenado tenia un costo de 40 cen-
tavos por afo. Suponga que en cada serie de
produccion se produce el mismo nimero de arti-
culos, denotemos este nimero por x. Suponga
también que después de producir un lote, las x
unidades se almacenan y se venden en una tasa
uniforme de modo que las unidades almacena-
das se agotan cuando ya esta lista la proxima se-
rie de produccion. Asi, el nUmero de unidades al-
macenadas como una funcién del tiempo se ilus-
tra en la figura 12. En cada serie de produccion,
el nimero salta de 0 a x, luego decrece progresi-
vamente a una tasa constante hasta cero. Al al-
canzar el cero, el préximo lote se produce vy el
ndmero almacenado es de nuevo igual a x.

A partir de la figura 12 es claro que el nUmero
promedio de unidades almacenadas es x/2.
Puesto que cuesta $0,40 almacenar cada ar-
ticulo por ano, los costos de almacenamien-
to en el ano seran de (0,4)(x/2) ddlares o x/5
ddlares (usamos ddlares para no perder la pro-
porcién de los precios en el tiempo).

Dado que los 50.000 articulos necesarios se
producen en lotes de tamano x, el nUmero de
series de produccién por ano debe ser 50.000/
x. Por consiguiente el costo de preparar la plan-
ta para estas series de (400)(50.000/x) = (2x107/
x) dolares. El costo de producir 50.000 articulos
a $4 cada uno es $200.000. En consecuencia,
los costos totales de fabricacion y almacenamien-
to alo largo de un ano (en délares) estan dados
por

2x107

c + 200.000+§.

Deseamos encontrar el valor de x que hagaa C
minimo. Derivando resulta:

dc_2x10” 1

—— =t
dx X 5
Haciendo esta derivada igual a cero, obtenemos

el resultado siguiente.

7
wz 1, %2 = (2x107)(5) = 10°
X 5
X =10* =10.000

(La raiz negativa no tiene importancia practica)
Mas aun advertimos que

d’C _ 4x10’
dx? X3
modo que este valor de x representa un mini-

mo local de C.

es positiva cuando x= 10.000. De

Por lo tanto, el costo minimo se obtiene ha-
ciendo 50.000/10.000= 5 series de produccion
por ano, cada una de ellas con una produc-
cion de 10.000 unidades.

Este tipo de modelo de costo de inventarios
también se aplica a negocios tales como bo-
degas o mercados de venta al menudeo que
mantienen existencias de articulos que han de
venderse al publico o a otras empresas. La pre-
gunta es que tan grande debe ser cada vez la
cantidad de algun articulo que se ordena con
destino a ser realmacenado. Si se ordena una
cantidad muy grande, la empresa se enfrenta-
ra con sustanciales costos de almacenamien-
to, si bien no tendra la desventaja de reorde-
nar por un buen tiempo.

& Unidades
Almacenadas

B

— Tiempf;

Series de produccion

Figura 12. Costo de inventarios
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3.12 Elasticidad de la Demanda.

Es normal que la demanda de consumo de un pro-
ducto este relacionada con su precio. En la mayor
parte de los casos, la demanda disminuye a medida
que el precio aumenta. La sensibilidad de la deman-
da frente a los cambios en el precio, varia de un
producto a otro. Para algunos productos y servicios
como gasolina, jabdn, sal y peajes, los cambios pe-
quenos experimentados en el precio pueden tener
un pequefio efecto sobre la demanda. Para otros
productos como tiquetes de avidén o préstamos para
vivienda , los cambios porcentuales pequenos expe-
rimentados en el precio pueden tener efectos nota-
bles en la demanda, en especial cuando tienen bie-
nes sustitutos.

La elasticidad es el cambio porcentual de la deman-
da, generado por un incremento del uno por ciento
(1%) en el precio. Si q denota la demanda y p el
precio, la elasticidad de la demanda representada
por la letra griega 77 (eta), esté dada por la férmula:

p dq
77:_._
q dp

Supdngase que la demanda g y el precio de cierto

articulo se relacionan mediante la ecuacion lineal
q=240-2p para (0< p<120)

Si necesitamos calcular la elasticidad de la demanda

cuando el precio es 100 y cuando es 50, entonces

debemos proceder primero aexpresar la elasticidad

e la demanda como una funcién de p:

d 2
:p_ng(_z):_ P _ P

q dp 240 —2p  120-p
Cuando p=100, la elasticidad de la demanda es:
100
77 = —_ = —
120-100

Es decir, que cuando el precio es p=100, un incre-
mento del 1% en el precio generard una disminu-
cién del 5% en la demanda. Ahora, cuando el precio

es p=50, la elasticidad de la demanda es:
120-50

Es decir, cuando el precio es p=50, un incremen-
to del 1% en el precio generaré una disminucién
del 0.71% en la demanda, aproximadamente.
Podemos ver entonces que para el precio de
p=100 tenemos una demanda elastica respecto
al precio, mientras que para un precio de p=50la
demanda nos resulta inelastica respecto al pre-
cio, es decir que los cambios en el precio no ge-
neran aumentos significativos en las cantidades
demandadas.

En general, la elasticidad de la demanda es nega-
tiva, puesto que la demanda disminuye a medida
que el precio se incrementa. Sin embargo, pode-
mos encontrar casos raros en los cuales aumen-
tos en el precio generen aumentos en la deman-
da, tal es el caso de los titulos valores como
acciones y moneda extranjera, los cuales cuando
tienen alzas sostenidas de precio generan con-
fianza en los inversionistas y estos responden au-
mentando la demanda. Tambien suele ocurrir con
algunos articulos de lujo que dan algun estatus
socioeconémico a quien los posee, y la vanidad
entonces hace que se tienda a comprarlos si es-
tan mas caros.

Veamos ahora cuél es el precio cuando la elastici-
dad esigual a -1:

p
1l=—— " 5120-p=
120- p =P
~52p =120 p =60

En este precio, un incremento del 1% en el precio
genera una disminucién de lademanda de el mis-
mo porcentaje, es decir 1%. En tal caso se dice
que la demanda es de elasticidad unitaria respec-
to al precio. En conclusién, el comportamiento
de la demanda respecto al precio seria:

Si || >1, la demanda es elastica

Si 7| < 1, 1a demanda es inelastica

Si[7| =1, la demanda es unitaria
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3.13 La Funcion de Produccion Cobb-Douglas

Otra especificacion de funcién de produccién am-
pliamente usada en empresas agricolas fue prime-
ro estimada por dos eruditos de lllinois. El sefior
Cobb (mateméatico) y el senor Douglass (economis-
ta) decidieron estimar una funcién de produccién
para la economia de los Estados Unidos. Ellos te-
nian la hipotesis de que el ingreso nacional (Y) era
una funcién de capital (K) y Mano de Obra (L). En-
tonces, en general, su teorfa podria ser expresada
como:Y = f(K, L). Sin embargo, la teoria tenia otras
dos partes. Primero, ellos tenfan la teorfa de que la
funcién de produccidn era no lineal. Ademas, ellos
crefan que la contribucién marginal de capital de-
pendia de la cantidad de mano de obra empleada e
inversamente, que la contribucién de mano de obra
era dependiente de la cantidad de capital emplea-
do.

Para capturar esta relacién entre en ingreso nacio-
nal (Y) y las cantidades de capital y mano de obra,
ellos especificaron su funcién como:

Y:a.Kbl .|_b2

en donde Y = ingreso nacional de Estados Unidos
K = cantidad de capital empleado en ddlares en
los Estados Unidos

L = cantidad de mano de obra empleado en afos -
hombre en los Estados Unidos

a, b, b, = pardmetros de la funcién

Note que la funcién de produccién es multiplicati-
va en lugar de aditiva. Es decir no es lineal. Tam-
bién, si examinamos las funciones derivadas de esta
funcién de produccién, encontraremos que la pro-
ductividad marginal de capital (K) depende en la
cantidad de mano de obra y viceversa. Para hacer
esto, tome dos derivadas parciales, una con res-
pecto a mano de obra y la otra respecto a capital.
Véase ejemplo 30.

EJEMPLO 30

La funcién de ingreso nacional para la economia
de cierto pais es:

Y = 10K 5L
La productividad marginal de capital MPP, es,
oY 5L°4

0.5

S - MPP, = 5K %1% =
oK

y la productividad marginal de mano de obra MPP
es:

L

4K0.5

o5

ﬂ — 4K OSL06 —
oL

Entonces las funciones de productividad margi-
nal en este caso dependen de ambas variables in-
dependientes (insumos). ¢Tiene esto sentido des-
de el punto de vista practico? Podemos ver de
cerca esto con el uso de una tabla que muestre
distintos niveles de insumos Ky L. Examinemos la
funcién de productividad marginal de capital MPP, .

K MPP, (L=10) MPP, (L=20)
1 12.6 16.6

2 8.9 11.7

3 7.3 9.6

4 6.3 8.3

5 5.6 7.4

En la tabla vemos que la productividad marginal
de capital MPP, depende de la cantidad de capi-
tal y la cantidad de mano de obra. Por ejemplo
para K=3, MPP, es 7.3 sila mano de obra es 10,
pero es 9.6 si la mano es obra es 20. Tambien
para cualquier otro nivel de mano de obra. Com-
plete Usted la tabla anterior con tres columnas
mas para valores de mano de obra de L=30,
L=40y L=50, al igual que agregando tres filas
para valores de Kde 6, 7y 8. Revise el resultado y
verifique si se sigue cumpliendo lo observado.
¢Existen ejemplos de empresas de servicios pua-
blicos en donde el nivel de productividad margi-
nal dependa del nivel de otros factores?
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3.14 Propension marginal al consumoy al ahorro

Una funcién que juega un papel importante en el anélisis eco-
ndémico es la funcién de consumo. La funcién de consumo
C=1f(Y), expresa una relacién entre el ingreso nacional
total Y y el consumo nacional total C. Usualmente, tanto Y
como C se expresan en miles de millones e Y se restringe a
cierto intervalo. La propensién marginal al consumo se defi-
ne como la razén de cambio del consumo con respecto al
ingreso; y es la derivada de C con respecto a Y

dC
dy
Si suponemos que la diferencia entre el ingreso nacional Yy
el consumo C, es el ahorro S, entonces

S=Y-C
Al diferenciar ambos miembros de la ecuacién con respecto
a’Y obtenemos

Propensién marginal al consumo: PMC =

& _d . dc_, do
dy dy dy dy
Definimos d_Y como la propensién marginal al ahorro PMS.

Asi, la propension marginal al ahorro indica qué tan rapido
cambia el ahorro nacional con respecto a cambios en el in-
greso nacional: propension marginal al ahorro = 1 - propension
marginal al consumo:

PMS = | - PMC y tambien PMC = 1 - PMS

La propension marginal al ahorro significativa implica un pro-
ceso de acumulacién de capital, el cual se debe equilibrar
con un valor de la propensién marginal al consumo que per-
mita un movimiento dindmico sde la economia. ¢Es bueno o
malo tener una propensién marginal al ahorro muy cercana a
uno? ¢Y respecto de la propensién marginal al consumo?
Recordemos de un lado que el consumo dinamiza la econo-
mia: la falta de consumo generd la crisis de 1929; pero vea-
mos tambien que los paises con bonanzas econémicas, que
después de estas quedan en situacién deplorable por no ha-
ber invertido (ahorrado). En el Documento 1, se evidencia
la importancia de estos conceptos en el analisis econdmico y
social.

Doc. 1
Cambio de rumbos en el analisis
de la inequidad

“La ciencia economica convencional de alta
difusion y peso en América Latina, ha hipo-
tetizado que la desigualdad constituye un
rasgo caracteristico de los procesos de mo-
dernizacion y crecimiento, y en algunas de
sus versiones, que los impulsa y favorece,
al posibilitar la acumulacion de ahorro que
se transformara en inversion. Asi mismo,
ha sugerido que las desigualdades, funcio-
nales para el desarrollo, tenderian luego a
corregirse. Para Kaldor (1978) es impres-
cindible para el crecimiento una acumulacion
importante previa de ahorro. Si el ingreso se
concentra en un segmento limitado de la po-
blacion con alta propension a consumir, que
serfan los ricos, ello favorecerd esta acumu-
lacion y el crecimiento. Kaldor supone que
las utilidades son una fuente importante de
generacion de ahorro y los salarios, en cam-
bio, una fuente muy limitada. Kuznets (1970)
indica que habria una tendencia secular, en
las sociedades desarrolladas, a que la po-
blacion emigre del sector agricola caracteri-
zado por baja desigualdad y bajos ingresos
promedios, hacia el sector industrial donde
el ingreso promedio es mas alto, pero tam-
bién la desigualdad. En los estadios inicia-
les del desarrollo ascenderian, por tanto, el
ingreso y la desigualdad. En estadios pos-
teriores seguiria ascendiendo el crecimiento,
pero se reduciré la desigualdad 0148.

Kliksberg Bernando. Desigualdad y Desa-
rrollo en America Latina: El Debate Poster-
gado, Centro de Documentacion en politi-
cas sociales, Conferencia pronunciada en

el marco de Buenos Aires Sin Fronteras,

Un espacio para el didlogo. 26-27 de abril

de 1999.
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GLOSARIO

Ingreso marginal. Es el ingreso adicional que

Costo Marginal. Es el gasto adicional en que

Utilidad Marginal. Es la utilidad adicional

se consigue al vender una unidad més
de un producto o servicio.

se incurre por producir y poner en el
mercado una unidad adicional de un
producto o servicio.

que se recibe por produciry poner en
el mercado una unidad adicional de
un producto o servicio.
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1.

PRACTICA DE APLICACION

Ingresos. Una compafia ha descubierto
que el ingreso total es una funcién del pre-
cio fijado a su producto. En concreto, la
funcién del ingreso total es

R=f(p)=-20p*+1.960p
el precio en délares.

,donde p es

Determine el precio p que produce el maxi-
mo ingreso total.

¢ Cual es el valor maximo del ingreso total?

Ingresos. La funcion de demanda del pro-
ducto de una firma es g = 300.000 - 75 p

donde q representa el nimero de unidades
demandadas y p indica su precio en déla-
res.

Determine el precio que debera cobrarse
para maximizar el ingreso total.

&Cual es el valor maximo del ingreso total?

¢{Cuantas unidades se espera que se deman-
den?

Utilidad maxima. La utilidad anual de una
companhia depende del nimero de unida-
des producidas. Especificamente, la funcién
que describe la relacién existente entre la

utilidad U (expresada en dolares) y el nu-
mero de unidades producidas q es

U =-0.12g? + 6.000q — 25.000.000

Determine el niumero de unidades g que
produciran la utilidad maxima.

¢Cuadl es la utilidad maxima esperada?

Administraciéon de playas. Una comuni-
dad, situada en una zona vacacional, esta
tratando de escoger una tarifa de estacio-
namiento que fijara a la playa del pueblo.
En la zona hay otras playas, y todas ellas
compiten por atraer a los banistas. El muni-
cipio ha optado por la siguiente funcién que
expresa el nimero promedio de automovi-
les por dia g en términos de la tarifa de es-
tacionamiento p expresada en centavos.

g= 10.000 - 20p

Determine la tarifa que deberia cargarse
para maximizar los ingresos diarios de la
playa.

¢Cual se espera que sea el maximo ingreso
diario de la playa.

¢{Cuantos automoviles se esperan en un g'a
promedio?
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PRACTICA DE APLICACION

Administracion de los impuestos de im-
portacion. El gobierno estadounidense esta
estudiando la estructura de los impuestos
de importacion para los televisores de color
traidos de otros paises. El gobierno esta tra-
tando de determinar el impuesto que impon-
dra a cada aparato. Sabe bien que en la de-
manda de los televisores importados reper-
cutira ese impuesto. Estima que la deman-
da D, medida en cientos de televisores, guar-
da relacién con el impuesto de importacion
t, medido en centavos, de acuerdo con la
funcién

D = 80.000 - 20 t

Determine el impuesto de importaciéon que
produce los maximos ingresos fiscales en la
importacion de televisores.

¢Cual es el ingreso maximo?

¢Cual sera la demanda de los televisores im-
portados de color con este impuesto?

. Costo de Inventario. Un fabricante ha cal-

culado una funcién de costo que expresa el
costo anual de la compra, posesién y man-
tenimiento del inventario de sus materias
primas en términos del tamano de cada pe-
dido. He aqui la funcién de costo:

C- 625.000

+10q +150.000, donde q es
el tamano de cada pedido (en toneladas) y
C anual del inventario.

Determine el tamano de pedido g que mini-
mice el costo anual de inventario.

¢{Cudles se esperan que sean los minimos
costos de inventario?

Costos minimos. En el ejercicio 6 suponga
que la cantidad maxima de materias primas
que puede aceptarse en un embarque cual-
quiera es de 225 toneladas.

Con esta restricciéon, determine el tamano
de pedido g que minimice el costo anual
del inventario.

b)

a)

b)

c)

¢Cual son los minimos costos anuales de
inventarios?

¢Qué relacion tienen estos resultados con
los del ejercicio 47

Costo de Inventario. Un gran distribuidor
de balones de baloncesto esta prosperan-
do mucho porque en su pais ese deporte
se ha ido convirtiendo en uno de los favori-
tos del pueblo. Uno de los principales pro-
blemas del distribuidor es mantener el rit-
mo de la demanda de los balones. Los com-
pra periddicamente a un fabricante de arti-
culos deportivos. El costo anual de la com-
pra, posesion y mantenimiento del inventa-
rio de los balones se describe por medio
de la funcion.

~20.000.000

C +50+200.000

donde q es el tamano de pedido (en doce-
nas de balones) y C indica el costo anual
de inventario.

Determine el tamano de pedido g que mi-
nimice el costo anual de inventario.

¢Cudles se espera que sean los costos mi-
nimos de inventario?

Costos minimos. El distribuidor del ejerci-
cio 8 cuenta con instalaciones de almace-
namiento para recibir un maximo de 1.500
docenas de balones en cada embarque.

Determine el tamafno de pedido g que mi-
nimice los costos anuales de inventario.

¢Cuéles son los costos minimos de inven-
tario?

¢Qué relacién guardan estos resultados con
la obtenidos en el ejercicio 8?

10.Minimo costo promedio. El costo total de

producir g unidades de cierto producto se
describe por medio de la funcién

C =4.000.000+ 300q +O.01q2, donde C
es el costo total expresado en délares.
=
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PRACTICA DE APLICACION

a) {Cuantas unidades deberan producirse a fin
de minimizar el costo promedio por unidad?

b) ¢Cual es el minimo costo promedio por uni-
dad?

c) ¢Cual es el costo total en este nivel de pro-
duccién?

11.Minimizar costos. El costo total de fabricar
g unidades de cierto producto se describe
con la funcién

C =1.000.000+15.000q + 0.25¢
donde C es el costo expresado en ddlares.

a) Determine cuantas unidades q deberian pro-
ducirse con objeto de minimizar el costo
promedio por unidad.

b) ¢Cual es el minimo costo promedio por uni-
dad?

c) &Cual es el costo total en ese nivel de pro-
duccion?

12.Minimizar costos. Resuelva nuevamente el
ejercicio 11 si la capacidad maxima de pro-
duccién es de 1.000 unidades.

13.Servicios Publicos. Una compania de tele-
vision por cable ha averiguado que su ren-
tabilidad depende de la tarifa mensual que
cobra a sus clientes. Especificamente, la re-
lacién que describe la utilidad anual p (en
ddlares) en funcién de la tarifa mensual de
renta R (en ddlares) es la siguiente:

P =-50.000r? +2.500.000r —5.000.000

a) Determine la tarifa de renta mensual que de
por resultado la utilidad maxima.

b) ¢Cudl es la utilidad maxima esperada?

14.Servicios Publicos. En el ejercicio 13 su-
ponga que la comision local de servicios
publicos ha impuesto a la compania la obli-
gacion de no cobrar una tarifa mayor a $
20. a) écudl tarifa produce la utilidad maxi-
ma a la compania?

b) ¢Cual es el efecto que la decisién de la co-
mision tiene en la rentabilidad de la empre-
sa?

15. Maximizar utilidades. Una compania es-
tima que la demanda anual de su producto
fluctda con su precio. La funciéon de deman-
daes

g= 180.000 - 250 p

donde g es el nUmero de unidades deman-
dadas y p el precio en délares. El costo
total de producir g unidades se estima con
la funcion

C =350.000+300q +0.001q°

a) Determine cuantas unidades g deberian
producirse con objeto de maximizar la utili-
dad anual.

b) ¢Qué precio deberia fijarse?

c) ¢Cual se espera que sea la maxima utilidad
anual?

16.Aproximacion marginal. Resuelva el ejer-
cicio anterior, usando la aproximacion mar-
ginal para maximizar las utilidades.

17.Maximizar utilidades. Si en el gjercicio 15
la capacidad anual es de 40.000 unidades,
écuantas unidades daran por resultado la
unidad maxima?

18.Maximizar ingresos. Una manera equiva-
lente de resolver el ejemplo 18 consiste en
expresar el ingreso total en funcién de g, el
numero de pasajeros por dia. Formule la
funcién R = g(q) y determine el nUmero de
pasajeros g que produzca el maximo ingre-
so total. Verifique que el valor maximo de R
y el precio que deberia fijarse sean los mis-
mos que los que se obtuvieron en el ejem-
plo 18.

19.Aproximaciéon marginal. Las funciones de
costo e ingreso totales de un producto son

C(q) =50.000+ 20q + 0.0001g>,
y R(q) =60q—0.004q>

a) Por medio de la aproximacion marginal de-

termine el nivel de produccién que maximi-
ce las utilidades.

b) ¢Cual es la utilidad maxima?. -
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20.Aproximaciéon marginal. Una empresa vende
cada unidad de un producto en $75. El costo
total de producir g (mil) unidades se describe
mediante la funcién

C(x)=1.200-209° +¢°

donde C (q) se mide en miles de délares.

a) Utilice la aproximacién marginal para determinar
el nivel de produccién que maximice las utilida-
des.

b) ¢Cual es el ingreso total en este nivel de produc-
cion? éel costo total? élas utilidades totales?

21.Aproximacion marginal. La funcién de utilidad
de unafirmaes

U (q) = —10q? + 36.000q — 45.000

a) con la aproximacion marginal, determine el nivel
de produccién que maximice las utilidades

b) ¢Cuadl es la utilidad maxima?
22. Aproximacién marginal. Las funciones de costo
e ingreso totales de un producto son

C(q) =1.000 +30q +0.005¢?

R(q) = 2.000q — 0.004q>

a) Mediante la aproximacion marginal determine
el nivel de produccién que maximice las utili-
dades.

b) ¢Cudl es utilidad maxima?
23.Aproximacion marginal. Las funciones de cos-
to e ingresos totales de un producto son

R(q) =100 —0.01q%, y
C(q) = 25.000 + 40q + 0,005¢?

a) Con la aproximacion marginal determine el nivel
de produccién que maximice las utilidades.

b) ¢Cual es la utilidad maxima?

PRACTICA DE APLICACION

24.Funcién consumo. Para Estados Unidos
(1922-1942), la funcién de consumo se es-
timo por la ecuacion

C=0.672Y +113.1

Encuentre la propensién marginal al con-
sumo.

25.Funcién consumo. Suponga que la fun-
cion de consumo de un pais esta dada
por

C10WY +0.74Y° —0.2Y
N

donde C e | estan en miles de millones de
dolares

C

a) Encuentre la propensién marginal al aho-
rro cuando el ingreso es de 25.000 mi-
llones de dolares.

b) Hallar la PMC cuando el ingreso nacio-
nal es de 30.000 millones de ddlares.

26.Propensiones marginales a consumir
y a ahorrar. Suponga que la funcién de
ahorro de un pais es:

S— Y -+Y -6

VY +2
donde el ingreso nacional | y el ahorro
nacional S se miden en miles de millo-
nes de ddlares. Encuentre la propensién
marginal del pais a consumir y su pro-
pensién marginal al ahorro cuando el in-

greso nacional es de 16.000 millones de
délares.

27.Costo marginal. Si la funcidon de costo
total de un fabricante esta dada por:

59°
q+3
de costo marginal.

C=

+5000, encuentre la funcion
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28.Relacion huésped - parasito. Para la rela-
cion particular huésped - parasito, se deter-
mind que cuando la densidad de los hués-
pedes (nUmero de huéspedes por unidad de
area) es x, el nimero de huéspedes que tie-
nen parasitos es y, donde

~900x
10 + 45x

¢A qué razon esta cambiando el niumero
de huéspedes que tienen parasitos con res-
pecto a la densidad de los huéspedes cuan-
do x = 27

29.Depredador - presa. En un experimento
depredador - presa, se determiné estadisti-
camente que el nlUmero de presas consu-
midas Y, por un depredador individual es
una funcién de la densidad X de presas (el
numero de presas por unidad de area), don-

de
_ 0.7355x
1+0.02744 x
Determine la razon de cambio de las presas
consumidas con respecto a su densidad.

30.Estudios Politicos. En una ciudad interme-
dia se estima que la poblacion votante en
miles, aumentard o disminuira segun la si-
guiente férmula:

N(t)=30+12t> —t* ; donde: 0<t <8

Siendo t el tiempo en afos y N(t) la pobla-
cién en funcion del nimero de anos.

¢{Cuando sera mas rapido el aumento de la
poblacion?

31. Ecuacion de demanda. Suponga que

p=100—-40°+20  esunaecuacionde

demanda para el producto de un fabricante.

a) Encuentre la razén de cambio de p con res-
pecto a q
b) Determine la funcion de ingreso marginal

32.Producto de ingreso marginal. Si P =—,

q

donde k es una constante, es la ecuacion
de demanda para el producto de un fabri-
cante, y define una funcion que da el nu-
mero total de unidades producidas al dia
por m empleados, demuestre que el pro-
ducto del ingreso marginal es siempre igual
a cero.

33.Funcidn costo. El costo de producir g uni-

dades de un producto esta dado por

C =4000+10q +0.19°

Si el precio de p unidades esta dado por la
ecuacion

q=800-2.5p

utilice la regla de la cadena para encontrar
la razén de cambio del costo con respecto
al precio por unidad cuando p = 80.

34.Altas de hospital. En un centro de salud

se examinaron las altas de un grupo de in-
dividuos que estuvieron hospitalizados con
una enfermedad especifica. Se encontrd que
la cantidad total de personas que fueron
dadas de alta al final de t dias de hospitali-
zacién estaba dada por

300 js

f(t)zl_(soon

Encuentre e interprete su respuesta.

35.Costo marginal. Si la funcidon de costo to-

tal para un fabricante esta dada por

2
c=—"9 5000

VJO*+3

Encuentre la funcién de costo marginal
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36.Condicién social/educacion. Para cierta po-
blacion, si E es el nimero de afnos de educa-
cion de una persona y S representa un valor
numeérico de su condicion social basada en ese

2
S = 4(E+1j
4

a) {Qué tan rapido estara cambiando la condi-
cidon social con respecto a la educacion cuan-
do E = 16?

b) ¢A qué nivel de educacion es igual a 8 la razon
de cambio de la condicién social?

nivel educativo, entonces

37.Presion en tejido vivos. Bajo ciertas condi-
ciones, la presién p desarrollada en tejidos vi-
vos por la radiacién ultrasénica estda dada en
funcién de la intensidad I:

p=(2pV1}"

donde ( letra griega "rho") es la densidad y V
la velocidad de propagacion. Aqui p y V son
constantes.

a) Determine la razén de cambio de p con res-
pecto a |

b) Encuentre la razén de cambio relativa.

38.Demografia. Suponga que para cierto grupo
de 20.000 nacimientos, el nimero N de gente
que alcanza a vivir x anos viene dada por

N =20004100—-x , 0<x<100

a) Encuentre la razén de cambio de N, con res-
pecto de x, y evalle su respuesta para x = 36.

b) Encuentre la razén de cambio relativa de N,
cuando x = 36

39.Contracciéon muscular. Un musculo tiene la
habilidad de acortarse al estar sometido a una
carga. La ecuacion

(P+a)V +b))=k

se llama "ecuaciéon fundamental de la contrac-
cion muscular'. Aqui, P es la carga impuesta al
musculo, V la velocidad del acortamiento de
las fibras musculares y a, b y k son constantes

positivas. Exprese V como funcién de P. Use

dv

su resultado para encontrar _dP

40.Encuentre la funcion de costo marginal si
la funcién de costo medio es

10000

2

q

41.Costo marginal. La funcién del costo me-
dio de un fabricante, en délares, esta dada
por

c=2q+

___ 400
In(q+5)

Encuentre el costo marginal (redondeando
a dos decimales) cuando q = 45.

42.Ahorro y consumo. El ahorro S de un pais
(en miles de millones de ddlares) esta rela-
cionado con el ingreso | nacional (en miles
de millones de ddlares) por la ecuaciéon

S :In(ilj
2+e

a) Demuestre que la propension marginal al

2
consumo en funcién del ingreso es —2 e

b) Al millén mas cercano. (Cual es el ingreso
nacional cuando la propensién marginal al
ahorro es de 1/10?

. y
43.Derivada implicita. Encuentre & por de-
rivacién implicita

a) x+4y=3Db) 3x*y*—x+y=25

o x*y*+x=9
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d) Xy +1-y/x+1=2001
e) x® +2xy’ —y? =5 f)
In(xy) +e* =4

44 Propension marginal del consumo. Los aho-
rros S de un pais se definen implicitamente en
términos de su ingreso nacional | por medio de
la ecuacion

SZ+%I2=SI+I

donde S e | estan en miles de millones de dodla-
res. Encuentre la propensién marginal al consu-
mo cuando | =16y S = 12

45, Para las ecuaciones de demanda dadas a conti-
nuacién, encuentre la razén de cambio de g con
respecto a p.

a) p=100-q° b) p=400-./q
b 20 20
©) (q+5) d) p_q2+5

46.Tamano del lote econémico. Un material se de-
manda a una tasa de 10.000 unidades por ano;
el precio al costo del material es de $2 por uni-
dad y el costo de volver a llenar el almacén del
material por orden sin importar el tamano de la
orden (x) de la orden es de $ 40 por orden; el
costo de almacenar el material por un ano es
del 10% del valor de las existencias (x/2). C es el
costo anual de acomodar y tener almacenado el
material.

a) demuestre que C = 20.000 +400.000 /x + x/10
b) encuentre el tamano econémico del lote.

47. Modelo de control de inventarios. Una fabrica
ha de producir 96.000 unidades de un articulo al
ano. El costo del material es de $2 por unidad y
el costo de volver a surtir la existencia de mate-
rial por orden sin importar el tamano x de la or-
den es de $25 por orden. El costo de tener al-
macenado el material es de 30% por articulo por
ano sobre las existencias (x/2). Pruebe que el

costo total C esta dado por

2.400.000 N %
X 20
Determine también el tamano del lote eco-

némico (esto es, el valor de x para el que C
es minimo).

C =192.000+

48. Maximo ingreso. Un restaurante especiali-

zado en carnes determina que el precio $5
por platillo de carne tendra en promedio 200
clientes por noche, mientras que si lo ven-
de a $7 el numero promedio de clientes
bajara a $100. Determine la relacion de de-
manda suponiendo que es lineal. Encuen-
tre el precio que maximiza el ingreso.

49.Utilidad y satisfaccion del cliente. Un ban-

co quiere recortar sus costos laborales re-
duciendo el nimero de cajeros pero espe-
ra una pérdida de negocios debido al des-
contento de los clientes por el tiempo de
esperar. Supongamos que el salario de los
cajeros es de $80 diarios y la pérdida de
utilidad por tener Unicamente n cajeros es
de 5000/ (n+1) délares diarios. Determine
el valor de n que minimiza la suma de sus
pérdidas mas el costo del salario.

50.Rendimiento maximo de impuestos sobre

51.

las ventas. La cantidad g de un articulo que
puede venderse al mes a un precio p esta
dada por g = 100 (5-p). La cantidad que los
proveedores ofreceran a un precio pr es q1
= 200(p7 -1). Si existe un impuesto por cada
articulo (de modo que ps = p - t), determi-
ne la cantidad g que se vende al mes si el
mercado esta en equilibrio. Encuentre el
valor det que da el maximo impuesto total
por mes al gobierno.

Elasticidad. Si la demanda de un bien esta
dada por:

q =300 — p®(para 0< p<+/300)

Determinar la elasticidad de la demanda
para precios de p=5, p=10, p=15, p=20.
Determine los intervalos en los cuales la de-
manda es eldstica, inelastica o unitaria. Re-
cuerde la notacién de intervalos.ées un va-
lor acertado el obtenido al calcular la elasti-
cidad de la demanda para p=20?
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RESPUESTAS

1.

N o o »r Db

27.

28.

20.

30.

a

a

a) p=49, b) R=48.020

p=2.000 b) R=300.000.000 c) g=150.000

)
)
) g=25.000 b) U=50.000.000
)

a) p=250 b) R=1.250.000 ¢) g=5.000

t=2.000 b) R=80.000.000 c) D=40.000
g=250 b) C=155.000

En el limite de la restriccidn se da el minimo costo.

En g=225 entonces C=155.027,78
a) g=2.000 C=220.000

. b) C=220.833,33
10.
11.
12.
13. a
14.a
15.a
16. a
17.
18.
19.
20. a
21,
22.a
23.
24,
25.
26.

a) g=20.000 b) c=700
a) 2.000 b)16.000 c) 32.000.000
g=1000, c=16.250 C=16.250.000
r=25, b) p=26.250.000
25.000.000
q=42.000, b) p=552, c) U=8.470.000
g=42.000, b) p=552, ¢) U=8.470.000
g=40.000, U=8.450.000
g=10.000-125p, g=5.000, R=200.000
q=4.878,U=47.560,9

) g=15, R=1.125, U=1.050
a) g=1.800, U=32.355.000

) g=109.444, b) 107.801.777,8
a) g=2.000, b) U=35.000
PMC=0.672
a) PMS=0.3, r=0.000028
PMS=0.004, PMC=0.996

)
)
)
)

_ 50° +30q
(a+3)°

dy 07355
dx  (1+0,02744 X )

En cuatro anos.

dp _

g fg? +20 +2o’ )
R =100q —+/q* +20q°

31. a)

k dR
32. R=pg=—qg=k. MR=—=0
q dqg
dC
& _ 325
3. o
5q(g® +6
35, MC = q(qz - 3)
@Q° +3)
36. a) 10, b) g=12
P _ypV 1
S A TR TR T
38. a) -125, b) r=-0.0078
k dv -k
V=—\_b.
39. pra = dp (p+a)
1.000
2

41.MC(45)=78.73

42.a) Derivando S se calcula la PMS, luego se
calcula la propensiéon marginal al consumo
usando:

PMC=1-PMS; b) I=1.5

dy [y dy_1-6xy°
dy 1+3x y
) dx 3x3y  d)

X ﬂ+q/y+1——xy_+1—«/x+1%:0
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dy 3x% +2y?
 dx 2y — 4xy
) (x—y+yj+ex+y(1+ yj:O
xy\ d d
44. PMC
dp dIO
45. a) EZ_ZQ; b) 2\/_ c)
p=20(q+5)
dp _ 40q
D dg (q2+5)2
46.1.  b) x=2.000
47. x=4.000
48. 4,5

49. n=2 (por ser personas variable discreta, se
aproxima a unidades enteras)

50.t = 1,5; q=177.

Problemas Resueltos

1.~ Para nuestros pueblos o ciudades en donde se
llegue a desarrollar cualquier virus, podemos tener en
cuenta el siguiente problema.

Segln el Instituto Nacional de Salud, la virulencia de
cierta bacteria se mide en una escala de 0 a 50 y viene
expresada por la funcién V(t)= 40+ 15t-9t>+t* don-
de t es el tiempo(en horas) transcurrido desde que
comienzo en estudio (t=0). Indicar los instantes de
maxima y minima virulencia en las 6 primeras horas
y los intervalos en que esta crece y decrece.
Solucién

Para que la funcidén tenga un maximo o un minimo

la derivada debe ser igual a cero.

V7 (t)= 15-18t+3t? igualandola a 0,
3t2-18t+15=0

Simplificando t?-6t+5=0, y factorizando las
soluciones son 5y 1.

Ahora veamos cual es el maximo y cual el mi-
nimo de la funcién, en el intervalo (0, 6], que tie-
ne que estar entre estos dos valores junto o en
los extremos del intervalo. Ordenamos la funcién

V por comodidad, V(t)= t>-9t2+ 15t +40
V(0)=

V(5)=125-225+75+40 =15
V(1)=1-9+15+40= 47
V(6)=216-324+90+40=22

La méxima virulencia es a las 1 horas y la minima
a las 5 horas. Para ver los intervalos de creci-
miento y decrecimiento estudiamos el signo de
la derivada: V'(t)=3t>-18t+15

Luego V crece desde 0 a | y desde 5 a infinito,
(crece en (0, 1) unidén (5, 0 )y decrece en el
intervalo (1, 5)

Observando la gréafica de esta funcién vemos lo
que hemos deducido, ademas las curvas de pen-
diente y concavidad.

. ..2[}.
e
1 W 6 7 8 9
~ 130

¢Que conclusiones podemos tomar en cuanto a la
exposicién del paciente al contacto con otras per-
sonasy a las acciones de atenuacién de la enfer-
medad?
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2.- Dentro de los proyectos de la alcaldia a parte de la
construccidn de ciclo rutas se esta planeando cons-
truir un area de recreo para deportistas, al lado de
una carretera principal, ha de ser rectangular con un
area de 5000 metros cuadrados y ha de ser cercado
por los tres lados no adyacentes a la carretera con
una estructura en piedra y malla metalica que garan-
tice seguridad y estética. El encargado del proyecto
para ahorrar costos quiere saber cual seria la menor
cantidad de cerca que necesitaria para completar el
trabajo?

Area de recreo

Carretera

representamos Y como la cantidad de cerca requeri-
da entonces

f=x+2

El hecho de que el area es 5000 dice que:
; 5000

XY =5000 6 Y=

rminos de una sola variable x se

(D

para rescribir fen t
500

sustituye Y = ——
X

(@)

en la ecuacién f = x+ 2y obteniendo:

f(x)=x+ 10?(00

como f(x) tiene una aplicacién practica para todo
valor positivo de x, el objetivo es hallar el minimo
absoluto de f(x) en el intervalo x>0, para hallar los
puntos criticos se iguala la derivada:
. 10.000
f (X) =1- X2

a ceroy se resuelve en x obteniendo:

£ 10.000

X2

x? =10.000
X +100

solo el valor positivo x = 100 esta en el inter-
valo x>0 para hallar el minimo absoluto de
f(x) en este intervalo, obsérvese que f “(x) es
negativa si 0<x< 100y positiva si x>100.

Es decir £(100)= 200

1 0

Respuesta:

El responsable del proyecto a parte de los de-
mas materiales, la menor cantidad de cerca o
amurallamiento que necesitarfa construir es de
200 metros para minimizar la cantidad de ma-
terial a comprar, la idea es que se haga con
todos los materiales que se necesiten para mi-
nimizar la cantidad total que se invierte en el
proyecto.

{Considera Usted que ese criterio del mayor
costo en la construccién de la cerca es el que
el gerente publico debe tener en cuenta en este
caso?

{cuales criterios adicionales tendria Usted en
cuenta? Intente una ecuacion de minimizacién
de costos con ellos, o una de maximizacién
de beneficios.

3.- Peajes. Debido al alza en el cobro de sis-
tema de peajes para vias no concesionadas a
cargo del INVIAS se solicito un estudio que
arrojo la siguiente funcién de demanda:

q = 250000 — 200p

Donde g es el nimero de automotores que
transitan por los peajes en cuestién por mesy
p la tarifa en pesos.

Es preciso entonces determinar la tarifa de
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peaje que le maximiza los ingresos al Estado, tam-
bién debemos saber éa cuanto asciende ese ingreso?
Y por ultimo ¢Cuéntos autos se esperan con esa tari-
fa?

Se registra primero como una funcién del ingreso dia-
rio segln la tarifa p, puesto que necesito hallar el
ingreso maximo que el Estado puede reclamar por
concepto del impuesto o peaje.

R=f(p) =p.q

R = p (250000 — 200p)

R = 250000p — 200p>

Ahora bien derivo, para igualar a 0 y asi encontrar el

punto de inflexién y determinar la naturaleza de este.

aRr_ 250.000-400p

dp
Ahora
250.000-400p =0
250.000 = 400p
250.000/400 =p

625 =p
Entonces con el criterio de la segunda derivada:
2
R
d > =—400
dp

y el resultado es negativo, lo que me indica que esta
es parte de un coordenada de un punto méaximo, o
de concavidad negativa de la curva de ingreso.

Asi entonces el ingreso del puesto del peaje se maxi-
mizaréa cuando cobre una tarifa de 625 pesos

Y el ingreso méximo esperado se da ast:

£(625) = 250000 (625) — 200 (625?)

= 156'250.000 — 78’125.000

= 78'125.000

Se espera un volumen de automotores de:

q = 250000 — 200 (625)

= 125000

Cada mes 125000 automotores que pagan peaje.

Investigue con la autoridad competente como se ha-
cen las estimaciones para autorizar las tarifas de co-
bro de peajes en nuestro pais y a partir de ello con-
cluya sobre la aplicabilidad de este ejercicio resuelto
alarealidad de lo publico.

4.- Administracion Distrital contindia abrien-
do Comedores Comunitarios en Bogota. Nue-
vos comedores comunitarios en varias localida-
des fortalecen, el programa bandera de la
Administracion Distrital ‘Bogotd sin Hambre', a tra-
vés de Bienestar Social del Distrito con su pro-
yecto Comedores Comunitarios. Un Medio para resta-
blecer el derecho fundamental a la Alimentacion.

Los comedores atenderan nifios y nifias deses-
colarizados y escolarizados, mujeres gestantes y
madres lactantes, adultos-as mayores, habitan-
tes de calle, personas con limitaciones fisicas, sen-
soriales y cognitivas, asi como familias en situa-
cién de desplazamiento o con jefatura tnica.

En estos comedores, que responden al proyecto
«Comedores Comunitarios. Un Medio para restablecer el
derecho fundamental a la Alimentacion», se brindara
entre lunes y sébado, almuerzo para estas perso-
nas, que se complementaré con el desarrollo de
actividades relacionadas con el mejoramiento del
nivel nutricional de los y las beneficiarias y con
capacitaciény organizacién para la participacién
y la autogestion.

Obviamente se deben establecer costos minimos
por almuerzo, ¢Cuantos almuerzos se deben pro-
ducir con el objetivo de hacer la politica mas via-
ble y minimizar los costos?

En primer lugar se establecié por estudios pre-
vios una relacién de costos:

C = 250.000 + 1.200g + 0.5¢

6:9=M+1.200+o,5q
q q
La primera derivada del costo promedio es:
d_C __ 250.;)00+ 50
dg q

y esto se iguala a 0 para saber cuantos almuerzos
debo preparar para minimizar el costo promedio
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por almuerzo.

% =0,5— 250.000 = 0,5¢°
% =q° — q=+/500.000
q=7071

Ahora el criterio de la segunda derivada nos indica-
ra la concavidad.

d*C _ 500.000
dg* ¢
500.000

ooy = 0/00141425425

Como el resultado es positivo tenemos el criterio
de que en esta coordenada hay un punto minimo.

Por lo tanto un precio minimo para cada almuerzo
se representara para fcuando q = 50 en la funcidén
de costo promedio minimo por almuerzo.

250.000

C(50) = +1.200+0,5(707,1)

=353,55+1.200 + 353,55
=1.9071

Tenemos ahora el precio necesario para establecer
un costo por almuerzo que en este caso es de
$1907.1, claro que puede existir otra dependencia
gubernamental o ajena al Estado que quiera esta-
blecer otro apoyo para que se puedan vender los
almuerzos a precios mucho mas bajos.

5.- Demanda hospitalaria. Se hace una encuesta
en la localidad de tunjuelito para saber el promedio
de personas que utilizan el servicio medico del hos-
pital el Tunal, para establecer un costo fijo en la
consulta medica y se ha determinado una funcién
aproximada de la demanda la cual se expresa asf
q=12.000 — 1.100p.

a. Determinar la tarifa que se cobrara con
objeto de maximizar el ingreso diario de la tarifa
médica.

b. Cual es el ingreso maximo esperado y
cuantos pacientes por dia se esperan ?

Solucién:
a. R= f(p)
R= (12.000 — 1.100p) p
R= 12.000p — 1.100p?

f"(p) 12.000 — 2.200p

12.000 —2.200p = 0
12.000 = 2.200p
12.000 = p
2.200
545 = p
f(p) = —2.200
f(5.45) = -2.200 < 0
b. £(5.45) = 12.000(5.45) — 1.100 (5.45)?
= 65.455—-32.672
= 32.782
El ingreso maximo esperado es de 32.782
q= 12.000 — 1.100 (5,45)
q= 12.000 — 5.995
q= 6.005
Se esperan 6.005 personas por dia.

6.- Seguridad Social. Un municipio asume los
costos de salud en los estratos mas bajos, por
una politica de su nuevo alcalde. Se supone que
el costo total por asumir esta responsabilidad
esta dado por la ecuaciéon

C=5¢4*+q + 50

a) En que nivel de cubrimiento es minimo
el costo promedio por habitante?
b) En que nivel de cubrimiento el costo

medio el costo medio
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Solucién.
A)
Costo promedio C_Zz%
2
(_;:5&+ﬂ+@:5q+1+50q‘1
a 9 q
dC 50 . :
——=5~—-ligualamos a cero:
dq g
50 50 50
5-==0->5==—>q¢"=—
q° ¢t
q=+/10 =316

Esta es la cantidad que garantiza al municipio un mini-
mo costo.

B) Costo marginal = MC = Derivada del costo total
MC= 10g + 1
Debemos averiguar donde el costo total es igual al
costo promedio

10g +1 =59+ 1+ 50/q

10g — 59 = 50/q
59 = 50/q

5¢ (9) = 50

59> = 50

q* = 50/5
q*=10

qg= 3,16

Este es el nivel de cobertura en que el costo medio
por habitante es igual al costo marginal.

Conclusidn: Este ejercicio nos prueba el criterio del
analisis marginal para el costo medio minimo, segin
el cual, el costo medio se minimiza en el nivel de pro-
duccién donde el costo medio es igual al costo margi-
nal; es decir, cuando: MC =C(q)

7. Teoria de colas. (propuesto por Claudia Emma
Lucfa Osorio Ldépez) La concurrencia de las personas
a la Oficina del Servicio Pablico de Empleo del SENA
de Mosquera se mide en una escala de 0 a 50 y viene
expresada por la funcién V(t)= 40+ 15t-9t>+1t3, don-
de t es el tiempo(en horas) transcurrido desde que

comienza el horario de atencién (t=0). Con el
propdsito de saber en que momento del hora-
rio de atencidn se requiere la presencia de més
o de menos funcionarios para atender al publi-
co, indique los instantes de maxima y minima
concurrencia de personas en las 6 horas de
atencion al piblico (7am-1pm).

SOLUCION

V(t)= 40+ 15t-9t>+t* Derivando

V7(t)= 15-18t+3t?

Igualando a 0

3t2-18t+15=0

Simplificando t?-6t+5=0, cuyas soluciones
sonb5y l.

Se halla el méximo y el minimo de la funcién, en
el intervalo [0, 6], que tiene que estar entre es-
tos dos valores junto o en los extremos del in-
tervalo.

Ordenando la funcién

(
V(0)=40
V(5)=125-225+75+40 =15
V(1)=1-9+15+40= 47
V(6)=216-324+90+40=22
Respuesta:

La maxima concurrencia de personas al Servi-
cio Pablico de Empleo es a las 1 horas (8:00
am) y la minima es a las 5 horas (12:00pm). Por
lo tanto, para que la atencién al publico sea
Optima el SENA debe programar un mayor nu-
mero de funcionarios en el intervalo de méxima
concurrencia.
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