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A Introduccion

En la teoria microecondmica, se hace uso frecuente de ciertas estructuras l6gicas y mateméticas. Esta clase!
posee como objetivo enhebrar conceptos desarrollados anteriormente en cursos de Algebra y Analisis, de
forma tal que puedan ser utilizados posteriormenta a lo largo del curso. Por supuesto, no se realiza un
tratamiento profundo de estos conceptos. Luego de ciertas definiciones de notacion, se trata con curvas
de nivel de una funcioén, con transformaciones mondtonas de una funcion y con el caso particular de
una funcién homogénea. Mas adelante, se analiza el problema de optimizacién en microeconomia, con
el objeto de encontrar las condiciones de regularidad en las que posee una tnica solucion, caracterizada
exclusivamente por las condiciones de primer orden.

B  Algunas definiciones

B.1 Notacion vectorial

Habitualmente, vamos a trabajar con funciones con mas de una variable (usualmente dos). Asi, el dominio
estara defininido en un espacio n-dimensional, por ejemplo X C R". En tal caso, los elementos del dominio
seran vectores con n elementos:

T = (T1,72, ..., )

Y= (y1,Y2, - Yn)

2= (21,292, .., 2n)

En estos vectores, cada componente representa la cantidad consumida o utilizada de un bien o factor.
Asi, por ejemplo, el primer componente puede ser la cantidad utilizada de trabajo, el segundo la de tierra y
un tercero la de capital.

Por supuesto, estos vectores pueden representarse de la siguiente forma.

A

X

Y y

Y1 >

Z S

Por otro lado, muchas veces se simplificara la notacion de las funciones, especialmente cuando sean de
n variables. Por ejemplo, si se desea notar que f depende de n factores, se indica: z = f (21,2, ..., 2y).
Para evitar repeticiones en la escritura, se dird: z = f (+)

1 Estas notas estan disefiadas con el fin de facilitar el seguimiento de las clases y la lectura de la bibliografia. Su caracter es

absolutamente provisorio, por lo que se agradecen comentarios, sugerencias, y, por sobre todo, correcciones a: imonzon@udesa.edu.ar
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B.2  Curvas de nivel

Una curva de nivel k de la funcion f (2) muestra todos los puntos del dominio que tienen como imagen a k:
C’Nf:{xeﬂ?ﬁ_:f(x):k}
Una funcion f (z) determina una superficie. Ahora bien, puede tomarse a la funcion sélo en cierto nivel,
k y proyectar hacia el dominio s6lo los puntos que se encuentren en él. Se obtuvo asi una curva de nivel.

A

X

£(x,%,) =k
f(x1,%,) =k?
>

fx,%,) =K°

X

B.3 Pendiente de una curva de nivel

A lo largo de estas curvas, el nivel (la altura) de la funcién se mantiene constante, lo que se altera es la
cantidad de los factores. Por tanto, la pendiente de la curva de nivel muestra el aumento de la cantidad de
un factor y la disminucion del otro necesarios para que el nivel se mantenga constante.

La forma mas sencilla de obtener una expresion de la pendiente de una curva de nivel es diferenciando
totalmente f (x1,29) =k :

YO dyy + 0z, =0 =
of() — _9r0)
D dl‘l = "z dl’g —
or()
@ — _ 9= (1)
dxq o 210)
612
B.4 Transformaciones mondtonas
Transformacién de la funcion f : v (z) = g (f (x))
g (x) es una funcion estrictamente creciente si:
a>b=g(a)>g(bh) (2)
Si g(x) es una funcidn estrictamente creciente entonces v (x) = g (f (z)) es una transformacion

mondtona estrictamente creciente de f (x):

f(a)> [ (b) = glf(a)]l > g[f(b)]

Ejercicio 1.
Probar que si se cumple (2), entonces: a>b<=g(a)>g(b)

Ejemplo. .

f (z1,22) = 27 23 es la funcién que deseamos transformar. g (z) = 22 es la funcién que utilizaremos
para transformar f (-). Para comenzar, nos preguntamos sin g () es estrictamente creciente.

a>b=g(a)>g(b)

a>b=a?>"b?

Es verdadero siempre que a,b > 0

Microeconomia para Economistas Introduccion matematica Pagina 2



En consecuencia, transformamos la funcion...
101N\ 2 2 2

11 L1 2 2

v(z1,22) = g(f (21,22)) =g (1312555) = (55123722) =r{r; = T1T2

Como g () es estrictamente creciente, entonces v (21, x2) también lo es (siempre que f (-) tome valores
positivos).

C Curvas de nivel de una transformacion monotona

Tomemos la funcion f (x) y apliquémosle la transformacion v (x) = g (f (x)). Vamos a probar que las
curvas de nivel de f (z) y de v (z) son idénticas. ;Como? En dos pasos. Primero demostraremos que
todo elemento del dominio que pertenezca a una curva de nivel determinada de f () también pertenecera
a una determinada de v (z). Luego demostraremos que puntos que pertenecen a distintas curvas de nivel de
f (z) también lo hacen en v ().

1. z,y¢€ C‘N,ﬁ’c1 = z,y € ON}
Como z e y pertenecen a la misma curva de indiferencia de f (z) =
x,y € C’N,f1 = fx)=fy) =k
f@=7fy)=9g(f(@)=9(f () Recordemos que f (z) A f (y) son sélo niimeros.
9(f (@) =9(f (W) =h = x,y € ONj
QED
2. 2€CN] AyeCN]L ki #ky=>2€CN/ NyeCN il #1
fo)# fly) = f(x)>Fy) V) <fy)
Sif(x)>fy) = g(f(x)>g(f(y)) Porque g () es estrictamente creciente.

g(f(@)=lL>g(f(y) =la =2 € CN} Nyec CN;l1 # o Puede probarse lo mismo
para el caso en que f (z) < f (y)

QED
De esta forma, ambas curvas de nivel son idénticas, aunque pueden referir a niveles diferentes.

C.1 Ejemplo. La funcion Cobb-Douglas.

(@1, 22) = 2§y
g(x) =2
2
v(wy,22) = g (f (v1,22)) =g (ff?xg) = ($?$§> = 2}oa3’

v(x1,x0) = x%%ﬁﬂ

Obtenemos las curvas de nivel de f ().
[ (@1, @2) =afay =k

B _ k
Ty = ﬁ
7
k
o= (%)
1 A
ro =kPx, s 3)
Obtenemos las curvas de nivel de v ().
v (21, 20) = 220237 = |
228 — L
2 2
1
L \2r
x2 - "Eil
R —-1
Ty =126g, " 4
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De las expresiones (3) y (4), notamos que poseen la misma formula, con distinto cartelito, de hecho, si
definimos al = k*
xy = (k*)% 2, °

e

1
ry=kPx, ”

El gréafico de las curvas de nivel k para f (x) serd idéntico al grafico de las curvas de nivel de k? para

v (z).

D Homogeneidad

Definicién: f (x1, 9, ..., ) es homogénea de grador <= Vi > 0 :

I (txy, tae, . tay) =t f (21, 22, ...y y)
En consecuencia, si f (-) es homogénea de grado r, puedo llamar ¢t = 1—11 =

f (1, ﬁ—f, ceey i—f;) =z f(x1,22,...,2) (siempre que z1 > 0)
Podemos reescribir...
f(xr, 20, xn) =2 f (1 2 3’”—) (siempre que 1 > 0)

YT Ty

Asi, por ejemplo, si una funcién es homogénea de grado 0 (r = 0):

— z Zn
f(l‘l,l‘g, ,wn) = f (1, ;f-, ey wl)

f(r1,22,..,xn) =g (2 m—")

Jil’ ’ X
iLo relevante en este caso es la relacion entre variables, no sus valores absolutos!

D.1 Teorema

Si f () es homogénea de grado r = % es homogénea de grado r -1.
Ejercicio 2. Probar que:

Of (twy,twg, ..., tx,) =1 Of (x1,x2, ..., Tpn)

6ta:i 8.%‘1'
D.2  Curvas de nivel de funciones homogéneas

Tomemos dos puntos, x ey, tales que f () = f (y).

f(.’l?) = f(xlvx% 71"“) = f(y) = f<y17y27“‘7yn)

ftey tag, .. ta,) =t f (21, T2y oy y) porque f () es homogénea.
try,txo, ....tx,
f (tz1 t72“ ) = f(z1,22, ..., 2y) ®)
Del mismo modo,
f tyl;ty27"'atyn
( ) = f(y17y27---7yn) (6)

tT
f(xlv‘er ,ﬂ?n) = f (ylvaa ---ayn)
Entonces, de (5)y (6),

fltza,teo, txn) _ f0Y1,tY2,..tyn)
T = tr

f (txy, tas, ... tax,) = f (tyr,ty, -, tyn)

Graficamente, las curvas de nivel son desplazamientos unas de otras.
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f(tx)
f(x) >

Xy

D.3  Pendiente de C. de N. de funciones homogéneas

Recordamos de (1) que la pendiente de una curva de nivel es:

d %o
X2 __ _ 9=
d = — 770 en el punto x.
ox
d Af(tx)
T __ dxq
T = — o en el punto tx.

2
Ahora, como la derivada parcial primera de una funciéon homogénea de grado r también es homogénea

(de grado r - 1), entonces:
of(tz) _ yr—19f(x)

oz Oz

Del mismo modo,

of (tx _tr_la T
- )

8:1}2 T2

Su cociente, entonces, €s:
gr—121(x) 9f(x)
dro __ o Oxy Oz
d$1 - trflm - M“‘_)
ox dx

De esta forma, alo largo de cada rayo que sale del origen, la pendiente de la curva de nivel es la misma.
D.4 Funciones homotéticas

Si f (x) es homogénea y h (z) es una transformacion mondtona estrictamente creciente de f (x) entonces
se denomina a h (x) homotética.

Dado lo explicado anteriormente, las funciones homotéticas poseen las mismas curvas de nivel que la
funcidn original. Como ésta es homogénea, la pendiente es constante a lo largo de rayos desde el origen.

D.5 Ecuacion de Euler

Si f (x) es homogénea de grado r y diferenciable,
N
> 862(;) xxp=1x*f()

(2

1
jercicio 3. Probar Ecuacion de Euler.

E Problemas de optimizacion

E.1 Introduccion

Existe un individuo, que debe decidir qué consumir a lo largo del mes. Tiene muchas opciones: un poco
de frutas, arreglos odontoldgicos, algunas salidas al cine, televisores, nafta, etc. Se pregunta qué elegir.
Cada opcion le da cierta satisfaccion. El quiere obtener la maxima satisfaccion, por lo que eligiria consumir
mucho de practicamente todos los bienes. Pero tiene una limitacion: su ingreso es finito, y los bienes tienen
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precio: ;qué elige entonces?

A lo largo del curso, veremos que se suceden planteos de este tipo. Estos planteos seran traducidos a
lenguaje matematico, con el fin de aprovechar las herramientas matematicas para facilitar el analisis.

Habitiualmente habra una funcion objetivo, que en el caso comentado seré la utilidad. Esta dependera
de muchos factores, las cantidades consumidas de cada bien:

U= f(x1,29,...., %)

Asimismo, se enfrentard a la limitacion de su ingreso y los precios:
P11 + P22 + ... + P22 =M
De esta forma, los problemas a analizar tendran la siguiente forma:
maxU = () (7
sa.g() = ¢
Nos interesara saber cual es la solucion, pero antes que eso, querremos saber:
1. siexiste alguna solucioén

2. siésta es unica

3. como reconocerla

E.2 Teorema de Weierstrass

Un conjunto es compacto si es cerrado y acotado (en castellano: no tiene agujeros, tiene limites y los
incluye)

Sea ACR'Af:A—-R

Si A es compacto y f es continua => f alcanza un maximo y un minimo en A.

E.3 El método de Lagrange

Asi, con el teorema de Weierstrass deberia ser suficiente, ya que provee las condiciones que debe satisfacer
el problema para tener solucion. Pero los economistas desean simplificar su vida, por lo que buscan que la
solucioén sea Uinica y, por sobre todo, facil de hallar.

Volviendo al problema (7). Puede construirse un lagrangiano:

Z = f(x1,@2, .. xn) + A(c— g (21,22, ..., Tn))

E.3.1 Condiciones de primer orden

Zy=fi—2g1 =0
Zy=f1—Ag2=0

En sintesis, las CPO (o FOC) son:
fi oy _ fivs

L& == ngZ,j

2. g()=c

E.3.2  Condiciones de segundo orden: el hessiano orlado

0 g1 g2 <o Gn
_ g Zu Ziz .. Zin
H|=| 92 Zn Za ... Zon
gn an Zn2 Znn
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|F2| >0

‘Fg’ <0

}ﬁ4| >0

etcétera L s

Ejercicio 4. Un ser obtiene utilidad de dos bienes. Su funcion de utilidad es U = z3z3 . Tiene $80

para dedicar al bien 1, de precio $10 y al bien 2, de precio $20. ;Qué elige consumir? Grafique las curvas
de nivel para U =125 y U = 25.

E.4 Concavidad

Asi, tenemos las condiciones de primero y segundo orden, conjuntamente suficientes para el descubrimiento
de un maximo. Pero atn asi los economistas no quedan conformes, desean que la determinacion del maximo
sea mas sencilla atin. De hecho, quieren que saber en qué casos, s6lo con observar las condiciones de primer
orden alcanza para saber que se estd ante un maximo.

En los casos en que no existe restriccion, ;qué debe suceder para que las CPO sean suficientes y
necesarias? Debe suceder que s6lo se cumplan en el punto en que es maximo, en otras palabras:

No tiene que haber minimos.
2. No debe haber maximos locales.

No debe haber puntos de ensilladura.

Esto sucede cuando f : A — R es concava:
flavy+ (1 —a)zs) > af (z1) + (1 — ) f(x2) Voi,22 € AAVa €[0,1]
Concavidad estricta:
flazi+ (1 —a)xz) > af (#1) + (1 —a) f(z2) Vay,z2 € AAVa € (0,1)
A

4 %)

Concavidad Concavidad
estricta

> X ox,+ (1-0)x, )

E.5 Cuasiconcavidad

Ahora bien, en los casos en que si existen restricciones, las condiciones que debe cumplir la funcion objetivo
para eximir al economista de mirar las condiciones de segundo orden son menos restrictivas.

E.5.1 Definicion 1

f A — Res cuasiconcava si:
{r e A/ f(x) >t} esconvexo
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E.5.2 Definicion 2

f:

A — R es cuasicoOncava si:

Vo, 22 € A,Va € [0,1], si f(z1) > tA f(re) >t = f(ax1 + (1 —a)z2) >t

E.5.3 Definicion 3

f:

A — R es estrictamente cuasiconcava si:

Vo, e € A,V € (0,1), si f(x1) 2 tA f(ze) >t = f(ax1+ (1 —a)za) >t

E.5.4 Definicion 4

f:

A — R es estrictamente cuasicOncava si:

Yoy, 29 € A, Va € (0,1), si f(21) > f(22) = f(ax; + (1 —a)xe) > f(22)

Cuasiconcavidad

segmento lineal

|

Xy

v

Cuasiconcavidad

estricta

X3

v

A

A 4

En el siguiente grafico, notamos la ausencia de concavidad,

Ausencia de
cuasiconcavidad
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E.6  Supervivencia a transformaciones

Si se le aplica una transformacion creciente a una funcion concava, la funcion transformada no sera
. . . 1 . -, 4
necesariamente concava. Por ejemplo, a f () = 22 se le aplica la transformacion v (x) = (f (z))” =

1\ 4
() ==

Asi, se pasa de una funcidn concava, f (x) = 27 (linea solida) a una convexa, v (r) = 22 (linea
punteada).

1.8]
1.6]
1.4]
124 ‘ —
1 -
0.81 L '

0.61
04t~
0.21

0 02 0.4 0.6 X0.8 1 1.2 1.4

En cambio, una funcion cuasiconcava si lo hace.
Ejercicio 5. Probar que una una transformacion monotonamente creciente de una funcion estrictamente
cuasiconcava, también sera estrictamente cuasiconcava.

E.7 Notacion matricial de la cuasiconcavidad

Una funcién es cuasiconcava si, para el siguiente determinante:
0 fi fo o fa
H fu fizowo fin
|IBl=| fo fa fa - fo
fn fnl fn2 fnn
los determinantes de los menores principales poseen los siguientes signos:
|Bl| <0
|B2| >0
|Bs| <0
|B4| >0
Ahora bien, es clara la similitud entre el hessiano orlado y el determante de la cuasiconcavidad. En
cierto caso especifico, la cuasiconcavidad de la funcion implica el cumplimiento de la condicion de segundo
orden: cuando la restriccion es lineal.
De ser asi,
Zi = fi —Agi = fi — Aa; = Zy = fui
Del mismo modo, como:
Zi=fi—Agi=0 = fi=Agi
Por consiguiente, | B| = \* « ||
Si|Ba| > 0=\ |[H| >0= [H| >0
Si|Bs| <0=\x|H3| <0=[H;| <0
Si|By| > 0=\ |[Hy| >0= [Hs| >0
Etcétera.
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Ejercicios Introduccion Matematica. Soluciones

Ejercicio 1.
Probar que si se cumple (2), entonces: a>b< f(a)> f(b)

Ejercicio 2. Probar que:

f(txy, tee, ... txy) =" f (X1, 22, ... )
Derivo en ambos lados con respecto a x;.
Of(tay,ty,. tan) _ yr OF(€1,22,.,Tn)

ox; ox;
Of(tw1,try,....ten) | Otwy _ — ¢ affwlﬂ/'?v 5Tn)
otx; ox; ox;
Bf(tml,tzg,...,tmn) o 8}6(11;12;---7171)
otz - Ox;
Of (txy, twg, .. tx,) tr,laf (z1, 22, ..., Tp)
otx; Oz;

Ejercicio 3. Probar Ecuacién de Euler.

Ejercicio 4. Un ser obtiene utilidad de dos bienes. Su funcién de utilidad es U = :1:1% xQ% . Tiene $80
para dedicar al bien 1, de precio $10 y al bien 2, de precio $20. ;Qué elige consumir? Grafique las curvas
de nivel para U =125y U =25.

Ejercicio 5. Probar que una una transformacion monotonamente creciente de una funcion estrictamente
cuasiconcava, también serd estrictamente cuasiconcava.

Generamos la nueva funciéon v (x) = g (f (x)), donde g es una transformacion monotona estrictamente
creciente. Debemos mostrar que v (x) es cuasiconcava, es decir que (usando la cuarta definicion):

siv(zr) > v(z2) = v(az; + (1 —a)za) > v(x2)
Sabemos que:

f@1) = f(22) = flaz+ (1 —a)zz) > f(22) (®)
Por otro lado,
f(z1) > f(ze) ©g(f(x1) > 9g(f (z2)) (porque es una transformacion monotona estrictamente
creciente)
lo que equivale a:
f(x1) = [ (22) v (21) 2 v(22) )

Luego,

flazi+ (1 —a)xz) > f(22) = g(f (az1 + (1 —a)x2)) > g (f (z2))
lo que equivale a:

flazy + (1 —a)xz) > f(x2) = v(azy + (1 —a)x2) > v (z2) (10)

De (8), (9) y (10),
v(z1) > U($2) = f(x1) > f(x2) (us09) = flazr + (1 —a)azz) > f(z2)  (uso
8) = v(ax; + (1 —a)za) > v(r2) (uso 10)
En sintesis,

siv(zr) > v(z2) = v(az; + (1 — a)za) > v(x2)
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