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1 FPP genérica

Planteamos dos tecnologias de produccién genéricas:
x=ux(K,;, L)
y=y(Ky Ly)
Asimismo, existen dotaciones finitas de factores:
K, +K,=C
Ly +L,=T
Desde la tecnologila y la dotacion puede obtenerse la FPP.
maxx = ¢ (Kz, Lz)
sa. y (Ky,Ly) =y
sa. K, + K, =C
sa. Ly +L, =T
En forma equivalente...

maxL =x(Ky, L)+ Ay —y(C — K, T— L))
CPO
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De esas condiciones proviene la FPP



2 Cobb Douglas homogénea grado 1

Las tecnologias de produccion se representan por:

o= (K.)" (L)' ™"

Yy = (Ky)ﬁ (Ly)l_ﬂ

2.1 Productividades marginales
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Aplicamos a (1) las productividades marginales de la Cobb-Douglas:
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Definimos:

De esta manera:

(2

La otra condicion...
y=y(C - K;,T— Ly)
B8 1-8
y = (Ky) (Lﬁ;)/) ,
—(1—
Y * (Lu) ( = (Ku)

1—03
K, = y?li' % (Ly) "~ 7 Llamamos Y = y'f]" y ¢ =-




K, =yF«(L,) "7 3)

Tomo (2) y (3);
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Defino:
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2.3 Sintesis de CPO para Cobb Douglas

(1= (,8) L=J(C,y,8) L + 7 (, )T = 0 (4)
a-8)

V(@ h) = = (5)

J(Cyy,8) = Cy*F (6)

w(p) = % (7)



3 Solucién de la FPP Cobb Douglas.

La ecuacién (4) no tiene solucién explicita. No obstante, puede intentarse re-
solver ese polinomio para valores convenientes del pardmetro 3. Puede notarse
que el orden del polinomio depende del valor de ese pardmetro. Asi, si § = %
debe resolverse una ecuacién cuadratica, si 8 = é debe resolverse una ecuacién
clibica, etc.

Por lo tanto, aquf se toman los siguientes valores de (3 : (é,é,i—), y se
resuelven las ecuaciones.

31 Sipg=12

Las ecuaciones (4) toman la forma:

1
o, = = e
7 2 -«
1
J|Cly,= =
(co3)
1
w — =
2
E en consecuencia la ecuacién restante puede expresarse:

(1=7(a4) L= 7 (Cy3) %) 45 (a4) T =0
Lo que equivale a:

[

—_

A [

Cuyas soluciones son:

1. L 2ya— y+ /(4y2a2 — day? + y2 + 4aT'C — 4a2TC)) y

_ 1
1= %(CC+Ca) (

2. L <2ya —y—/(4y2a? — day?® + y* + 4aTC — 4a2TC)) y

_ 1
2= 2(=C+Ca)

3.1.1 Analisis de las soluciones

Sélo se analiza la segunda solucién, ya que la primera es siempre negativa (se
prueba al final).

L= —2(_014_00) (an —y— v/ (4y2a2 —day? + y2 + 4aTC — 4a2TC')) Yy
Simplificando:
L= 2(17(1)'1(,é <(1 —2a)y + \/404(1 —a)TC+ (2 — 1)2 yQ)

En general, la cantidad a utilizar de trabajo en la fabricacion de y
depende de:



a: Intensidad de los factores en la produccién de x.

e T: Cantidad total existente de trabajo.

C: Cantidad total existente de capital.

y: Cantidad a producir de y.

(Recordemos que 3, la intensidad factorial en la produccién de y, ya estd

definida).
L(a,T,C )_(1—2a)y2+\/4(1(1—a)TC+(2a_1)2yzy “
LY Ty T —a) © 501 —a) =
1 ]
Recordemos que: K, =y? * (L) 7

Dado que 6 = % =

Lo,

Ky=y*+(L) * =4
y2
K(a,T,C,y) = =———
(Q, ’ 7y) L(OZ,T,C,y)

Definimos las cantidades a utilizar de capital y trabajo en la fabricacién de

A(Q,T,O7y) :C—K(Q,T,C,y)

B(a,T,C,y) :T—L(a,T7C7y)

En consecuencia, la cantidad producida de x es:

2 (e, T,C,y) = A(a,T,C,y)* * B(a, T,C,y)"

3.1.2 Capital = 10

Con el fin de dar una solucién del mayor caracter genérico, se plantea un valor
de capital = 10 (C = 10), manteniéndose el resto de las variables libres:

L(a,T,10,y) = 1L0-2.00,2 | \/(40.0aT—40.0a2T+4.0y2a2—4.0y2a+y2)y
i ©1270-2.0a : 2.0—2.0cx
Puede simplificarse a:

L(a,T,10,y) = Y ) ((1 —2a)y + V(10T — g2 #da (1 - a) + y2))

10 (2 — 2a



En consecuencia: )

o y? o Yy .
K(a: 7,10,y) = L(a,T,10,y) — T(ziig_a)((172@)1/“"\/((10T*y2)*4a(170)+y2)) -

20(1—a)y
(1-2a)y++/ (10T —y2)xda(1—a)+y?)

K(aTlO y): y2 = %
T L(a,T,10,y)  (1—2a)y+ /(10T —y2) * da (1 — a) + y?)
y? ¢ 1
T,1 =(10 - ——= T—-L(a,T,1 -
r@210y) = (10- Fgg= )+ (- L@ 7.10.))

Se presentan algunos casos especificos en el Apéndice

32 Sig=41

Las ecuaciones (4) toman la forma:

En consecuencia la ecuacion restante puede expresarse:
(1= (@4) L~ J(Cy,3) 2°03) 47 (a,3) T =0
Lo que equivale a:

C 1-3 2
_FL3+< 5)L+1O‘T:0

Cuyas soluciones son:

. —3y34+27y3a—81y3a2481y3a3 +81a2T2C —81a3T2C
I(a,T,Cy) = (30@ ) \/<< 27aT +3\/(7 Y3427y Y o(fha) )> C2(
( _ 343 y3a— 302 303 2720 — 372
o) (Oé, T, C, y) k 60( 1+a) \/ —927aT + 3\/(_ 3y3+27y3a—81ly3a g(Siz-:L)jLSla T2C —81a3T2C
/ _ 343 w3 —81y3a2 wBad 02720 —81a3 T2
P(a,T,C,y) = k m\s/ —27aT +3\/(7 3y3427y3a 81y g(siha;u& T2C —81a3T c))



3.2.1 Ensayo error

I(%,10,10,3) = 1.5444

O (£,10,10,3) = —.77219 — 1. 813 5i
P (4,10,10,3) = —. 77219 + 1. 813 5
Me quedo con la primera solucién
1(&,10,10,y) = —. 13333§/(—1265.6+ 11.719,/(6.05° + 11664.))+1. 25 i
(4 ) \?/(71265.64»11.719\/(6.01/34
33 Sig=1

7 (@) = tEa
J(K.y,7) =3
o(3) - 4
Soluciono:

(1= (k) L= 7 (K..4) 250 45 (0, )T = 0 =

(1-+=a) L - KL+ ol = 07

Solutionis: {L = py} where pis a root of (~K + Ka) Z*4+3aT+(—4ya +y) Z

4 Apéndice

4.1 Negatividad de primera solucion para 3 = %

Recuérdese que las soluciones obtenidas en ese caso son:

1. L = m <2ya — y+ vV (4y2a? — day? + y2? + 4aTC — 4a2TC)) Yy

2. L 2y — y— /(4y2a2 — day? + y2 + 4aTC — 4a2TC)) Y

_ 1
2= 2(=C+Ca) (
En todo el analisis realizado hasta el momento, nunca se especificé que L debe
tomar valores positivos, aunque naturalmente debe ser asi. En consecuencia, si
se muestra que una de las dos es negativa, entonces esa solucién no es relevante.
Primera solucion.
Chequeo que sea superior a 0:
L, = m (2ya —y+ \/(4y20z2 —4ay? + y2 + 4aTC — 4a2TC’)) y >

Como y > 0,

m (an —y+ vV (4y2a? — day? +y2? + 4aTC — 4042TC')> >0
Simplifico el denominador

_Tl—]a)_K (2ya —y++/(4y2a? — day? + y% + 4aTC — 4a2TC)) >0
Como 2(1— a)C >0,

- (2ya —y+ v (4y2a? —day? + y2 + 4aTC — 4a2TC)) >0




—2ya +y — v/ (4202 — 4ay?® + 42 + 4aTC — 402TC) > 0
2y — y < —/(4y2a2 — day? + y2 + 4aTC — 4a2TC)
Multiplico ambos lados por —1,

y— 2ya >/ (4y2a2 — day? + y2 + 4aTC — 42T C)
Ademsds, y — 2ya = (1 — 2a) y, entonces...

(1 —-2a)y > /(4y%a? — 4ay® + y? + 4aTC — 4a2TC)

(1 —2a)y > /(4a(TC —y2) (1 — a) + y?)

Jea—12 > I @o P - + )
Serd verdadero siempre que:

20 —1)°y2 > da (TC —y*) (1—a) + y?
(40?41 — 2a)y2 > 4o (TC—y2)(1—a) + y?
(402 = 20) y? > 4a (TC - ?) (1 — @)

2a (@ — 1) y? > 4a (TC — y?) (1 — )
(a-1)y*>2(TC —y*) (1-a)
—(1-)y?>2(TC—-y?*)(1-a)
—y2>2(TC - )

—y? > 2TC — 292

y? > 2TC (9)

Ahora bien el maximo valor que puede tomar y es:

y U T*C*

La desigualdad se mantiene si elevo al cuadrado ambos miembros.
2

y2 O (T%Cé)

y2 0 TC

Entonces...

2TC < y2 0 TC

2TC < TC

2«1

4.2 Casos especfﬁcos de la solucion para (§ = %

421 a=+,0=10,T=10

L (£,10,10,y) = .025y2 +.025,/(800.0 + y2)y = & (y2 +y (800 + y“‘)*)
1/2

1 = = 7l
K (3’ 10,10, y) .025y2+4.0 25/ (800.0+y2)y 400 y++/(800.0+y2)
Veamos si se verifica la igualdad en la produccién.
Y= (Ky)ﬂ (Ly)l_ﬁ
Chequeamos:

n(a,T,C,y) = L (0, T, C, )% % K (a,T,C, y)*




n(%,10,10,y) =y

OK ,
L1 _ _ Y

A(%,10,10,y) =10.0 — 1.0 FEEET X

B (£,10,10,y) = 10.0 — 025y — .025+/(800.0 + )y

4.2.2 Para todo a,con C' =10,7 =10
K (a,10,10,y) = -

U

L0200 0, /(40000 — 400.002+4.0y2 02 — 4.0y 2 a+y2)
L T0-2. iu Y :

2.0—2.0c
K (o, 10,10,y) = 20.0y

—1 01l
2.0ya—1.Oy—l40\/(400.011—400.Oa2+4.0y2a2—4.0y2a+y2)
=20 1L —
92 a—y— 400 a— 400 a24+-4y2a2 —4y2 a+y2
ya—y y y y

20 1 Lo —
Yoy ((a)a (300 12) t92)
20y e
(1 —204)y+\/(( 1—a)a(400—4y2)+y?2)

20 (1 — a)
K a, 5 ) =
) =y V- a0 ) 7 7

_ 1.0—2.00 2 \/(4004011—400.0(12 +4.0y2a2 —4.0y% a+y?)
L (0,10,10,y) = . 155502y" + .1 % *

2.0— 2.0 Y

((1 —2a)y + V(1 —a)a (400 — 4y2) + y2))
L(a,10,10,y) =y

20 (1 — a)
4.3 Intentos soluciéon a = %
L
I — \m \(_1 (C(1— a))']a') <—27aT+ 3 (3 (27@2 (T2 - .15) - ysl(%é))é> - <_27QT_
7 <—27aT +3 (3 (27a2 (T2 —L) - y?’%))l)%

C
b= (=== (1 -aF) 2.+ sz



