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Capítulo 7                                     Teorema espectral


7.4- Teorema Espectral  XE "Espectral:teorema" 
Teorema XE "Teorema espectral"  espectral para matrices simétricas

Continuaremos nuestra presentación dedicándonos al análisis, por medio de ejemplos, de las matrices simétricas con elementos reales, las cuales según lo señala el Teorema espectral para matrices simétricas tienen sólo autovalores y autovectores reales

Una matriz simétrica A goza de las siguientes propiedades


Este estudio de los subespacios E(() para matrices simétricas y por lo tanto de sus autovalores y autovectores, es de singular importancia ya que muchas matrices que se presentan en situaciones reales o son simétricas o en la solución del problema intervienen matrices simétricas como lo describiremos a continuación.


 XE "Moore-Penrose:seudoinversa" 
 XE "Valor singular:descomposición" 
 XE "Mínimos cuadrados:totales" 

 XE "Autovalor:dominante" 
Ilustración XE "Seudoinversa"  del teorema espectral para matrices simétricas XE "Moore Penrose" 
Ilustraremos el teorema espectral en el caso de la matriz simétrica
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Por lo tanto los autovalores son  ( = 3 con multiplicidad 2 y  ( = - 3 con multiplicidad 1.

Se han encontrado “3” autovalores “todos” reales, ( = 3 con multiplicidad 2 y  ( = - 3 con multiplicidad 1, confirmandose el punto 1. del teorema espectral.
7.5.- Diagonalización XE "Diagonalización:de matrices simétricas"  por Transformaciones XE "Diagonalización:por transformaciones ortogonales"  Ortogonales
Diagonalización de matrices simétricas
Una matriz A es diagonalizable, si existe una matriz Q, no singular, tal que

Q-1AQ = D

en donde D es una matriz diagonal.

Y ( es un autovalor de A con autovector v si y sólo si ( es un autovalor de D, ya que si  

Ax = ( x, x ( 0, entonces

D (Q-1 x ) = Q –1AQ(Q-1x) = Q –1Ax = Q –1((x) = ( (Q-1 x ) .

Por lo tanto Q-1 x ( 0, es un autovector de D, con autovalor (.

Note que los autovalores se conservan bajo transformaciones semejantes, no así los autovectores.

Por lo tanto, si una matriz cuadrada es diagonalizable, sus autovalores se encontrarán en la diagonal de D. Es facil probar que los autovalores de una matriz diagonal son precisamente los elementos de la diagonal.

Una pista para hallar Q, cuando A es diagonalizable es notar que

Q-1AQ = D ( AQ = QD

Por lo tanto   A ( Q1  Q2 ... Qn ) = ( d11 Q1  d22 Q2 ...  dnn Qn ), al particionar las matrices en sus columnas.

Por lo tanto



A Q1 = d11 Q1, 
A Q2 = d22 Q2, ... , 
A Q1 = dnn Qn.

Confirmándos que los autovalores de A, son los elementos de la diagonal de D. Pero además que las columnas de Q son precisamente sus autovectores asociados respecto de A.

Por lo tanto, si podemos calcular los autovalores de A y autovectores asociados, habremos:

a) Hallado D, colocando los autovalores de A como los elementos de su diagonal
b) Hallado Q, ya que ella consta de los autovectores de A colocados estrictamente en la columna ( de Q ) que corresponde a su autovalor en D.
Diagonalización de nuestra matriz ejemplo

Basados en los resultados del ejemplo anterior concluimos que la transformación semejante





Q –1


    
   Q      =  

en donde Q es la matriz no singular





Q  =

diagonaliza a la matriz simétrica




A  =

A partir de la diagonalización anterior se concluye que:

(*)
Q-1AQ = D
Por lo tanto, premultiplicando por Q y postmultiplicando por Q-1, a ambos lados de la ecuación anterior

A = QDQ-1

Esta descomposición o factorización, tiene importantes aplicaciones. Si deseamos en este caso calcular potencias altas de An, nos basaremos en el hecho que

An = QDQ-1 QDQ-1…n veces… QDQ-1 = QDnQ-1 = QDnQ-1
A partir de nuestro ejemplo tenemos que
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          Q- 1 , la cual es una operación mucho mas simple.


A tiene n autovalores reales, contando las multiplicidades


Cada subespacio E(() tiene como dimensión la multiplicidad del autovalor  ( como raíz del polinomio característico.


Los espacios E(() son mutuamente ortogonales, es decir, los autovectores de cada espacio E(() son ortogonales a los autovalores de cada uno de los otros subespacios E(().


A es diagonalizable por una transformación ortogonal.








Recordemos que la solución por mínimos cuadrados de Ax = b, donde A es una matriz de dimensión mxn, es una solución de ATAx = b.





La matriz ATA es una matriz simétrica.





Si ATA es regular, entonces 	x = (ATA)-1ATb es la solución por mínimos cuadrados.





Si ATA es singular, es decir no invertible, se define la seudoinversa de A o inversa Moore-Penrose denotada A+, así:





	A+ = Vr D-1Ur, donde





r es el rango de A.



































3. Las columnas de Vr  son los autovectores , de 














D-1 = 











es una matriz diagonal de orden r. Los ( i,  1 ( i ( r, son las raíces cuadradas de los autovalores positivos de ATA (que son los mismos que los autovalores de  A AT. Los autovalores de A AT y de ATA con siempre números no negativos).                                                          








 ATA asociados a los  ( i2,  1 ( i ( r.


 


   Vr es de dimensión mxr





4. Las columnas de Ur, matriz de dimensión rxn, son los r autovectores  de A AT asociados a los  ( i2,  1 ( i (r .





Una solución por mínimos cuadrados (la de longitud mínima) se halla por la fórmula	x = A+b
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La descomposición en valor singular con amplias aplicaciones en compresión de imágenes y otros campos utiliza autovalores y autovectores de ATA  (ATA y AAT son matrices simétricas independientemente de la dimensión de A).





Autovalores de matrices del tipo ATA se utilizan también en soluciones por mínimos cuadrados totales





Los autovalores de matrices del tipo ATA o AAT, los cuales son siempre no negativos, los llamados autovalor dominante (máximo autovalor diferente de 0) y autovalor subdominante (autovalor diferente de 0, de valor mínimo) se utilizan en diferentes aplicaciones.
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Operaciones elementales





F1 – ( 2 - ( ) F3 


F2 – 2 F3





0      6 - 2(    - (2 +  4( -  3


0       3 - (        - 6 + 2(    
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1	-2	 2 - (





Utilizando el 1 y su cofactor





   6 - 2(       - (2 +  4( -  3
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1	      - 2





Extrayendo 3 - ( como


factor común en las filas 1ra. y 2da.
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310       0       0


0         310     0


0         0      (- 3)10





Esta descomposición en el caso de las matrices simétricas, se denomina descomposición espectral








