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Capítulo 7                                     Polinomio característico


7.2.- Polinomio  XE "Polinomio característico" Característico
AUTOVALORES Y AUTOVECTORES

Un vector  x ( 0 es un autovector XE "Autovector" , de una matriz cuadrada A nxn, denominado también eigenvector XE "Eigenvector" , vector XE "Vector propio"  propio, o vector  XE "Vector característico" característico, si existe un valor  ( ( C , ( campo de los números complejos ), tal que:

(2.1)    




A x = ( x

A tal número ( se le denomina un autovalor XE "Autovalor" , eigenvalue XE "Eigenvalue" , valor propio XE "Valor propio"  o valor característico XE "Valor característico" , asociado al autovector x.

Pese a que estamos estudiando matrices con elementos reales, es posible, como veremos mas adelante, que los autovalores de estas sean números complejos.

A los autovectores  x  se les exige la condición  x ( 0. Condición fundamental, que tendrá sus implicaciones.

El conjunto de los autovalores de una matriz A se conoce como el espectro XE "Espectro:de una matriz"  de A.
CALCULO DE AUTOVALORES Y AUTOVECTORES

De (2.1), concluimos que si   x ( 0, es un autovector y  ( su correspondiente autovalor, entonces el sistema homogéneo
(2.2)




( A - ( I ) x = 0,

donde  I  es la matriz idéntica, tiene al menos esa solución no trivial  (el autovector x ( 0).

Esta situación se da si y sólo si, la matriz

A - ( I

es singular, lo cual es equivalente a que

(2.3)



        ( A - ( I ( = 0.

La ecuación (2.3) se denomina la  XE "Ecuación característica" ecuación característica de A y al determinante  ( A - ( I ( , el polinomio característico XE "Polinomio característico"  de A. Todo autovalor de A es  una raiz o cero de su polinomio característico.

 En el caso de la matriz 

(2.4)



A = 

asociada a la forma cuadrática, que se estudió en el capítulo 6, el polinomio característico es:


(2.5)
( A - ( I ( = 


=  ( ( + 2 ) ( ( - 1 ) – 4 =  (2 + ( - 6

Para calcular (2.5), hemos multiplicado por (-1), simultáneamente a  1 - (  y a  - 2 - (, truco no importante  que emplearemos continuamente para agilizar nuestros cálculos por medio de un bien conocidi producto notable.

Algunos autores definen el polinomio característico como   (( I - A(, definición que a la larga es equivalente ya que en tal caso


(( I - A(  = 


=


= ( ( - 1 ) ( ( + 2 ) – 2 = (2 + ( - 6

Sin embargo, por razones también poco importantes, hemos optado por la expresión  ( A - ( I (  para el polinomio característico.

Las raíces del polinomio característico o ceros de la ecuación característica 
(2.6)                                                                (2 + ( - 6 = 0

son precisamente los autovalores   ( 1 = 2  y   ( 2 = - 3, calculados por diagonalización de la matriz A, en el capítulo 6.
La relación entre el problema de diagonalización de matrices y el cálculo de los valores y vectores propios, expuesta en el capítulo 6 , la explicaremos de nuevo para el caso de matrices cuadradas de orden n.

En general, el problema de la diagonalización se expresa como, hallar una matriz B, regular, no necesariamente ortogonal, tal que:

(2.7)



B –1 A B = D,

En donde D es una matriz diagonal ( con ceros fuera de la diagonal principal ).

En tal caso se dice que A ha sido diagonalizada por una transformación semejante.

La importancia de la diagonalización de matrices por medio de transformaciones semejantes, para la solución del problema del valor propio ( calculo del autovalor ), radica en la siguiente proposición.

(2.8) Proposición:

Si las matrices  A  y C, son  XE "Matrices:semejantes" semejantes, es decir, están relacionadas por una transformación semejante.

(2.9)


B –1 A B = C, 

Entonces 

El espectro de A o conjunto de sus autovalores es precisamente el espectro de C, o sea que ambas matrices tienen los mismos autovalores.

Ello se debe a que si ( es un autovalor de la matriz A, tendremos que:




A x = ( x, para algún vector  x ( 0.

Por lo tanto, de 2.9 

C (B -1 x) =  (C B –1 ) x = (B –1 A) x = B –1 (Ax) = B –1 (( x) = ( B –1 ( x ), 


de donde se concluye que  (  es un autovalor de C con autovector  B –1 ( x ).

Vemos así, que las transformaciones semejantes conservan los autovalores, mas no los autovectores. Si  ( es un autovalor de A con autovector x, entonces ( es también un autovalor de 
B –1 A B = C, con autovector B –1 x ( asumimos por supuesto que A ( C.

Por supuesto, que con un razonamiento similar, aplicado ahora a  A = B C B –1, concluimos que todo autovalor de C es un autovalor de A.

Es decir, como se propuso, A y C tienen los mismos autovalores.

Se puede probar que los autovalores de una matriz diagonal D, son precisamente los elementos de la diagonal principal. Por lo tanto, si las matrices cumplen la relación 2.7

B –1 A B = D, 

En donde D es una matriz diagonal, los autovalores de la matriz A, son precisamente los elementos de la diagonal de la matriz D.

En el capítulo 6, la matriz



      A =

fue diagonalizada como





D =

De donde se concluye que sus autovalores son (1 = 2 y  (2 = -3.

De paso, en el mismo capítulo, los autovectores calculados fueron




   v1 =


y 
v2 = 

CALCULO DE AUTOVALORES Y AUTOVECTORES UTILIZANDO EL POLINOMIO CARACTERÍSTICO
Estudiaremos ahora los autovalores y autovectores de la matriz A anterior, utilizando el polinomio característico.







Sea
    A =


A partir de la ecuación característica (A - (I( = 0, o sea de 







 

 = 0

llegamos a :


( 2 + ( - 6 = 0

cuyas raices son:   (1 = 2 y  (2 = -3, los cuales son como ya se dijo, los autovalores de A, calculados en el capítulo 6, por el método de diagonalización que allí se presentó.

Aun cuando parece mas sencillo, hallar los autovalores utilizando la ecuación característica, la facilidad es tan sólo aparente, ya que el polinomio característico de una matriz de orden superior, digamos n=6, es un polinomio de grado 6, cuyas raices  no se pueden calcular por fórmulas que involucren radicales. 

Por extraño que parezca, los métodos numéricos para el cálculo de autovalores, proceden primero, de ser posible a diagonalizar a la matriz, extrayendo luego los autovalores de la matriz diagonalizada. 

R( =

En el capítulo 6, la transformación semejante que diagonalizó a A fué

Se verificó además que las columnas de R( eran precisamente autovectores de A , correspondientes en su orden a los autovalores  (1 = 2 y  (2 = -3, que aparecieron en la matriz al diagonalizarla.

Estos autovalores los podemos calcular ahora, a partir del hecho de que


SI v =            es un autovector correspondiente al autovalor 2, entonces 





A v = 2 v

Ya que 





A =

Esto nos lleva al sistema de ecuaciones





   v1 + 2 v2 =  2v1





2 v1  - 2 v2 =  2v2

o sea a:





  - v1  +  2 v2  =  0





 2 v1  –  4  v2 =  0

La segunda ecuación, es el doble de la primera, de donde el sistema queda reducido a:la condición:





v1  =  2 v2
lo cual corrobora que cada autovalor tiene infinitos autovectores asociados, todos en una misma dirección ( no necesariamente en el mismo sentido), ya que estamos en R2.  Escogiendo  

v2 =  (5 / 5, obtenemos  v1 = 2(5 / 5,

encontrando de esta forma un primer autovector, asociado al autovalor ( = 2

De una manera similar, podemos calcular un autovector ( o una familia de autovectores) correspondiente al autovalor  ( = - 3.

Ejercicios

1. Para las siguientes matrices, halle el polinomio característico, los autovalores y los     autovectores asociados
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2. Para las siguientes matrices, halle el polinomio característico, los autovalores y los autovectores asociados

(a)  
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