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Capítulo 6                                     Regresion Lineal


ALGEBRA LINEAL EN CONTEXTO

JOSE ARTURO BARRETO,M.A. 

CAPITULO 10. 

AUTOVALORES XE "Autovalor"  Y AUTOVECTORES

 XE "Autovector" 
OBJETIVOS

Al terminar el capítulo el estudiante deberá estar en capacidad de:

1. Calcular el polinomio característico de una matriz y hallar sus autovalores y autovectores.

2. Calcular los subespacio E(() de una matriz.

3.  Diagonalizar matrices simétricas por matrices ortogonales.

4.  Calcular autovalores de matrices simétricas utilizando matrices de rotación.

5. Descomponer una matriz en su forma QR.

6. Diagonalizar matrices simétricas y no simétricas utilizando transformaciones semejantes.

7. Calcular autovalores por diagonalización.

8. Diagonalizar matrices, de orden menor, por bloques utilizando la forma de Jordán.

7.1.- Transformaciones XE "Transformaciones semejantes"  Semejantes
Matrices de rotación


Si tenemos un lugar geométrico en un eje de coordenadas y queremos saber su ecuación en otro eje de coordenadas que está rotado respecto al primero, aparecen las matrices de rotación, las cuales han jugado un papel muy importante en la matemática numérica.

Sea V = ((3,1) un vector cuyas coordenadas corresponden a un eje de coordenadas X’ – Y’, el cual está rotado un ángulo ( respecto al eje X – Y, como lo indica la figura.
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Calculemos las coordenadas V(x,y) respecto al eje X – Y.

Es claro que:

(1)
x = x1 cos ( - y1 sen ( = 3 cos ( - sen (    ,





y = x1 sen ( + y1 cos ( = 3 sen ( + cos (
Las ecuaciones (1) son equivalentes matricialmente a:


x 
cos (  
- sen (      x1


         =


y
sen (  
  cos  (      y1

donde las components (x,y) y (x1 , y1), en los diferentes ejes, se han expresado como los vectores columna   o matrices 2x1. 
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La matriz 

cos (  
- sen (        es una matriz XE "Matriz:de rotación"  de rotación. Luego si   ( = 30°      




sen (  
  cos  (      
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cos 30°
  - sen 30°       (3
  (3/2
-1/2
   (3
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         =



       =



  = 


y
sen 30°    cos  30°        1
   1/2
(3/2
     1

(3

Por lo tanto la expresión del vector
(3      de X’-Y’ con respecto a X-Y es     1

1 (3

Las matrices de rotación definidas por






cos (  
- sen (              




R(  =

sen (  
  cos  (      

Tienen entre otras propiedades la siguiente



  cos (     - sen (       cos (     sen (
  cos 2 ( + sen 2 (     
   cos ( sen ( - sen ( cos ( 

R( R(T =



         =





  sen (      cos (       - sen (   cos (          cos ( sen ( - sen ( cos (           sen 2 (  +   cos 2 (

1 0

=

=  I
Luego  R( R(T = I, por lo tanto son invertibles y además  R(-1 = R(T
0 1

Las matrices con la propiedad de que su matriz inversa es precisamente la transpuesta, como se señala en las expresiones en negrilla, se denominan matrices XE "Matrices ortogonales"  ortogonales.

cos (    

-sen ( 
Además, los vectores columna  R((1) =  

R((2) =  
 

             sen ( 

cos (   

o escritos en forma convencional  como 

R((1) =  (cos ( ,  sen ()    
 y  
R((2) =  (- sen (      cos ( ),   tienen la propiedad 


< R((1) , R((2) >    =     cos  ( (- sen ( ) + sen ( (cos ( ) = 0, por lo tanto son ortogonales o perpendiculares entre sí.      Además     
( R((1) ( = (R((2) ( = (( sen 2 (  +   cos 2 () =  1
Por lo tanto además de ser ortogonales entre sí, son  XE "Vectores:unitarios" unitarios o de norma igual a 1.

Se dicen por lo tanto  XE "Vectores:ortonormales" ortonormales.

Por lo tanto las matrices de rotación son matrices ortogonales, formadas por columnas ortonormales.
Las matrices ortogonales de cualquier dimensión, han jugado un rol muy importante en el desarrollo del álgebra matricial numérica donde a partir de los trabajos pioneros de Wilkinson , Householder y otros se han desarrollado algoritmos estables para realizar cálculos numéricos. Existen diversas fuentes en donde podrá consultar la importancia de las transformaciones   XE "Transformaciones:ortogonales" ortogonales en la creación de algoritmos estables. Además las encontraremos cuando estudiemos la descomposición QR  y en la solución de problemas por mínimos cuadrados. Mayor información podrá conseguirse en el futuro en la página Web: www.geocities.com/laboticaxx1


Formas cuadráticas XE "Formas cuadráticas"  y  XE "Diagonalización:de matrices" diagonalización


Utilizando la notación de los vectores (x,y), en la forma   x      como vectores columna, estudiaremos las expresiones de la forma:



y

XTAx , en donde A es una matriz simétrica.




           1     2

Veamos un ejemplo: Si   A =   

, la forma cuadrática sería

           2     -2




                1     2         x

   x + 2y

 xTAx =      x   y 

 
=  x   y 

   = (x2 + 2xy + 2xy  -2y2 ) = x2 + 4xy - 2y2   



    2    -2        y

  2x – 2y

en donde se aplica la constumbre de no distinguir las matrices de orden 1, de los escalares cuando ello no se presta a confusión como en este caso. La forma cuadrática termina siendo una forma algebraica en x e y.












      x

Nótese que nos hemos tomado la libertad de hablar de la componente x del vector x =   y

Cuando hablamos de la forma cuadrática xTAx, nos referimos al vector x con dos componentes, una de las cuales lleva desafortunadamente el mismo nombre.

Como  xTAx es una matriz de orden 1, concluimos que 

(xTAx)T = xTAx. Además (xTAx) T = xT AT (xT)T=  xT AT x . 

Por lo tanto, si  
B = (1/2)(A+  AT ) , entonces B es una matriz simétrica y además




xT A x = xT B x 

o sea que la matriz B, simétrica, produce la misma forma cuadrática.

Por ello no se pierde generalidad cuando se estudian las formas cuadráticas de matrices simétricas.

Igualando a 1 la forma cuadrática obtenida en el ejemplo, arribamos a la expresión:




x2 + 4xy - 2y2 = 1

La expresión anterior es la ecuación de una cónica ( elipses, hipérbolas, par de rectas paralelas u otros casos degenerados). Como veremos, el término en xy aparece en la ecuación anterior porque la cónica está rotada, respecto al eje de coordenadas XY, como se ilustra en el gráfico siguiente, tomando como ejemplo una elipse.
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Queremos determinar la rotación ( de tal manera que la ecuación de la cónica en su nuevo eje X’-Y’ carezca de término en x’y’, o sea que tenga la forma:




a’ x’2 + b’ y’2 = 1.

De la introducción a las matrices de rotación recordemos que la relación entre (x , y)  y  (x’ , y’ ) está dada por  



x    =  R(     x’



y                y’

Donde R( es la matriz ortogonal XE "Matriz:de rotación"  de rotación.

La forma cuadrática    xT A x se transformaría en este caso en

(1) (R( x’) T A R( x’ = (x’)T R( T A R( x’ = (x’)T  D x’ , 

Llamando D a la nueva matriz   D = R( T A R(. 

D es todavía simétrica: basta probar    D T = (R( T A R( ) T =   R( T AT ( R( T)T = R( T A R( = D,

Ya que A es una matriz simétrica, es decir    A T = A.

Además, la única manera de que aparezcan en la nueva forma cuadrática solo los términos en 

x’2   e  y’2   y nó terminos en  x’ y’   es que la matriz sea diagonal, es decir con ceros fuera de la diagonal principal. (probar esto es un buen ejercicio). 

Nuestro trabajo, para hallar ( consiste, en el caso del ejemplo en:

a ) Calcular  R( T A R(.

b) Determinar ( tal que la matriz anterior sea diagonal

c) Dar la nueva ecuación del lugar geométrico, en su nuevo eje canónico(sin término en      x’y’).

R( T A R( =         cos (     sen (          1     2        cos (        - sen (    

                           sen (     cos (           2   -2        sen (          cos (

  cos (+ 2 sen (    2 cos (  -2 sen (
  cos (     - sen (   =

-sen  ( + 2cos (   -2 sen ( -2  cos (
  sen (       cos (    


 cos 2 ( + 2 sen ( cos  ( + 2 cos ( sen ( - 2 sen 2 (    - sen ( cos  ( - 2 sen 2 ( + 2 cos 2 ( - 2 sen ( cos  ( 

- sen ( cos  ( - 2 sen 2 ( + 2 cos 2 ( - 2 sen ( cos  (     sen 2 ( - 2 sen ( cos  ( - 2 cos 2 ( - 2 sen ( cos   (

      cos 2 ( + 4 sen ( cos  ( - 2 sen 2 (

   2 cos 2 (  - 2 sen 2 (  - 3 sen ( cos  (
  2 cos 2 (  - 2 sen 2 (  - 3 sen ( cos  ( 

    sen 2 ( - 4 sen ( cos  ( - 2 cos 2 ( 

Para que la matriz sea diagonal debemos tener que

2 cos 2 (  - 2 sen 2 (  - 3 sen ( cos  ( = 0

Es claro que ( ( 90°, por lo tanto  cos  ( ( 0. Podemos por lo tanto dividir la ecuación anterior por  cos 2 (  , resultando:

· 2 tan 2 (  - 3 tan ( + 2 = 0.

Sustituyendo u = tan (, debemos resolver 

· 2 u 2 – 3u +2 = 0

De donde salen las soluciones





u1 = ½

u2 = -2

o sea



  tan ( =  ½    o tan ( =  -2

Tomaremos     tan ( =  ½ . Luego  ( = tan -1 ( ½ ) = arctan (½)

Por lo tanto        ( ( 0, 4636 radianes.

En este nuevo eje X’Y’ que está rotado aproximadamente 0, 4636 radianes ( 26 ½°, la forma cuadrática se expresa de acuerdo al argumento que sigue, recordando que la nueva matriz es diagonal y que basta calcular las entradas en las posiciones 1,1 y 2,2 de la matriz anterior.

Como 
tan ( = ½
. Podemos calcular sen ( y cos ( a partir de la siguiente figura
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(      1






2

Luego     
sen ( =  (5 / 5


cos ( =  2(5 / 5

De ahí concluimos que 


      4/5 + 8/5 –2/5
     0


R( T A R(   =  
0 1/5 – 8/5 – 8/5


      =
           2       0
    =  D

0 -3

y además que





cos (  
- sen (                  2(5 / 5    -(5 / 5




R(  =


        =

sen (  
  cos  ( 
                  (5 / 5     2(5 / 5

La forma cuadrática original  

           



                1     2        x

   x + 2y

 xTAx =      x   y 

 
=  x   y 

   = (x2 + 2xy + 2xy  -2y2 ) = x2 + 4xy - 2y2 ,  


                 2    -2       y

  2x – 2y

se transforma en

           



      2     0         x’
             2x’

x’TAx’ =      x’   y’  

     =   x’   y’ 
          = ( 2x’ 2 – 3y’ 2 )    =  2x’ 2 – 3y’ 2 


      0    -3         y’
            - 3y’

La expresión del lugar geométrico en X-Y


(*)
xTAx = 1 o su expresión equivalente  x2 + 4xy - 2y2 = 1, se ha transformado en

 

x’TAx’ = 1      “       “           “
          2x’ 2 – 3y’ 2  = 1 en el eje rotado un ángulo (
La matriz
           1     2



                  2    0

 
(**)
 A =   

se ha diagonaliza XE "Diagonalizar:una matriz" do como  D = 


            
          2     -2



                  0    -3

Por medio de la transformación ortogonal semejante           


(**)


R( T A R(   =  D

Este ejemplo, pese a que seguirlo haya requerido un gran esfuerzo por su apelación a la trigonometría, cargado de sentido geométrico, nos acerca a la sorprendente belleza de la naturaleza que el hombre ha tratado de interpretar y modelar a través del desarrollo de las ciencias durante siglos. 

La historia de las matemáticas,  parte de la fascinante historia del hombre, que solamente puede ser apreciada por quienes tengan una formación al menos básica en aritmética, álgebra, geometría, trigonometría, cálculo y otras disciplinas, es sorprendente! . 

*********************

La geometría cuya sistematización se le atribuye a Euclides (300 años antes de Cristo) ha estado ligada al desarrollo de la humanidad durante siglos. El álgebra por medio de los estudios de Fermat (siglo XVII) y otros, transformó sus resultados en ecuaciones que pronto se despojaron de su sentido geométrico. Entre el siglo XVII y el XVIII, el cálculo diferencial e integral y los desarrollos en variable compleja con los trabajos de Newton(1642-1727), Leibnitz (1646-1716 ), Hilbert (1862-1943) y otros, marcan la ruta y sientan las bases de los éxitos en los años consecuentes. La aparición y popularización de las computadoras en la segunda parte del siglo XX, han catapultado las posibilidades de la matemática y contribuido al desarrollo de nuevas disciplinas. Es por ello que es necesario hablar ahora de “las matemáticas” y no de la “matemática”, puesto que ahora mas que nunca se expanden su universo y posibilidades.

Estudios como el de los lugares geométricos y la simplificación de sus ecuaciones, que nacieron del campo de la geometría para ser trasladados al álgebra como se ha visto en el ejemplo, han aportado 

sus resultados a nuevos campos, entre ellos el análisis numérico del álgebra matricial que recibe gran impulso por los desarrollos del inglés Wilkinson en la época de los 50.

El proyecto “Álgebra Lineal para todos”, que arranca con este “libro” en la Web, pretende crear un reservorio de información sobre temas en matemáticas y otras ciencias, mas fundamentalmente, por el momento, pondrá especial atención a todos los desarrollos modernos en el análisis numérico del denominado por Wilkinson “problema de la teoría de autovalores”.

Por ello es necesario resaltar algunas conclusiones, relacionadas con este “problema”, que pueden derivarse de este ejemplo con matrices de orden 2, que tendrá su significado cuando estudiemos los problemas de las matrices de gran dimensión, las matrices esparcidas, etc.

Es tal la importancia de las aplicaciones del álgebra matricial para los computadores modernos, que hemos tratado en lo posible de orientar este texto hacia el álgebra matricial mas que convertirlo en un curso clásico de transformaciones lineales. La mirada al álgebra desde este importante punto de vista se pospondrá para otros capítulos dedicados a cursos avanzados, no por que el tema no lo amerite sino porque el enfoque numérico nos brinda oportunidades sin entrar en un universo de abstracción que reduciría la comprensión de los temas. Por supuesto habrá quienes disentirán pero “por ahora” esa es nuestra posición.

**************************

Volvamos a nuestro ejemplo.

Las matrices de rotación definidas por






cos (  
- sen (              




R(  =

sen (  
  cos  (      

Tienen entre otras propiedades la siguiente


cos (     - sen (        cos (     sen (
      cos 2 ( + sen 2 (  
    cos ( sen ( -   sen ( cos ( 
R( R(T =



                         =





  sen (      cos (          - sen (  cos (                   cos ( sen ( - sen ( cos (      sen 2 (  +   cos 2 ( 



1     0

=

=  I
(i) Luego  R( R(T = I, por lo tanto son invertibles y además  R(-1 = R(T
0     1

Las matrices con la propiedad de que su matriz inversa es precisamente la transpuesta, como se señala en las expresiones en negrilla, se denominan matrices XE "Matriz:ortogonal"  ortogonales.

cos (    

-sen ( 
Además, los vectores columna  R((1) =  
   
R((2) =  

 o escritos en forma convencional





             sen (      
 cos (  

como R((1) =  (cos ( ,  sen () .  y  R((2) =  (- sen (      cos ( ), tienen la propiedad 

(ii) < R((1) , R((2) >    =     cos  ( (- sen ( ) + sen ( (cos ( ) = 0, por lo tanto son ortogonales o      perpendiculares entre sí.

Además    (iii) 
( R((1) ( = (R((2) ( = (( sen 2 (  +   cos 2 () =  1

Por lo tanto además de ser ortogonales entre sí, son unitarios o de norma igual a 1.

Se dicen por lo tanto ortonormales.

Por lo tanto nuestras matrices de rotación son matrices ortogonales, formadas por columnas ortonormales.

Para nuestra adecuada escogencia de (, tenemos que: R( T A R(   =  D,  D es una matriz diagonal.

Como se dijo, R( es una matriz ortogonal que diagonaliza a la matriz simétrica A, por medio de una transformación semejante XE "Transformación:semejante" . 

(Una transformación semejante de A es una expresión de la forma BAB-1 o del tipo B-1BA, en donde B es por supuesto una matriz invertible, no singular)

La transformación
R( T A R(   es una transformación semejante ya que R( T = R( -1 por ser R una matriz ortogonal.

Las transformaciones semejantes conservan los autovalores, término que se aclarará mas adelante, pero al cual nos acercaremos revisando el ejemplo, así,

Transformando  R( T A R(   =  D    en      R(R( T A R(   =  R( D. 






Concluimos que



A R(   =  R( D ,     
Particionando a A y R(   y  D, en sus columnas A1   y   A2   , R((1) , R((2)  y    D(1)  y   D(2) , tenemos que:


  A   R((1)      R((2)       =  R(       D(1)      D2(2)          


  A R((1)      AR((2)       =     R( D(1)     R( D2(2)          ,  

Luego

(***)
(a) A R((1)   =  R( D(1)    ,
       (b)
AR((2)  =  R( D(2)

Examinando las igualdades anteriores en nuestro caso particular

(***a)
    




 

         1     2
2(5 / 5       2(5 / 5  -(5 / 5      2  
  1    2       2(5 / 5       4(5 / 5 
      2(5 / 5                  

        


=


  ,luego,


    =  
           = 2

         2    -2
 (5 / 5         (5 / 5  2(5 / 5      0

   2  -2        (5 / 5        2(5 / 5           (5 / 5     

Por lo tanto   A R((1) = 2 R((1)       

(***b)

  1     2
     -(5 / 5          2(5 / 5  -(5 / 5        0 
   
1    2         -(5 / 5          3(5 / 5 
        -(5 / 5

           =


                        , luego,


     =  
            = -3

  2    -2
      2(5 / 5           (5 / 5  2(5 / 5      -3
   
2  -2          2(5 / 5        -6(5 / 5          2(5 / 5

Por lo tanto   A R((2) = -3 R((2)
Las expresiones
A R((1) = 2 R((1)              y                 A R((2) = -3 R((2)
Constituyen nuestro primer encuentro con un conjunto de vectores relacionados con A los autovectores y un conjunto de valores asociados con ellos, los autovalores a los cuales dedicaremos capítulos básicos y varios apéndices, dada su importancia para las matemáticas y las ciencias.

Dada una matriz A, un autovector de A es un vector v ( 0, tal que  Av = (v, para algún número (.

El número ( correspondiente se denomina un autovalor.

En consecuencia, las columnas de nuestra matriz de rotación R(   son autovectores de A y los elementos de la diagonal de A, sus correspondientes autovalores.

Nuestro método de solución, del problema geométrico de las cónicas rotadas respecto a un eje, que pretende hallar su fórmula algebraica respecto a su eje canónico, donde no está rotada (ni transladada que es un problema menor) eliminando el factor   xy  y dejando sólo los términos de 2do. grado, nos llevó a estudiar las matrices ortogonales de rotación. Encontramos que para nuestra matriz A, hallamos una matriz ortogonal de rotación R( formada por autovectores de A y de la matriz D, diagonal, que simplifica la forma cuadrática esta formada por sus correspondientes autovalores.

En capítulo posterior resolveremos el problema calculando directamente los autovalores y los autovectores, lo cual será más facil siempre y cuando utilicemos un paquete como Matlab, Maple o matemática cuando los vectores sean de dimensión 3 o mayor.

Para la matriz

            1     2


           2(5 / 5      -(5 / 5

  A =   

los autovalores son
            ,
       los correspondientes autovalores


           2     -2


            (5 / 5       2(5 / 5
       (1 = 2, 
(2 = -3

Si dibujamos estos autovalores en X-Y, obtenemos



2(5 / 5
R((2)















        (5 / 5









            
         (2         R((1)         











       
       (1



-(5 / 5


2(5 / 5   

Si examinamos los ángulos (1  y  (2   que forman los autovalores R((1)  , y R((2)  con el eje X, hallamos que 

tg (1 =((5 / 5) / 2(5 / 5   =  1/2
y
 tg (2 = (2(5 / 5) /- ((5 / 5) = -2     

Estos fueron exactamente los valores que definieron la rotación ( en la ecuación de segundo grado que resolvimos para diagonalizar la matriz. En consecuencia, los autovalores están precisamente en la dirección de los ejes de rotación. La forma cuadrática original fue reducida a:


2x’ 2 – 3y’ 2 
y la ecuación de la cónica a 2x’ 2 – 3y’ 2
=  1.

Los números 2 y –3, que aparecieron en la matriz diagonalizada, son además los autovalores y son los que determinan los coeficientes de los factores cuadráticos en la última ecuación.

Por los valores y signos de los autovalores, concluimos que la cónica es una hipérbola. Si los autovalores fuesen ambos positivos sería una elipse y si son iguales y positivos, una circunferencia.

Posteriormente como lo comentamos antes, a partir del cálculo de los autovalores y los autovectores, sacaremos las consecuencias geométricas o de otro tipo, según la aplicación.

Si en lugar de la matriz simétrica A del problema propuesto y recientemente resuelto, tuviéramos la matriz simétrica





   a        c


    




A  =
   

   c
b

entonces, la matriz a diagonalizar estaría dada por

(****)

      cos (     sen (  
a    c 
 cos (        - sen (    

    
    - sen (     cos (   
c    b  
 sen (          cos (
En este producto de matrices, el cual es de orden 2, las expresiones en los términos fuera de la diagonal,  deben ser iguales ya que la nueva matriz es aún simétrica, puesto que la transformación semejante es ortogonal. Deben ser igualados a cero para que queden sólo los factores de segundo grado en la forma cuadrática, por lo tanto :



( b - a) sen ( cos  ( +   c cos 2 (  -  c sen 2 (  = 0

Dividiendo por cos 2 (  , obtenemos:



-c tan 2 ( + (b – a) tan  ( + c = 0

Multiplicando ambos lados de la ecuación por –1 y sustituyendo

u = tan  (, 

Debemos resolver:


(1)
c u 2  + (a  -  b) u   - c = 0

Si la ecuación de la cónica estuviese dada por






x T A x = 1        



 
8    6




donde 
A =


o sea, si la ecuación fuese   8  x2  + 12 xy + 3 y2  = 1      

6 3

la ecuación a resolver para hallar ( sería, veáse (1) arriba,

  


(1)
6 u 2  + 5  u   -  6  =  0

De donde 

u1 = 2/3
,  u2 = -3/2. Por lo tanto: tan ( 1 = 2/3  y  tan ( 2 = -3/2

Luego   ( ( 0,5880 radianes ( 33° 41’. Además, tomando 
tan ( = 2/3

Y si calculamos, los términos de la matriz diagonal obtenida a partir de (****), 

a cos2 ( + 2 c sen ( cos ( + b sen 2 ( , 

es el término en 1ra. fila, 1ra. columna, obteniendo


8 (9/13) + 2 (6) (2/(13)(3/(13) + 3 (4/13) = 12

Aquí hemos sustitído a = 8 , b = 3, c = 6 y los valores de  sen  (  y  cos  (, han sido calculados a partir de que  tan ( = 2/3 con ayuda del siguiente triángulo






 (13
     2





     (






       3

Del mismo modo:

 a sen2 ( - 2 c sen ( cos ( + b cos 2 ( , 

es el término en 2da. fila, 2da. columna, obteniendo

 
8 (4/13) + 2 (6) (2/(13)(3/(13) + 3 (9/13) = - 1


Como R((1) =   cos (      y      y   R((2) = - sen ( ,      vectores columna de la matriz de rotación son los 

           sen (
                          cos (         autovectores, concluimos que estos son:

(3/(13) 

 - (2/(13)

            (2/(13)

   (3/(13)

Estos autovectores son de norma o oongitud 1, como puede comprobarse

Los autovalores correspondientes son  12  y –1, tomados de la matriz diagonal







  12     0

0 -1

La ecuación de la cónica en el nuevo eje X’-Y’, sería:





12x’ 2 – y’ 2 = 1

con cortes con el eje X’, cuando   y’ = 0, o sea  en  x’ =    (+/-) (3 / 6

La cónica sería de nuevo una hipérbola, no rotada sobre los ejes X’-Y’, en la dirección de los autovectores.

Además.  Si v es un autovector de A, con autovalor (, entonces kv es también un autovector, con el mismo autovalor, veamos:





A(kv) = k Av = k(v = ((kv)

Por lo tanto podemos escoger como autovectores a



3
y
 -2



2

  3

El gráfico podría parecerse a:


       Y’


         X’








Ejercicios

1.   Determine la ecuación cartesiana, en su eje canónico (es decir, eliminando el término mixto en xy), y elabore bosquejos de los gráficos, acompañados de algunos comentarios, de los lugares geométricos descritos por:

    a)   x2 + y2 –2xy = 1
b) x2 + y2 +2xy = 1 
c) x2 + y2 +4xy = 1
d) -x2 + y2 +4xy = 1


Ayuda: Si tiene dificultades, revise el ejercicio # 4.

2.  Dadas las siguientes matrices simétricas:


   a)  A  =

b)   A = 


c) A =


d) A=


i)   Diagonalice, en cada caso, a las matrices por medio de una transformación ortogonal semejante, utilizando una matriz de rotación como en el ejemplo presentado en la sección anterior..

i) Calcule los autovalores y dé al menos un autovector asociado con cada autovalor.

iii)   Produzca, en cada caso, las fórmas cuadráticas  XT A X = 1, en donde  XT = ( x   y). Utilizando las diagonalizaciones encontradas en 2), expreselas como formas cuadráticas en  x ’, y ‘, sin término en x ‘ y ‘. Localice, estudiando las columnas  de la matriz de rotación, los ejes principales. Dibuje e identifique el lugar geométrico.

3.  La forma cuadrática 2 x 2 + (3 x y + y 2 = 4 fue diagonalizada por un estudiante como 

5 x ’2 + y’ 2 = 8. Si esto es correcto, los números ( 1 = 5 y  ( 2 = 1, son autovectores de la matriz simétrica A, correspondiente a la forma cuadrática xTAx. 

i)   Halle la matriz simétrica A.



ii) A partir de i) y con la ecuación que debe satisfacer el autovector con autovalor  ( = 5, Ax = 5x,   calcule el primer autovector v1. Haga lo mismo con el otro autovalor, calculando otro autovector v2.

iii) Normalice los autovectores v1 y v2 dividiendolos por su norma, es decir, sustituyéndolos por



v1 / (v1 (  y  v2 / (v2 (.


 
Con los nuevos autovectores normalizados forme la matriz  Rθ  de columnas normalizadas (v1,v2). Verifique la transformación semejante  RθTA Rθ = D, diagonalizando a A. Los autovalores 5 y 1 deben aparecer en la diagonal.

4.  Demuestre que la forma cuadrática     a x 2 + b x y +  c y 2, se puede expresar como xTAx en donde: 



x T = ( x, y)  y  A =

     es una matriz simétrica.




5.   En este capítulo, a título de ejemplo, diagonalizamos a la matriz simétrica  A =
      a la forma 



    por medio de la transformación ortogonal semejante  R (  =





de tal modo que

R (T A R ( = D , con  D = 
Como  R (T = R (-1,  tenemos que     R (-1 A R ( = D

O lo que es equivalente:





 
Cuando una matriz A se ha diagonalizado por una transformación semejante, como en el renglón anterior (Recuerde que la matriz utilizada para diagonalizar, es regular, mas no necesariamente ortogonal, se pueden extender una gran variedad de funciones a funciones de matrices, definiendo, por ejemplo, una función  xn tal como 


Teniendo en cuenta que A2 = ( R ( D R (-1) . (R ( D R (-1 ) = R ( D (R (-1 R () D R (-1 = R ( D DR (-1.
Por lo tanto



      



 



Y,  por supuesto





etc.


Además



D 3  = 
Simplificando los cálculos. Esto es de gran utilidad cuando se quieren calcular potencias superiores de matrices. Pero aún más, nos permite generalizar muchas funciones XE "Funciones:de matrices" , incluyendo trascendentes a la aritmética de matrices así.


Sea  f(x) = x e. Definamos   f(A) = A e =  R ( f (D)  R (-1 = R (  D e  R (-1 = R (                      R (-1

Y cos (A) = R (  cos (D)   R (-1 = R (                                R (-1
Para la matriz A de este ejemplo, y con ayuda de una calculadora, calcule:

   a) A 500   b) A –1  c) sen A
d) cos A   e) ln A   f) A2 + A3   g) A 10  h)  A e : e es la base de los logaritmos neperianos

6. La ecuación 
2x2 + 4xy + 5y2 + 4x + 13y – ¼ = 0, puede expresarse como  xTAx + bTx –1/4 = 0

    en donde 
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[image: image1.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

5

2

2

2

   

b = 
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a) Halle una matriz de rotación  R ( = 
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, donde  u = tan 
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, satisface la ecuación 

     cu2 + (a – b)u – c = 0, en donde  
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, que diagonalice a A. Concluya que 


R ( = 
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b ) Verifique que  
R (T A R ( = D , con  D = 
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, diagonaliza a A. 

c) Verifique que 
R ((1) = 
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[image: image10.wmf]y    R ((2) = 
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  son autovectores de A con autovalores (1 = 1  y   (2 = 6  respectivamente

y que además la sustitución      x = R ( x´, transforma a  xTAx + bTx –1/4 = 0, en 

    (  x´ )T R (TA R ( x´ + bT R ( x´ –1/4 = 0, por lo tanto en  (  x´ )T D x´ + bT R ( x´ –1/4 = 0

y en consecuencia en: (*) 6x’2 + y’2 + 6
[image: image12.wmf]5

x’ + 
[image: image13.wmf]5

y’ – ¼ = 0

d) Complete cuadrados para expresar la ecuación anterior como  

6(x’ + 
[image: image14.wmf]5

/2)2 + (y’ +
[image: image15.wmf]5

/2)2= 9

la cual es la ecuación de una elipse con centro en (-
[image: image16.wmf]5

/2, -
[image: image17.wmf]5

/2) en el nuevo eje. 

FORMAS CUADRÁTICAS XE "Formas cuadráticas" 
Una forma cuadrática en Rn, es una expresión de la forma




x T A x, 

en donde A es una matriz simétrica.

Si la matriz A, no fuese simétrica, podría reemplazarce, en la forma cuadrática por 

A´= (1/2) ( A + A T ), 

matriz simétrica, con la característica de que x T A x = x T A´ x.

Las formas cuadráticas aparecen en la expresión de diversos problemas

Hemos presentado como ejemplo, la forma cuadrática, asociada a la matriz









A =

La cual por medio de la transformación ortogonal semejante  R T A R = D, en donde 



 


     

        R =

Se transformó en la matriz diagonal




        D = 

Allí se comprobó, que 





R T = R –1,

Es decir, que la matriz R es una matriz ortogonal. La transformación ortogonal, podía por lo tanto expresarse, en la forma general de las transformaciones semejantes, que no siempre involucran matrices ortogonales, mas si necesariamente, regulares, en la forma:

R -1 A R = D

De donde se concluye, premultiplicando, cada lado de la igualdad por R, como en el capítulo 6, que:






A R = R D.

Si la matriz no singular R, se considera particionada en sus columnas como 





R =     R 1  R  2    

Se concluye de la igualdad anterior que





A    R 1  R  2  =     2 R 1   - 3 R  2   ,

Luego, necesariamente




(*)    A R 1 =  2 R  1 ,   y       A R 2 =  -3 R  2 ,

Los números   2  y  3, que forman, en su orden, la matriz diagonal D, al satisfacer una ecuación del tipo



A x = ( x,  x ( 0, 

se denominan, autovalores de la matriz A  y a   R 1  y  R  2 , los autovectores asociados a dichos autovalores .

Es sorprendente que los autovectores y autovalores, los cuales son un tema obligatorio en todo curso serio de teoría de matrices o álgebra lineal, tengan tan diversas e importantes aplicaciones a las ciencias, en particular a la física, la economía, las ingenierias y a campos extraordinariamente disímiles.

El tratamiento que este texto hace del asunto, pese a que pongamos el mayor esfuerzo en cubrir algunos temas, sólo logra mostrar el comienzo de una fabulosa producción de matemáticos y físicos, entre los más importantes, acerca del tópico, que ha producido extraordinarios avances en  análisis numérico, los cuales relacionados con el “problema del valor propio” o “the eigenvalue problem” como lo llamó Wilkinson, junto con sus aplicaciones, podrían llenar infinidad de tomos.

He aquí otra relación: al comenzar el capítulo 1, nos referimos a las matrices de transición regulares ( no se refiere a invertibles, vea la definición de matriz de transición regular en dicho capítulo) , señalando que en ellas se alcanza un estado de estabilidad, al cual tiende  T n cuando n crece. Vimos en un ejemplo en tal capítulo que T n tiende a una matriz

Formada por n vectores columna iguales. El vector columna  x  , tiene la propiedad  





A x = x

y es por lo tanto un autovector de la matriz de transición T, asociado al autovalor , ( = 1..

El vector x es el único vector de probabilidad ( sus componentes suman 1), con tal autovalor.

En el ejemplo de las formas cuadráticas en R2, los autovalores de la matriz que define la misma, aparecen en la expresión de la forma cuadrática diagonalizada, sin términos en x’y’. Los autovectores, señalan la dirección de los ejes canónicos, sobre los cuales descansan los lugares geométricos, rotados un ángulo (.

Existen diversas formas de introducir la teoría de autovalores y autovectores, las cuales puede consultar en la página Web: www.geocities.com/mialgebralineal
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