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Capítulo 7                                     Diagonalización por bloques. La forma de Jordan


7.10.- Diagonalización por bloques. La forma de  XE "Jordan:forma de" Jordan

Diagonalizaremos la matriz anterior en forma de bloques (diagonal por bloques) en la que es conocida como descomposición de Jordan la cual nos permitirá avanzar sobre el estudio teórico y aplicaciones para matrices no diagonalizables. En la práctica la obtención de la matriz de Jordan presenta dificultades numéricas respecto a la estabilidad.

De nuestra matriz 


A  =

no simétrica, ni diagonalizable por una transformación semejante, hemos calculado  los autovalores:


( = 3, de multiplicidad algebraica 2

(Su multiplicidad geométrica 1 < 2, es la fuente de nuestros males)

y ( = - 5 de multiplicidad algebraica 1

En E((=5) podremos calcular un autovector, para obtener la tercera columna de nuestra matriz de semejanza, así:

Comencemos:
 



Ax = - 5x








     =   - 5

Luego

 

De donde z es una variable libre, y = 0  y x = 0.


por Gauss- Jordan:

Completando estas ecuaciones con           z   = z

Hallemos la solución general











 =  z

Como era de esperarse

( = - 5 tiene multiplicidad geométrica 1

La tercera columna de nuestra transformación semejante será el vector






         v3  =


He aquí el método, denominado algoritmo de  XE "Filipov:algoritmo de" Filipov que nos permitirá hallar las dos primeras columnas independientes de la transformación semejante:

A partir del vector  




       v1  =

generador de E((=3), buscamos un autovalor XE "Autovalor:generalizado"  generalizado, v2,  el cual debe cumplir la ecuación

A v2 = v1 + 3 v2
Procederemos a resolver:












       =   
       +  3 



Obteniendo






En consecuencia:


y = - 1, z = 0, x es variable libre


Tomando x = 1, hallamos el autovector XE "Autovector:generalizado"  generalizado

v2  =

Los vectores




    v1 =

        v2 =
         v3 =



Resultan ser linealmente independientes.

La matriz






V = 

Diagonaliza por bloques a A, ya que calculando

V-1AV

obtenemos











=

La matriz así obtenida es triángular por bloques. La dimensión de cada bloque está determinada por el mismo algoritmo de Filipov, de una manera sorprendente.

El algoritmo de Filipov podría intentar ampliar la “cadena” de autovectores generalizados correspondientes al autovalor ( = 3, así:

Hallar un autovector generalizado v3 por medio de la ecuación:

A v3 = v2 + 3 v3

Debemos resolver





          =
             +    3



Por lo tanto resolveríamos


Este sistema no tiene solución. No se puede ampliar el bloque utilizando autovectores generalizados.

Para ilustrar mas la forma de Jordán utilizaremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo

Hallar la forma de Jordan de la matriz




          A  =

Por su forma triangular por bloques, concluimos que  ( = 3 es un autovalor de multiplicidad algebraica 3.

Al resolver

Ax = 3x, 


es decir








=  3 

Caemos en

Solución general





  =  x
     +  z 

E((=3) tiene dimensión 2, pero ( = 3 tiene multiplicidad algebraica 3.

Siguiendo el algoritmo de Filipov, que a continuación se aplica, buscamos un autovector generalizado para completar el tercer autovector que complete a







y       

Este autovector debe ser linealmente independiente de los dos anteriores y en consecuencia, no se consigue en E((=3).

7.11.- Algoritmo de Filipov
Tomando el segundo vector v2, buscamos un vector v3 tal que

A v3 = v2 +  3 v3

Resolvemos





         







=  
 +  3  

Concluyendo que:


No hay solución!. El algoritmo de Filipov no puede aportar un tercer autovector ,generalizado, partiendo de v2.

Sin embargo, el proceso funcionará si buscamos tal autovector generalizado a partir de v1.

Resolvamos


Av2 = v1 + 3v2
O sea







  =
    +  3

Por lo tanto


Tomando   x = 0, z = 1, obtenemos por sustitución  y = 0, w = 0, encontrando el vector






         v2  =

A partir del autovector v1, hemos encontrado un autovector generalizado v2.

Tratemos de seguir la cadena de autovectores generalizados, tratando de resolver

Av3 = v2 + 3v3

Es decir






   =  
       +   3 

Arribamos a:


El cual es un sistema inconsistente.

Esta cadena de autovalores generalizados, se terminó, no es posible hallar uno que siga en dicha secuencia.

Lo interesante del algoritmo es que:

1. ( = 3 tiene a 3 como multiplicidad algebraica

2. El subespacio E((=3), tiene sólo dimensión 2

3. A partir de uno de los vectores base de E((=3), construimos un autovector generalizado.

4. El conjunto v1, v2, v3, en donde 

a. v1 es un autovalor de A (uno de los elementos de la base de E((= 3)

b. v2 es un autovector generalizado obtenido a partir de , v1 
c. v3 es un autovalor de A (otro elemento de la base de E((= 3)

es un conjunto de 3 vectores linealmente independientes ( tantos como la multiplicidad de (. 

Hemos obtenido las tres primeras columnas de la matriz no singular que se utilizará en la transformación semejante.

La cuarta columna la aportará un autovalor correspondiente a ( = - 5. Bastará con 1 ya que ( = - 5 tiene multiplicidad algebraica 1.

Resolvamos 



Ax = - 5x

En tal caso

           =  - 5



Por lo tanto

Entonces

Una solución general será:




      =  w

Hemos encontrado la cuarta columna de la matriz no singular que nos permitirá definir la transformación semejante, el generador de E((=-5)







v4 =  

La matriz no singular buscada será:






   V =

Efectuando la transformación semejante, hallamos que




V –1 A V = 













=

 toda matriz cuadrada puede ser diagonalizada por bloques.

Los bloques de Jordan XE "Jordan:bloques de"  se construyen de la siguiente manera:

1. Se busca una base para cada subespacio  subespacio E(().

2. Si la dimensión de E(() es menor que su multiplicidad algebraica, tome cada uno de los vectores de una base de E((). y construya a partir de cada uno de ellos una cadena siguiendo el algoritmo de Filipov, si tal cadena existe.

3. Si un autovector no genera una cadena, es decir no tiene un autovector generalizado, aparecerá como un bloque de orden 1, entre los bloques de Jordán, relacionados con (. Cada autovector que genere una

4.  cadena de autovectores generalizados siguiendo el algoritmo de filipov, aportará a la descomposición un bloque de la forma.



5. Los bloques de Jordan así obtenidos tienen la dimensión correspondiente a la cadena formada por cada autovector de E(().

6. Si existen k autovectores linealmente independientes en E((), cada uno de ellos producirá un bloque de Jordan de orden nk y ( nk = multiplicidad algebraica del autovalor (
He aquí algunas descomposiciones de Jordan que podrían presentarse para una matriz de orden 6, con 2 autovalores:  ( = 2, de multiplicidad 2, (=3 de multiplicidad 4. La forma en cada caso la señalaría el algoritmo de Filipov.
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Ejemplo de bloque de Jordan de orden 5
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x = y = z = 0


w variable libre.





3x – y  +  z	  = -5 x
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Por lo tanto:


8x  -  y  +  z = 0


y = z = 0, 


w variable libre
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