11
Capítulo 5
Expresión de un vector en una base


5.9 Expresión de un vector en una base: XE "Componentes:de un vector  en una base" Componentes de un vector en una base dada

Los vectores aparecen, tradicionalmente en el sistema educativo, por primera vez, relacionados con problemas de fuerzas en el plano.

Una fuerza F, se descompone, en el plano, en la suma de dos fuerzas: Fx , la componente horizontal, sobre el eje X y  Fy, la componente vertical sobre el eje Y.

Dada una fuerza F de 5 newtons ( o dinas según el sistema en que se esté trabajando), se puede descomponer en sus componentes Fx y Fy , como se vé en el siguiente diagrama, en el cual se acepta que su ángulo ( con el eje X es 30°. 


Como 
sen 30° = ½  y 
cos 30° = ((3) / 2, tenemos:
Fx = 3 /2   y
Fx = 3 ((3) / 2

El cuerpo tiende a desplazarse mas rápidamente hacia la derecha que hacia arriba, ya que es mayor la componente horizontal que la vertical.

En la física universitaria o en ingeniería en la parte correspondiente a los cursos de estática o dinámica, las componentes horizontal y vertical se denominan comunmente:




Fx = 3 ((3) / 2 i


Fy = 3/2  j

Los vectores     i    e    j, son los que nosotros denominamos en nuestro curso 

e 1 = (1,0) 
 y 

e 2 = (0,1).

En nuestra nomenclatura podríamos decir:




F x =  3 ((3) / 2 e1 

F y =  3 / 2 e2
  

Sin embargo, utilizaremos en este ejemplo la nomenclatura común en los cursos de Física universitaria, utilizando  i  e   j, en lugar de   e 1  y   e 2 .

La base  (i , j ( es una base ortogonal, ya que   < i , j > = 0, es decir < e1 , e2 > = 0.

Si nos interesara saber como se descompone la fuerza F , en otras direcciones tales como sobre la recta  y = x,  e  y = ( 1/8 ) x, deberíamos utilizar utilizar una base diferente como se vé en el gráfico siguiente


Como  la recta   y = x forma un ángulo de 45° con el eje X, luego , el ángulo POQ es de 15°.


Los ángulos QPO  y QRO, son de 90°. Los vectores   OP  y   OR , son aquellos en los cuales se descompone la fuerza en las direcciones solicitadas.

El ángulo XOR, es difícil de determinar ya que no es un ángulo notable. Con ayuda de una calculadora, encontramos que tal ángulo es un poco mayor que 7°.

Los vectores  i  e  j son de magnitud o norma 1. Ello facilita que los vectores




Fx = 3 ((3) / 2 i


Fy = 3/2  j ,

tengan precisamente longitudes  o magnitudes    3 ((3) / 2   y    3/2.   

Para calcular F1  y  F2 , procederemos a hallar los vectores de magnitud 1, análogos a  i   e   j.

El método mostrará su poder al ayudarnos en el cálculo de F1 , ya que no conocemos el ángulo ROQ.

Para calcular F1  seguimos un procedimiento que es una copia automática del anterior.


En este ejemplo, sobre todo en la segunda parte, acortamos los argumentos utilizando las propiedades aritméticas que a veces confunden a algunos, al simplificar algunos cálculos y no dimos tantas justificaciones pues ya se habían hecho justificando el método al calcular F2 .

Como se puede ver en algunos ejemplos del texto, aunque se han escogido buscando que en la aritmética involucrada aparezcan números enteros, es impósible evitar la aparición de raíces, raíces de raices, etc. Muchos métodos prácticos no se pueden presentar a este nivel porque la única manera de implementarlos es utilizando algoritmos que hagan uso de computadores y calculadoras, ojalá programables, mas el texto está diseñado como un soporte a la educación universitaria básica y no presupone conocimientos de programación o de análisis numérico.

Muchas de las dificultades presentadas por los cálculos en los ejemplos de este libro me han hecho pensar en la importancia de un curso básico de introducción a los métodos numéricos con principios de análisis numérico que permitan a los estudiantes asomarse a un mundo donde la fortaleza de la teoría que hemos enseñado, llega en auxilio de nuevos métodos, más la debilidad de los aquí presentados “ que siguen el esquema teórico “ es manifiesta.

Trabajar con aritmética “exacta” la cual es parte del contexto en el que se desarrolla el curso, plantea sus retos y dificultades.

Escogencia de la base
El ejemplo anterior nos muestra la conveniencia de utilizar una base ortogonal al descomponer los vectores en sus componentes en dicha base. Los vectores e1  y e2 constituyen un ejemplo de una base que a más de ser ortogonal es ortonormal , es decir: ortogonal y formada por vectores unitarios. De ahí que si se puede utilizar en los cálculos, los facilita. Sin embargo a veces es necesario trabajar con bases que no son ortogonales y mucho menos ortonormales. 

A continuación procederemos a mostrar como se puede expresar un vector como combinación lineal de vectores base no necesariamente ortogonales.

Trabajaremos con un ejemplo en R 3.

Problema de ejemplo

Dados  los vectores    v1 = (1,0,1) , v2 = (2,1,-3) , v3 = (0,1,1) 

a) Demostrar que constituyen una base de R 3 .

b) Expresar al vector  v = (3,2,1) como combinación lineal de los elementos de tal base

Solución

 Para demostrar a) que tales vectores constituyen una base de R 3 debemos demostrar que 

i) son linealmente independientes

ii) R 3 = Gen ( v1 , v2 , v3 (
Es decir que cada vector (todos los vectores) de  R 3 se pueden expresar como combinación lineal de v1 , v2 , y  v3 .

Para probar que son linealmente independientes plantearemos la ecuación vectorial:

x1  v2 + x2  v2 + x3  v3 = 0

Debemos demostrar que necesariamente  x1  =  x2  =  x3  =  0

 La ecuación vectorial nos lleva a: 



x1  ( 1, 0, 1 ) + x2  ( 2, 1, - 3 ) + x3  ( 0, 1, 1 ) = 0


De donde:

Utilizando la matriz aumentada y el método de Gauss:






          (



   (
El sistema de ecuaciones equivalente


tiene solución única     





x1  =  x2   =  x3   = 0

Terminamos aquí la prueba de i)

Para ii)

Sea v = (v1  , v2  , v3  ) un vector cualquiera de R 3
Debemos hallar  escalares (números) tales que

 
v = (v1  , v2  , v3  ) = x1  v2 + x2  v2 + x3  v3 
Esto nos lleva a:


(v1  , v2  , v3  ) = x1 ( 1 , 0, 1 ) + x2 ( 2, 1, -3 ) + x3  ( 0, 1, 1 )

Por lo tanto a:





   (



        (
Es evidente que el sistema

Siempre tiene solución para cada valor de v 1 , v 2 , v 3
Hemos probado ii)

Para responder a b) debemos expresar al vector  v = ( 3 ,2 ,1) como combinación lineal de los elementos de la base. Esto se logra sustituyendo en la ecuación anterior  v 1 = 3, v 2 = 2,  v 3 = 1

El sistema de ecuaciones anterior se transforma en este caso en:

De donde se concluye que 




x 1 = 5/3 , x 2 = 2/3,  x 3 = 4/3

Las cuales son las componentes del vector v = ( 3, 2, 1 ) en la base  v 1 , v 2 , v 3

Puede verificarse que



( 3, 2, 1) = 5/3 ( 1, 0 1 ) + 2/3 (2, 1, -3) + 4/3 ( 0, 1, 1 )

Generalización 

Una base en un subespacio de dimensión k, es un conjunto linealmente independiente de vectores V = (v1, v2, ..., vk (  de S que generan a S, es decir tal que:




S = Gen (v1, v2, ..., vk (.

Esto quiere decir que :

Si v ( S, entonces v = (1 v1 + (2 v2 + ... + (k vk
para alguna combinación de números reles (1, (2, ... , (k 

Si    V = (v1, v2, ..., vk ( es una base de S, la expresión de cada vector v de S, como combinación lineal de los vectores vi es única, en el sentido de que si:

v = (1 v1 + (2 v2 + ... + (k vk = v = (’1 v1 + (’2 v2 + ... + (’k vk

se tiene que   (1 = (’1 , (2 = (’2 , ... , (k = (’k 

La razón de ello es que si:    

(1 v1 + (2 v2 + ... + (k vk =  (’1 v1 + (’2 v2 + ... + (’k vk 

se tiene que 

( (1 - (’1 )  v1 + ( (2 - (’2 )  v2 + ... + ( (k - (’k )  vk = 0

como el conjunto

V = (v1, v2, ..., vk ( 

es una base de S, formada por lo tanto por vectores linealmente independientes, concluimos que  necesariamente 

 (1 - (’1  = 0 , (2 - (’2  = 0 , … , (k - (’k  = 0

Por lo tanto

(1 = (’1   , (2 = (’2   , … , (k = (’k

Lo cual confirma nuestra afirmación de que la expresion de cada vector v ( S, en la base (v1,v2,...,vk(, es única. (Si hubiesen dos expresiones lineales del vector v en la base, estas serían iguales).

Los escalares (números), 

(1 , (2 , … , (k
se denominan, las componentes del vector v en dicha base.

Ejemplo:

Sea 
V = (v1, v2, v3 (,   
v1 = (1,2,-1),    v2 = (0,3,2),   v1 = (1,2,1)

Demostraremos que constituyen una base de R3 .

Para demostrar que estos 3 vectores de R3 forman una base de R3 , basta con demostrar que son:

 a) linealmente independientes y 

b) que generan a R3
Sea    (1 v1 + (2 v2 +  (3 v3 = 0

Debemos concluir que 

(1 = (2 = (3 = 0
Veamos:

a)

Si    (1 (1,2,-1) + (2 (0,3,2) +  (3  (1,2,1) = 0 = (0,0,0)

Entonces


Resolviendo el sistema anterior, concluimos que su única solución es  (1 = (2 =  (3  = 0, concluyéndose que los vectores son linealmente independientes..

b) Como S = Gen  (v1, v2, v3 (, el conjunto de todas las combinaciones lineales de  (v1, v2, v3 (, es un subespacio de R3 , de dimensión 3, concluimos que R3  = Gen (v1, v2, v3 (, es decir que los vectores  v1, v2, v3 , generan a R3  .

Por ello, cada vector de R3  puede expresarse de manera única como combinación lineal de los vectores v1, v2, v3 .

Tomemos como ejemplo a v = ( -1, 4, 11).

Calculemos las componentes del vector v en la base v1, v2, v3 .

Resolveremos la ecuación vectorial:

( -1, 4, 11 ) =  (1 ( 1, 2, -1 ) +  (2 ( 0, 3, 2 ) + (3 ( 1, 2, 1 ) 

De aquí se concluye al resolver un sistema de tres ecuaciones lineales en las incógnitas (1 , (2 , (3 , que (1 = - 4 , (2 = 2, (3 = 3.

Las componentes del vector ( -1, 4, 11) en dicha base son: -4, 2, 3, en su orden.

Ejercicios

1.  Sean B y B’ los subconjuntos de R3 dados por ((1,2,1),(2,1, 1),(0,0,3)( ; (( 1,1,0),(2,0,1),(3, 1,0)(
     Comprueba que tanto B como B’ son bases de R3 .

2.- Pruebe que v 1 = (2, 1, 0) y v 2 = (-3, 0, 1) forman una base del espacio solución del sistema de ecuaciones lineales homogéneo siguiente:
-5x + 10y – 15z = 0
- x + 2y – 3z = 0
3x - 6y + 9z = 0
3.- Pruebe que v 1 = (2, 1, 0) y v2 = (-3, 0, 1) forman una base del espacio solución del sistema de ecuaciones lineales homogéneo siguiente:
2y + 10z – 10w = 0
2x - 3y + 13z – 11w = 0
x - 2y + z – 3w = 0
- 2x + 5y – 3z + w = 0

5.- encuentre una base y la dimensión del conjunto del sistema homogéneo dado
2x – 2z – t = 0
- y – w + 4t = 0
3x + y - 3z = 0

 

4. a) Calcula las coordenadas del vector de (4, 5) en la base canonica de R2 y en la base

B = {(2, 1), (−1, 1)}.

b) Calcula las coordenadas del vector (2, 3, 1) en la base canonica de R3 y en la base

B = {(1, 1, 1), (0, 1, 1), (0, 0, 1)}.
5. Consideremos en R2, el conjunto B = {(1, 1), (1, 2)}.

a) Comprueba que B es base de R2.

b) Calcula las coordenadas respecto de B de los vectores (1, 0), (0, 1) y (−1, 1).

c) ¿Cu´ales son los vectores de R2 que tienen por coordenadas respecto a B a (1, 0), (0, 1)

y (2, 3)?

d) ¿ Cu´ales son las coordenadas de (1, 0), (0, 1) y (−1, 1) respecto de la base B = {(1, 2), (1, 1)}?

6. Demuestra que B = {(1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1)} es una base de R3 y calcula las coordenadas

del vector (1, 1, 0) en dicha base.

7. Demuestra que B = {(2, 1, 3), (3, 2,−5), (1,−1, 1)} es una base de R3 y calcula las coordenadas

    del vector (6, 2,−7) en dicha base. ¿Cu´al es el vector de R3 que tiene coordenadas (3, 2, 5)

    respecto de la base B?.

8. ¿ Para cuáles valores de _ el conjunto B = {(_, 1, 0), (1, 0, _), (1 + _, 1, _)} es una base de R3 ?

9. ¿ Forman los vectores {(1, a, b), (0, 1, c), (0, 0, 1)} una base de R3 para cualesquiera a, b, c ( R?

10. Completar {(1, 1, 0), (2, 1, 1)} a una base de R3
11. Hallar una base y la dimensión del espacios vectorial: Gen ( (1, 4,−2, 1) , (1,−3,−1, 2) , (3,−8,−2, 7) (
12. Determine si el conjunto de vectores es una base de R3: 

a. (1, 2, 3), ( 3, 2, 1), (0, 0, 1); b. (1, 2, 3) , ( 3, 2, 1); c. (0,2,-1), (1,1,1), (1,3,0).

13. Exprese al vector como combinación lineal de la base: u = (1,2) V=((1,1), (-1,1)(
14. Halle una base para el espacio columna de la matriz
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15. El rango de una matriz es el máximo número de columnas (y/o filas), linealmente independientes. Coincide con la dimensión del espacio fila y con la del espacio columna. Halle el rango de cada una de las siguientes matrices: 


(a)  
[image: image2.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

3

0

1

2

1

1

3

1

2

  (b)  
[image: image3.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

4

2

2

6

3

3

2

1

1

 (c)  
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16.  Hale una base para el subespacio generado por 

a. (1,3), (-1,3), (1,4), (2,1).
b. (1,2,1), (3,1,-1), (1,-3,-3)

17. Demuestre que los subespacios generados por los vectores (conjunto de todas las combinaciones lineales posibles, llamado en este texto Gen ( )), son diferentes.


V = 
[image: image5.wmf]((1—1,2,-3), (1,1,2,0), (3,-1,6,-6)(, 
W = ((1,0,1,0), (0,2,0,3)(
18.  Demuestre que el conjunto de los vectores
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tiene solución

es un subespacio de R3. Calcule una base de tal subespacio.

19.  Halle una base ortonormal (formada por vectores ortogonales, de longitud 1) para el subespacio columna (generado por las columnas) de la matriz
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Cuál es la dimensión de dicho subespacio?.

        	        Y











     Fy = F sen (       F = 3		F sen (


          	         j	 	 (=30°


	               i      Fx =F cos (		  X








        	        Y


					y = x


					     F2	   P


						     


           Fy = F sen (       		       	         Q


                 15°	       F = 3	


          	                   j	 	      (=30°	         y = (1/8) x   


	              			F1	      R


                              O    i              Fx =F cos (		  X





    


        O





Como  F2  es un vector en la dirección de la recta  y = x, escogeremos a nuestro gusto un vector en tal dirección. Si x = 1, obtenemos y = 1 ( y = x). Luego el vector   v2 = ( 1, 1 ) es un vector en la dirección de F2. 





Un vector unitario en la dirección de F2, es por lo tanto  





u2 = v2 / (v2 ( = (1,1) / ( 2 = (1 / ( 2 ,1 / ( 2 )





Como         < F , u2 > =  ( F (( u2  (cos  ( = ( F (cos ( = ( F2  (





( recuerde su curso de trigonometría y que u2 es un vector unitario)





Procedemos a calcular la magnitud de  F2 .





Como	F  =   (3 ((3) / 2, 3/2 ) , tenemos que





< F , u2 > =  (3((3) / 2) x (1 / ( 2)  +   (3/2) x (1 / ( 2)  =  ( 3((3) / 2(2 ) + (3 /  2 ((2) ) =


=  (3+ 3(3) / (2(2) ( 2,898 





Luego, la magnitud de la fuerza F2 es de aproximadamente  2, 9 newtons. Esta respuesta coincide por supuesto con el producto F cos 15°, que por fortuna podríamos estimar con una calculadora como aproximadamente  3 x 0,9659  (  2, 898. Este último resultado se calculó como una proyección utilizando relaciones trigonométricas.





Reflexionando un poco vemos como el método algebraico nos dá ciertas ventajas ya que no sólo nos dío la magnitud de F2 sino que también nos dá su dirección y sentido ya que nos permite calcular el vector F2 puesto que es un vector de magnitud aproximada 2,898 en la dirección del vector unitario u1 . Por lo tanto:





F2 ( 2,898 u1 = 2,898 (1 / ( 2 ,1 / ( 2 ) o exactamente


F2 = ((3 + 3 (3) / 2 (2) (1 / ( 2 ,1 / ( 2 ) =


(3 + 3 (3) / 4 ) (1,1)


por lo tanto F2x = F2y = (3 + 3 (3) / 4 








Como  F1 es un vector en la dirección de la recta  y = (1/8) x, escogeremos a nuestro gusto un vector en tal dirección. Si x = 1, obtenemos y = 1/8 ( y = 1/8 x). Luego el vector   v1 = ( 1, 1/8 ) es un vector en la dirección de F1. 





Un vector unitario en la dirección de F1 es por lo tanto  u1 = v1 / (v1 ( = (1,1/8) / ((1 + (1/8) 2 ) = ((64 /( 65 ) (1  ,1 / 8 ) =  (1 / ( 65 ) ( 8, 1 )





Como        ( F1  (=  < F , u1 >  





( fórmula deducida para el cálculo de F2 )





Procedemos a calcular la magnitud de  F1 .





Como	F  =   (3 ((3) / 2, 3/2 ) = 3/2 ((3 , 3 )  , tenemos que





< F , u1 > =  (3 / 2) x (1 / ( 65 ) ( (8 ( 3)  +   3 (  =   (( 3 / (2(65)) x 8(3 ) + ( 9 /  2 ((65) ) =


=  (12(3) / (65  + 9 / (2(65) = (12 (3   +    9 ) / (65 ( 3,694 





Luego, la fuerza F1 es de magnitud aproximada  3, 7 newtons. 





Además, como en el caso de F2


 


F1 ( 3,694 u1 = 3,694 (1 / ( 65) ( 8 , 1 ) o exactamente


F1 = (( 12 (3 ) + 9 ) / (65) (1 / ( 65) ( 8 , 1 ) =


(9 + 12 (3) / 65 ) (8,1)


por lo tanto 





F1x = (8/65) (9 + 12 (3)		F1y = (1/65) (9 + 12 (3) 











     x1  +  2 x2   	  	=  0


    	           x2      +      x3 	=  0 	


     x1  -   3 x2      +       x3     =  0  	  	   





   











1	2	0	0


0	1	1	0


1             -3	1	0





1	2	0	0


0	1	1	0


0             -5	1	0





1	2	0	0


0	1	1	0


0          	0	6	0





x1      +     2 x2                       = 	0	      x2         +    x3      =     0                                       


     	                     6 x3  =   0  	  	   








1        2        0       v 1


0        1        1       v 2


0        0        6   v 3 - v1 + 5 v 2 





1	2	0	v1


0	1	1	v2


0             -5	1      v 3 - v1





1	2	0	v1


0	1	1	v2


1             -3	1	v3





x1  +       2 x2   	=   v 1


   	           x2  +   x3  =   v 2 	


                                6 x3    =   v 3 - v 1 + 5v 2  	  





x1  +       2 x2              =   3


   	           x2  +   x3    =   2  	


                                      6 x3      =   1 – 3  + 5 x 2  





  (1 +            +    (3  = 0


2(1 +  3 (2   + 2 (3  = 0


-(1  +  2(2   +     (3  = 0





3x   +  2y +  4z = a


 x             -    z = b


2x   +  2y + 5z = c
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