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Capítulo 5
Subespacios en Rn



5.7  Subespacios en Rn

Un subconjunto S ( Rn , es un subespacio de Rn , si es cerrado XE "Subespacio"  bajo la suma ( y en consecuencia la resta) de vectores y la multiplicación por un número, es decir:


i)
Si  ( c R y x ( S , entonces
   (x ( S


ii)
Si x ( S y y ( S.    Entonces
x + y ( S

Ejemplos

i) Es claro que el subconjunto (0(, que consta sólo del vector 0, es un subespacio, el trivial, (de Rn).

ii) El vector 0 se halla en todo subespacio ya que para cada vector x del subespacio, 0x=0 debe estar en el subespacio. 
iii) El conjunto de los vectores sobre una recta que pasa por el origen es un subespacio. En general
((x( o expansiones o contracciones de un solo vector, es un Subespacio. Rectas y planos en R2 o R3  que no pasan por el origen, no son subespacios   
iv) Si  x1,  x2,  x3, ... , xk son vectores en Rn  ( (1x1 +  (2x2 + (3x3,+ ... (kxk , (i ( R  ( de todas las combinaciones lineales de los xj, j = 1,2,...,k , es un subespacio denominado, el subespacio generado por ( x1,  x2,  x3, ... , xk (, denotado por Gen ( x1,  x2,  x3, ...,xk(.
Por ello, el conjunto generado por un vector Gen (x(, o de las combinaciones lineales de un solo vector, es un subespacio. En R2 y R3 tales subespacios corresponden a rectas que pasan por el origen.


Si x, y son vectores entonces Gen (x,y( es un subespacio. En R2 y R3 tales subespacios corresponden a rectas y planos (si x ( y) que pasan por el origen. 

Si A es una matriz de dimensión mxn, con columnas  A = ( A1  A2  A3 ... An ), el conjunto Gen (A) = ((1A1 +  (2A2 + (3A3,+ ... (nAk, (i ( R  ( de todas las combinaciones lineales de las columnas de A, es un subespacio de Rm.

v) Si  S es un subconjunto, el complemento  XE "Complemento:ortogonal" ortogonal de S, denotado S( , formado por                                              todos los vectores ortogonales a S, es un subespacio. Si S es el subespacio trivial (0(,entonces S( es todo Rn . 

Si x ( R2 x ( 0.  (x(( es una recta ortogonal a x que pasa por el origen

Si x ( R3 x ( 0.  (x(( es un plano ortogonal a x que pasa por el origen

Para dos vectores x, y en  R3 , x ( 0, y ( 0 x ( y ,  (x, y(( es la recta ortogonal al plano generado por o que contiene a x e y , que pasa por el orígen.

Particionando una matriz A de dimension m x n, en sus columnas, vemos que si  x   es un vector columna, o matriz de dimensión nx1, entonces




Ax =  x1 A1 + x2 A2 + … + xn An , 


          

donde las xi son los elementos de la matriz nx1, o sea componentes del vector columna x, y las Ai son las columnas de A.
  

Es evidente por la igualdad anterior  que 

(Ax ( A es una matriz de dimensión mxn y x es una matriz de dimensión nx1( = (x1 A1 + x2 A2 + … + xn An(, es precisamente el conjunto generado por las columnas de A.

Con esta nueva terminología, concluimos, y este punto de vista nos ayudará a clarificar     muchas situaciones, que el sistema de ecuaciones lineales simultáneas

Ax = b
Tiene solución

Si y sólo sí

x ( Gen ( A1 , A2 , … , An ( , o sea

sí y sólo sí x se puede expresar  como una combinación lineal de  los vectores columna o columnas de A.

Sin entrar en mayores detalles diremos que el conjunto de las matrices de dimensión nx1,  junto con las operaciones de suma de matrices y multiplicación por un escalar (número), es un espacio vectorial, que es isomorfo a Rn  en un sentido que aquí no aclaramos pero del cual abusamos cuando por comodidad hemos representado a los vectores columna como vectores fila o vectores en Rn.

Al subespacio generado por las columnas de A, lo denominaremos C(A) XE "Espacio columnna:de una matriz"  o espacio columna de A.
Por ello, si A es una matriz de dimensión mxn, el espacio generado por las combinaciones lineales de las     columnas de A, Gen (( A1 , A2 , … , An () = C(A), es un subespacio del espacio vectorial de las matrices de dimensión   m x 1, como lo señalamos antes.

vi) Si A es una matriz de dimensión  mxn, se define el nucleo XE "Nucleo:de una matriz"  de A, como el conjunto de los vectores columna x, tales que Ax = 0. 









(Al sistema de ecuaciones Ax = b, se le asocia el sistema de ecuaciones Ax = 0, el cual se denomina sistema homogéneo asociado. Esta asociación es conveniente puesto que de ella salen importantes resultados teóricos. Por ello el conjunto de las soluciones del sistema homogéneo Ax = 0, es un conjunto de gran importancia teórica).


El conjunto  


N(A) = (x ( Ax = 0(
Es un subespacio del conjunto de las matrices de dimensión n x 1.

Al conjunto N(A) o conjunto de las soluciones del sistema homogéneo Ax = 0, se le denomina el núcleo XE "Núcleo:de una matriz"  de A. Calcular el núcleo de A corresponde ,particionando la matriz en sus columnas Ai , a hallar los vectores columna  


  x1




      x  =
  x2
 




  .






  xn

tales que

x1 A1 +  x2 A2 + ... + xn An = 0 (*)

Como se ha visto, plantear una ecuación como (*), se utiliza entre otras cosas para averiguar la independencia lineal de las columnas de A (estudiadas como elementos del espacio vectorial C(A)).
Muchos resultados prácticos se logran efectuando estudios teóricos sobre Rn y sus espacios XE "Espacios:isomorfos"  isomorfos. Por ello muchos autores parten del estudio general de los espacios vectoriales para concluir importantes resultados generales tanto de importancia teórica como práctica. Esta tentación, la de generalizar tempranamente, la hemos resistido por razones pedagógicas y de comprensión de los lectores y estudiantes.

 Sin embargo, tales generalizaciones son parte del proyecto “Álgebra Lineal para Todos” y por lo tanto aparecerán en la WEB como apéndices a este texto, lo cual permitirá que se utilice en el futuro para cursos avanzados para estudiantes de Ciencias básicas.

vii) Si A es una matriz de dimensión mxn, y    b ( 0  es un vector columna o matriz de dimensión    nx1 , el conjunto





(x (  Ax = b, b ( 0(
no es un subespacio de Rn .

Ejercicios

1.- Determine si los siguientes conjuntos son subespacios vectoriales.


[image: image1.png]



3.- Determine si los siguientes conjuntos son subespacios vectoriales.

a) [image: image2.png]W ={(0,x,3)/x,ye R}





4.- Determine cuales de los vectores dados pertenecen al subespacio de R 4 generado por W si: 

W = {(1, -2, 3, 1), (2, 1, 0, 2), (1, -1, 3, 2)}
a) (1, -1, 3, 5) b) (-1, 1, -3, -2) c) (2, -2, 0, 3)
Nota: En Cada Caso Justifique Su Respuesta


5. Determina si el conjunto de vectores dado genera el espacio vectorial que se indica:

a) En R2 {(1, 2), (3, 4)}.

b) En R2 {(2, 2), (5, 5)}.

c) En R2 {(1, 0), (0, 1)}.

d) En R2 {(−1, 4), (3, 2), (5,−2)}.

e) En R2 {(1, 1)}.

f) En R2 {(1, 1), (1, 0), (1,−1)}.

g) En R3 {(1, 2, 0), (4, 6, 1)}.

h) En R3 {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}.

i) En R3 {(1, 1, 0), (1,−1, 0), (0, 0, 1)}.

j) En R3 {(1, 2, 3), (−1, 2, 3), (5, 2, 3)}.

k) En R3 {(2, 0, 1), (3, 1, 2), (1, 1, 1), (7, 3, 5)}.

l) En R3 {(1, 1, 1), (2, 1, 0)}.

5.8 Bases XE "Bases"  y Dimensión XE "Dimensión" 
Bases

Sea S un subespacio . Una base V =  (v1 , v2 , … , vk ( ( S es un subconjunto de k vectores de S,   tales que:

i) Los vectores  v1 , v2 , … , vk  son linealmente independientes.

ii) Cada vector v de S se puede expresar como una combinación lineal  


v =(1 v1 + (2 v2 + …  +  (kvk
de los vectores  vi      o lo que es equivalente
 











S = Gen ( v1 , v2 , … , vk ( = Gen(V).

Consecuencias


A partir de las definiciones pueden concluirse los siguientes resultados

Sea S un subespacio 

i) Si V es una base de S, cada vector u de S se puede expresar, de manera única, como una combinación lineal de los vectores base.

ii) Si  ( v1 , v2 , … , vp ( es un conjunto de vectores linealmente independientes de S y
    (v1 , v2 , … , vq ( es un conjunto de generadores de S ( o sea Gen (v1 , v2 , … , vq(=S) entonces   p ( q.



iii) Todo subespacio S ( (0(, posee una base

iv) Dos bases de S tienen el mismo número de elementos         
 
Dimensión de un subespacio

Como todas las bases de un subespacio tienen el mismo número de elementos, k, definiremos tal número como su dimensión. Para calcular la dimensión de un subespacio, basta con contar el número de elementos de cualquier base.

Para completar la definición de dimensión, definiremos:  

Dimensión de (0( = 0.

Ejemplos 

i)
Los vectores e 1 = (1,0)  y  e 2 = (0,1) son una base de R2 . Luego R2 es de dimension 2. 
ii)
Los vectores e 1= (1,0,0),   e 2 = (0,1,0)    y    e 3 = (0,0,1) son una base de R3 . Luego R3 es  de dimensión 3.

iii)
 Los vectores e 1= (1,0,..., 1),   e 2 = (0,1,0,...,0),  ... , e k = (0,0,..,1,...,0), ..., e n = (0,0,..,0,...,1)
son una base de Rn . Luego Rn es de dimensión n. Estas bases en R2 , R3 , y en general en Rn son las bases canónicas XE "Base:canónica" .
iv)
El conjunto de los vectores, situados sobre una recta que pasa por el origen es de dimensión 1. Por qué?.

v)
Un plano en R3 que pasa por el origen tiene dimensión 2. Por qué?

Aplicación

Hallemos la dimensión del subespacio de las soluciones del sistema homogéneo 

2x - y + z  =  0





  x + y - z  =  0 

 




  x -  y + z =  0 

 
 Este sistema es el sistema homogéneo asociado a un sistema de ecuaciones que fue planteado como ejemplo en el capítulo 3, el cual tiene infinitas soluciones tal como se puede y conviene repasar (revise el sistema no homogéneo, correspondiente, planteado en el capítulo 3).

La matriz de los coeficientes es

2  - 1   1  

A  =    
1    1 - 1   

 




  
1   -1   1

Como se comentó hace poco, una solución     


  x1
    x =    x2







   x3

es tal que

(*)  x1 A1 +  x2 A2 + x3 A3 = 0

donde las  Ai  son las columnas de A.

Por lo tanto, resolver el sistema homogéneo Ax = 0 , es equivalente a probar

i) 0 ( Gen ((A1 , A2 , A3(). Lo cual es siempre verdad ya que Gen ((A1 , A2 , A3() es un subespacio y 0 pertenece a todo subespacio.

ii) Hay que hallar los   xi que satisfacen (*)

Podemos mirar ahora el problema desde este nuevo punto de vista.

En el capítulo 3, la matriz de los coeficientes  A fue convertida a la forma escalonada, en este caso, tringular superior





2   -1   1   

   


U =
0    3 – 3 

           



0    0   0   

Si Q es el producto de las matrices elementales que produjeron los ceros, en su orden, Q es una matriz no singular por ser un producto de matrices elementales ( no singulares), entonces , particionando adecuadamente a U en sus columnas U 1   U 2  U 3 y a partir de la igualdad

QA = U

Obtenemos

 

Q A 1 = U 1

Q A 2 = U 2

Q A 3 = U 3

Donde las   A i   son las columnas de A.

Resolver (*) que es resolver






x1 A1 +  x2 A2 + x3 A3 = 0

es equivalente a resolver



(**)


x1 QA1 +  x2 QA2 + x3 QA3 = 0

o sea, resolver






x1 U1 +  x2 U2 + x3 U3 = 0, (***)

lo cual termina siendo un sistema de ecuaciones lineales, triangular o en algunos casos trapezoidal superior.

Al plantear el sistema de ecuaciones a partir de (***) , llegamos a :






2   
        -1                       1   

   


   x1
0      +    x2     3       +      x3    –3 
    = 0
           



0    
         0   
        0

Como una solución es        x1 = 0,
x2 =1

x3 = 1, que de paso es una solución del sistema homogéneo. Concluimos que los vectores columna U 1 , U 2 , U 3  son linealmente dependientes, 

lo cual garantiza a partir de (***) por ser Q no singular(por que?), que las columnas originales A1.. , A2,  A3 lo eran. 

Mas sin embargo, puede verificarse que el conjunto ( U 1 , U 2 ( es linealmente independiente y por lo tanto lo son A 1  y  A 2 . Por la relación entre (*) y (***) por intermedio de (**), al ser la matriz Q no singular.

Se puede probar que en este caso (A 1  A 2( es una base de Gen ((A 1 , A 2  , A 3() el espacio generado por las columnas de A, el cual es por lo tanto de dimensión 2. Este número  se llama el rango XE "Rango:de una matriz"  de A y corresponde al númerol máximo de columnas de A linealmente independientes.

El número de variables x i , que pueden tomar valor arbitrario (en este caso) es 1. 

Este último número coincide con la dimensión del Núcleo de A, denominada  XE "Nulidad:de una matriz" nulidad ,nul(A) o sea la dimension de





(x ( A x = 0 (
En este ejemplo se ha cumplido un resultado teórico que dice:

Sea A una matriz de dimensión mxn, entonces:




(!)
Rango (A) + nul (A) = n

El resultado teórico (!) señala que los grados de libertad (nul(A)), dependen del rango de A.

 Si el sistema de ecuaciones es mxn y rango(A) = n, o sea, si las columnas de A son linealmente independientes, entonces nul(A) = 0 y el conjunto de soluciones del sistema homogéneo se reduce a la solución trivial (0(. En este caso, el sistema tiene solución única x = 0.

Las relaciones entre rango(A) y la no singularidad o invertibilidad de una matriz cuadrada A serán estudiados en detalle en los apéndices de “Introducción al Álgebra Lineal en Contexto”, que puede consultar en la página Web: www.geocities/mialgebralineal
