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Capítulo 5
Dependencia e independencia lineal



5.5. Dependencia XE "Independencia lineal:de vectores"  e independencia lineal

Los vectores u ( R2 , v ( R2 son linealmente dependientes si existe k ( R, tal que u = kv, o v = ku, de lo contrario se dicen linealmente independientes.

Geométricamente u y v son linealmente dependientes en R2, si y sólo si, están sobre la misma recta, como en los siguientes gráficos:
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La pareja (v, 0(, donde v es cualquier vector y 0 es el vector nulo, es linealmente dependiente puesto que  
0 = 0v, cualquiera sea v.

Si dos vectores u y v son linealmente independientes y 

(*)
 k1 u +  k2 v = 0, necesariamente k1 = k2 = 0.

Esto se concluye ya que si alguno de los dos, digamos k1 es tal que k1 ( 0, podríamos dividir por él, concluyéndose que   u +  (k2/ k1)v = 0, luego u = -  (k2/ k1)v lo cual contradiría la independencia lineal de u y v. Lo mismo sucedería si k2 ( 0.

La independencia lineal de u y v, que a nivel geométrico se traslada al hecho de que los vectores no estén sobre la misma recta o sean paralelos o colineales y que a nivel algebraico se expresa en la condición (*) anterior, tiene interesantes aplicaciones geométricas.

Proposición: Las diagonales de un paralelogramo se cortan en su punto medio.

He aquí la justificación vectorial. A partir del siguiente gráfico

y= u- v 

x = u+v 
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Basta con probar que el punto P se encuentra en el punto medio del vector x = u+v, y del vector 

y = u – v, o sea que 






OP = (1/2) x   y   PQ = (1/2) y

Es evidente, del gráfico que para algunos valores k1 y k2, , 

k1x +  k2 y = u. 

Debemos concluir que

k1 = k2 = ½.

Ahora:

k1x +  k2 y = k1(u + v) +  k2 (u – v) = u, 

de donde se concluye que

(k1 + k2  - 1) u +  (k1 -  k2 ) v = 0,

como u y v son vectores linealmente independientes, por no estar sobre la misma recta, entonces por (*),




k1 + k2  - 1 = 0  y    k1 -  k2 = 0, 


de donde se concluye que 
k1 =  k2 = ½
.

Probaremos ahora la siguiente proposición: Las medianas de un triángulo se cortan en un punto cuya distancia al vértice está a 2/3 de la distancia del vértice a la base.

Discutiremos la proposición a partir de la figura siguiente.
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Sean los vectores  x = A M1, ,   y = M2 B

Puesto que M1 y M2 son puntos medios de CB y AC, respectivamente, tenemos que para un par de valores k1 y  k2 ,
 

(**) k1 x +  k2 y = u. 

Para probar nuestra proposición debemos concluir que k1 =  k2 = 2/3.

Como M1 y M2, son puntos medios, tenemos que :    x + (1/2) (u – v) = u  y (1/2) v + y = u.

Luego   

x = (1/2) u + (1/2) v  e   y = u – (1/2) v

Reemplazando en (**), concluimos:




k1 ((1/2) u +  (1/2) v ) + k2 ( u – (1/2) v ) = u.

De donde concluimos: ( (1/2) k1 +  k2 – 1 )u + (  (1/2) k1 – (1/2) k2 ) v = 0 

Por la independencia lineal de u y v concluimos:



(1/2) k1 +  k2 – 1 = 0,
     k1 – k2 = 0.

Luego:


k1 =  k2 =  2/3.

Dependencia e independencia XE "Independencia lineal:de vectores en Rn"  lineal de vectores en Rn:

Definición: Dados los vectores  x1,  x2,  x3, ... , xk , una combinación lineal de los xi es una expresión de la forma   



(1x1+  (2x2 + (3 + ... + (kxk , (i  ( R.

Para facilitar nuestras descripciones definiremos el nuevo conjunto Gen(V), a partir de un conjunto de vectores  V = { v 1, v 2, v 3 ... v k } como el conjunto de todas las combinaciones XE "Combinación lineal"  lineales de los vi,  i= 1,2,....,k, , así:



Gen (V) = { ( 1 v 1 +  ( 2v 2 +  ( 3v 3 ... + ( kv k , ( i  ( R }.

Es decir, un elemento de Gen (V) sería  v 3 o v 1, etc, 3 v 1 - v 4 , 2 v 1 + 3 v 2 + v 3, v 1+ 4 v 2 + 6v 3+ 2v 4, etc.

Es claro que si v  ( V,  0 v = 0 ( V, de donde se concluye que Gen(V), siempre posee el vector 0, o expresado geométricamente: siempre pasa por el origen.

Conclusiones (ver los siguientes gráficos):


a) Gen {0} = {0}



b) Gen { v 1 } es una recta en la dirección de v 1, que pasa por el origen.



c) Gen { v 1 , v 2 } es un plano, que pasa por el origen, si v 1 y v 2 no son colineales..




(a)


(b)


       (c)

Generalizando la definición de independencia lineal de R2 a R3, decimos que un conjunto de vectores

 { v 1, v 2, v 3 ... v k } es linealmente dependiente si alguno de ellos se puede expresar como una combinación lineal de los restantes, es decir, si para algún subíndice  p , 1 ( p ( k, se tiene que



v p ( Gen { v 1 , v 2 , … , v p-1 , v p+1 , …, v k }

o lo que es lo mismo v p
= ( 1 v 1 + ( 2 v 2 + … , ( p-1v p-1 + ( p+1v p+1 , …, ( k v k , es una combinación lineal de los vectores restantes. De lo contrario se dice que son linealmente independientes.

El significado geométrico se puede apreciar en las siguientes figuras:
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(a)



(b)



(c)

v 1 , v 2 : Linealmente dependientes
v 1 , v 2 : Linealmente dependientes 
         v 1 , v 2 : Linealmente independientes





v 1 , v 3 : Linealmente independientes
         v 1 , v 3 : Linealmente independientes




v 2 , v 3 : Linealmente independientes
              v 2 , v 3 : Linealmente independientes



                    v 1,v 2, v 3: Linealmente dependientes
      v 1,v 2, v 3: Linealmente independientes
En el caso 

(a) los vectores v 1,v 2 son linealmente dependientes por pertenecer a la misma recta, es decir que: v 2 ( Gen { v 1 }.

(b) Auncuando v 3 no pertenece a Gen { v 1,v 2 }, el hecho de que v 2 ( Gen { v 1 (, hace que el conjunto { v 1,v 2 , v3 }, sea linealmente dependiente.

(c) Los vectores v 1, v 2 , v 3 son linealmente independientes, ya que ningúno de los 3 vectores pertenece al Gen de los demás ya que v 3 no pertenece al plano Gen ({v 1,v 2}), lo mismo puede decirse de v 2 respecto de {v 1,v 3 }, etc.

Tal como sucedió en R2 :

El conjunto de vectores { v 1, v 2, v 3 ... v k } es linealmente independiente si y sólo si:

( 1 v 1 + ( 2 v 2 + … +  ( k v k = 0 
implica

( 1 = ( 2 = ( 3 = ...  = ( k = 0.
La proposición anterior, resaltada con negrilla, será en el futuro la que se utilizará para definir la independencia lineal de vectores, puesto que algebraicamente es mas fácil de manipular.

Problema:

Son los vectores u = (1,2,3)  , v = ( 3,1,2 ) , w = (1,0,1), linealmente independientes?

Solución:


Si al plantear la ecuación:   ( 1 u + ( 2 v + ( 3 w  = 0

Se concluye que necesariamente   ( 1 = ( 2 = ( 3 = 0, entonces los vectores en cuestión son linealmente independientes, de lo contrario serán linealmente dependientes.

Veamos:

( 1 u + ( 2 v + ( 3 w  = 0

Es equivalente al sistema de ecuaciones lineales:




   ( 1  +  3( 2  +    ( 3   = 0




2 ( 1  +     ( 2  + 2( 3   = 0




3 ( 1  +  2 ( 2  +   ( 3   = 0

Utilizando la descomposición LU con sobreescritura, tenemos:


1     3     1


1     3     1 
   

1      3       1

2     1     2
   F2  - 2F1
2    -5     0


2     -5       0

3     2     1
   F3  - 3F1
3    -7    -2     F3  - (7/5)F2
3     7/5    -2

Luego:



1      0       0



1      3      1

        L  =
2      1       0


U    =
0     -5      0



3     7/5     1



0      0  
  -2

Resolvemos
Lux = 0, así




Ly = 0;




  y 1                                  = 0




2 y 1  +        y 2                    = 0




3 y 1  + 7/5  y 2  +     y 3    = 0, 

concluyéndose que:

 y 1  =   y 2  =  y 3   = 0.

Resolviendo ahora:   
Ux = 0, o sea:




  x 1  +   3  x 2  +     x 3    = 0




        -   5  x 2                       = 0





          -  2 x 3    = 0

Concluyéndose que  necesariamente 
  x 1  =   x 2  =  x 3   = 0.

Los vectores en cuestión son linealmente independientes.

Ejemplo

Los vectores   u = (2,3,1)  , v = ( 3,8,3 ) , w = (-1,2,1), son linealmente dependientes.

Ya que   ( 1 u + ( 2 v + ( 3 w  = 0
 es equivalente a plantear:

2 ( 1   + 3 ( 2    -     ( 3    = 0


 
   

3 ( 1   + 8 ( 2   +  2 ( 3    = 0





  ( 1   + 3 ( 2     +    ( 3    = 0

Descomponiendo la matriz de los coeficientes del sistema anterior en la forma LU, tenemos:


2     3     -1

1     3      1
               1     3      1
                1     3      1


3     8      2
( 
3     8      2      F2  - 3F1     3    -1     -1
(
   2    -1     -1


1     3      1

2     3     -1      F3  - 2F1     2   -3     -3       F3  - 3F2
   2     3      0


intercambio 


3ra. fila con 1ra.


Luego



1    0    0
1    3    1





LU   =
3    1    0
0   -1   -1






2    3    1
0    0    0

El intercambio de las filas no afectará el proceso ya que el sistema de ecuaciones  es homogéneo( Ax = b, con b= 0).

Resolvemos


Ly = 0




   y 1                                  = 0




3 y 1   +        y 2                     = 0




2 y 1   +    3  y 2  +     y 3    = 0,




concluyéndose que:

 y 1  =   y 2  =  y 3   = 0.

Ahora resolvemos


Ux = y

O sea

x1
+        3x2
     +          x3     =    0






                    -       x2      -        x3      =    0








             0 x3     =     0

Luego    x3    puede tomar cualquier valor y no es necesariamente igual a 0.

Por lo tanto los vectores son linealmente dependientes.

Los vectores  e 1 = ( 1, 0, 0 ),   e 2 = ( 0, 1, 0 ),  y  e 3 = ( 0, 0, 1 ), son linealmente independientes como se puede concluir al plantear la ecuación




( 1 e 1 + ( 2 e 2 +  ( 3 e 3 = 0


La cual deviene en:




( 1                               = 0





( 2

= 0






( 3
= 0

Además:   ( e 1 ( = ( e 2 ( = ( e 3 ( = 1.   Los vectores    e i   son de longitud 1.

Mas aún, como:
< e 1 ,  e 2 > = 0
,
< e 1 ,  e 3 > = 0,

< e 2 ,  e 3 > = 0, 

O lo que es lo mismo:

< e i ,  e j > = 0, si  i ( j

Por lo tanto son mutuamente ortogonales y unitarios (de norma 1) y por lo tanto constituyen un conjunto ortonormal.

(Estas últimas características se pueden resumir diciendo que



< e i ,  e j > = (ij, ( donde  (ij = 1  si  i=j   y   (ij = 0 si i( j. )

Problema:

Hallar el ángulo entre los vectores
  u = (2,1,-1)
v = (1,-2,1)

Solución:

cos ( = <u,v> / (u( (v(  = (2 × 1 + 1 × (-2) + (-1) × 1) / (( 6 ( 6 ) = 
-1 / 6


Por lo tanto   ( = arccos ( -1/6) ( 1, 74 radianes ( 100°

Problemas propuestos

1. Demuestre que los vectores 

,

son linealmente independientes


2.    Demuestre que los vectores
           ,


son linealmente dependientes.


3.   Demuestre que los vectores

      ,
          ,

   son linealmente dependientes.

4. Demuestre que los vectores


v1 =

     v2 =

       v3 =
       v4 =
          v5 =

son linealmente dependientes, mientras que el conjunto de vectores v1, v2 , v4 , es linealmente independiente.      

5.   Demuestre que los vectores




         ,


,

son linealmente dependientes

6.   Demuestre que los vectores




        ,

         ,

son linealmente independientes.

7.   Demuestre que los vectores




        ,

        ,


,

son linealmente dependientes.

8. Determine si los siguientes conjuntos de vectores son linealmente dependientes o independientes


a) (1, -3,  5),   ( 2, 2,1 )   ,  ( 4, -4, 14 )


b)  (1, 7, 7)  , (2, 7, 7) ,  (3, 7, 7 )


c) 

,



d)  

,

,

   ,

9.  Demuetre que

es un elemento  de Gen (
 ,,
  (
Ejercicios
1) Determine si el conjunto de vectores dados es linealmente independiente o nó.

i) v 1 = ( 1, 2, 1)
v 2 =  (1,0,1)
v 3 = (2,1,1)
ii) v 1 = ( 1, 2, 1)
v 2 =  (1,0,1)
v 3 = (2,1,1)
v 4 = ( 1, 0, 1)

iii) v 1 = ( 1, 2, 1)
v 2 =  (1,0,1)
v 3 = (-1,4,-1)
iv) v 1 = ( 1, 2, 1)
v 2 =  (1,0,1)
v 3 = (3,1,1)   
v 4 = ( 6, 4, 2) 
2) Determine si el par de vectores es ortogonal o no..

i) v 1 = ( 1, 2, 1)
v 2 =  (1,0,1)

ii) v 1 = ( 1, 2, 1)
v 2 =  (1,0,-1)


iii) v 1 = ( 1, 2, 1)
v 2 =  (1,-1,1)

3) Demuestre que si los vectores v 1 , v 2 , v 3 , v 4 , son diferentes de 0 y ortogonales entre sí, es   decir, si además 

 < v 4 , v 3 > = < v 4 , v 2 > = < v 4 , v 1 > = < v 3 , v 2 > = < v 3 , v 1 > = < v 2 , v 1 > = 0

entonces son linealmente independientes.

Ayuda:   Si  ( 1 v 1 +  ( 2 v 2 +  ( 3 v 3 +  ( 4 v 4 = 0, entonces



< ( 1 v 1 +  ( 2 v 2 +  ( 3 v 3 +  ( 4 v 4 , v 1 > = ( 1 < v 1 , v 1 > = < 0 ,  v 1 > = 0,



Por lo tanto    ( 1 < v 1 , v 1 > = 0, concluyéndose que ( 1 = 0, ya que < v 1 , v 1 >  ( 0.



Por qué es esta la base de nuestra afirmación?. 

1. Una manera de analizar la independencia o independencia lineal de vectores, es escribirlos como vectores fila y formar una matriz con dichas filas. Al efectuar el proceso de escalonización por el método de Gauss, las filas diferentes de 0, al terminar este proceso, por su forma escalonada, son linealmente independientes. Si aparece una fila de ceros, es porque alguna combinación lineal de algunos de los vectores fila a anulado ha logrado formar el vector 0, pese a que el escalar 0 no ha sido utilizado, por lo cual serían linealmente independientes de lo contrario, si el proceso termina con todas las filas diferentes de 0, los vectores son linealmente independientes.

     Resuelva el problema 1 por este método.
2. Exprese el vector u = (3, 0, 3) como una combinación lineal de los vectores 

      u1 = (-2, -1, 1), u2 = (-1, 1, 2) y u3 = (2, -1, 1).

3. Determine los valores de k para los cuales los vectores dados forman un conjunto linealmente            independiente en R 3,  donde: 


 INCLUDEPICTURE "http://www.monografias.com/trabajos12/exal/Image377.gif" \* MERGEFORMATINET 


, y [image: image2.png]& =(-110)




5.
Determine si el conjunto W = [image: image3.png]


 u1 = (1, -2, 0, 1), u2 = (2, 3, -1, 2) y u3 = (0, -1, 5, 3).

es linealmente independiente en R 4, cualquiera que sea su respuesta justifíquela.
6. Hallar todos los valores de k para los cuales V  = {v1 , v2 , v3} , es un conjunto linealmente

    independiente, en los siguientes casos:

i) {(1, 2, k) , (1, 1, 1) , (0, 1, 1 − k)}    ii) {(k, 1, 0) , (3,−1, 2) , (k, 2,−2)} 
7. Determina si el vector v de R3 indicado, se puede expresar como combinaci´on lineal de los

vectores que se señalan: a) v = (5, 2,−3) como combinaci´on lineal de {(1, 1,−1), (2,−1, 0)}.

b) v = (−1, 2, 1) como combinaci´on lineal de {(1, 1,−1), (2,−1, 0), (3, 0,−1)}.

c) v = (−1,−1,−1) como combinaci´on lineal de {(1, 1,−1), (2,−1, 0), (3, 0,−1)},

8. Estudia la dependencia o independencia lineal de los conjuntos de vectores indicados:

a) En R2, el conjunto {(a, 0), (0, b)} con a ( 0 y b ( 0.

b) En R2, el conjunto {(1, 3), (−3, 6)}.

c) En R2, el conjunto {(2, 0), (4, 8), (0, 3)}.

d) En R2, el conjunto {(2,−1), (−1, 2), (4, 5)}.

e) En R3, el conjunto {(1, 2,−1), (1,−3, 4)}.

f) En R3, el conjunto {(1, 3, 4), (0, 2,−5), (0, 0, 6)}.

g) En R3, el conjunto {(1, 1,−1), (1, 0,−2), (2, 1,−3)}.

h) En R3, el conjunto {(1,−2, 0), (1, 0, 1), (1, 1, 1)}.

i) En R3, el conjunto {(1, 1, 0), (1, 0, 0), (1, 1, 1), (1, 0, 1)}.

j) En R3, el conjunto {(2, 1, 2), (−1, 3, 4)}.

k) En R4, el conjunto {(1, 1, 1, 1), (3, 4, 2, 5)}.

l) En R4, el conjunto {(2, 5, 6, 4), (0,−1, 2, 3), (0, 0, 1, 6)}.

9. Formula una condici´on sobre los n´umeros a, b, c y d para que los vectores {(a, b), (c, d)} sean

linealmente independientes.

10. ¿ Para qu´e valores de _ los siguientes conjuntos de vectores de R3 son linealmente independientes?

a) {(1, 2, 3), (2,−1, 4), (3, _, 4)}.

b) {(2,−3, 1), (−4, 6,−2), (_, 1, 2)}.

11. En R3 consideramos un conjunto de vectores linealmente independientes {u, v,w}. Estudia

si los siguientes conjuntos de vectores son linealmente independientes:

a) S1 = {u, v, u + v}.

b) S2 = {u,w, u + w}.

c) S3 = {u, v, (0, 0, 0)}.

Determine si el conjunto de vectores dado es linealmente independiente o linealmente

dependiente.

12. En R2 : (1, 2) , (−1, −3)

13. En R2 : (−3, 2) , (1, 10) , (4, 5)

14. En R3 : (1, 0, 1) , (0, 1, 1) , (1, 1, 0)

15. En R3 : (−3, 4, 2) , (7, −1, 3) , (1, 2, 8)

16. En R3 : (1, −1, 2) , (4, 0, 0) , (−2, 3, 5) , (7, 1, 2)
17 ¿Para qué valores de α serán linealmente dependientes los vectores

(1, 2, 3) , (2, −1, 4) , (3, α, 4)?

18) ¿ Para qué valores de α serán linealmente dependientes los vectores

(2, −3, 1) , (−4, 6, −2) , (α, 1, 2)?

[Sugerencia: observe con cuidado.]

19. Determinar si v ( S en cada uno de los siguientes casos:

i) v = (1, 2,−1), S = < (1, 3, 2) , (2, 0, 1) , (1, 1, 1) > 
ii) v = (1, 0,−1, 3), S = < (1, 0, 1, 0) , (2, 1, 0, 1) , (0, 1, 0,−2) >, donde < ... > , se refiere al conjunto generado por los vectores. 
20. Sea S = < (1,−1, 2, 1), (3, 1, 0,−1), (1, 1,−1,−1) >, donde < ... > , se refiere al conjunto generado por los        vectores. Determinar si (2, 1, 3, 5) ( S.

21. Decide razonadamente si el vector (1, 2, 0, 1) pertenece o no al subespacio vectorial de R4

generado por los vectores (1, 0, 2, 0) y (0, -1, 1, 1).
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