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Capìtulo 5
Vectores y operaciones


ALGEBRA LINEAL EN CONTEXTO

JOSE ARTURO BARRETO, M.A.

THE UNIVERSITY OF TEXAS AT AUSTIN

Capítulo 5.

VECTORES EN R2, R3, Rn
OBJETIVOS

Al terminar este capítulo el estudiante estará en capacidad de:

1. Determinar si un conjunto de vectores es linealmente independiente.

2. Determinar si un conjunto de vectores  es un subespacio y hallar al menos una base y su dimensión.

3. Determinar la dimensión de los espacios fila y/o columna de una matriz, calcular su rango y hallar bases de dichos espacios.

4. Expresar un vector en una base dada.

5. Transformar una base en una base ortogonal utilizando el proceso de Gram- Schmidt

6. Expresar un vector en una base ortogonal u ortonormal.

7.   Resolver sistemas de ecuaciones lineales por mínimos cuadrados
LOS ESPACIOS  XE "Espacios vectoriales" VECTORIALES R2, R3, Rn

5.1. Vectores XE "Vectores"  y operaciones

Vectores en R2

Un vector o vector XE "Vector:fila"  fila es una pareja ordenada (x , y) donde x e y son números reales. El conjunto de todos los vectores 




( (x,y) ( x ( R , y ( R(
se denomina R2.

Sobre un eje de coordenadas se representan por flechas con origen en (0,0) y extremo en (x,y). Para distinguir a los vectores y diferenciarlos de las coordenadas de sus extremos, que se denotan de la misma manera, usaremos la siguiente notación


v = (x,y),   denota al vector  
y
V (x,y) , denota el punto extremo


Por comodidad tipográfica denominaremos al vector   v      , de aquí en adelante por   v.
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En el conjunto R2 , definimos las operaciones suma de vectores, resta de vectores, y multiplicación por un número real., así:

Suma:
Si u = (u1, u2)   y   v = (v1, v2), definimos

u + v  =  (u1 + v1, u2 + v2)   

Resta:
Si u = (u1, u2)   y   v = (v1, v2), definimos

u - v   =  (u1 - v1, u2 - v2) 

Multiplicación por un número real: XE "Vectores:operaciones" 
Suma:

Si   v = (v1, v2), y  c ( R,    definimos
c v  =  (c v1, c v2)

Ejemplos

u = (2, 1)   y   v = (1, 3), 
u + v  =  (2 + 1, 1 + 3) = (3,4)

u - v  =  (2 - 1, 1 - 3) = (1,-2)

v - u  =  (1 - 2, 3 - 1) = (-1,2)






    3u =  ( 3×2,3×1)   =  (6,3)

 




    -u =      -1(2,1)      =  (-2,-1)





         (1/3) v  = 
 1/3 (1,3)      =  (1/3,1)

La resta es realmente una suma, ya que por ejemplo, 

u – v  = u +  (- v) =  (2, 1)  +  (-1,-3) = (2-1,1-3) =  (1, -2)

Aceptaremos los siguientes principios o propiedades de las operaciones así definidas:

u + v  =  v + u



Propiedad conmutativa

      
u + (v + w) = (u + v) + w

Propiedad asociativa


u + 0 = 0 + u = u


0 es el elemento neutro 0 = (0,0).


v + (-v) = 0  y  –v + v = 0

Para cada vector v existe un opuesto aditivo -v 

c (u + v) = c u + c v


Ley distributiva mixta
(( + () v = ( v + (v, ( ( R, ( ( R
Ley distributiva mixta

c ( d u )  =  (cd) u. 


Ley asociativa mixta


1. v = v




1 ( R, es el elemento neutro con respecto a (.)

Estas operaciones con sus leyes le dan a  R2 la estructura de espacio XE "Espacio vectorial:leyes"  vectorial.

Gráficamente las operaciones de suma y resta se representan y efectúan gráficamente siguiendo la conocida ley del paralelogramo, como lo demuestran las siguientes figuras.
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Notese que el vector u-v es paralelo y está en la dirección de la flecha que va de  v  a  u, y no de  u  a   v.

La multiplicación de un vector  v  por un escalar, produce un vector que es una “contracción” o “dilatación” del vector dado, en su misma dirección, como se muestra en la figura





Vectores XE "Vectores:en R3"  en R3
Genelarizaremos algunos de los resultados obtenidos  sobre vectores en R2 (el plano X-Y) a vectores en el espacio de 3 dimensiones  X-Y-Z. o espacio R3 . 

Un punto de coordenadas P(x,y,z) puede reprersentarse en el espacio tal como se muestra en la figura, donde (x,0,0), (0,y,0) y (0,0,z), son puntos situados respectivamente sobre los ejes ortogonales XE "Ortogonales:ejes"  X-Y-Z, a distancias x, y, z , respectivamente, del origen O.
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De manera similar al caso en R2 , el vector v, con origen en O(0,0,0) y extremo en P(x,y,z), se expresa como v = (x,y,z), en donde x,y,z se denominan las componentes XE "Componentes:de un vector"  de v. 

Extendiendo las definiciones de suma y resta de vectores y multiplicación por un escalar de R2 a R3 , definimos:

Si   u = ( u 1, u 2, u 3 )    y   v = ( v 1, v 2, v 3 ), definimos 
u + v = ( u 1 + v 1, u 2 + v 2, u 3 + v 3 )








u - v = ( u 1 - v 1, u 2 - v 2, u 3 - v 3 )

Si ( ( R, definimos: 

 




( v = (( v 1, ( v 2 , ( v 3 )

Vectores XE "Vectores:en Rn"  en Rn

Hasta ahora nos hemos limitado al estudio de vectores en dimensiones 2 y 3 con el fín de lograr la mayor claridad posible y mantener la motivación del estudiante. Esperamos que ya esté preparado para un mayor grado de abstracción algebraica ya que el sentido geométrico se puede mantener hasta el espacio R3 en el cual nos movemos materialmente. Sin embargo es necesario crear espacios vectoriales abstractos para 

modelar la realidad, ya que en la práctica los problemas que se deben resolver, generalizando los asuntos y métodos planeados en R2 y R3 , constan de cientos, y a menudo, miles de variables x1,  x2,  x3,  x,4,  x5,  x6, etc.

El espacio vectorial  Rn es el conjunto de todos los vectores con  n  componentes  (x1,  x2,  x3, ... , xn), dotado de las siguientes operaciones:

i) suma XE "Vectores:operaciones"  de vectores :
Para cada par de vectores x = (x1,  x2,  x3, ... , xn)  e  y = (y1,  y2,  y3, ... , yn), definimos la suma de vectores, denotada por x + y, así:


(x1,  x2,  x3, ... , xn)  +  (y1,  y2,  y3, ... , yn) =  (x1+ y1, x2 + y2,  x3 + y3 ... + xn + yn)

ii) (pre)multiplicación de un vector por un número. 

Para cada número ( y cada vector 

     x = (x1,  x2,  x3, ... , xn), definimos el producto (x, como el vector:



(x = ((x1,  (x2,  (x3, ... , (xn)

Ejercicios Propuestos

1. Decida si el vector pertenece al conjunto. Cuáles valores de j, k o r  reproduce(n) al vector?

a. 
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2. Efectue las operaciones indicadas, si están definidas

a)
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3. Ejercicio 14 Determine los vectores indicados en los ejercicios a. y b. 

si u = (1, 3, 5, 7) , v = (2, 4, 6, 8) , y w = (−1, 0 − 4, 3) .

a.   3v + w

b. . 2u − 6v + 8w

    4.  En cada uno de los casos siguientes, determinur u+v, u − v, 3 u, −2 v.

i) u = (2, −1) , v = (−1, 1) ii) u = (−1, 3) , v = (0, 4)

iii) u = (2, −1, 3) , v = (−1, 1, 1) iv) u = (−1, −2, 3) , v = (−1, 3, −4)

v) u = (π, 3, −1) , V v = (2π, −3, 7) vi) u = (15, −2, 4) , v = (π, 3, −1)

5. 
Determine los vectores indicados en los ejercicios a. y b. si u = (1, 3, 5, 7) , v = (2, 4, 6, 8) , 

y w = (−1, 0 − 4, 3) .

a.   3v + w

b. 2u − 6v + 8w

5.2. Propiedades XE "Vectores:Operaciones, propiedades"  de las operaciones
Las estructuras < R2 , +, . >, < R2 , +, . >, < Rn , +, . > , que constan de un conjunto en el cual se ha definido la operación suma, por lo tanto la resta, de la manera natural), y la multiplicación por números reales (, se dice que tiene estructura de espacio vectorial o que las operaciones + y ., dotan a  Rn, el cual es el caso general, de una estructura de espacio vectorial, en el cual las operaciones cumplen las siguientes leyes.

Si x,u,v,w son vectores, entonces:

i) 
u + v = v + u 



Propiedad conmutativa

ii) 
u + (v + w) = (u + v) + w

Propiedad asociativa


iii)
v + 0 = 0 + v = v


0 es el elemento neutro de la suma de vectores.

iv)
x + (-x) = 0  y  –x + x = 0

Para cada vector x existe un opuesto aditivo -x 

v) 
((() x = ((( x), ( ( R, ( ( R

Ley asociativa mixta

vi)
(( + () v = ( v + (v, ( ( R, ( ( R
Ley distributiva mixta

vii)
( (u + v) =  ( u +  ( v, ( ( R, ( ( R
Ley distributiva mixta

viii)
1. x = x




1 ( R, es el elemento neutro con respecto a (.)

Las siguientes propiedades que podrían inferirse de las anteriores, y que se pueden verificar en R3 , se cumplen en todo espacio vectorial. 

i) 
       0 v = 0, 0 ( R, v ( R3
,  r 0 = 0 , r ( R , 0 ( R3
ii) (-1) v = - v,  -1 ( R, v ( R3
Continuaremos nuestro estudio.


En R3 el vector v = OP (o su extremo),determina (o recorre) , una recta  L en su misma dirección que pasa por el origen O. El vector (v (o su extremo), recorre la recta L en un sentido si   ( > 0  y en el contrario si   ( < 0.
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Ejemplos:

Si  u = ( 2, 3, -1 )   y   v = ( 3, -1, 2 ), entonces:


u + v = ( 2+3, 3-1, -1+2)  =  ( 5, 2, 1 )              ,   u - v = ( -1, 4, -3  ),  


3 u = ( 3 × 2, 3 × 3 , 3 × (-1) ) = ( 6, 9, -3 )      ,   -2 v = ( -2 × 3, -2 × (-1), -2 × 2) = ( -6, 2, -4)

El vector nulo en  R3  es  0 = ( 0, 0, 0 ).

Los vectores    e 1 = ( 1, 0, 0 ),   e 2 = ( 0, 1, 0 ),  y  e 3 = ( 0, 0, 1 ), son vectores de longitud o norma 1 (unitarios), en las direcciones de los ejes X, Y, Z, respectivamente.  






  e 3






  e 2


                        e 1
Gráficamente la suma y resta de vectores y la multiplicación por un escalar (número), tal como en R2 , se representan por flechas siguiendo las leyes del paralelogramo, con el vector  v – u, paralelo y en la dirección de la flecha con origen en el extremo de u  y extremo, en el extremo de v, o sea que es paralelo a la flecha que “va” de  u  a  v.

La siguiente lista de propiedades, asemeja a  Rn a otros espacios vectoriales abstractos:

i)   Para cada par de vectores x, y,
x + y 
= y + x
        Propiedad conmutativa

ii)  Para cada tripla de vectores x, y, z,
(x+y)+z= x +(y+z)     Propiedad asociativa

iii) Para el vector 0 = (0, 0, ...,0)

x + 0 = 0 + x,
        Existencia de neutro para +.

iv) Para cada vector x,

       x + (-x) = (-x) + x = 0      Existencia de inversos para +.

v)   Para cada par de números (,( y cada vector x
(((x) = ((()x

vi)    Para cada  número ( y cada par de vectores x, y
((x + y) = (x + (y

vii)   Para cada par de números (,( y cada vector x 
(( + ()x = (x + (y

viii) 1x  = x, 1 ( R
Las siguientes propiedades son evidentes en Rn .





0x =  (0 = 0, 0 ( R, 0 ( Rn



            (-()x = -((x). Para todo ( ( R, x ( Rn
Si



(x = 0,

entonces (=0  o   x = 0.

5.3. Norma XE "Norma:de un vector"  de un vector

Para un vector u =  (u1, u2),  en R2, definimos la norma, longitud XE "longitud:de un vector"  o módulo XE "Módulo:de un vector"  de u así     




u




P

Siguiendo el teorema de Pitágoras:


      u2   (u(
u2

(u(= ( (u1 2 + u2 2)
O
      u1 

Propiedades de la Norma.

(u( ( 0   y ,    (u( = 0  si y sólo sí  u = 0.

(cu( = c(u(, para todo número c.

(u+v( ( (u( + (v(. Desigualdad triangular

Nota: La longitud o norma del vector  kv, en donde k ( R, es k “veces” la longitud
         o norma del vector v.

Ocasionalmente nos referiremos al vector   u, como el vector OP  (vease la figura anterior), utilizando los nombres de sus extremos.

Por analogía, definimos la norma, longitud o magnitud del vector v =(x,y,z) como





( v ( = (( x 2 + y 2 + z 2 )

todas las propiedades de la norma de vectores en R2,  citadas antes, se cumplen en R3. 

En general, definimos la norma, longitud o magnitud XE "Magnitud:de un vector"  del vector x =(x1,  x2,  x3, ... , xn)   como





( x ( = ((x12 +  x22 + x32 + ... + xn2)  

i) todas las propiedades de la norma de vectores en R2 y R3 se cumplen en Rn

Ejercicios.

1. Demuestre que los puntos P(1,1/2), Q(2,1) y R(6,3), son colineales, es decir que están sobre la misma recta.

Ayuda: Los tres puntos son colineales si existe un número real ( tal que PQ = ( PR 

2. Demuestre que los puntos P(1,1), Q(3,1), y R( 2, 1 +  ( 3 ), son los vértices de un triángulo equilátero.

3. Demuestre que los puntos P( (1 +  ( 3) / 2 , (- 1 +  ( 3) / 2), Q((1 +  3( 3) / 2, (- 3 +  ( 3) / 2), y 

R((1 +  3( 3) / 2, (1 +  ( 3)/2 ), son los vértices de un triángulo equilátero.

4. Demuestre que los puntos P(1 + (3, - 1 + (3), Q(1 + 4(3, - 4 + (3), R(4 + 5(3, - 5 + 4(3), 

S(4 + 2(3, - 2 + 4(3) son los vértices de un paralelogramo PQRS.

5. Un rombo es un paralelogramo con los cuatro lados iguales. Demuestre que el cuadrilátero ABCD, con  vértices A(2,2), B(6,5), C(9,9), D(5,6), es un rombo. Ayuda: Aun cuando no prueba mucho, es conveniente realizar un dibujo del cuadrilátero en alguna escala. En cualquier caso, demuestre: 

   

i) AB // DC, AD // BC


ii) (AB((BC((CD((AD(
6.- a) Obtenga dos vectores paralelos al vector u = (2, -3, 4) cuya norma sea igual a [image: image22.png]261




b) Obtenga dos vectores paralelos al vector u = (5, -1) cuya norma sea igual a [image: image23.png]





7. Determine la magnitud de los vectores de los ejercicios a. y b.

a. (1,3)

b. (1,5,-2)

8. En los ejercicios a. y b., halle un vector unitario que sea paralelo y

tenga la dirección de cada vector dado.

a.. (3,4)

b.. (2,3,-2)

9. Encuentre la longitud del vector PQ, donde P = (1, 4) y Q = (3, 9).

10. En los siguientes ejercicios halle un vector unitario que sea paralelo

y tenga la direcciòn de cada uno de los vectores dados.

a. (1, 1, 1, 1)

b. (0, −1, 2, 4, 0)

11. Determine la norma de cada uno de los siguientes  vectores: (−4, 0, 2, 2) y (0, −5, 2, 1, 1)

12. Demuestre que si el vector v es no nulo, entonces  el vector  v / (  v (,  tiene longitud 1.

5.4. Producto interno XE "Producto interno:producto punto" 
Para dos vectores u = (u1, u2)   y   v = (v1, v2), en R2 ,definimos el  XE "Producto escalar" producto interno de u y v, y lo denotaremos u .  v  o < u , v > , como




u .  v  = < u , v > = u1 v1 +  u2 v2

El producto interno de u = (1,2) y v = (3,4), es por lo tanto   (1 x 3)  +  (2 x 4) = 3 + 8 = 11.

Por lo tanto:
u.u = < u,u > = u1 x u1 +  u2 x u2 = ( u1 )2 + ( u2 ) 2 = (u(2

Y 

(u( = 0 , si y sólo si, u. u = < u,u > = 0

Propiedades del producto interno de vectores

< u,u > = 0 si y sólo si  u = 0

< u,v > =  < v,u >

El producto interno en R2  es una función multilineal (bilineal en este caso), en el siguiente sentido

< u,v + w> = < u,v > + < u,w > 


 < ku,v > = k< u,v >
< u + v,w > = < u,w > + < v,w >


< u,kv > = k< u,v > 

De aquí se concluye

< k1u + k2v ,w > = k1<u,w> + k2<v,w>

 < u , k1v + k2w > = k1<u,v> + k2<u,w>

< u + v, w + z > = <u,w> + <u,z> + <v,w> + <v,z>

y otras combinaciones más como:

< u, v + w + z> = <u,v> + <u,w> + <u,z>

La multilinealidad del producto interno tiene muchas aplicaciones teóricas y prácticas. Esta multilinealidad ya se había manifestado en la función determinante (por filas y columnas).





*****************************************

La trigonometría nos permite utilizar el producto interno en la formulación y solución de problemas geométricos. El siguiente resultado es de gran ayuda.

u.v = (u((v(cos (
Donde ( es el ángulo formado por los vectores u y v.

 La figura que sigue nos ayudará a probar la proposición.
u
      v - u





















        (
      v











Por la ley de los cosenos:   (v – u(2 = (u(2 +  (v (2 - 2(u((v(cos ( (*)

Por otra parte: (v – u(2 = < v – u, v – u> =  < v , v > - < v , u > - < u , v > + < u , u > =




   (u(2 +  (v (2  – 2 < u , v > (*)

Igualando las dos ecuaciones denotadas por (*), concluimos el resultado deseado.




De 
u.v = (u((v(cos (, concluimos




cos ( =  (u.v)  / ((u((v()

A partir de los siguientes resultados que se basan en la trigonometría, resolveremos algunos problemas geométricos con ayuda del álgebra de vectores, la norma y el producto interno.

(u(



              u        
(u(sen (,



         (






v

                                
    (u(cos (,
Recuerde, en el triángulo rectángulo, el lado opuesto al ángulo tiene una norma o longitud:

 




(u(sen (,

El lado adyacente o proyección de la hipotenusa:  


(u(cos (,
Ejemplo

Calcular el área del triángulo de vértices A(1,1), B(3,2),C(2,3)




      3

   C(2,3)
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         v  
          h




      


         B(3,2)

      1
         (
u





 A(1,1)

     1
     2
      3

Por lo tanto:  
v = (2,3) – (1,1) = (1,2) 


  u = (3,2) – (1,1) = (2,1)

Del gráfico, deducimos que






h =  (v(sen (,

Luego el área S del triángulo es: ½ (u(
h = ½ (u((v( sen (,

Como
cos ( = < u,v> / ((u((v() = (2x1 + 1x2) / (((4+1)((1+4)) = 4/5

Como
sen 2 ( + cos 2 ( = 1, concluimos que sen 2 ( = 1 – 16/25  =  9 / 25. Luego sen ( = 3/5.

Por consiguiente 
S =  ½ (5 (5 (3/5) = ½ x 5 x 3/5 = 3/2.

Verifiquemos la respuesta siguiendo el método que aprendimos en la sección de determinantes


S =       ½ 
1  3
+      3   2     +          2   1     
= ½ ( (-1) + 5 –1) = ½ x 3  = 3/2.




1  2 
        2   3
      3   1 

Lo cual corrobora nuestra respuesta.

Ejemplo: Hallaremos el ángulo entre los vectores     u = (2,1)  y     v = (1,-4)

Solución

<u,v> = 2x2 – 1x4 = 0. Luego  cos ( = 0. Por lo tanto  
( = 90°.

Conclusión: Los vectores u  y   v son perpendiculares.

Problema: Halle el ángulo entre los vectores  u = ((3,1)  y     v = (1, (3)

Solución:  u. v = (3 + (3 = 2(3. 
(u( = (v( = ((3 + 1) = 2.

Luego:

  cos ( =  (u.v)  / ((u((v() = 2(3 / (2x2) = (3 / 2

Por consiguiente, sabiendo que 

sen 30° = ½, podemos construir la figura:







2
  1





        30°.






(3

Concluimos entonces que el ángulo entre los vectores es de 30°.

De la fórmula:



cos ( =  (u.v)  / ((u((v()

Concluimos que los vectores u y v son ortogonales XE "Vectores:ortogonales"  (“perpendiculares” entre sí), sí y sólo sí 






cos ( =  0

o equivalentemente, si y sólo si

u.v = 0

El producto interno, de dos vectores  u = ( u 1, u 2, u 3 )    y   v = ( v 1, v 2, v 3 ), en R3  denotado por u . v o por < u , v >, se define de manera similar a como se hizo en R 2  , así:




u . v = < u , v > = u 1× v 1 +  u 2 × v 2 +  u 3 × v 3 ,

Todas las propiedades, sus relaciones con la norma y las  fórmulas presentadas en R2 tienen validez en R3. . Siempre y cuando se extiendan las definiciones como se ha hecho.

La siguiente propiedad será utilizada extensivamente:


El producto interno se generaliza, con todas sus propiedades, a Rn así:

Si u =(u1,  u2,  u3, ... , un)  y u =(v1,  v2,  v3, ... , vn), definimos :


<u,v> = u1v1 + u2v2 + u3v3 + … + unvn

Ejercicios

1.  Dados los vectores  v = (-1,2)  y  w = (3,2)

        i) Calcule: a) <v,w>
b) <w,v>
c) < v, w – v >
d) <v,v>
e) (v(
f) (w(
       ii) Verifique que <v,w – v> =  < v, w> -  < v, v>

iii) Halle el coseno del ángulo ( formado por  v  y  w. Ayuda : cos ( = <v,w> / (v ( (w (.

2.  Dados los vectores u = (2,1) y v = (3, -1). Calcule la proyección de u en v, Pr v u, y la proyección

     Pr u v de v en u.  

3.  Dados los vectores u = (-1,2)  y  v = (3,2)


i)   Halle la proyección Pr v u, de u  en  v.


ii)   Halle v - Pr v u
iii) Verifique que  v - Pr v u es ortogonal a u ( es decir que < v - Pr v u, u> = 0 ).

4.   Halle el ángulo (, entre los vectores dados en cada caso:


a)  u = (-1, 2),
v = ( 0, 1)
R/. ( = arccos 2(5 / 5

b)  u = (-1, 2),
v = ( 1,1/2)
R/. ( = arccos 0 = 90°

c)  u = ( 1, 2),
v = ( 7,14)
R/. ( = arccos 1 = 0 °

d)  u = ( 1, 1),
v = ( 1,-1)
R/. ( = arccos 0 = 90°

e)  u = ( 1, 1),
v = (-1, 1)
R/. ( = arccos 0 = 90°

f)  u = ( 1, 1),
v = (-1,-1)
R/. ( = arccos-1 = 180°

5)   Hallar los ángulos interiores (, (, ( del triángulo cuyos vértices son A(1,1), B(1,-1), C(-1,1)











Ayuda: ( = arccos (CA . CB) / (CA ((CB ( 


( = arccos (AC . AB) / (AC ((AB (









( = arccos (BC . BA) / (BC ((BA (
6. Dada la circunferencia de centro en O(a,b) y de radio r, demuestre que:


Si P(x,y) es un punto en la circunferencia,

entonces : (x-a) 2 +  (y-b) 2 = r 2 


Ayuda: (OP( = r.

7.   Dada la circunferencia C de centro en O(0,0) y de radio 1, cuya ecuación es x 2+ y 2 = 1, y  L, una       recta tangente en Q(0,1), a la circunferencia y el punto P (3,1), situado en tal recta tangente, calcule el ángulo (.






  

P(3,1)

8.   Demuestre que los puntos A(2,5), B(8,-1), C(-2,1) son los vértices de un triángulo rectángulo en A.


1. Demuestre que las diagonales de un cuadrado son perpendiculares entre sí


Ayuda: Demuestre que OB . AC = 0

2. Un rombo es un paralelogramo con los cuatro lados iguales. Demuestre que el cuadrilátero ABCD, con vértices A(2,2), B(6,5), C(9,9), D(5,6), es un rombo. Ayuda: Aun cuando no prueba mucho, es conveniente realizar un dibujo del cuadrilátero en alguna escala. En cualquier caso, demuestre: 

   

i)  AB // DC, AD // BC


ii) (AB((BC((CD((AD(
iii) Demuestre que los ángulos opuestos de dicho rombo son iguales dos a dos.
iv) Verifique que sus diagonales son perpendiculares entre sí.
11.  Demuestre que las diagonales de un rombo son perpendiculares entre sí. Ayuda: Apóyese en el gráfico siguiente:

Ayuda: Demuestre utilizando la multilinealidad

Del producto interno que:  



<u-v, u + v> = 0,



ya que (u (= (v ( 

12.  Hallar la distancia del punto P(-2.3) a la recta L:  4x – 5y + 10 = 0. Observe el gráfico.

Ayuda: d = (HP(= (QP(sen (. Además: cos ( = QP . QR

13.  Demuestre que las rectas L 1 : 3x – 4y + 8 = 0  y   L 2 : 6x – 8y + 9 = 0, son paralelas.

Ayuda: Halle un vector en la dirección de cada recta. Demuestre que tales vectores son paralelos: el uno es un múltiplo del otro.

3.  Halle la distancia entre las rectas del ejercicio anterior.

        Ayuda: i) Halle un punto P en una de las rectas y dos puntos R y S en la otra.








ii) Calcule cos ( =  (RP  .  RS) / (RP((RS(






iii) Calcule d =  
(RP(sen  ( 

4. Halle la ecuación cartesiana de la circunferencia de centro en O(2,1) y radio r = 3.

R/. (x – 2) 2 +  (y – 1) 2 = 9

       Ayuda: P(x,y) es un punto de la circunferencia

       Si y sólo si (r( = ( ((x –2) 2 +  (y –1) 2 ) = 3. 

16.  Demostrar que la recta L1 que pasa por P(-2,5) y Q(4,1) es perpendicular a la recta L2 que pasa por los   puntos R(-1,1) y S(3,7). Ayuda: Demuestre que: 
PQ  .  RS = 0

17.  Demuestre que los puntos P(1,1), Q(3,1), R(2,1 + ( 3 ), son los vértices de un triángulo equilátero.   Halle uno de sus ángulos.

18.  Demuestre que los puntos P(1,1), Q(4,1), R(5,4), S(2,4) son los vértices de un paralelogramo. Halle el ángulo interior obtuso.

19.  Halle los vértices del triangulo formado por las rectas tangentes a la circunferencia C en los puntos 

P1 ( -1 , 1 ), P2 ( 3 , 5 ), P3 ( 5 , -3 ).

20.   La recta   cuya ecuación cartesiana es  3x –4y –1 = 0, es tangente a una circunferencia de radio 5 en el punto P(3,2). Hallar la ecuación de dicha circunferencia.(mas de una respuesta).

21.  Halle la ecuación cartesiana de la recta tangente en el punto P(3,4), a la circunferencia cuya ecuación es:




3x 2 +  3y 2 + 12x + 4y – 35 = 0

22   Determine la distancia del punto P( 2, -3 ) a la recta 4 x – 5 y + 10


23.  Por el punto P( - 5, 4 ) se trazan tangentes a la circunferencia





x 2 +  y 2 - 10x +  7 = 0.

       Halle el ángulo que forman.

Ejercicios

1.   Para cada uno de los siguientes vectores, calcule ι v ι:







i) v = (-2,4,7)
ii) v = (√2,1,1)
iii)  v = (0,0,0)
iv)  v = (1, -√2, -1)
v)  v = (-1, -√2, -1)

3. Para cada uno de los siguientes vectores, calcule ι v ι / ι v ι. Es decir, normalice a v. Compruebe en cada caso que  v / ι v ι tiene magnitud 1. 

i) v = (-2,4,7)
ii) v = (√2,1,1)
iii)  v = (0,0,0)
iv)  v = (1, -√2, -1)
v)  v = (-1, -√2, -1)

3.  De algunas rezones por la cual v / ι v ι tiene siempre magnitud 1. Entre otras razones, reflexione sobre lo siguiente. Si ( es un número real, entonces que  ι (  v ι = ι ( ι ι v ι. Estudie ι ( v ι, con  

( = 1/ι vι.
4. Corrobore algunas de las propiedades de la norma y del producto interno. Sea v = ( 1, 2, 2) 

y  u = ( 3,2,4). Verifique que:

i)    
        ι (  v ι = ι (  ι ι v ι, si ( ( R. Utilice  ( = - 3 

ii)   
       <  3  u ,  v > = 3  <  u, v >

iii) <  3  u ,  4 v > = 12 <  u ,  v >

iv) < u, u – v > =  < u, u  > - < v,  v >

v) < v,  v > = ι v ι 2.











5.  Obtener dos vectores unitarios que sean ortogonales al vector u = (3, -4).
6.  Sea A(1, -2, 3); B(2, 3, -1) y C(-1, 0, 3) los vértices de un triángulo. Encuentre:

a. Sus ángulos interiores                b. Su Perímetro

7.  Dado el vector u = (1, 3) obtenga dos vectores ortogonales al vector u de dirección opuesta y de norma 10.
8.  Encuentre un vector que sea ortogonal tanto al vector al vector u = (3, -2, 3, 4) como la vector

 v = (-2, 4, -5,-3) y que tenga norma 5.


9. Calcula el  angulo que forman los vectores de R3 u = (1, 1, 1) y v = (1, 1, 0); u = (1, 2, 0) y v = (0, 4, 1). 

10. Obtenga el producto interior de cada par de vectores dados:a. (-4,8), (2,1) ;  (1,2,3), (7,8,9)

11. Determine que pares de vectores del ejercicio anterior, son ortogonales.

12. Determine la magnitud de los siguientes vectores: (1,3);  (1,5,-2)

13. Calcule el ángulo y el coseno del ángulo entre cada par de vectores:6. (3,4), (-1,5);  (1,1,1), (5,0,0)

14. Halle un vector unitario que sea paralelo y tenga la dirección de cada vector dado:a. (3,4) b. (2,3,-2)

15. Encuentre la longitud del vector PQ, donde P = (1, 4) y Q = (3, 9).

16. a. ¿Cuántos vectores unitarios ortogonales a (3,1) hay en R2?

      b. ¿Cuántos vectores unitarios ortogonales a (3,1,1) hay en R3?
17 Obtenga el producto interno de cada par de vectores:

a. (1, 3, −5, 0) , (7, 1, 2, 5) ;   b. (1, 2, 3, 4, 5), (1, 8, −4, 3, −3)

18. Halle un vector unitario que sea paralelo y tenga la direcciòn de cada uno de los vectores dados.

a. (1, 1, 1, 1),  b. (0, −1, 2, 4, 0)

19. Determine la norma de cada uno de los siguientes vectores:a. (−4, 0, 2, 2), b. (0, −5, 2, 1, 1)

20. ¿Qué parejas de vectores son perpendiculares entre sí?

i) (1, −1, 1) y (2, 1, 5) ii) (1, −1, 1) y (2, 3, 1)  iii) (−5, 2, 7) y (3, −1, 2) iv) (π, 2, 1) y (2, −π, 0)

21. Determinar el coseno de los ángulos del triángulo cuyos vértices son

i) (2, −1, 1) , (1, −3, −5) , (3, −4, −4), ii) (3, 1, 1) , (−1, 2, 1) , (2, −2, 5)

21. Determine los ángulo entre la diagonal de un cuadrado en R2 y sus aristas

23. Determine los ángulos entre las diagonales de un cubo en R3 y sus aristas.
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