5.13 Solución de sistemas de ecuaciones lineales por mínimos cuadrados

En base a los comentarios de este capítulo, el sistema de ecuaciones Ax = b, A de dimensión mxn,  tiene solución si y sólo si  b ( Gen (A 1 , A 2  , A n( o sea al espacio generado por las columnas de A.

En el caso en que Ax = b, no tiene solución, calculamos la proyección      b   de    b  sobre 

Gen (A 1 , A 2  , A n(. El sistema de ecuaciones Ax = b   siempre tiene solución.

Veamos un ejemplo en R2 .

Claramente el sistema de ecuaciones 









 2x +  y = 1







 2x –  y  = 2 







   x +  y  = 1   

Al ser resuelto por Gauss, nos lleva a: 
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El sistema es por lo tanto inconsistente.
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A partir de los vectores columna    v1=
2       v2 =  -1


1
       1

construimos.  u1 = v1 ,
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Ahora:
         
u2 =   v2 - < v2 , u1 > / < u1 , u1 >
 u1  =   v2 – (1/9) v1 =   -11/9
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Utilizando  u2 =    -11    en lugar de     -11/9   
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ya que cualquier vector ortogonal diferente de 0 puede sustituirse por otro en su misma dirección, tenemos:
     

           



b     = (< b, u1 > / < u1 , u1 > ) u1 +  (< b, u2 > / < u2 , u2 > ) u2
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    =   (7/9)     2        +   (-7/ (26×9) )     - 11     =      49/26
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Ahora, en lugar de tratar de resolver el sistema de ecuaciones inconsistente   

Ax = b, 

procedemos a resolver ahora el sistema, que siempre tiene solución  

Ax = b  , 

En donde     b    es el vector proyección de b en el espacio generado por las columnas de la matriz A, el cual acabamos de calcular. En este caso el nuevo sistema sería:






2 x +   y =  35/26






2x   -   y =  49/26






  x   +  y =  14/26

cuya solución es  x = 21/26 ,  y = -7/26.

Ejercicios

1. Hallar la proyección del vector (1, 2, 1) sobre los siguientes subespacios vectoriales de R3:

a) U = L({(0, 1, 2), (1, 2, 3)})

b) W = {(x, y, z) ( R3 : x − 2y + 3z = 0}
2. Calcular la proyección ortogonal del vector (1, 0, 1) sobre el subespacio generado por

{(1, 2, 1), (0, 1, 1)} y {(2,−1, 0)}. ¿Cual es la distancia de este vector a cada uno de los

subespacios?

3. (a) Decide razonadamente si el vector (1, 2, 0, 1)

pertenece o no al subespacio vectorial de R4 generado por los vectores (1, 0, 2, 0) y (0, -1, 1, 1).

(b) Calcula  una base ortogonal de tal subespacio.

4. Halle la ecuación de la recta que mejor ajusta en el sentido de los mínimos cuadrados a los puntos  P(1,1), Q(4,2), R(2,3).  

R/ y = 3/14 x + 3/2.

5. Halle la ecuación de la recta y = cx + d que mejor ajusta los puntos P(1,2), Q(3,5), R(4,8) en el sentido de     los mínimos cuadrados. 
6. En cada uno de los problemas a),  b),  c),  d), halle las rectas que mejor ajustan los datos en cada una de   las tablas, en el sentido de los mínimos cuadrados. Calcule las desviaciones r i .
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R/ y = 1,001 x + 0,99
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R/ y = 1,03 x + 0,95
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R/ y = -4,05 x + 1,1
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R/ y = 1,9 x + 1








