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Capítulo 3
   Aplicación de la descomposición LU a la solución de sistemas de ecuaciones lineales
        


3.7 Aplicación de la descomposición LU XE "LU:solución de ecuaciones"  a la solución de sistemas de ecuaciones lineales

En este capítulo (ejemplo 3.16) se resolvió  el sistema de ecuaciones





x    +      y       -      z  =  0





x    +     2y      +     z  =  5





x    +      y       +     z  =  4

Utilizando el método de Gauss se halló la solución “única”:  
x = 1,  y=1 ,  z = 2

Escribiendo el sistema de ecuaciones en la forma   

Ax = b

O sea en la forma:





 1   1  -1        x1
    =    0



     
 1   2   1         x2
    =    5




 1   1   1         x3
    =    4




      A             x       =    b

En donde 




1   1  -1        



     
 A  =  
1   2   1         




 
1   1   1         

es la matriz de los coeficientes

          x1
    



     
 
x =    x2         o vector XE "Vector:de las incognitas"  de las incógnitas ( matriz de dimensión nx1).




 
          x3
    


y




0



     
 
b  =    
5       es el vector de los parámetros.

4

En el proceso de solución descompondremos a la matriz A en la forma





A = LU

Adelantándonos a nuestra solución encontraremos que






1    0     0
1    1   -1




A  =
1    1
0
0    1    2





1    0     1
0    0    2




    
    L
     .  
     U

En donde L es una matriz triangular inferior (Lower triangular: con ceros sobre la diagonal principal) y U una matriz triangular superior (upper
triangular: con ceros debajo de la diagonal principal). 

Con esta descomposición  A = LU, resolveremos el problema propuesto así:

Problema:
Resolver

Ax = b

(1)

a)Se transforma en:

           LUx = b

(2)


b)Creamos el nuevo “vector”  
Ux  =  y 
(3)


c) Resolvemos


          Ly = b

(4)

Hallado  y, procedemos a resolver    Ux  =  y 

(5)

Y hallamos nuestro vector incógnita  x de la ecuación matricial inicial (1)

Así

(1) A            x           =             b


1    1   -1     x1
         =

0







1    2    1     x2
         =

5







1    1    1     x3
         =

4


       (2)

             
L                 U  
         x
        =

b











    1    0     0
1    1   -1         x1

0





    1    1
    0
0    1    2         x2        =

5




    1    0     1
0    0    2         x3

4


       (4)



Resolvemos       L    
y      =                b

Por lo tanto resolvemos







1     0     0  
y1   

0
  






1     1     0
y2       =

5







1     0     1
y3

4

Procedemos por lo tanto a resolver primero el sistema de ecuaciones lineales simultáneas triangular inferior






y1


       =

0






y1           +           y2
  +                       = 

5






y1

  +          y3
       =

4

Por sustitución regresiva hallamos
y1  =  0,
 y2 =  5,    y3  =  4,

(El hecho de que   y   coincida con   b  en este problema  y en el siguiente es puramente accidental y no debe tomarse como una regla).








0




Por lo tanto

y   =   
5







4

(5)
Procederemos ahora a resolver
Ux = y, o sea el sistema triangular superior








1     1     -1  
x1   
    0  






0     1      2
x2      =
   5







0     0      2
x3
    4

Por lo tanto resolveremos

x1
+           x2
         -         x3     =    0






                               x2         +    2 x3      =    5








               2 x3      =
 4

De donde


x1     =    1,
x2     =    1,
x3     =    2

La cual es la solución hallada en el capítulo 3.

Ejemplo 

Utilizando la descomposición LU resolveremos el sistema de ecuaciones ´lineales simultáneas planteado en el ejemplo de la red eléctrica de este capítulo.

   i1
-           i2
         +           i3     =    0

5 i1
                            +   20 i3     =   50







   10  i2
         -    20 i3      =
 30

En este caso la matriz de los coeficientes es

y el vector de los parámetros



    
 1      -1      1





0

    A =
 5       0      20    ..




50

 0     10    - 20





30

(1) Descomponemos  A en la forma  A = LU así,

buscando 0 para U que será sobrescrito por L

         
operación directa                   U



    U



1  -1   -1  


1    -1   -1


1   -1    1

A  =

5   0   20  F2  -  5F1

5     5   25   F3  -  2F2

5    5   25     



0  10 -20  


0    10 -20

     L
0    2  -70 

aquí se consigna la operación           L

aquí se consigna 

inversa                  F2  +  5F1 (+5)

la operación inversa   F3  +  2F2
  

                           éste no cambia ya que





 había 0 conveniente para U

Luego, la descomposición LU de A es

       Recuerde los 1s en la diagonal





1    -1    -1

1    0    0
1   -1   -1




5     0    20        =
5    1    0
0    5   25

            
0    10  -20

0    2    1
0    0  -70


      
       A


      L

     U

(2) Resolvemos Ly = b







1     0     0  
y1   

0
  





5     1     0
y2       =
            50






0     2     1
y3
            30


Por lo tanto

y1



       =

0





5y1           +           y2
                   
                           = 
            50






       2y2

  +          y3
       =
            30

Por sustitución hacia delante, hallamos
y1  =  0,
 y2 =  50,    y3  =  -70,

(3)
Procederemos ahora a resolver
Ux = y, o sea el sistema triangular superior








1    -1     -1  
x1   
    0  






0     5    25
x2      =
  50







0     0   -70
x3
 -70

Por lo tanto resolveremos

x1
-           x2
       -           x3     =    0






                            5x2       +  25 x3      =    50








          -70 x3     =   -70

De donde


x1     =    6
,
x2     =    5
,
x3     =    1

Coincidiendo con los resultados ya calculados en la página 105:

i1     =    6 amperios
,   i2     =    5 amperios
,  i 3     =    1 amperio

Ejemplo.

A veces aparece involucrada una matriz de permutación (intercambio de filas)

Resolver 





2x    +      y       +     2z  =  1





x      +      y       +     3z  =  2





x      +    3y       +       z  =  1

En forma matricial sería




 2   1   2         x
    =    1



     
 1   1   3         y
    =    2




 1   3   1         z
    =    1

La matriz 



2   1   2



     
 A  =  
1   1   3         

1   3   1        

corresponde a una matriz cuya inversa fue calculada en el capítulo 3 como:




8   -5   -1



     
 A-1  = (1/10)     -2    0    4         

    




            -2     5  -1        

La solución del sistema propuesto, utilizando la matriz inversa sería:


             

         8   -5   -1        1

      -3

-3/10


 x = A-1 b = (1/10)      -2    0    4        2
=  (1/10)       2
  =
 2/10

    



        -2     5  -1        1

       7

 7/10

De donde concluimos que
x1     =    -3/10,
x2     =    2/10,
x3     =    7/10

Utilizaremos ahora la descomposición LU para recalcular estos valores, así



Por comodidad permutamos
Las operaciones F2  -  2F1    


La 1ra. Y 2da. filas

y F3  -  F1                                     La operación F3 +  2 F2 en U




2    1     2
    1    1     3
    
1    1     3

1    1     3

A    =
1    1     3
    2    1     2
    
2   -1    -4

2   -1    -4



1    3     1
    1    3    1
    
1    2     -2

1   -2    10

generan los números
genera el número    -2

 +2 y +1 (inversa)
(inversa)

Como en el proceso intercambiamos la 1ra. Y 2da. filas, verifique que:



1    0     0
1    1    3
    1    1    3



         LU  =
2    1
0
0   -1   -4       =
    2    1    2





1   -2     1
0    0  -10
    1    3    1

Esta matriz es, por supuesto, A con la 1ra. y 2da. filas intercambiadas o sea que para resolver el sistema de ecuaciones adecuadamente debemos recordar que los coeficientes de las dos primeras filas del sistema de ecuaciones han sido intercambiados y por lo tanto debemos intercambiar las posiciones de los parámetros correspondientes

Por lo tanto, el vector de los parámetros para la descomposición LU es


2



1

1          en lugar de

2

1



1

Procedamos.








2

Resolvemos primero


Ly =
1








1

o sea

  y1


      =    2






2y1           +           y2
                           =    1






  y1
-       2 y2
  +          y3
       =   1

De donde 



y1 = 2,
y2  =  -3,    y3 = -7

Resolvemos ahora







            2






          Ux  =     -3








           -7

o lo que es equivalente,

x1
+           x2
     +       3 x3     =    2






                    -       x2      -     4 x3      =   -3








          -10 x3     =    -7

Por lo tanto:


x1     =   - 3 / 10
,     x2     =   2/ 10 ,      x3     =    7/ 10

Respuesta que coincide con la hallada anteriormente por medio de la matriz inversa.

3.8 Utilización de la descomposición LU XE "Matriz inversa:por descomposición LU"  para calcular la matriz inversa

El siguiente método lo presentamos como una alternativa cuando se requiere calcular la matriz inversa, una vez se ha calculado la descomposición LU.

En el ejemplo anterior descompusimos a la matriz 





2   1   2



     
 
A  =  
1   1   3         

1   3   1   

 en la forma 


A = PLU,

donde P es una matriz de permutación, debido a que intercambiamos la 1ra. y 2da. filas de A, lo cual no era indispensable mas nos permitió utilizar el 1, primer elemento de la segunda fila como pivote para lograr ceros en la primera columna de A, lo cual nos pareció conveniente. Si hubiesemos utilizado una calculadora, a riesgo de perder precisión por la presencia de error por redondeo o truncamiento, propio de computadoras y calculadoras, no hubieramos intercambiado filas y tendríamos la descomposición LU de A. 

Como en nuestro caso 



1    0     0
1    1    3
    1    1    3



         LU  =
2    1
0
0   -1   -4       =
    2    1    2





1   -2     1
0    0  -10
    1    3    1

Utilizaremos esta descomposición para calcular la matriz inversa A-1 de 



2   1   2



     
 
A  =  
1   1   3         

1   3   1   

Solución: Para calcular la matriz inversa de A, debemos resolver la ecuación matricial





AX = I,

I es la matriz idéntica

En caso de que esta ecuación tenga solución, la matriz X será la inversa de A.

Restringiéndonos a matrices de orden 3, lo cual no invalida el método que en cualquier caso es similar, consideremos a X como una matriz particionada en sus columnas, luego




X = ( X 1, X 2, X 3 )

Por lo tanto  AX = I es equivalente a    A  ( X 1, X 2, X 3 ) = (  AX 1, AX 2, AX 3 ) = ( e 1, e 2, e 3 ), donde






1


0


0




e 1 =
0

e 2 =
1

e 3 =
0





0


0


1

son los vectores columna de la matriz idéntica.

Basta por lo tanto resolver por separado las ecuaciones matriciales



AX1 = e 1,
AX2 = e 2,
AX3 = e 3


Resolveremos cada una de estas ecuaciones matriciales utilizando la descomposición LU de A.

Sabemos que salvo el intercambio de la 1ra. y 2da. filas, la descomposición LU de A está dada por











Filas de A


1    0     0
1    1    3
    1    1    3
intercambiadas



         LU  =
2    1
0
0   -1   -4       =
    2    1    2





1   -2     1
0    0  -10
    1    3    1

Al resolver  AX1 = e 1, debemos por lo tanto resolver 






    
   0
         intercambio de las “filas” 1ra. y 2da. de e 1


       
         LU X1 =  
   1 







   
   0

Del mismo modo, en lugar de     

0



         1
         intercambio de las 



        
LU X2 =  
1 
, resolveremos  
    LU X2 =      0
        “filas” 1ra. y 2da. de e 2
0



          0

El sistema


0

        

     LU X3 =  
0
         

        








1

no sufrirá cambios ya que el intercambio no afectó a la tercera fila.

Solución de



 


    


 
        0
         



        

LU X1 =        1 







  
        0

Resolveremos primero



    


0




        

Ly =  
1 







    
0

así

  y1


      =    0






2y1           +           y2
                           =    1






  y1
-       2 y2
  +          y3
       =   1

Por sustitución hacia adelante:
y1  =  0,
 y2 =  1,    y3  =  2,

Ahora resolveremos






   0





Ux  =       1

o sea:







   2

x1
+           x2
     +       3 x3     =    0






                    -       x2      -     4 x3      =    1








          -10 x3     =     2

Por lo tanto:


x1     =    8 / 10
,     x2     =   -2/ 10 ,      x3     =    -2/ 10

Luego, la primera columna de la matriz inversa es













8 / 10

-2 / 10

-2 / 10

En consecuencia nuestra matriz inversa comienza así:


8/10   ×   ×



     
 
A -1  =  -2/10   ×   ×    

            -2/10  ×   ×   

Esta columna coincide con la primera columna de A -1  ya calculada.

De manera semejante debemos ahora calcular 



    


 
        1
         



        

LU X2 =        0 







  
        0

Resolveremos primero



    


1




        

Ly =  
0 







    
0

así

  y1


      =    1






2y1           +           y2
                           =    0






  y1
-       2 y2
  +          y3
       =   0

Por sustitución regresiva:
y1  =  1,
 y2 = -2,    y3  = -5,

Ahora resolveremos






 1





Ux  =    -2

o sea:





             
-5

x1
+           x2
     +       3 x3     =    1






                    -       x2      -     4 x3      =   -2








          -10 x3     =    -5

Por lo tanto:


x1     =  -5  / 10
,     x2     =   0 ,      x3     =     5 / 10

En consecuencia ya tenemos dos columnas de nuestra matriz inversa, así:


8/10   -5/10   ×



     
 
A -1 =   -2/10      0      ×    

-2/10   5/10   ×   

Estas columnas coinciden con las dos primeras columnas de A -1  ya calculadas.

De manera semejante debemos ahora calcular 


    


 
        0
         



        

LU X3 =         0 







  
        1

Resolveremos primero



    


0




        

Ly =  
0 







    
1

así

  y1


      =    0






2y1           +           y2
                           =    0






  y1
-       2 y2
  +          y3
       =   1

Por sustitución hacia adelante:
y1  =  0,
 y2 =  0,    y3  =  1,

Ahora resolveremos






 0





Ux  =     0

o sea:

 



              
 1

x1
+           x2
     +       3 x3     =    0






                    -       x2      -     4 x3      =    0








          -10 x3     =     1

Por lo tanto:


x1     =  -1 / 10
,     x2     =   4 / 10 ,      x3     =     -1  / 10

En consecuencia ya tenemos nuestra matriz inversa, así:


8/10   -5/10    -1/10



     
 
A -1 =   -2/10      0        4/10

-2/10   5/10    -1/10

Resultado que coincide en su totalidad con el valor de A -1 calculado en este capítulo. Además puede verificarse por simple multiplicación que

AA -1 = I .

3.9 Ejercicios propuestos

1) Descomponga la matriz


1   2   1



     
 
A  =  
2   6   3      en su forma  LU  o  PLU.      

3   8   5   

Ayuda:


El resultado final de la descomposición LU, salvo intercambios de filas que usted efectúe es:

    
 



1       2      1







      
 



2       2      1    
. En consecuencia




 



3       1      1






    
 
1       0      0



1       2      1




         L   =
2       1      0
  
          U   =
0       2      1     

    


3       1      1



0       0      1


2) A partir de la descomposición LU de A, anterior,  calcule  A –1

3) Descomponga las siguientes matrices en su forma LU o PLU. La matriz P se puede describir    explícitamente por intercambio de filas en la matriz idéntica o señale en palabras cuáles filas se han intercambiado en la posición LU.





                       2   3   1

0   1   0    
1   3   6
            -1   2   0

2   1   1



a)       1   3   3   
     b)
2   2   1       c)
4   2   3
       d)  
0   0   1       e)   
4   1   2    

          3   3   1          
3   3   1   
0   2   4   
1   1   0  
2  -1   2   



                        6   2   1
   
 
1   2   3   1

1  -1   1  -1 



    f)     3   1   1    
    g)     -1   1   1   1 
     h)
0   1   2    3
 

          
           2   1   1     
  
 2   1   0  1

1   2   1    1



 




  
 0   0   1  1       
            -3   0   1    2

Respuestas parciales

Descomposición LU.

a) La descomposición sobrescrita podría ser (efectúe el proceso)


1       3      3









       2      -3      5    
donde las filas
1ra. y 2da. han sido intercambiadas


       3       2      2










   0       1      0
    1       0      0
       1       3      3

       En tal caso la descomposición        PLU  =      1       0      0
    2       1      0
       0      -3     -5 

       PLU sería:



                0       0      1        3       2      1
       0       0      2







E12 en lugar de I






        

P


L

  U

b) La descomposición sobrescrita podría ser (efectúe el proceso)


1       3      3









       2      -3      5    
donde las filas
1ra. y 2da. han sido intercambiadas


       3       2      2


Salvo este intercambio, la correspondiente descomposición LU sería:







1       0      0
   1       3      3
       

     


    
        LU   =
2       1      0
   0      -3      5
              


 

                


3       2      1          0       0      2
       




c) La descomposición LU sobrescrita podría ser (efectúe el proceso)


1       3      6









       4    -10    -21    



       0    -2/10 -2/10


d) La descomposición LU sobrescrita podría ser (efectúe el proceso)


      -1      2      0









       1     -1      0    



       0      0      1

e) La descomposición LU sobrescrita podría ser (efectúe el proceso)


2       1      1









       2     -1      0    



       1      2      1



f) La descomposición LU sobrescrita podría ser (efectúe el proceso)


6        2      1

salvo que las filas 2da. y 3ra. han sido intercambiadas.



      1/3
  1/3   2/3    



      1/2      0     1/2


g) La descomposición LU sobrescrita podría ser (efectúe el proceso)


1       2      3
     1





      -1
   3      4     2



       2      -1    -2     1


       0      0   -½   3/2 

h) La descomposición LU sobrescrita podría ser (efectúe el proceso)


1      -1      1
    -1





       0
   1      2     3



       1       3     -6    -7


      -3      -3  -10/6   1

4) Con los datos de la matriz A del problema 1 y a partir de la descomposición  LU, resuelva el     sistema de ecuaciones






        1




Ax = b,  donde  b =    2






        1

5) Con la ayuda de la descomposición LU o PLU de las matrices A del problema 3 resuelva los sistemas de ecuaciones para los valores del vector   b.






 
 1

Para a), b), c), d), e), f),  tome       b =
-1






 
 1






 
 1

Para g), y  h), 

  tome       b =
 2






 
 1






 
 0

6) Utilizando las descomposiciones  LU  o  PLU de las matrices   A  del problema  3, halle las matrices inversas cuando existan.

7) Escriba un ensayo comparando la conveniencia o nó de los métodos de solución de sistemas de ecuaciones lineales en comparación con otros métodos como el de Gauss o el del cálculo de la matriz inversa. Compárelos a la luz del número de multiplicaciones (y/o divisiones) requeridas. Puede consultar algunos de los apéndices para su elaboración.

8) Escriba un ensayo describiendo otras aplicaciones de la descomposición LU. Puede consultar algunos de los apéndices para su elaboración.

9)   A partir de la matriz idéntica I 3 de orden 3, produzca todas las matrices de permutación de orden 3. Cuántas son?.

1   0   0


0   1   0


1   0   0

Ayuda:   P1 = 
0   1   0

 P2 =
1   0   0

P3 =
0   0   1
     , etc.





0    0   1

0   0   1


0   1   0

a) Compruebe con 4 ejemplos las siguientes proposiciones:

i) El producto de dos matrices de permutación es una matriz de permutación

ii) Si P es una matriz de permutación de orden n, entonces P k = I, para alguna potencia k de P, k ( n ! (leáse: n factorial = 1×2×3×...×n).

10. Calcular de nuevo, utilizando el método de Gauss – Jordan, la matriz inversa, de todas y cada una de las matrices cuya inversa ya se calculó, en este capítulo, utlizando ahora el método de Gauss-Jordán.

11. Resuelva de nuevo el ejercicio 10, pero ahora con una calculadora, procediendo a trabajar sólo con aproximación a las centésimas, redondeando o truncando cada resultado según lo prefiera. En lo posible acumule operaciones para no acarrear demasiado el error por redondeo o truncamiento. Recalcule la inversa utiliozando la descomposición LU. Compare resultados y consultando libros, ver bibliografía, elabore algunas conclusiones que se apliquen en este caso.

12.
Utilizando un procedimiento similar al sugerido en el ejercicio 11, plantee sistemas de ecuaciones de la forma  Ax = b, siendo A una matriz de orden 4, no singular. Resuelva el sistema:

i) Por la ecuación  x = A – 1 b, donde  A – 1 se ha calculado, con aproximación a las centésimas, por el método de Gauss-Jordan

ii) Utilizando la descomposición  LU de A, planteando luego LU x = b, y resolviendo este último sistema con la calculadora en las mismas condiciones de aproximación. Compare resultados  y elabore conclusiones citando afirmaciones sacadas de textos universitarios y de la internet, respecto a la bondad de cada método cuando no se utiliza aritmética exacta.
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